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" Todo debe hacerse tan simple como sea posible, pero sin excederse en ello." 

Albert Einstein 



El Cdlculo 7 (de aqui en adelante abreviado como EC7) es una obra disenada 
tanto para los cursos de especializaci6n en matematicas como para los estu- 
diantes cuyo interes primario radica en la ingenieria, las ciencias fisica y 
sociales, o los campos no uScnicos. La exposition estd adecuada a la experiencia 
y madurez del principiante. Las explicaciones detalladas, los abundantes 
ejemplos desarrollados asf como la gran variedad de ejercicios, contimian 
siendo las caracteristicas distintivas del texto. 

En ningun otro tiempo entre ediciones sucesivas han ocurrido tantos 
cambios en la ensenanza del Calculo como en el periodo entre las ediciones 
sexta y septima de este texto. Muchos de estos cambios son el resultado de la 
disponibilidad de la tecnologfa moderna en la forma de calculadora graTica o 
graficadora manual. Algunos otros cambios se deben al movimiento denomi- 
nado reforma del Cdlculo. He invitado a seguir este movimiento observando 
el principio: REFORMA CON RAZ6N. Con el fin de apegarme a este principiof 
he aplicado las siguientes guias: 

1. La tecnologfa debe incorporate para mejorar la ensenanza y el apren- 
dizaje del Calculo, no para reemplazar las matematicas o restar impor- 
tancia a los temas te6ricos. 

2. Las definiciones y teoremas deben establecerse formalmente, no in- 
formalmente. 

3. Los estudiantes deben estar concientes de que las demostraciones de los 
teoremas son necesarias. 

4. Cuando se presenta una demostracion, debe ser bien motivada y cuida- 
dosamente explicada, de modo que sea entendible para cualquiera que 
haya alcanzado un dominio promedio de las secciones anteriores del libro. 

5. Cuando se establece un teorema sin demostracion, la discusion debe au- 
mentarse mediante figuras y ejemplos; en tales casos, debe enfatizarse 
el hecho de que lo que se presenta es un ejemplo ilustrativo de la propo- 
sition del teorema y no una demostracion del mismo. 

6. Debe darse importancia a los modelos matemdticos de las aplicaciones 
de la vida real. 

7. Debe destacarse la redaction en matematicas. 

Los catorce capitulos de EC7 pueden clasificarse en dos partes: capftulos 
1-9, en los que se estudian funciones de una variable y series infinitas; capi- 
tulos 10-14, en los que se tratan vectores y funciones de mas de una variable. 
En EC7 se han realizado cambios en las dos partes. En todo el libro se mantiene 
un sano equilibrio entre un estudio riguroso y un punto de vista intuitivo, in- 
cluso en las modificaciones. 

Con objeto de alcanzar los objetivos planteados, se han incorporado las 
siguientes caracteristicas: 
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GRAFICADORA "ACTIVA" 

A lo largo de la presentation, EC7 utiliza la calculadora grafica o graficadora 
manual no solo como un poderoso y fascinante instrumento para el apren- 
dizaje, sino como un instrumento fundamental en la solution de problemas. Se 
ha integrado la graficadora directamente a la exposition de acuerdo a la filo- 
soffa que he aprendido en mis tres veranos con TICAP (Technology Intensive 
Calculus for Advanced Placement) la cual se resume como sigue: 

1. Trabajar analiticamente (con papel y lapiz); despues apoyar numerica 
y grdficamente (con la graficadora). 

2. Trabajar numerica y grdficamente; despues confirmar analiticamente. 

3. Trabajar numerica y grdficamente debido a que otros metodos no son 
prdcticos o posibles. 

MODELOS MATEMATICOS Y 
PROBLEMAS VERBALES 

Los modelos matematicos de situaciones practicas presentadas como proble- 
mas verbales surgen en diversos campos como fisica, qufmica, ingenieria, 
administration, economia, psicologia, sociologia, biologia y medicina. Las 
funciones como modelos matematicos se introducen primero en la section 1 .3 y 
aparecen con frecuencia en el resto del texto. La section 1.3 contiene suge- 
rencias para obtener una funcion como modelo matematico paso a paso. 

REDACCION EN MATEMATICAS 

A fin de completar la solution de cada ejemplo de un problema verbal, se 
presenta una conclusion que responde a las preguntas de 6ste. El estudiante 
debe redactar una conclusion semejante, que consista en una o mas oraciones 
completas, para cada ejercicio similar. Al final de cada grupo de ejercicios hay 
uno o dos de redacci6n los cuales pueden preguntar sobre como o por que 
funciona un procedimiento determinado, o bien, pueden pedirle al estudiante 
que describa, explique ojustifique un proceso particular. 

EJERCICIOS 

Los ejercicios, revisados de las ediciones anteriores y ordenados por grados de 
dificultad, proporcionan una gran variedad de tipos de problemas que van des- 
de calculos y aplicaciones hasta problemas teoricos para la calculadora y 
ejercicios de redaction, como los mencionados anteriormente. Estos aparecen 
al final de cada section y como ejercicios de repaso al final de cada capftulo. 

EJEMPLOS Y EJEMPLOS ILUSTRATIVOS 

Los ejemplos, cuidadosamente seleccionados, habilitan a los estudiantes en 
la resolution de los ejercicios, y ademas sirven como modelos para sus solu- 
ciones. Se utiliza un ejemplo ilustrativo a fin de mostrar un concepto, deflni- 
ci6n o teorema particular; es un prototipo de la idea expuesta. 

PROGRAMA DE ARTE VISUAL (FIGURAS) 

Todas las figuras se han vuelto a trazar para EC7. Las graficas trazadas en la 
graficadora se muestran en una pantalla de graficadora enmarcada por un 
borde de color mas oscuro a diferencia de las graficas dibujadas a mano. Todas 
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las figuras tridimensionales se han generado mediante computadora con el 
fin de obtener precisi6n matematica. Estas figuras, que son m£s vfvidas que 
en las ediciones anteriores, fueron creadas con la ayuda de Matematica® y 
Adobe Illustrator®. 

ASPECTOS PEDAGOGICOS 

Cada capftulo comienza con una introducci6n titulada VISION PRELIMINAR. 
Al final de cada capitulo se muestra una lista de sugerencias para su revi- 
sion. Juntos, estos aspectos sirven como una resena, de principio a fin del 
capftulo, cuando el estudiante se prepara para un examen. 

DESCRIPCION DE CADA CAPITULO 

Capitulo 1 Funciones, limites y continuidad 

Los tres temas del titulo de este capitulo conforman la base de cualquier pri- 
mer curso de Calculo. Se exponen todos los teoremas de limites incluyendo 
algunas demostraciones en el texto, mientras que otras se esbozan en los 
ejercicios. La seccion 1.3, nueva en esta edici6n, presenta las funciones 
como modelos matem&ticos anticipadamente de su uso posterior en aplica- 
ciones. En consecuencia, estos modelos proporcionan al estudiante una vista 
preliminar de c6mo se aplica el Calculo en situaciones reales. La seccidn 1.4, 
tambien nueva, utiliza la graficadora para introducir el concepto de limite de 
una funcion. 

Capitulo 2 Derivada y diferenciacion 

En la secci6n 2.1 se define la recta tangente a la grafica de una funcion antes 
de estudiar la derivada, esto con el prop6sito de mostrar un avance de la inter- 
pretaci6n geom^trica de este concepto. Las aplicaciones fisicas de la derivada en 
el estudio del movimiento rectilfneo se presentan solo despues de haber de- 
mostrado los teoremas sobre diferenciacitfn, de modo que dichos teoremas 
pueden emplearse en estas aplicaciones. En la seccidn 2.7 se estudian las 
derivadas de las seis funciones trigonom&ricas y despu6s se emplean 
como ejemplos para la presentation inicial de la regla de la cadena en la 
siguiente seccion. La derivada numerica, tema nuevo en esta edici6n y pre- 
sentado en la seccion 2.3, se utiliza junto con la graficadora para apro- 
ximar derivadas y para trazar sus grdficas. En la seccion 2.4 se Simula el 
movimiento de una particula sobre una linea recta. 

Capitulo 3 Comportamiento de las 
funciones y sus graficas, valores extremos 
y aproximaciones 

En este capitulo se presentan las aplicaciones tradicionales de la derivada que 
implican maximos y mmimos asi como el trazado de una curva. Los limites 
al infmito y sus aplicaciones para determinar asintotas horizontales se han 
cambiado a este capitulo donde se aplican a fin de dibujar graficas. La grafica- 
dora se utiliza frecuentemente con el objeto de apoyar los resultados obtenidos 
de forma analitica asi como para conjeturar propiedades de las funciones, las 
cuales se confirman despues analiticamente. Un aspecto nuevo de esta edicion 
esta* relacionado con los ejercicios, donde se le pide al estudiante que dibuje 
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la grafica de una funcion a partir de la grafica de su derivada y viceversa. En la 
seccion final del capitulo se presenta la aproximacion mediante la recta tan- 
gente junto con el metodo de Taylor y el de diferenciales. 

Capitulo 4 Integral definida e integration 

Las dos primeras secciones tratan sobre antiderivacion (o antidiferenciacion). 
Se utiliza el t^rmino antiderivacion en lugar de integration indefinida, sin 
embargo, se conserva la notacion estandar \f{x) dx. Esta notacion sugerira" 
que debe existir alguna relacion entre integrales definidas y antiderivadas, 
pero no veo perjuicio alguno en lo anterior, en tanto la presentacion propor- 
cione un panorama teoricamente apropiado de la definici6n de la integral 
definida como un limite de sumas. Dichos limites se aplican primero para de- 
finir el area de una region plana y despu^s se utilizan en la definicion de la 
integral definida. La capacidad de la graficadora para aproximar el valor de 
una integral definida se presenta antes de la demostracion del segundo teo- 
rema fundamental del Calculo, utilizado para obtener valores de integrales 
analiticamente. Esta capacidad permite demostrar propiedades de la integral 
definida en una graficadora tal como se desarrollan. La seccion 4.3, sobre 
ecuaciones diferenciales separables, presenta aplicaciones sobre el movimiento 
rectilineo, donde el movimiento se Simula en la graficadora. Otras aplicaciones 
de los conceptos de este capitulo incluyen el estudio completo del area de una 
region plana asi como el volumen de solidos, presentados posteriormente en 
la edicion anterior. La seccion 4.9 se inicia con el c&lculo de volumenes mediante 
el metodo de rebanado, se continua con la determinacion de volumenes de s61idos 
de revolucion mediante los metodos de discos y de arandelas, considerados co- 
mo casos especiales del metodo de rebanado. En la seccion 4.10 se determinan 
los volumenes de solidos de revolucion mediante el metodo de capas cilfndricas. 

Capitulo 5 Funciones logaritmicas, 
exponentiates, trigonometricas inversas 
e hiperbolicas 

En la primera seccion se tratan las funciones inversas, y las cinco secciones 
siguientes se dedican a las funciones logantmica y exponencial. Primero se 
define la funci6n logantmica natural y despu6s la funci6n exponencial natural 
como su inversa. Este procedimiento permite dar un significado preciso de un 
exponente irracional de un numero positivo. Posteriormente se define la fun- 
cion exponencial de base a, donde a es positivo. Las aplicaciones de estas 
funciones incluyen las leyes naturales de crecimiento y decaimiento, el creci- 
miento limitado implica la curva de aprendizaje, y la funcion de densidad de 
probabilidad normal estandarizada. Las tres ultimas secciones se dedican a las 
funciones trascendentes (no algebraicas) restantes: las funciones trigonome- 
tricas inversas y las funciones hiperbolicas. 

Capitulo 6 Aplicaciones adicionales de la 
integral definida 

En este capitulo se presentan las aplicaciones de la integral definida, no s61o 
las tecnicas de manipulaci6n sino tambien los principios fundamentales invo- 
lucrados. La longitud de arco, una aplicaci6n geometrica, se trata en la sec- 
ckm 6.1. Las otras cuatro secciones estan dedicadas a aplicaciones fisicas, las 
cuales incluyen centro de masa de una barra y de regiones planas, trabajo y 
fuerza ejercida por la presidn de un liquido. En cada aplicaci<5n, se motivan 
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y explican intuitivamente las definiciones de los terminos nuevos. Se han 
vuelto a escribir todas las secciones y se han agregado ejemplos, en algunos 
de ellos se utiliza la graficadora para aproximar el valor de la integral definida. 

Capitulo 7 Tecnicas de integracion, formas 
indeterminadas e integrales impropias 

Las tecnicas de integracion constituyen uno de los aspectos mas importantes 
de las operaciones del Calculo. Estas tecnicas se estudian en las primeras cinco 
secciones, tratadas en ocho en la edicion anterior. Despu6s de una motivacion 
introductoria, se explican los fundamentos teoricos de cada uno de los metodos. 
El dominio de las tecnicas de integracion depende de los ejem- 
plos, y se han utilizado como problemas ilustrativos que, seguramente, el 
estudiante enfrentara en la practica. En la secci6n 7.4 se presentan otras dos 
aplicaciones de la integracion: crecimiento logistico, que surge en economia, 
biologia y sociologia; y la ley quimica de accion de masas. En la seccion 7.6 
se estudian dos metodos numericos para aproximar integrales definidas. Estos 
procedimientos son importantes debido a que resultan muy adecuados para el 
uso de computadoras y graficadoras. Los temas sobre aproximacion de inte- 
grales definidas incluyen el establecimiento de teoremas acerca de las cotas 
para el error implicado en estas aproximaciones. Las cuatro secciones res- 
tantes, que tratan acerca de las formas indeterminadas e integrales impropias, 
se han reubicado en esta edicion; preceden inmediatamente a los temas de se- 
ries, en donde se aplican muchos de los resultados obtenidos. Las aplicaciones 
de las integrales impropias incluyen la funcion de densidad de probabilidad asi 
como algunas otras relacionadas con geometrfa y economia. 

Capitulo 8 Aproximaciones polinomiales, 
sucesiones y series infinitas 

Las secciones acerca de sucesiones y series se han considerado en un solo 
capitulo y no en dos como en la edicion anterior. Todos los temas se incluyen, 
pero algunas de las discusiones se han acortado sin sacrificar la integridad 
matematica. Este capitulo es independiente y puede estudiarse en cualquier 
momento despues de completar los primeros siete capftulos. La primera seccion 
trata acerca de aproximaciones polinomiales mediante la formula de Taylor. 
Esta formula se generaliza a la serie de Taylor en la seccion 8.9. Las secciones 
8.2-8.6 se han dedicado a las sucesiones y series infinitas de terminos constantes, 
y en la seccidn 8.6 se presenta un resumen de los criterios de convergencia 
para series infinitas. En las secciones 8.7-8.10 se estudian las series de ter- 
minos variables denominadas series de potencias. Los temas de este capitulo 
conducen por si mismos a la incorporacion de la graficadora, no solo para faci- 
litar el estudio sino que permite a los estudiantes examinar e investigar la con- 
vergencia o divergencia de una serie infinita y de aproximaciones polinomiales. 

Capitulo 9 Ecuaciones parametricas, curvas 
planas y graficas polares 

Los tres temas de este capitulo se han agrupado para completar el estudio del 
calculo de una variable. Las dos primeras secciones tratan sobre ecuaciones 
parametricas y curvas planas, constituyen un requisito previo para el estudio 
de vectores. En las dos secciones srguientes se estudian graficas polares, 
mientras que en la seccion final se presenta un tratamiento unificado de las 
secciones conicas y las ecuaciones polares de las c6nicas. La discusion de 
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las secciones conicas en coordenadas rectangulares ahora se estudian por lo 
general en un curso previo al Calculo, en esta edicion se tratan en el apendice. 

Capitulo 10 Vectores, rectas, pianos 
y superficies en el espacio 

En esta edicion, los vectores bidimensionales y tridimensionales se estudian 
en el mismo capitulo y no en forma separada como en ediciones anteriores. En 
la seccion 10.1 se defmen los vectores en el piano. En la seccion 10.2, antes 
de definir un vector tridimensional, se presenta el espacio numerico tridimen- 
sional, el cual se denota por R 3 . En el capitulo tambien se proporciona una 
introduccion vectorial a la geometrfa analitica solida al estudiar, en la seccion 
10.4, rectas y pianos en R 3 , y superficies en la seccion 10.6. 

Capitulo 1 1 Funciones vectoriales 

De igual manera que con los vectores en el capitulo 10, en este capitulo se 
estudian las funciones vectoriales tanto en el piano como en el espacio 
tridimensional. Las curvas en los dos espacios, definidas mediante una funcion 
vectorial o por medio de un conjunto de ecuaciones parametricas, asi como sus 
propiedades tambien se estudian simultaneamente. Las aplicaciones de este 
capitulo tratan acerca de geometrfa, fisica e ingenieria. En la seccion 11.5, 
sobre movimiento curvilmeo, se utiliza la graficadora para simular en movi- 
miento de un proyectil en un piano. 

Capitulo 12 Calculo diferencial de 
funciones de mas de una variable 

Los temas contenidos en este capitulo se han reunido y condensado de dos 
capitulos de las ediciones anteriores, otra vez sin afectar la integridad mate- 
matica. En las primeras cinco secciones se estudian limites, continuidad, deri- 
vadas parciales, diferenciabilidad y la regla de la cadena para funciones de 
mas de una variable. Las aplicaciones de estas secciones incluyen la determi- 
nacion de tasas de variation y el calculo de aproximaciones. La seccion 12.6, 
sobre derivadas direccionales y gradientes, precede a una seccion que muestra 
la aplicacion del gradiente en la determination de pianos tangentes y rectas 
normales a superficies. Otras aplicaciones de las derivadas parciales se pre- 
sentan en las dos ultimas secciones y tratan sobre problemas de extremos y 
multiplicadores de Lagrange. 

Capitulo 13 Integration multiple 

El Calculo integral de funciones de mas de una variable, contenido en las 
secciones 13.2-13.6, es precedido por una seccion en la que se estudian coorde- 
nadas cilindricas y esfericas, reubicadas en esta edicion, de modo que esten 
mas cerca a los temas en que se aplican. Las integrales dobles de las fun- 
ciones de dos variables se estudian en la seccion 13.2 y en las dos secciones 
siguientes se aplican a la fisica, ingenieria y geometrfa. 

Capitulo 14 Introduccion al 
Calculo de campos vectoriales 

En las seis secciones de este capitulo final se presenta un estudio amplio del 
Calculo vectorial. Este estudio incluye campos vectoriales, integrales de lmea, 
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el teorema de Green, el teorema de la divergencia de Gauss y el teorema de 
Stokes. La presentation de estos temas es intuitiva y las aplicaciones son 
acerca de fisica e ingenieria. 

Apendice 

Los temas de algebra, trigonometria y geometria analitica, por Io comun se 
estudian en cursos previos al Calculo, ahora se presentan en el apendice, de- 
jando asi el cuerpo principal del texto para temas estrictamente de Calculo. Esta 
modification tiene como consecuencia el hecho de que las palabras con geo- 
metria analitica no aparecen en el titulo de esta edition. Las secciones del 
apendice pueden cubrirse en detalle, como un repaso o pueden omitirse por 
completo, dependiendo de la preparation de los estudiantes de cada grupo. 

Secciones suplementarias 

Las secciones suplementarias se encuentran despues del apendice; estas sec- 
ciones contienen temas que pueden ser cubiertos u omitidos sin afectar la 
comprension del material subsecuente. Estas secciones designadas mediante 
el niimero de la section del cuerpo principal del texto, contienen discu- 
siones teoricas y algunas de las demostraciones mas dificiles. 

Louis Leithold 
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MATERIAL SUPLEMENTARIO PARA EL CALCULO* 



Para el estudiante 

An Outline for the Study of Calculus (Un esbozo para el estudio del 
Calculo) por Leon Gerber, de Saint John's University y John Minnick, de 
DeAnza College. 

Para ayudar a los estudiantes en su estudio de EC7, este manual, en tres 
volumenes, contiene las soluciones detalladas paso a paso de todos los ejer- 
cicios cuyo numero es divisible entre 4. Los manuales tambien contienen to- 
dos los teoremas y definiciones importantes asi como examenes simples con 
sus soluciones para cada capitulo. 

Para el profesor 

Instructor's Solutions Manual for THE CALCULUS 7 (Manual de solu- 
ciones para el profesor) por Leon Gerber, de Saint John's University. 

Este manual, en dos volumenes, contiene las soluciones para todos los 
ejercicios de EC7. 

Test Generator/Editor with Quizmaster (Generador de examenes/Editor 
con Quizmaster) 

Este banco de examenes computarizado esta disponible en versiones para 
DOS y Macintosh, y puede trabajarse completamente en redes. El Generador 
de Examenes, escrito para EC7, puede emplearse para seleccionar problemas 
y preguntas al elaborar examenes ya preparados. El Editor permite a los pro- 
fesores editar cualesquiera datos preexistentes o crear sus propias preguntas. 
Quizmaster permite a los instructors crear ex&menes y cuestionarios del Ge- 
nerador de Examenes y almacenarlos en discos de modo que puedan ser uti- 
lizados por los estudiantes en computadoras personales o en una red. 

Tambien esta disponible un banco de examenes impresos que incluye 
todos los problemas y preguntas del banco de examenes computarizado. 

Libros auxiliares de interes para 

estudiantes y profesores de 

Calculo publicados por 

Oxford University Press, Harla, Mexico 

Estos materiales se encuentran listados en la tercera de forros de este 
libro. 



* N. del E. Este material solo esta" disponible en ingles. En un futuro pr6ximo esta editorial tendra el "Manual de resoluciones para el profesor". 



ASPECTOS HISTORICOS DEL CALCULO 



Algunas de los ideas fundamentales del Calculo se remontan a los antiguos 
matem&ticos griegos del tiempo de Arquimedes (287-212 a.C.) asi como a 
los trabajos de los primeros anos del siglo XVII realizados por Rene 
Descartes (1596-1650), Pierre de Fermat ((1601-1665), John Wallis 
(1616-1703) e Isaac Barrow (1630-1677). Sin embargo, la invention del 
Calculo se atribuye a Sir Isaac Newton (1642-1727) y Gottfried Wilhelm 
Leibniz (1646-1716) debido a que ellos iniciaron la generalization y unifi- 
cation de estos conceptos matemdticos. Asimismo, otros matem&ticos de los 
siglos XVII y XVIII intervinieron en el desarrollo del C&lculo, algu- 
nos de ellos fueron: Jakob Bernoulli (1654-1705), Johann Bernoulli 
(1667-1748), Leonhard Euler (1707-1783) y Joseph L. Lagrange 
(1736-1813). No obstante, no fue sino hasta el siglo XIX en que se estable- 
cieron los fundamentos de las nociones y de los procesos del Calculo por 
matematicos tales como Bernhard Bolzano (1781-1848), Augustin L. 
Cauchy (1789-1857), Karl Weierstrass (1815-1897) y Richard Dedekin 
(1831-1916). 



PREPARACION PARA EL ESTUDIO DEL CALCULO 



Aprender Calculo puede ser una de las experiencias educacionales mas 
estimulantes y excitantes. Para que esto sea asf, usted debe iniciar su curso 
de Calculo con el conocimiento de ciertos conceptos de matematicas concer- 
nientes a algebra, geometria, trigonometrfa y geometria analitica. 

Los temas de algebra, trigonometrfa y geometrfa analitica de especial 
importancia se presentan en las secciones A.l-A.ll del apendice al final del 
libra. Las propiedades especfficas de los numeros reales asf como algunas 
notaciones basicas se presentan en la seccion A.l. Debe familiarizarse con 
estos temas antes de iniciar el capftulo 1 . Refierase a las secciones A.2-A.8 y 
A. 10 para revisar los temas de geometria analitica. En la seccion A.9 se es- 
tudian las funciones trigonometricas. Tal vez necesite estudiar la seccion 
A.ll, donde se presentan las fracciones parciales, antes de tratar la sec- 
cion 7.4 sobre integration de funciones racionales. 

La visualization mediante graficas juega un papel importante en el es- 
tudio del Calculo. Estas graficas se obtendran en dos formas: a mano y me- 
diante un dispositivo de graficacion automatico de alta velocidad como las 
graficadoras y computadoras con el software apropiado. Estos dispositivos 
funcionan de manera similar, pero para el estudiante resultant m£s practico 
utilizar una graficadora que una computadora personal. En consecuencia, en 
el texto se empleara la graficadora. 

Cuando se trate de una grafica realizada a mano se usara la termino- 
logia dibuje la grafica, y cuando deba emplear un dispositivo electronico en su 
elaboration se indicara trace la grafica. Las graficas trazadas en una grafica- 
dora estan representadas por figuras que muestran una pantalla de graficado- 
ra enmarcada por un rectangulo y las ecuaciones de las graficas mostradas 
se indican en la parte inferior de la pantalla. Las graficadoras no son estric- 
tamente autom&ticas debido a que requieren de un operador (una persona que 
las haga funcionar) que presione teclas especificas; sin embargo, como estas 
teclas dependen del fabricante y del modelo de la graficadora, debera con- 
sular el manual de funcionamiento para obtener informacion sobre como 
realizar operaciones especificas. 

Con los conocimientos basicos preliminares, esta usted preparado para 
iniciar su curso de Calculo, que es el fundamento para muchas de las ramas 
matematicas y para la mayorfa de los conocimientos del mundo moderno. 
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CAPITULO 1 FUNCIONES, LIMITES Y CONTINUIDAD 



1.1 FUNCIONES Y SUS GRAFICAS 



Con frecuencia, en las aplicaciones practicas el valor de una variable depende 
del valor de otra. Por ejemplo, el salario de una persona puede depender del 
numero de horas que trabaje; la producci6n total de una fdbrica puede de- 
pender del numero de maquinas que se utilicen; la distancia recorrida por un 
objeto puede depender del tiempo transcurrido desde que sali6 de un punto 
especifico; el volumen del espacio oeupado por un gas a presidn constante 
depende de su temperatura; la resistencia de un cable etectrico de longitud 
fija depende de su diametro; etc. La relaci<5n entre este tipo de cantidades sue- 
le expresarse mediante una funcion. Para fines excliisivos de este texto, las 
cantidades involucradas en estas relaciones son ntimeros reales. 
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En la figura 1 se muestra la representaci6n de una correspondencia de 
este tipo. Se puede establecer el concepto de funcidn de otra manera: considere 
intuitivamente que el numero real y del conjunto Y es un&funcidn del ntimero 
x del conjunto X, si existe una regla mediante la cual se asocia un solo valor 
de y a un valor x. Esta regla se expresa frecuentemente por medio de una 
ecuaci6n. Por ejemplo, la ecuacion 

y = x 2 

define una funci6n para la cual X es el conjunto de todos los numeros reales 
y Y es el conjunto de los numeros no negativos. El valor de y asignado al 
valor de x se obtiene al multiplicar x por si mismo. La tabla 1 proporciona 
algunos de estos valores y la figura 2 ilustra la correspondencia de los nume- 
ros de la tabla. 

Para denotar funciones se utilizan sfmbolos como/, g y h. El conjunto X 
de los numeros reales indicado anteriormente es el dominio de la funcion y el 
conjunto Y de numeros reales asignados a los valores de x en X es el contra- 
dominio de la funci6n. El dominio y el contradominio suelen expresarse en la 
notaci6n de intervalos descrita en la secci6n A. 1 del ap£ndice. 




X: todos los 
numeros reales 



Y: ntimeros no 
negativos 

FIGURA 2 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Con notacion de intervalos, 
el dominio y contradominio de la funcidn definida por la ecuaci6n 

y ~ x 2 

es (-oo, +oo) y-*el contradominio es [0, +oo). 4 



'> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 

la ecuaci6n 



Sea/la funci6n definida por 



y . = V^ 



Como los numeros se han restringido a los iitimeros reales, y es una funcion 
de x s61o si x - 2 ^ debido a que para cualquier x que satisfaga esta de- 
sigualdad, se determina un solo valor de y. Sin embargo, si x < 2, se 
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tiene la raiz cuadrada de un numero negativo, y en consecuencia, no se obten- 
dra un numero real y. Por tanto, se debe restringir x de manera que x > 2. 
De este modo, el dominio de/es el intervalo [2, + oo), y su contradominio 

es[0, +oo). 4 



; EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

laecuaci6n 



Sea g la funcion definida por 



y 



- V* 2 - 9 



Se observa que y es una funci6n de x solo para x > 3 o jc < -3 (o sim- 
plemente, |jc| > 3); para cualquier x que satisfaga alguna de estas desi- 
gualdades, se determinara un solo valor de y. No se determinara ningun valor 
real de v si x esta en el intervalo abierto (-3, 3), ya que para estos valores de 
x se obtiene la raiz cuadrada de un numero negativo. Por tanto, el dominio 
deges (-oo, -3J U [3, + oo), y el contradominio es [0, +<x>). A 

Se puede considerar una funcion como un conjunto de pares ordena- 
dos. Por ejemplo, la funcion definida por la ecuacion y - x 2 consta de todos 
los pares ordenados (jc, y) que satisfacen la ecuacion. Los pares ordenados de 
esta funcion proporcionados por la tabla 1 son (1, 1), (§, f), (4, 16), (0, 0), 
(-1, 1), (- §, | ) y (-4, 16). Por supuesto, existe un nilmero ilimitado de pares 
ordenados de esta funcion, algunos otros son (2, 4), (-2, 4), (5, 25), (-5, 25), 
(a/3, 3), etcetera. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 La funci6n / del ejemplo 
ilustrativo 2 es el conjunto de pares ordenados (x, y) para los cuales 
y = -Jx - 2 . En simbolos esto se expresa como 

/ = {(*, y) I y = 4x~^l} 

Algunos de los pares ordenados de / son (2, 0), (f, \\ (3, 1), (4, V2), 
(5, V3),(6, 2), (11, 3). < 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 La funcion g del ejemplo 
ilustra tivo 3 es el conjunto de pares ordenados (jc, y) para los cuales 
y - V* 2 - 9; es deck, 

8 = {(*,y) | y = V* 2 -9} 

Algunos de los pares ordenados de g son (3, 0), (4, V7), (5, 4), (-3, 0), 
(-V13, 2). < 

A continuacion se establecera formalmente la definicion de funcion 
como un conjunto de pares ordenados. Al definir una funcion de esta manera, 
y no como una regla de correspondencia, se hace mas preciso su significado. 



1.1.1 Definicion de funcion 
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numero. El conjunto de todos los valores admisibks dc x se denomina 
dominio de la funcidm y el conjunto de todos los valores resultantes 
de v recibe el nombrc de contradominio* de la funcion. 

En esta definici6n, la restriccion de que dos pares ordenados no pueden 
tener el mismo primer numero asegura que y es unico para cada valor especf- 
fico de x. Los simbolos x y y denotan variables. Debido a que el valor de y 
depende de la election de jc, x denota a la variable independiente mientras 
que y representa a la variable dependiente. 

Si/es la funci6n tal que los elementos de su dominio se representan por 
jc, y los elementos de su contradominio se denotan por y, entonces el simbolo 
f(x) (lease "f de x") denota el valor particular de y que corresponde al valor de 
x. La notaci6n/(jc), denominada valor de funcion, se debe al matemdtico y 
ffsico suizo Leonhard Euler (1707-1783), 

D> EJEMPLO I LUST RATIVO 6 En el ejemplo ilustrativo 2, 

/= ((*> y) | y = V* ~ 2 }. De modo que 



fix) = 4x~=2 
A continuation se calculard/W para algunos valores especificos de x. 

/(3) = V3^2 /(5) = 45^2 

= 1 = V3 

/(6) = V6^2 /(9) = V9^2 

- 2 = V7 4 

Cuando se define una funci6n, debe indicarse el dominio implfcita o 
explfcitamente. Por ejemplo, si/esta definida por 

f(x) = 3x 2 - 5x + 2 

la funcion tiene un valor si x es cualquier numero real; por tanto, el dominio 
es el conjunto de todos los ndmeros reales. Sin embargo, si/esta definida por 

f(x) = 3jc 2 - 5jc + 2 1 < x < 10 

entonces el dominio de/consta de todos los ndmeros reales entre 1 y 10, in- 
cluidos estos. 

De manera semejante, si g estd definida por la ecuacion 

*> = T^ 

estd implicito que x * -4, debido a que el cociente no esta definido para 
x = -4; en consecuencia, el dominio de g es el conjunto de todos los nume- 
ros reales excepto -4. 

Si h estd definida por la ecuaci6n 



h{x) = V4-jc 2 



el dominio de h es el intervalo cerrado [-2, 2] porque V4 - x 2 no es un 
numero real para x > 2 o x < -2. El contradominio de h es [0, 2]. 



* N. del T. La palabra inglesa range se ha traducido generalmente como rango, y corresponde a] nombre del conjunto de valores asignados a la 
variable dependiente de una funcidn. Otros nombres para este conjunto son: recorrido (poco empleado en calculo); ambito (t^rmino muy recien- 
te para este concepto); imagen (muy empleado en algebra y teon'a de conjuntos); rango (muy empleado en calculo). 
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y = m 

f (x + h,f(x + h)) 



fix + h) - f(x) 



FIGURA3 



W EJEMPLO 1 Dado que /es la funcion definida por 

f{x) = x 2 + 3x - 4 
determine: (a) /(0); (b) /(2); (c) f{h)\ (d) /<2«; (e) f(2x); (f) f(x + h); 

(g) m + f(h) 



Solution 

(a) f(0) = 2 + 3 • - 4 

= -4 

(c) f(h) = h 2 + 3h - 4 

(e) /(2jc) = (2jc) 2 + 3(2*) - 4 
= 4jc 2 + 6x - 4 



(b) /(2) = 2 2 + 3 • 2 - 4 
= 6 

(d) f(2h) = (Ik) 2 + 3{2h) - 4 
= 4h 2 + 6h - 4 



(f ) /(jc + h) = (jc + A) 2 + 3(jc + h) - 4 

= jc 2 + 2fcc + h 2 + 3x + 3fc - 4 
= jc 2 + (2/i + 3)* + (h 2 + 3h - 4) 

(g) /(*) + fih) = (jc 2 + 3jc - 4) + (h 2 + 3h - 4) 

= jc 2 + 3jc + (fc 2 +3^-8) ^ 

Compare los calculos del inciso (f ) y (g) del ejemplo 1. En el inciso (f ) se 
realiza el calculo de/(jc + h), que es el valor de la funcion para la suma de x y 
h. En el inciso (g), en donde se cakula/(jc) + f(h), se obtiene la suma de los 
dos valores de la funcion /(jc) yf(h). 

En el capitulo 2 se requerira calcular cocientes de la forma 



fix + h)- f(x) 
h 



h * 



Este cociente se presenta como la pendiente de la recta que pasa por los pun- 
tos (jc, /(jc)) y (x + h, /(jc -i- h)) de la grafica de la funci6n definida por 
y = fix). Consulte la figura 3. En caso de que al efectuar el calculo aparezca 
en el numerador la diferencia de dos radicales, se racionaliza el numerador 
como en el inciso (b) del ejemplo siguiente. 



► EJEMPLO 2 Determine 

fix + h)- f(x) 
h 

donde h * 0, si (a)/(jc) = 4jc 2 - 5jc + 7;(b)/(jc) = V*. 
Solution 

fix + h)- fix) _ 4(jc + h) 2 - 5(jc + h) + 7 - (4jc 2 - 5jc + 7) 



(a) 



h h 

4x 2 + 8hx + 4h 2 - 5jc - Sh + 1 - 4x 2 + 5x - 1 



%hx - 5h + 4h 2 



= 8jc - 5 + Ah 
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(b) 



/(* + ft) - fix) _ 4x~Vh -4i 




(Vjc + ft - 4x){s!x + ft + Vjc) 
h{4x~T~h + sfx) 

(x + h) - x 



h{4x~T~h + a/7) 

ft 

ft(VFT~ft + a/7) 
1 

V* + ft + V^ 



En el segundo paso del inciso (b) de esta solucion, se multiplica el 
numerador y el denominador por el conjugado del numerador para racionali- 
zar el numerador, de donde se obtiene un factor comun de ft en el numerador y 
en el denominador. ^ 

El concepto de funcion como un conjunto de pares ordenados permite 
enunciar la siguiente definici6n de grdfica de una funcion. 



1.1.2 Definicion de grafica de una funcion 



Sifts una funcion, entonces la grdfica de/es el conjunto de todos los 
puntos (x, y) de) piano R 2 para los cuales (jt, y) es un par ordenado de/ 




5 




g(x) 



4^^9 



FIGURA 6 




De esta definicidn, se deduce que la grafica de una funcion /es la misma 
que la grafica de la ecuaci6n y - f(x). 

La grafica de la funci6n del ejemplo ilustrativo 1 es la par&bola dibujada en 
la figura 4. La grafica de la funcion/ de los ejemplos ilustrativos 2 y 4 y dibujada 
en la figura 5 es la mitad superior de la parabola. La grafica de la funcion g de 
los ejemplos ilustrativos 3 y 5 esta dibujada en la figura 6; estd grdfica es la mitad 
superior de una hiperbola. 

Recuerde que en una funcion existe un solo valor de la variable depen- 
diente para cada valor de la variable independiente del dominio de la funci6n. 
En terminos geometricos, esto significa que: 

Una recta vertical intersecta la grifica de una funcitin a lo mas en un 
punto. 

Observe que en las figuras 4, 5 y 6, cualquier recta vertical intersectard a 
cada grdfica cuanto mas en un punto. 



' EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Considere el conjunto 

{(jc, y) | x 2 + y 2 = 25), cuya grafica es la circunferencia, de radio 5 y 
centro en el origen, dibujada en la figura 7. Este conjunto de pares ordenados no 
es una funcion porque para cualquier jc en el intervalo (-5, 5), dos pares 
ordenados diferentes tienen a jc como primer numero. Por ejemplo, (3, 4) y 
(3, -4) son dos pares ordenados del conjunto dado. Adem&s, observe que 
cualquier recta vertical cuya ecuacion sea x - a, donde -5 < a < 5, inter- 
secta a la circunferencia en dos puntos. 4 
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► EJEMPLO 3 



Determine el dominio de la funcitfn g definida por 




[-7.5, 7.5] por [-1, 9] 



g(x) = ^jx(x - 2) 
FIGURA8 



Apoye la respuesta trazando la grafica en la graficadora. 



Solution Como *Jx(x - 2) no es un numero real cuando x(x -2) < 0, 
el dominio de la funcion g consta de los valores de x para los cuales 
jc(jc - 2) > 0. Esta desigualdad se satisface cuando se tiene alguno de los 
dos casos siguientes: jc>0yjc-2>0;osijc<0yjc-2<0. 

Caso J: x > Oyjc - 2 > 0. Estoes, 

x > y x > 2 

Ambas desigualdades se cumplen si x > 2, lo cual equivale a que x este" en 
el intervalo [2, +oo). 

Caso 2:jc<0yjc-2<0. Esto es, 

x < y x < 2 

Las dos desigualdades se cumplen si jc < 0, lo cual equivale a que jc perte- 
nezca al intervalo (- oo, 0]. 

Las soluciones de estos dos casos se combinan para obtener el dominio 
deg, el cuales (-oo, 0] U [2, +oo). 

La graTica de g se muestra en la figura 8. Esta graTica desciende desde la 
izquierda hasta x - 0, asciende hacia la derecha a partir de jc = 2, y no con- 
tiene puntos cuando x esta* en el intervalo abierto (0, 2). Por tanto, la grafica 
apoya la respuesta. ^ 

Como se vio, el dominio de una funci6n puede determinarse me- 
diante la definicion de la funcion. Con frecuencia se determina el contrado- 
minio a partir de la grafica de la funci6n, como en el ejemplo siguiente en el 
que se trata una funcion definida a trozos, la cual se define empleando mds 
de una expresion. 




► EJEMPLO 4 



jc - 1 sijc < 3 

fix) =<5 sijc = 3 

[2jc + 1 si 3 < x 

FIGURA 9 



Sea/ la funci6n definida por 

Ijc — 1 sijc < 3 
5 si jc = 3 

2x + 1 si 3 < jc 
Determine el dominio y el contradominio de/, y dibuje su graTica. 

Solution El dominio de/es (-00, +00). La figura 9 muestra la grafica 
de/; consta de la porci6n de la recta y - x - 1 para la cual jc < 3, el punto 
(3, 5) y la parte de la recta y = 2x + 1 para la cual 3 < jc. Los valores de la 
funci6n son numeros menores que 2, el numero 5 o niimeros may ores que 7. 
Por tanto, el contradominio de / es el mimero 5 y aquellos numeros en 
(-oo,2) U (7, +00). 4 

Las funciones definidas a trozos seran de gran utilidad en el estudio de 
limites, continuidad y derivada, comb ejemplos y contra-ejemplos de funcio- 
nes que poseen ciertas propiedades. En el caso de la graTica de la funci6n del 
ejemplo 4, se rompe en el punto donde jc = 3 lo que, como aprendera* en la 
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1— ^ x 



3a - 2 si* < I 

si 1 < jc 



FIGURA 10 
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section 1.8, muestra que la funcion es discontinua para ese valor de x. En el 
ejemplo siguiente se tiene una funcion definida a trozos cuya grafica no se 
rompe en el valor de x, en el que cambian las expresiones que la definen, en 
este caso en x - 1. 



EJEMPLO 5 Sea g la funcion definida por 
[ 3jc - 2 si x < 1 



g(x) = 



si 1 < x 



Determine el dominio y el contradominio de g, y dibuje su grafica. 

Solution El dominio de g es (-oo, +oo). La grafica contiene la parte de 
la recta y = 3x - 2 para la cual x < 1 y la porci6n de la parabola y = x 2 
para la cual 1 < x. La gr&fica se muestra en la figura 10. El contradominio 

es (-oo, +oo). M 



La funcion h esta definida por 



► EJEMPLO 6 

Determine el dominio y el contradominio de h, y dibuje su grafica. 

Sol UC ion Como h(x) esta definida para todo x, excepto 3, el dominio de 
h es el conjunto de numeros reales excepto 3. Cuando x — 3, tanto el nume- 
rador como el denominador son cero y 0/0 no esta definido. 

Al factorizar el numerador como (x - 3)(jc + 3) se obtiene 



h(x) 



(x - 3)(jc + 3) 



o h(x) = x + 3, teniendo en cuenta que x * 3. En otras palabras, la funcion 
h puede definirse por 

h(x) =^ + 3 si x & 3 

La grafica de h consta de todos los puntos de la recta y - x + 3 excepto 
el punto (3, 6), y se muestra en la figura 1 1. El contradominio de h es el con- 
junto de todos los numeros reales excepto 6. ^ 

En el ejemplo 6, la grdfica tiene un "hoyo" o "agujero" en x — 3, donde 
h(3) no esta definido. En el ejemplo siguiente, tambten la grafica tiene un 
agujero en x = 3, pero el valor de la funcion en 3 si est£ definido. 



W EJEMPLO 7 Sea H la funci6n definida por 

TT/ . \x + 3 si* ^ 3 
[2 sij: = 3 

Determine el dominio y el contradominio de H y dibuje su grafica. 
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SolUCIOfl Como H esta definida para todo jc, su dominio es (-co, +oo). 
La grafica de H se muestra en la figura 12. El contradominio de H es el con- 
junto de todos los niimeros reales, diferentes de 6. 4 



Funcion miximo entero 
FIGURA 15 



► EJEMPL0 8 



La funcion /esta definida por 



fix) = 



si jc * 2 
17 si jc = 2 
Determine el dominio y el contradominio de/ y dibuje su grafica. 



SoluclOfl Como /esta definida para todo jc, su dominio es (-oo, +oo). 
La grafica, mostrada en la figura 13, consta del punto (2, 7) y todos los 
puntos sobre la parabola y = x 2 excepto (2, 4). El contradominio de / es 
[0, +oo). < 

La funcion del ejemplo siguiente se denomina funcion valor absoluto. 



► EJEMPLO 9 

funci6n/para la cual 

/(*) = |*| 
y dibuje su grafica. 



Determine el dominio y el contradominio de la 



Solution 

m = 



De la definicion de 
jc si jc > 



[-jc si jc < 

El dominio es (-co, +oo). La grafica de/ consta de dos semirectas que pa- 
san por el origen y estan por arriba del eje jc; una tiene pendiente 1 y 
la otra tiene pendiente -1. Consulte la figura 14. El contradominio de/es 
[0, +oo). < 

La funcion valor absoluto se ha implementado en las graficadoras y 
usualmente se denota por ABS. Otra funcion con que cuenta la graficadora es 
la funcion maximo entero cuyos valores de funcion se denotan por QjcD y 
estan definidos por 



M 



si /i < jc < n + l,donde n esun entero 



Esto es, QXD es el maximo entero menor o igual que jc. En particular, [[1J = 1, 
II1.3]] = 1,E0.5]] = 0,[I-4.2I = -5 y [1-81 = -8. 

La grafica de la funcion maximo entero esta dibujada en la figura 15. 
Su dominio es el conjunto de todos los numeros reales y su contradominio 
consiste de todos los numeros enteros. En muchas graficadoras se denota la 
funcion maximo entero por INT. 



EJEMPLO 10 

G{x) = PE - jc 



Dibuje la funcion G definida por 



y determine su dominio y su contradominio. Apoye su respuesta trazando su 
grafica en la graficadora. 
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_4 -3 _2 -1 



12 3 4 



\\\N^\\\ ' 



G(x) = Rxl - x 
FIGURA 16 



wwwww 



[-5, 5] por [-2, 2] 

G(x) = INTXx) ~ x 

FIGURA 17 



Solucion Como G esta definida para todos los valores de x, su dominio 
es (-oo, +oo). A partir de la definition de QXD se obtiene lo siguiente: 

si -2 < x < -1, QXD = -2; por tanto, G(x) = -2 - x, 

si -1 < x < 0, QXD = -1; portanto, G(x) = -I - x, 

si < x < 1, QXD = 0; portanto, G(x) = -x, 

si 1 < ;c < 2, QXD = 1; portanto, G(x) = 1 - jc, 

si 2 < x < 3, IM = 2; por tanto, G(x) = 2 - ;c, 

y asi sucesivamente. De modo mas general, si /z es cualquier niimero entero, 
entonces 



sin < x < n + I, Qx]] = /z; 



por tanto» G(x) = n - x 



Con estos valores de funci6n se puede dibujar la grafica de G, mostrada 
en la figura 16. A partir de la grafica se observa que el contradominio es 
(-1, 0]. Al trazar la grafica de G(x) = INT(x) - x se obtiene la figura 17, lo 
cual apoya la respuesta. A 



EJERCICIOS 1.1 



En los ejercicios I a 4, determine si el conjunto es unafuncion. 
Si es unafuncion determine su dominio. 



1. 


(a) 
(b) 


fry) 

fry) 


y = Vjc-4} 




y = V* 2 - 4} 




(0 


fry) \y = V4-jc 2 } 




(d) 


(x,y)\x 2 + y 2 = 4} 


2. 


(a) 
(b) 


fry) 

fry) 


y= V* + U 




y = V* 2 -1} 




(c) 


fry)\y = Vl-* 2 } 




(d) 


fry) \x 2 + y>= 1} 


3. 


(a) 
(c) 


fry) 
fry) 


y = * 2 }(b) {(x,y) 
y = j^Kd) {(x,y) 


4. 


(a) 


fry)\y = (*- D 2 + 2} 




(b) 


fry) \x = iy- 2) 2 + 1} 




(c) 


fry) \y = fr + if - 1} 




(d) 


fry) 


x = (y + D 3 ~ 2} 



* = y 2 } 

* = y 3 } 



5. Dada/(;t) = 2x - 1, determine 

(a)/(3); (b)/(-2); (c)/(0); (d)f(a + 1); (e)/(jc + 1); 
(f) /(2*); (g) 2 /(jc); (h) /(jc + A); (i) /(*) + /(/i); 

(j) /u + \ } - /( ^ * 0. 

6. Dada/(;c) = |, calcule (a) /(l); (b) /<-3); (c) /(6); 
(d) /( j); (e) /(|); (f) /(f); (g) £g; (h) /(* - 3); 

®fw-m(i) fix + h l~ nx \ h*o. 



7. Dada/(jc) = Tx 2 + 5jc - 3, determine (a) /(-2); 
(b)/(-l);(c)/(0);(d)/(3);(e)/(/i + 1); (f)/(2x 2 ); 
(g)^ - 3); (h)/(jc + /i); (i)/(x) + /(A); 

8. Dada#(jc) = 3.T 2 - 4, calcule (a) g(- 4); (b) g( I ); 

(c) g(x 2 ); (d) g(3jc 2 - 4); (e) g(x - h); (f) gix) - g(A); 

(g) 8 (x + h)- 8 (x) h ^ 
n 



9. Dada F(jc) = *Jx + 9 , encuentre (a) F(jc + 9); 
(b) F(x 2 - 9); (c) F(x* - 9); (d) FCr 2 + 6x); 

(e)F(jc 4 - 6* 2 );(f) F(x + *> " F( *U * 0. 



10. DadaG(x) = V4 - * , determine a) G(4 - jc); 
((b) G(4 - jc 2 ); (c) G(4 - jc 4 ); (d) G(4x - x 2 ); 

(e)G(-Jc 4 - 4jc 2 );(f) ^^^^ A * 0. 

£h los ejercicios 11 a 46, dibuje a mono la grafica de lafun- 
cion y determine su dominio y su contradominio. 

11. f{x) = 3* - 1 12. g{x) = 4 - jc 



13. Fix) = 2X 2 


14. G{x) = x 2 + 2 


15. gix) - 5 - jc 2 


16. /(*) = ix - l) 2 


17. G(x) = V* - 1 


18. Fix) = ^9 - x 


19. fix) = V* 2 ~ 4 


20. «(x) = V4 - jc 2 


21. g(x) = V9 - x 2 


22. fix) = V^ 2 - 1 


23. A(x) - |jc - 3 | 


24. /?(*) = |5 - x\ 


25. Fix) = |3jc + 2\ 


26. GU) - ^—^ 

x - 2 


27. ff(x) = ^-|5 


28. /(*) - 2 * 2 + 7 ' + 3 
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29. 
31. 

32. 



2 - 4jc + 3 



f (x) = * ^V J 30 ' Six) 
fix) = { 

{-4 sijc < -2 
-1 si-2 < jc ^ 2 
3 si 2 < jc 



* - 1 

-2 si jc < 3 
2 si 3 < jc 



(jc 2 - 4)(jc - 3) 
jc 2 - jc - 6 



2x 



33. 


g(x) = 


{o ' 


34. 


fix) = 


f 3jt + 2 

18 


35. 


F(x) = 


■■{i- 


36. 


G(x) = 


■i:-* 1 


37. 


G(x) = 


. / 1 - * 2 

" 1 3i + 1 


38. 


Fix) = 


. \x 2 -4 
' l2x - 1 


39. 


gix) = 


f&» + 7 
14 - jc 


40. 


fix) = 


f,-2 
1** + 1 




43. F{x) 



2x l 



sijc * 2 
sijc = 2 

SIJC * 1 

si jc = 1 

sijc ^ 3 
sijc = 3 

si jc ^ —3 
si jc = —3 

si jc < 
siO < jc 

sijc < 3 
si 3 < jc 

si jc < -2 

si -2 < jc 

si jc ^ 

siO < jc 

si jc < -5 

si -5 < jc < 5 

si 5 < jc 

si jc < -4 
si^ < jc < 4 
si 4 < jc 

44. G(jc) = 



+ 3jc z 



45. 
47. 



jc- 2 '" " v " y x + 3 

/(jc) = ffjc - 41 46. g(x) = P + 21 

(a) Dibuje la grdfica de Ya funcion escalon (o salto) unita- 
rio denotada por U y definida por 



U(x) = 



sijc < 



48. 



49. 



1 siO < jc 

Defina cada una de las siguientes funciones a trozos y di- 
buje sus graTicas: (b) U(x - 1); (c) U(x) - 1; (d) U(x) - 
Uix - 1). 

Defina cada una de las siguientes funciones a trozos y di- 
buje sus graficas, donde U es la funcidn escaldn unitario 
definida en eJ ejercicio 47: 
(a)*- tf(x);(b)(* + 1) • U(x + 1); 

(c) (jc + 1) • U(x + 1) - x • Uix). 

(a) Dibuje la graiica de la funcion signo denotada por sgn 
y definida por 

f-1 sijc < 

sgnjc = \ sijc - 

I 1 siO < jc 



sgn(jc) se lee "signo de jc". Defina cada una de las siguien- 
tes funciones a trozos y dibuje sus graiicas: (b) jc • sgn($); 
(c) 2 - x sgn(jc); (d) x - 2 sgn(jc). 

50. Defina cada una de las siguientes funciones a trozos, don- 
de sgn es la funcidn signo definida en el ejercicio 49: (a) 
sgn(jc + l);(b)sgn(jc - l);(c)sgn(jc + 1) - sgn(jc - I). 

51. La grafica de la funci6n / de la figure se parece a la letra 
W. Defina /(jc) a trozos. 




52. La grafica de la funcion / de la figura se parece a la letra 
M. Defina/(jc) a trozos. 




53. En la figura, la grafica se parece a la letra X y es la grafica 
de dos funciones / y / 2 trazadas en el rectangulo inspec- 
ci6nde[-l, l]por[-l, 1]. Defina/, (jc) y / 2 (jc). 






[-1, l]por[-l, 1] 

54. Existen tres funciones /, , f 2 y / 3 cuyas graficas trazadas 
simultaneamente en el rectangulo de inspecci6n de [-1 , 1] 
por [-1, 1] se parecen a la letra Z. Defina f]ix), f 2 ix) 

y/ 3 (*)- 

En los ejercicios 55 a 58, haga lo siguiente: (a) defina la fun- 
cion a trozos sin emplear las barras de valor absolute; (b) di- 
buje la grdfica de la funcion definida en el inciso (a); {c) apoye 
sus respuestas a los incisos (a) y (b) trazando la grdfica de la 
funcion. 

55. f{x) = |jc 2 - 1| 56. g{x) = |4 - jc 2 | 
57. g(x) = |jc| ■ |5 - jc| 58. fix) = |jc| • |jc - 3| 
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En los ejercicios 59 y 60, dibuje la grdfica de la funcion y de- 
termine su dominio y su contradominio. Apoye sus respuestas 
trazando la grdfica de la funcion. 



59. h(x) 



M 



60. F(x) = x + I[jc]| 



61. Las graficas de las funciones de los ejercicios 51 y 52 pa- 
recen letras del alfabeto. Defina otras dos funciones cuyas 
graficas se parezcan a dos letras diferentes y dibujelas. 



62, En esta seccion se utilizaron los sfmbolos /,/(*) y y — f(x) 
concernientes a una funcion particular, los cuales tienen 
significados diferentes, Explique lo que significa cada no- 
taci6n, invente una funcion y utilicela para distinguir los 
tres simbolos. 

63. Explique por que la grafica de una funcion es consistente 
con la definici6n de la funcion como un conjunto de pares 
ordenados. En su explication utilice un ejemplo especifico. 



1.2 OPERACIONES CON FUNCIONES Y TIPOS DE FUNCIONES 



Se pueden formar nuevas funciones a partir de funciones dadas mediante adi- 
cion, sustraccion, multiplication y division de sus valores. De acuerdo con 
esto, las nuevas funciones se conocen como la suma, diferencia, producto y 
cociente de las funciones originates . 



1*2.1 Definition de la suma, diferencia, producto 
y cociente de dos funciones 



Dadas las dos fundones/y g: 
(i) su suma, denotada por/ + g t es la funcidn definida por 

(il) su diferencia, denotada por/ - <? T cs la funcion definida por 

(/ "- g)(x) = f(x) - g(x) 
(iii) su producto, dcnotado por/ g, es la funcion definida por 

(iv) su cociente, denoiado por//g t es la funcidn definida por 

CfifeXW = /tofeW «W * 

En cada caso, el dominio de la funcion resultante consta de aque- 
llos vaJorcs de x comunes a los dominios de / y g t con el requeri- 
miento adicional en el caso (iv) de que se excluyan los valores de x 
para los cuales g(x) *= G. 



► EJEMPLO I 



Dado que/y g son las funciones definidas por 



f(x) = V?TT y g(x) = VT^4 

defina las siguientes funciones y determine el dominio de las funciones resul- 
tantes: (a)/ + g; (b)/ - & (c)/ • g; (d)fjg. 

Solution 

(a) (/ + g)(x) = VF+1 + V^^4 

(b) (/ - g)(x) = V* + 1 - V^~4 

(c) (/• g)(x) = VFTT • 4x~^4 

(d) (flgXx) = ^^5 
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El dominio de/es [-1, + oo) y el dominio de g es [4, +oo ). Asi, el dominio 
de las funciones resultantes en los incisos (a), (b) y (c) es [4, + oo ). En el inciso 
(d), el denominador es cero cuando x = 4; por lo que 4 tambien se excluye y 
se obtiene como dominio (4, +oo). 4 

Otra operaci6n entre funciones es la obtenei6n de fafuncion compuesta 
de dos funciones dadas. 



1.2.2 Definicibn de funcion compuesta 



D&das las dos funciones / y g. la Funcion compuesta, denotada por 
fog, csti defuiida por 

(/<>SX*) =f(8(x)) 

y el dominio de / o g es el conjunto de todos los ntimeros x del do- 
minio de g tales que g{x) est£ en el dominio de/ 



f° g 




contradominio de g 

contradominio de / c 

FIGURA 1 



Esta definici6n indica que cuando se calcula (/ ° g)(x\ primero se 
aplica g a jc y despuSs se aplica/a g(jc). Para visualizar este calculo Consulte 
la figura 1 . La funci6n g asigna el valor g(jc) al ntimero jc del dominio de g. 
La funcitfn/ asigna el valor f(g(x)) al numero g(jc) del dominio de/. Obser- 
ve que en la figura 1 el contradominio de g es un subconjunto del dominio 
de / y que el contradominio de / o g es un subconjunto del contradomi- 
nio de / 



EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

/(*) = V^ y g(x) = 2x - 3 
entonces 

(/ ° *)M = y<«w) 

= f(2x - 3) 



Si / y g estan definidas por 



= V2jc- 3 

El dominio de g es (-00, +00) y el dominio de/es [0, +00). Por tanto, el 
dominio de / o g es el conjunto de numeros reales jc para los cuales 
2x - 3 > o, equivalentemente, [ | , +00). 4 



EJEMPLO 2 

5 



Ax) = 



Sean 
y g(x) = 2x + 1 



jc - 2 

Obtenga (/ o g) (3) mediante dos m&odos: (a) calcule g(3) y utilice este nu- 
mero para determinar/(g(3)); (b) calcule (/ o g)(x) y emplee el resultado para 
determinar (/ o g)(3). 

Solution 

(a) g(3) = 2(3) + 1 

= 7 

Asi 



A*(3» = fU) 



(b) (/ o g)(x) = f(g(x)) 

= f(2x + 1) 
5 



(2jc + 1) 

5 
2jc-1 
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= 1 Por tanto 

(/ o g)(3) = 



2(3) - 1 
= 1 4 

W EJEMPLO 3 Dado que/ y g estan definidas por 

f(x) = V* y g(x) = x 2 - I 

calcule: (a) / o /; (b) g o g; (c) / o g\ (d) g o /. Tambien determine el do- 
minio de cada funcion compuesta. 

Solucibfl El dominio de/es [0, +oo) y el dominio de g es (-oo, +oo). 



(a) (/ o /)(*) = /(/«) 


(b) (* g)(x) = g(g(x)) 


= /(V^) 


= «(x 2 - 1) 


= VVI 


= (jc 2 - l) 2 - 1 


= Tx 


= y- 1* 2 


El dominio es [0, +00). 


El dominio es (-00, +00). 


(c) (/ g)(x) = /(#(*)) 


(d) (g /)(*) = g(f{x)) 


= f(x 2 - 1) 


= s(V^) 


= A 2 - 1 


= (V^) 2 - 1 


El dominio es 


= x - 1 


(-00, -1] (J [1, +<»). 


El dominio es [0, +00). 



En el inciso (d) observe que aunque jc — 1 esta definido para todos los valo- 
res de x, el dominio de g o/, por la definicion de funcion compuesta, es el 
conjunto de todos los numeros jc del dominio de/ tales que/(jc) esta en el do- 
minio de g. De donde, el dominio de g o /debe ser un subconjunto del domi- 
nio de/. 4 

Observe en los resultados de los incisos (c) y (d) del ejemplo 3 que 
(/ ° 8)(x) y (S ° /)(*) no son necesariamente iguales. 

Un teorema importante en Calculo, llamado la regla de la cadena, que 
se estudiara en la seccion 2.8, trata sobre funciones compuestas. Cuando se 
aplica la regla de la cadena, es necesario considerar una funcion como la 
composicion de otras dos funciones, tal como se muestra en el ejemplo ilus- 
trativo siguiente. 

' EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 si m = (4x 2 + i) 3 , h se 

puede expresar como la composicion de las dos funciones /y g para las cuales 

f{x) = x 3 y g(x) = 4x 2 + 1 
debido a que 

(/ ° g)(x) = f(g(x)) 

- /(4jc 2 + 1) 

= (4x 2 + l) 3 4 

La funcion h del ejemplo ilustrativo 2 tambi&i puede expresarse como la 
composicion de otro par de funciones. Por ejemplo, si 

F{x) = (4jc + l) 3 y G{x) = x 2 
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entonces 



(F o G)(x) = F(G{x)) 
= Fix 2 ) 
= (4x 2 + l) 3 



► EJEMPLO 4 



Dada 



H 1 1 1 r 



-5 



O 

fix) - 5 
FIGURA2 



1 — I 1 1 h+- X 



h(x) = 



V?T3 



exprese £ como la composicidn de dos funciones/y g en dos formas: (a) la 
funcion /contiene el radical; (b) la funcidn g contiene el radical. 



Solution 

(a) f(x) = 



1 



V* + 3 
g(x) = x 2 
Entonces 
(/° *)(*) =f(8(x)) 

= fix 2 ) 
1 



Vjc 2 +3 



(b) fix) = I 



gix) = V* 2 +3 
Entonces 



= /(V* 2 + 3) 
1 



H 1 1 1 1- 



-5 



H 1 1 \ r— >- JC 



-5" 
gix) = -4 
FIGURA 3 




A*) - 2x - 6 
FIGURA 4 



Una funcion cuyo contradominio consta de un solo numero recibe el 
nombre de funcion constante. De este modo, si fix) = c, y c es cualquier 
numero real, entonces / es una funcion constante y su grafica es una recta 
horizontal a una distancia dirigida de c unidades a partir del eje x. 



I EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

(a) La funcidn definida porf(x) = 5 es una funcion constante, y su graTica, 
mostrada en la figura 2, es una recta horizontal situada a 5 unidades so- 
bre el eje x. 

(b) La funci6n definida por gix) = -4 es una funci6n constante cuya graTica 
es una recta horizontal ubicada a 4 unidades debajo del eje x, Consulte la 
figura 3. M 

Una funcion lineal se define por 

f(x) = mx + b 

donde my b son constantes y m ^ 0. Su grafica es una recta cuya penden- 
te es my su interception y u ordenada al origen es b. 



I EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 La funci6n definida por 

f(x) = 2x-6 
es lineal. Su graTica es la recta mostrada en la figura 4. 
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1 — I — I — I — I *- x 




La funcion lineal particular definida por 

fix) = x 

se denomina funcion identidad. Su grafica, dibujada en la flgura 5, es la recta 
que bisecta los cuadrantes primero y tercero. 
Si una funcion /se define por 

f(x) = a n x n + a n ,\x n ~ l + a n ^x n - 2 + . . . + a x x + a 

donde a , a\, . . ., a n son mimeros reales (a n ^ 0) y n es un ntimero entero 
no negativo, entonces recibe el nombre de funcion polinomial de grado n. 
Asf, la funcibn definida por 



fix) = 3x 5 - 



+ Ix - 1 



es una funcibn polinomial de grado 5. 

Una funcion lineal es una funcion polinomial de grado 1 . Si el grado de 
una funcibn polinomial es 2, entonces se le llama funcion cuadratica, y si el 
grado es 3, entonces recibe el nombre de funcion ciibica. 

Si una funcibn puede expresarse como el cociente de dos funciones 
polinomiales, entonces se denomina funcion racional. 

Una funcion algebraica es aquella formada por un numero finito de 
operaciones algebraicas sobre la funcion identidad y una funcion constante. 
Estas operaciones algebraicas incluyen adicion, sustraccion, multiplication, 
divisi6n, potenciaci6n (elevation a una potencia) y radicacion (extraction de 
una raiz). Las funciones polinomiales y racionales son tipos particulares 
de funciones algebraicas. Un ejemplo complejo de una funcion algebraica 
es aquella definida por 



fix) 



jx 2 - 3x + l) 3 



4^ 



+ 1 



Ademas de las funciones algebraicas, se consideraran las funciones tras- 
cendentes, ejemplos de estas funciones son las funciones trigonom&ricas, 
discutidas en la seccibn A.9 del apendice, y las funciones logantmica y expo- 
nencial estudiadas en el capitulo 5. 

Una funcion par es aquella cuya grafica es sim£trica con respecto al eje 
y, y una funcion impar es aquella cuya grafica es simetrica con respecto al 
origen. A continuation se presenta la definicion formal de estas funciones. 



1 ,2,3 Definicion de funcion par y funcion impar 



(i) Una funcion /es una funcion par si para cada x del dominie de/, 

fi-x) m f(x). 
(ii) Una funcion /es una funcion impar si para cada x del dominie de 

* En los dos incisos (i) y (ii) se sobre ntiende que -x est& en ei dominio 
de/siempre que x lo este\ 



Las propiedades de simetrfa de las funciones pares e impares se deducen 
de los criterios de simetrfa dados en la seccibn A. 2 del apendice. 
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i 1 — *- x 




f> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

(a) Si/(jc) = jc 2 , entonces /(-jc) = (-jc) 2 . Por tanto, /(-jc) = f(x) y en conse- 
cuencia, / es una funci6n par. Su graTica es una parabola sim^trica con 
respecto al eje y. V6a la figura 6. 

(b) Si g(x) = jc 3 , entonces g(-x) = (-jc) 3 . Como g(-x) = -g(x\ entonces g 
es una funcion impar. La graTica de g, mostrada en la figura 7, es simetri- 
ca con respecto al origen. A 



W EJEMPLO 5 Trace la graTica de la funcion y a partir de la grtf- 
fica conjeture si la funci6n es par, impar o de ninguno de estos dos tipos; des- 
pu6s confirme la conjetura analfticamente. 

(a) /(jc) = 3x 4 ~ 2x 2 + 7 

(b) g(x) = 3jc 5 - 4jc 3 - 9jc 

(c) h(x) = 2x 4 + 7JC 3 - jc 2 + 9 

Solution 

(a) La graTica de/, trazada en la figura 8, parece simetrica con respecto al eje 
y. Por tanto, se sospecha que la funci6n es par. Para probar este hecho 
analfticamente, se calcula/(-Jc): 

f(-x) = 3(-*) 4 - 2(-x) 2 + 7 
= 3jc 4 - 2r 2 + 7 
= fix) 

Como/(-jc) = /(jc), entonces /es par. 



\U 




[-5, 51 por [0, 10] 
f(x) = 3x 4 - 2x 2 + 7 

FIGURA 8 



[-5, 5] por [-11, 11] 
g(x) = 3x* - 4x 3 - 9x 

FIGURA 9 



(b) La figura 9 muestra la graTica de la funci(5n g, la cual parece simetrica 
con respecto al origen. Por tanto, se sospecha que la funci<5n es impar. 
Al calcular g(-x) se obtiene: 

g(-x) = 3(-jc) 5 - 4(-jc) 3 - 9(-jc) 

= -3JC 5 + 4JC 3 + 9jc 

= -Ox 5 - 4JC 3 - 9jc) 

= Six) 

Como g(~jc) = -g(jc), entonces se ha demostrado analfticamente que la 
funckm g es impar. 
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[-5, 5] por [-30, 30] 
h(x) = 2jc 4 + 7jc 3 - x 2 + 9 

FIGURA 10 



(c) Como la grafica de h 9 mostrada en la figura 10, no es sim£trica con res- 
pecto al eje y ni con respecto al origen, la funcitfn no es par ni impar. Al 
calcular h{~x) se obtiene: 

h{-x) = 2(-jc) 4 + 7(-jc) 3 - (-jc) 2 + 9 
= 2x 4 - Ix 3 - x 2 + 9 

Como h(-x) * h{x) y h(-x) * -h(x), se ha confirmado que h no es par 
ni tampoco impar. ^ 



► EJEMPLO 6 

F(x) = \x + 3 I - 



Sea 



(a) Defina F(jc), sin las barras de valor absolute, a trozos en los intervalos 
siguientes: (-«>, -3); [-3, 3); [3, +oo). (b) Apoye la respuesta graTi- 
camente trazando la grafica de F a partir de la ecuacion dada. (c) De la 
grafica del inciso (b) establezca si F es par, impar o de ninguno de estos 
dos tipos. (d) Confirme la respuesta del inciso (c) analiticamente a partir 
de la ecuacion. 

Solucion 

(a) A partir de la definition del valor absoluto de un numero 



\x + 3 = 



jc + 3 si* + 3 > 
-(x + 3) six + 3 < 



|jc - 3 


I x - 3 si* - 3 > 
[-(* - 3) si* - 3 < 


Esto es 




\x + 3 

y 


_ f x + 3 si* > -3 
~ \-x - 3 si x < -3 


\x - 3 


_ f x + 3 si* > 3 
\-x + 3 si* < 3 


Si JC G (-oo, 


-3), |* + 3 | = — jc — 3 y | jc — 3 | = -x + 3. En con- 


secuencia 




|jc + 3| 


- \ x - 3| = -* - 3 - (-* + 3) 




- -6 


Si* G [-3, 


3), |jc + 3 | =jc + 3y|jc-3| =-jc + 3. Asi 


\x + 3\ 


- |jc - 3| = jc + 3 - (-jc + 3) 




= 2x 


Si* € [3, +oo), |* + 3| = * + 3y|*-3| = * - 3. Por tanto 


|* + 3 


- \ x - 3\ = x + 3 - (jc - 3) 




= 6 


Con estos resultados, se define F(x) a trozos de la siguiente forma 




f-6 si jc < -3 


F(x) = 


<2x si -3 < jc < 3 




1 6 si 3 < jc 
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[-10, 10]por[-10, 10] 
Fix) = \x + 3 | - I* - 3 | 

FIGURA 11 



(b) La figura 1 1 muestra la grafica de F trazada a partir de la ecuacion. La 
grafica apoya la respuesta del inciso (a). 

(c) Como la grafica de la figura 1 1 es sim6trica con respecto al origen, la fun- 
ci6n F es impar. 

(d) Al calcular F{~x) a partir de la ecuacion dada, se confirma la respuesta 
del inciso (c): 

F(-x) = \~x + 3 | - \~x - 3 | 

= |-(jc- 3)| - \-(x + 3)| 

= |jc - 3| - \x + 3| 

= ~F(x) 

Por tanto, se ha demostrado analiticamente que F es impar. 4 



EJERCICIOS 1.2 



En los ejercicios 1 a 10, defina las siguientes funciones y deter- 
mine el dominio de lafuncidn resultante: (a)f + g; (b)f - g; 
<c)f- g;(d)f/g;(e)g/f. 

1. f(x) = jc- 5; gix) - x 2 - ] 

2. f(x) = Jx;g(x) ^ 2 + l 

3. fix) = ^I;gC*) = i 

jc - 1 x 

4. f(x) = 4x~;g(x) - 4 - x 2 

5. f(x) = V*;gOt) = x 2 - ] 

6. f(x) = |jc|;g(jc) = |jc - 3| 

7. /(*) = jc 2 + l;g(jc) = 3jc - 2 

8. /(jc) - VjT^-.gU) = x 2 -4 

jc + 1 jc - 2 



10. f(x) - * 2 ;gC*) 



1 



En los ejercicios 11 a 14, para las funciones f y g y el numero 
c, obtenga if o g)(c) mediante dos metodos: (a) calcule gic) 
y utilice este numero para determinar figic)); (b) Determine 
if ° g)i x ) y emplee ese valor para calcular if ° g)ic). 

11. fix) = 3jc 2 - 4jc; g(jc) = 2x - 5; c = 4 

12. fix) = yjx 2 - 36 ; g(jc) = j 2 - 3r, c = 5 

1- o(r)= _L-^ = I 



13. /(jc) 



;gU) 



14. /(*) = M£±2;g(*) 



+ 1 

2jc + 5 



;c = -2 



En los ejercicios 15 a 24, defina las siguientes funciones y 
determine el dominio de la funcion compuesta: (a) f ° g; 
(b)g °f;(c)f°f;(d)g °g. 

15. fix) = x - 2;g(jc) = jc + 7 

16. /(jc) = 3 - 2jc; g(jc) = 6 - 3jc 

17. Las funciones del ejercicio 1 . 

18. Las funciones del ejercicio 2. 

19. fix) = 4x~^2\gix) = jc 2 - 2 



20. /(*) = * 2 



JC 



21. fix) = I;g(jc) = VI 

JC 

22. /(jc) = VI;g(*) = -I 

JC 

23. /(jc) - |jc|;*(jc) = \x + 2\ 



24. /(jc) = V* 2 



jc - 1 



1 ; gix) 

En los ejercicios 25 y 26 defina las siguientes funciones y 
determine el dominio de las funciones resultantes: id) fix 2 ); ( b ) 

U(X)] 2 ; ic) if o f)( X ); id) if o /)(-Jc). 



25. fix) = VI 



26. /(*) = 



1 



JC - 1 

En los ejercicios 27 a 32, exprese h como composicidn de las 
dos funciones f y g en dosformas. 

27. hix) = V* 2 ~ 4 28. /i(jc) = (9 + jc 2 ) -2 

29, *) = (j^f 30. *w = 3^ 

31. /i(jc) = (jc 2 + 4jc - 5) 4 32. /i(jc) = ^\x\ + 4 

£n /a? ejercicios 33 a 38, trace en la graficadora la grafica de 
lafuncidn y a partir de la grdfica conjeture si lafuncidn es par, 
impar o de ninguno de estos dos tipos. Despue's confirme su 
conjetura analiticamente. 

33. (a) fix) = 2x A - 3>x 2 + 1 (b) gix) = 5x 5 + \ 



34. (a) fix) = jc 2 + 2* + 2 

35. (a) f(x) = 5jc 3 - Ix 

36. (a) fix) = 4jc 5 + 3jc 3 

37. (a) fix) = Ift 

38. (a) f(x) = lil 



(b) gix) = x 6 - 1 

(b) g(jc) = |*| 

(b) g(*) = * 3 + 1 

(b) gix) = 5* 4 - 4 

(b) g(*) = 2|jc| + 3 



En los ejercicios 39 y 40, determine analiticamente si la fun- 
cion es par, impar o de ninguno de estos dos tipos. 



39. (a) f(y) = %-^ 
y + 1 

(c) fix) = -^L 



(b) gir) 



1 



r 2 + 1 



+ 1 
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40. (a) h(x) = 
(c) /(jc) = 



Ix 3 + jc 

1 si jc < 

1 si < jc 



(b) giz) = 



z - 1 

z + 1 



En los ejercicios 41 a 44, haga lo siguiente: (a) defina f{x), 
sin las barras de valor absolute en los intervalos indicados. (b) 
Apoye la respuesta del inciso (a) grdficamente trazando la grd- 
fica defen la graficadora a partir de la ecuacion dada. (c) A par- 
tir de la grdfica del inciso (b), establezca si la funcion es par, 
impar o de ninguno de estos dos tipos. (d) Confirme la respues- 
ta del inciso (c) analiticamente a partir de la ecuacion dada. 



41, /(jc) = i_l; (-00, 0), (0, +00) 
JC 



x \x I ; (-co, 0), [0, +oo) 
U-2| - U + 2|; 



42. f{x) 

43. fix) 
(-*>. -2), [-2, 2), [2, +<*>) 

\x+ l| - \x~\ I 



44. fix) 
(_oo, -1),[-1, 0), (0, 1], (1, +oo) 

45. ^Es conmutativa la composition de dos funciones? Es de- 
cir, si / y g son dos funciones cualesquiera, ^son iguales 
(/ ° g)ix) y ig ° /)(*)? Justifique su respuesta propor- 
cionando un ejemplo. 

S* / y g son dos funciones tales que if ° g)(jc) = jc y 
ig ° f)(x) = x f entonces se dice que fy g son inversas una de 
la otra. En los ejercicios 46 a 50, demuestre que fy g son in- 
versas una de la otra. 

jc + 3 



46. fix) = 2x - 3 y gix) 
g(x) 



47. fix) 

48. fix) 

49. fix) 



1 



2 
1 - x 



JC+ 1 J 

jc 2 , jc > 0, 
jc 2 , jc < 0, 



gix) 

g(x) 






50. fix) = (jc - l) 3 y gix) = 1 + ^Jc 

51. La funcion escalon unitario U y la funcion signo sgn se 
definieron en los ejercicios 47 y 49, respectivamente, de 
la section 1.1. (a) Defina sgn(£/(jc)) y dibuje la graTica. 
(b) Defina f/(sgn(jc)) y dibuje la grafica. 



52. Demuestre que si / y g son funciones impares, entonces 
(/ + g) y (/ _ g) tambien son funciones impares, mien- 
tras que/ • g yffg son funciones pares. 

53. Determine si la funcion compuesta/ ° g es par o impar en 
cada uno de los casos siguientes: (a)/y g son impares; (b) 
/es par y g es impar; (c) g es par. 

54. Encuentre formulas para (/ o g)(jc) si 



fix) 





2jc 



si jc < 

si < jc < 1 

si 1 < jc 


2* 


sijc < 

si < jc < 1 

si 1 < jc 



gix) 



Dibuje las graTicas de/ g y/ ° g. 

55. Encuentre fdrmulas para ig ° /)(jc) a partir de las funciones 
del ejercicio 54, Dibuje la graTica de g of 

56. Si fix) = jc 2 + 2x + 2, encuentre dos funciones g para 

lascuales(/ ° g)(jc) = jc 2 - 4jc + 5. 

57. Si fix) = jc 2 , encuentre dos funciones g para las cuales 
(/ o g )( x ) = 4jc 2 - 12jc + 9 

58. Demuestre que si/y g son dos funciones lineales, enton- 
ces/ ° ges una funcion lineal. 

59. Existe una funcion cuyo dominio es el conjunto de todos 
los numeros reales que es a la vez par e impar. ^Cual es esa 
funcion? Demuestre que es unica esta funcion. 

60. Suponga que fix) = -, gix) = - - y Kx) = -jc. De- 

jc jc 

muestre que (/ o g)i x ) - ig o /)(jc) y explique por que 

/ o g ni g o /son la misma que h. 

61. Trace en la graficadora las graTicas de las dos funciones 
Fy G definidas por 



Fix) 



Vjc + 1 
*fx~^~4 



y Gix) 



JC + 1 



[Observe que F es la misma funcion que f/g del ejemplo 
1(d)]. Explique por que las graTicas de F y G no son las mis- 
mas y, consecuentemente, las funciones no son iguales. 



1.3 FUNCIONES COMO MODELOS MATEMATICOS 

En las aplicaciones del Calculo, se necesita expresar una situaci6n del mundo 
real en t^rminos de una relacion funcional, denominada modelo matematico 
de la situaci6n. Esta seccion est^ destinada a proporcionarle pr^ctica en la obten- 
cion de funciones como modelos matematicos y al mismo tiempo para mostrarle 
algunas de las aplicaciones que encontrara' posteriormente. 

Aunque no siempre se emplea un metodo especffico para obtener un modelo 
matematico, a continuacion se le presentan aTgunos pasos que le proporcionar&n 
un procedimiento posible que debera seguir. Conforme estudie los ejemplos, 
refierase a estos pasos para ver como se aplican. 
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Sugerencias para resolver problemas que implican 
una funcion como modelo matemdtico 



1. Lea el problema cuidadosamente hasta que lo entienda. Para com- 
prenderlo, con frecuencia es dtil inventar un ejemplo especffico 
que involucre una situaci6n similar en la que las cantidades son 
conocidas. Otra ayuda es dibujar un diagram a si es posible, como 
se muestra en los ejemplos 4 y 5, 

2. Determine fas cantidades conocidas y desconocidas, Utilice un sim- 
boJo, digamos x, para la variable independiente y un sfmbolo, por 
decir/, pafa la fund 6 n que se obtendrd; entonccs/(*) simbolizaifl el 
valor de funcion, Como jc y f(x) son sfmbolos para representar nu- 
meros, sus definiciones deben indicar este hecho. Per ejemplo, si k 
variable independiente representa longitud y la longitud se mide en 
pies, entonces si * es el simbofo para la variable, x debe definlrse 
como el iiumero de pies de la longitud o, equivaientemente, x pies 
es la longitud. 

3. A note cualquier hecho numeric o conoctdo acerca de la variable y 
del valor de la funcion. 

4* A partir de la informacion del paso 3, determine dos expresiones 
algebraicas en lerminos de la variable y del valor de la funcion. De 
estas dos expresiones forme una ecuacidn que defina la funcion. Aho- 
ra ya se tiene una funcion como modelo matemarico del problema. 

5. A fin de terminar el problema una vez que se ha aplicado el modelo 
matema'tieo, para determinar las cantidades desconocidas, escriba 
una conclustdn, la eual consista de una o mas oraciones, que respon- 
dan a las preguntas del problema. Asegurese de que la conclusion 
contenga las unidades de medic \6n correctas. 



W EJEMPLO I El volumen de un gas a presion constante es di- 
rectamente proporcional a la temperatura absoluta y a la temperatura de 175° 
el gas ocupa 100 m 3 . (a) Encuentre un modelo matemdtico que exprese el 
volumen como una funci6n de la temperatura. (b) ^Cual es volumen del gas a 
una temperatura de 140°? 

Solution 

(a) Sea/(x) metros cubicos el volumen del gas cuya temperatura es jc grados. 
Entonces, por la definici6n de variaci6n directamente proporcional 

fix) = kx (1) 

donde k es una constante. Como el volumen del gas es 100 m 3 a la tempera- 
tura de 175°, se sustituye x por 175 yf(x) por 100 en (1), de donde se obtiene 

100 = £(175) 

Al sustituir este valor de k en ( 1), se obtiene 

/(*) = ±* 

(b) A partir de la expresi6n para/(jc), se obtiene 

/(HO) = 1(140) 
= 80 
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Conclusion; 

80 ml 



A una temperatura de 140°, el volumen del gas es de 




C(x) 



siOsx^ 10 
[i.Sx si 10 < x 

F1GURA1 



W EJEMPLO 2 Un mayorista vende un producto por libra (o frac- 
ci6n de libra); si se ordenan no m£s de 10 libras, el mayorista cobra $2 por li- 
bra. Sin embargo, para atraer 6rdenes mayores, el mayorista cobra solo $1.80 
por libra si se ordenan m£s de 10 libras. (a) Encuentre un modelo matemdtico 
que exprese el costo total de la orden como una funcion de la cantidad de libras 
ordenadas del producto. (b) Dibuje la graTica de la funci6n del inciso (a), (c) 
Determine el costo total de una orden de 9.5 lb y de una orden de 10.5 lb. 

Solution 

(a) Sea C(x) dolares el costo total de una orden de x libras del producto. 
Entonces, 

f 2x si < jc < 10 
1.8jc si 10 < jc 



Ox) 



-{; 



(b) La graTica de la funcion C se muestra en la figura 1. 

(c) C(x) se obtiene a partir de la ecuacion C(x) = 2x cuando < jc 
de la ecuaci6n C(jc) = 1.8* cuando 10 < jc. Por tanto, 



10 y 



C(9.5) = 2(9.5) 
= 19 



a 10.5)= (1.8X10.5) 
= 18.90 



Conclusion: 

es $18.90. 



El costo total de 9.5 lb es $19 y el costo total de 10.5 lb 



Observe en el inciso (b) del ejemplo 2 que la graTica de C se rompe en el 
punto donde jc = 10, lo cual indica que la funci6n C es discontinua en jc = 10. 
Se estudiara esta propiedad en la secci6n 1.8. Por ahora, note que debido a esta 
discontinuidad de C, seria m£s ventajoso incrementar el tamano de algunas 6r- 
denes de compra para obtener un costo total menor. En particular, seria im- 
prudente comprar 9.5 lb por $19 cuando se pueden comprar 10.5 lb por $18.90. 

En el ejemplo siguiente se tiene una funci6n compuesta como un modelo 
matematico. 



W EJEMPLO 3 En un bosque un depredador se alimenta de su 
presa, y para las primeras 15 semanas a partir del fin de la temporada de caza, 
la poblacion de depredadores es una funcion /de jc, el niimero de presas en el 
bosque, la cual a su vez, es una funci6n g de t, el numero de semanas que nan 
pasado desde el fin de la temporada de caza. Si 

f(x) = ±x 2 - 2x + 50 y g(t) = to + 52 

donde < / <, 15, haga lo siguiente: (a) Encuentre un modelo matematico 
que exprese la poblacion de depredadores como un funci6n del numero de 
semanas a partir del fin de la temporada de caza. (b) Determine la poblaci6n 
de depredadores 1 1 semanas despuSs del cierre de la temporada de caza. 

Solution 

(a) La poblaci6n de depredadores t semanas despu^s del cierre de la tempora- 
da de caza esta dada por (/ ° g)(t\ donde < t < 15. 



</°*Xd =/(£(>)) 

= /(* + 52) 
= Uto + 52) 2 



2(4/ + 52) + 50 
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FIGURA 2 




(b) Cuando / = 1 1, se tiene 

(/°S>(11> = ^(96) 2 - 2(96) + 50 

= 50 

Conclusion: Once semanas despues del cierre de la temporada de caza 
la poblaci6n de depredadores es 50. 4 

En la section 2.8 se considerara la situaci6n del ejemplo 3 y se determi- 
nara la tasa a la cual creci6 la poblacion de depredadores 1 1 sernanas despu6s 
del cierre de la temporada de caza. 

W EJEMPLO 4 Un fabricante de cajas de carton desea elaborar 
cajas abiertas a partir de piezas de cartdn rectangulares de 10 pulg por 17 pulg 
cortando cuadrados iguales en las cuatro esquinas y doblando hacia arriba los 
lados. (a) Encuentre un modelo matematico que exprese el volumen de la caja 
como una funcion de la longitud del lado de los cuadrados que se cortaran. (b) 
^Cual es el dominio de la funci6n obtenida en el inciso (a)? (c) En una grafica- 
dora determine, con aproximacion de dos cifras decimates, la longitud del lado 
de los cuadrados que se cortaran de modo que la caja tenga el volumen mas 
grande posible. ^Cual es el volumen maximo? 

Solution 

(a) Sea x pulgadas la longitud del lado de los cuadrados que se cortaran y sea 
V(x) pulgadas cubicas el volumen de la caja. En la figura 2 se presenta una 
pieza de carton dada y la figura 3 muestra la caja obtenida a partir de la pie- 
za de cart6n. El numero de pulgadas de las dimensiones de la caja son jc, 
10 - 2x y 17-2*. Por tanto, 



V(x) = *(10 
= 170* 



2x)(17 - 2x) 
54x 2 + 4X 3 



FIGURA 3 



(c) 




., [0, 5]por[0, 200] 
V(jc) = 170jc - 54^ 2 + 4jc 3 

FIGURA 4 



De la expresidn para V(x) del inciso (a), se observa que V(0) = y 
V(5) = 0. A partir de las condiciones del problema se sabe que jc no pue- 
de ser un numero negativo ni tampoco mayor que 5. En consecuencia, el 
dominio de Ves el intervalo cerrado [0, 5]. 

La grafica de la funci6n Vtrazada en el rectangulo de inspection de [0, 5] 
por [0, 200] se muestra en la figura 4. Se observa que V tiene un valor 
maximo en su dominio. La coordenada jc del punto mas alto de la grafica 
proporciona la longitud del lado de los cuadrados, los cuales deben cor- 
tarse para obtener la caja de volumen maximo, y la coordenada y pro- 
porciona dicho volumen. En la graficadora se determina que el punto m£s 
alto es (2.03, 156.03). 

Conclusion: La longitud del lado de los cuadrados debe ser de 
2.03 pulg para obtener la caja cuyo volumen maximo es 156.03 pulg 3 . M 



En la section 3.2 se aplicara el Cllculo para confirmar analiticamente la 
respuesta del ejemplo 4(c). 



W EJEMPLO 5 Una envase cerrado de hojalata, cuyo volumen es 
de 60 pulg 3 , tiene la forma de un cilindro circular recto, (a) Determine un mode- 
lo matem£tico que exprese el area de la superficie total del envase como una 
funcion del radio de la base, (b) £,Cual es el dominio de la funci6n obtenida en 
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/ipulg 




FIGURA 5 



[0, 10] por [0, 200] 

S(r) = 12° + 2/r^ 
r 

FIGURA 6 



el inciso (a)? (c) En una graficadora determine, con aproximacion de dos ci- 
fras decimales, el radio de la base del envase si se emplea la cantidad minima 
de. hojalata en su elaboration. 

Solucion 

(a) Observe la figura 5, 6sta muestra el envase cilindrico donde r pulgadas 
es la longitud del radio de la base y h es la altura. Se empleara la cantidad 
minima de hojalata cuando el area de la superficie total sea un minimo. El 
area de la superficie lateral es 2nrh pulg 2 , y el area de cada una de las 
dos tapas es nr 1 pulg 2 . Si S pulgadas cuadradas es el area de la superficie 
total, entonces 



S = 2nrh + Inr 1 



(2) 



Como Kt^-h pulgadas cubicas es el voiumen de un cilindro circular recto y 
el voiumen del envase es de 60 pulg 3 , se tiene que 

nr 2 h - 60 

Al despejar h de esta ecuaci6n y sustituirla en (2), se obtiene S como fun- 
cion de r: 

S(r) = 2ffr(-^U + Inr 1 



\Kr* 



S(r) = 



120 
r 



Inr 2 




(b) 



(c) 



Para obtener el dominio de 5, observe en la ecuacion que define a S(r) que 
r no puede ser cero. Sin embargo, teoricamente r puede ser cualquier nu- 
mero positive Por tanto, el dominio de S es (0, + oo). 
La figura 6 muestra la graTica de S trazada en el rectangulo de inspection 
de [0, 10] por [0, 200]. La coordenada r del punto mas bajo de la graiica 
proporciona el radio para el area de la superficie total minima. En la gra- 
ficadora se determina que el punto mas bajo es (2.12, 84.84). 

Conclusion: Se empleara la cantidad minima de hojalata en la ela- 
boration del envase cuando el radio sea de 2.12 pulg. A 



En la section 3.9 se confirmara analiticamente la respuesta del ejemplo 
5(c) como una aplicacibn del Calculo, 

w EJEMPLO 6 En una comunidad de 8 000 personas, la velocidad 
con la que se difunde un rumor es conjuntamente proporcional al numero de 
personas que lo han escuchado y al numero de personas que no lo han escuchado. 
Cuando 20 personas han escuchado el rumor, este circula a una velocidad de 
200 personas por hora. (a) Encuentre un modelo matematico que exprese la 
velocidad a la que se esparce el rumor como una funcion del numero de perso- 
nas que lo han escuchado. (b) £Q U ^ & n rapido circula el rumor cuando lo 
han escuchado 500 personas? (c) En la graficadora, estime cuantas personas han 
escuchado el rumor cuando este corre con la mayor velocidad. 

Solucion 

(a) Sea/(jc) el numero de personas por hora la velocidad a la cual corre el ru- 
mor cuando lo han escuchado jc personas. Entonces, por la definition de 
variation conjuntamente proporcional, 

f(x) = *jt(8 000 - jc) (3) 



1 .3 FUNCIONES COMO MODELOS MATEMATICOS 25 



[0, 8 000] por [0, 25 0001 
jc(8 000 - x) 



Ax) = 



798 
FIGURA7 



donde k es una constante. Como el rumor circula a la velocidad de 200 
personas por hora, cuando 20 personas lo han escuchado, se sustituye x 
por 20 yf(x) por 200 en (3), obteniendose 

200 = *(20)(8 000 - 20) 
1 




k = 



798 



Al sustituir k por este valor en (3), se tiene 
jc(8 000 - x) 



m = 



798 



(b) De la expresion anterior para/(jc), se obtiene 

= 500(8 000 - 500) 

JK ) 79g 

- 4 699.25 

Conclusion: El rumor se difunde a una tasa de 4 699 personas por 
hora cuando lo han escuchado 500 personas, 

* (c) La figura 7 muestra la grafica de/trazada en el rectdngulo de inspection 
de [0, 8 000] por [0, 25 000]. Se determina que el punto mas alto se obtie- 
ne cuando x = 4 000. 

Conclusion: El rumor se difunde a la mayor velocidad cuando lo han 
escuchado 4 000 personas, la mitad de la poblacion. 4 

En las secciones 3.2 y 7.4 se considerara la situation del ejemplo 6 para 
ilustrar dos aplicaciones diferentes del Calculo. En la section 3.2 se confir- 
mara" analiticamente la respuesta del inciso (c). Despues, en la secci6n 7.4, se 
obtendra un modelo que exprese el numero de personas que han escuchado el 
rumor como funcion del tiempo que el rumor ha sido esparcido, de modo que 
se puede determinar cuantas personas han escuchado el rumor en cualquier 
momento particular. Aprendera que la graTica de este modelo recibe el nom- 
bre de curva de crecimiento logistico. Tambien se probara en la section 7.4 
que, finalmente, la poblacion completa escuchara el rumor. 



EJERCICIOS 1.3 



En coda ejercicio, obtenga una funcion como un modelo mate- 
mdtico de una situacidn particular. Muchos de estos modelos 
aparecerdn posteriormente en el texto cuando se aplique el 
Calculo a la situacidn. Defina la variable independiente y el va- 
lor de la funcion como un numero e indique las unidades de 
medicion. En algunos de los ejercicios, la variable indepen- 
diente, por definition, puede representor un numero no negati- 
vo. Por ejemplo, en el ejercicio J si x representa el numero de 
trabajadores, entonces x debe ser un numero entero no nega- 
tivo. En tales ejercicios, para satisfacer los requerimientos de 
continuidad (que la grafica no se rompa) necesarios para 
aplicar el Calculo posteriormente, consider e que la variable 
independiente representa un numero real no negativo, No ol- 
vide completar el ejercicio escribiendo una conclusion. 

1. La ndmina de pago diario de una cuadrilla es directamente 
proportional al numero de trabajadores, y una cuadrilla de 
12 tiene una nomina de $810. (a) Encuentre un modelo ma- 



tematico que exprese la nomina de pago diario como una 
funcidn del numero de trabajadores. (b) ^Cull es la nomi- 
na de pago diario para una cuadrilla de 15 trabajadores? 

2. El peso aproximado del cerebro de una persona es direc- 
tamente proportional al peso de su cuerpo, y una persona 
que pesa 150 lb tiene un cerebro cuyo peso aproximado es 
de 4 lb. (a) Encuentre un modelo matematico que exprese 
el peso aproximado del cerebro como una funcion del peso 
de la persona, (b) Determine el peso aproximado del ce- 
rebro de una persona que pesa 1 76 lb. 

3. El periodo (tiempo para una oscilacion completa) de un 
pendulo es directamente proportional a la raiz cuadrada 
de la longitud del pendulo, y un pendulo de 8 pie de lon- 
gitud tiene un .periodo de 2 s. (a) Encuentre un modelo 
matematico que exprese el periodo de un pendulo como 
una funcidn de su longitud. (b) Determine el periodo de un 
pdndulo de 2 pie de longitud. 
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4. Para una cuerda que vibra, el numero de vibraciones es 
directamente proportional a la raiz cuadrada de la ten- 
si6n de la cuerda, y una cuerda particular vibra 864 veces 
por segundo bajo una tensi6n de 24 kg. (a) Encuentre un 
modelo matematico que exprese el numero de vibracio- 
nes como una funci6n de la tensi6n. (b) Determine el nu- 
mero de vibraciones por segundo bajo una tension de 
6 kg. 

5. Los cargos de embarques se basan frecuentemente en una 
fdrmula que proporciona el cargo minimo por libra confor- 
me el cargamento se incrementa. Suponga que los cargos de 
embarques son los siguientes: $2,20 por libra si el peso no 
excede 50 lb; $2.10 por libra si el peso es mayor que 50 lb 
pero no excede 200 lb; $2.05 por libra si el peso es mayor que 
200 lb. (a) Encuentre un modelo matemattco que exprese el 
costo total de un embarque como una funcion de su peso, (b) 
Dibuje la grafica de la funcidn del inciso (a), (c) Determi- 
ne el costo total de un embarque de 50 lb; 5 1 lb; 52 lb; 53 lb; 
200 lb; 202 lb; 204 lb y 206 lb. 

6. En 1995, el porte de correo para una carta de primera clase 
se calculd como sigue: 32 centavos para la primera onza o 
menos, y 23 centavos por onza (o fracci6n de onza) adicio- 
nal para las siguientes 10 oz. (a) Encuentre un modelo 
matematico que exprese el porte de correo para una carta 
de primera clase, que no pese mas de 1 1 oz, como una fun- 
ci6n de su peso, (b) Dibuje la graTica de la funcion del 
inciso (a), (c) Determine el porte de correo para una car- 
ta de primera clase que pesa 1.6 oz, 2 oz, 2.1 oz, 8.4 oz 
y 1 1 oz. 

7. El costo de una llamada telefdnica desde Mendocino a San 
Francisco durante el horario de oficinas es 40 centavos por 
el primer, minuto y 30 centavos por cada minuto o fraction 
adicional. (a) Encuentre un modelo matematico que expre- 
se el costo de una llamada telef6nica, que no dura mas de 
5 min, como una funcidn de la duration de la llamada. (b) 
Dibuje la grafica de la funcidn del inciso (a), (c) Determine 
el costo de una llamada telef6nica que dura 0.5 min, 2 min, 
2.5 min, 3 min, 3.5 min y 5 min. 

8. El precio de admision regular para un adulto a una deter- 
minada funcidn en el Coast Cinema es de $7, mientras que 
para un nino menor de 1 2 aiios de edad es de $4 y el pre- 
cio para adultos de por lo menos 60 anos de edad es de 
$5. (a) Encuentre un modelo matematico que exprese el 
precio de admisi6n como una funcidn de la edad de la 
persona, (b) Dibuje !a grafica de la funcion del inciso (a). 

9. La demanda de un juguete en cierto almacen es una funcion 
/de p, el numero de dolares de su precio, el cual es a su vez 
una funcion g de /, el numero de meses desde que el juguete 
llego al almacen. Si 



f(p) = 



5000 



* w = To' 2 + 20 



^« + 5 



la demanda cinco meses desde que el juguete lleg6 al 
almacen. 

10. En un lago, un pez grande se alimenta de un pez mediano 
y la poblacibn del pez grande es una funci6n/de jt, el nri- 
mero de peces de tamano mediano en el lago. A su vez, el 
pez mediano se alimenta de un pez pequeno, y la poblacion 
de peces medianos es una funcion g de w, el numero de pe- 
ces pequeiios en el lago. Si 

f(x) = V20^ + 150 y g(w) = fn> + 5 000 

haga lo siguiente: (a) encuentre un modelo matematico 
que exprese la po,blaci6n de peces grandes como una fun- 
cion del numero de peces pequeiios en el lago. (b) Deter- 
mine el numero de peces grandes cuando el lago contiene 
9 millones de peces pequenos. 

11. El area de la superficie de una esfera es funcion de su ra- 
dio. Si el radio de una esfera mide r centimetres y A(r) 
centimetros cuadrados es el area de la superficie, entonces 
A(r) = 4nr 2 . Suponga que un globo mantiene la forma 
de una esfera conforme se infla de modo que el radio cam- 
bia a una tasa constante de 3 cm/s. Si /(/) centimetros es 
el radio del globo despues de t segundos, haga lo siguien- 
te: (a) calcule (A ° f){t) e interprete su resultado. (b) De- 
termine el area de la superficie del globo despues de 4 s. 

12. El volumen de una esfera es funcion de su radio. Si el ra- 
dio de una esfera mide r pies y V(r) pies cubicos es su 
volumen, entonces V(r) = ^ nr 3 . Suponga que una bola 
de nieve de 2 pie de radio comenzd a derretirse a una tasa 
constante de 4.5 pulg/min. Si f(t) pies es el radio de la 
bola de nieve despues de t minutos, haga lo siguiente: (a) 
calcule (V ° f)(t) e interprete su resultado. (b) Determine 
el volumen de la bola de nieve despues de 3 min. 

13. A un campo de forma rectangular se le colocaron 240 m 
de cerca. (a) Encuentre un modelo matematico que expre- 
se el area del terreno como una funcion de su longitud. 
(b) ^Cual es el dominio de la funcion del inciso (a)? (c) Al 
trazar la grafica de la funcion del inciso (a) en la grafica- 
dora, estime, con aproximacidn de metros, las dimensiones 
del campo rectangular de mayor area que pueda cercarse 
con 240 m. 




haga lo siguiente: (a) encuentre un modelo matematico 
que exprese la demanda como una funcion del numero de 
meses desde que el juguete Heg6 al almacen. (b) Determine 



14. En un jardin rectangular se colocaron con 100 pie de cer- 
ca. (a) Encuentre un modelo matematico que exprese el 
area del jardin como una funcion de su longitud, (b) ^Cual 
es el dominio de la funcion del inciso (a)? (c) Al trazar la 
grafica de la funcidn del inciso (a) en la graficadora, esti- 
me, con aproximacion de pies, las dimensiones del jar- 
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din rectangular de mayor area que pueda cercarse con 
100 pie. 



15. 




Realice el ejercicio 13 con side ran do ahora que un lado 
del terreno esti sobre la orilla de un rio, por lo que tiene 
una limite natural, y e] material para cercar se empleara en 
los otros tres lados. 




16. Realice el ejercicio 14 considerando ahora que el jardin esta 
situado de modo que el lado de una casa sirve como lfmite, 
y el material para cercar se empleara en los otros tres lados. 




17. Un fabricante de cajas de hojalata abiertas desea emplear 
piezas de hojalata con dimensiones de 8 pulg por 15 pulg, 
cortando cuadrados iguales en las cuatro esquinas y do- 
blando hacia arriba los lados. (a) Encuentre un modelo 
matematico que exprese el volumen de la caja como una 
funcion de la longitud del lado de los cuadrados que se 
cortaran. (b) ^Cudl es el dominio de la funci6n del inciso 
(a)? (c) Determine en la graficadora, con aproximaci6n de 
decimos de pulgada, la longitud del lado de los cuadrados 
que se cortaran de modo que la caja tenga el volumen mas 
grande posible. <,Cual es el volumen maximo aproximado a 
pulgadas cubicas? 

18. Un fabricante de cajas de cart6n hace cajas abiertas a partir 
de piezas cuadradas de cart6n de 12 cm de lado, cortando 
cuadrados iguales en las cuatro esquinas y doblando los 
lados hacia arriba. (a) Encuentre un modelo matematico 
que exprese el volumen de la caja como una funci6n de la 
longitud del lado de los cuadrados que se cortaran. (b) £Cual 
es el dominio de la funci6n del inciso (a)? (c) Determine en 
la graficadora, con aproximacion de centfmetros, la longi- 



tud del lado de los cuadrados que se cortaran de modo que 
el volumen de la caja sea maximo. ^Cual es el volumen 
maximo aproximado a centimetres cubicos? 

19. Realice el ejercicio 17 considerando ahora que el fabrican- 
te elabora las cajas abiertas a partir de piezas de hojalata 
rectangulares de dimensiones de 12 pulg por 15 pulg. En el 
inciso (c), determine la longitud del lado de los cuadrados 
que se cortaran y el volumen aproximado con dos cifras 
decimales, 

20. Realice el ejercicio 18 considerando ahora que el fabrican- 
te elabora las cajas abiertas a partir de piezas de cart6n 
rectangulares de dimensiones de 40 cm por 50 cm. En el 
inciso (c), determine la longitud del lado de los cuadrados 
que se cortaran y el volumen aproximado con dos cifras 
decimales. 

21. Para el envase de hojalata del ejemplo 5, suponga que el 
costo del material para las tapas es dos veces el costo del 
material para los lados. (a) Determine un modelo matema- 
tico que exprese el costo total del material como una fun- 
ci6n del radio de la base del envase. (b) <,Cu£l es el dominio 
de la funcion del inciso (a)? (c) Detemine en la graficado- 
ra, con aproximaci6n de dos cifras decimales, el radio de la 
base para el cual el costo total del material es el minimo. 

22. Realice el ejemplo 5 considerando ahora que el envase es 
abierto en lugar de cerrado. 



23. 



24. 



Una pagina impresa contiene una regi6n de impresidn de 
24 pulg 2 , un margen de 1.5 pulg en las partes superior e 
inferior y un margen de 1 pulg eh los lados. (a) Encuentre un 
modelo matemdtico que exprese el area total de la pagina 
como una funcidn del ancho de la regi6n de impresi6n. (b) 
<,Cu&l es el dominio de la funcidn del inciso (a)? (c) Deter- 
mine, en la graficadora, con aproximaci6n, de cent6simos 
de pulgada, las dimensiones de la pagina mas pequena que 
satisface estos requerimientos. 



.5 pulg 




♦ 


r 


-H 


)<- 1 pulg 



Un almacen que tiene un piso rectangular de 13 200 pie 2 , 
se construye de modo que tenga pasillos de 22 pie de ancho 
en el frente y en fondo del almaceri, y pasillos de 1 5 pie de 
ancho en los lados. (a) Encuentre un modelo matematico 
que exprese el area total del terreno donde se construira 
el almacen y los pasillos como una funcion de la longitud 
del frente y del fondo del almacen. (b) ^Cudl es el dominio 
de la funci6n del inciso (a)? (c) Determine en la graficado- 
ra, con aproximaci6n de centesimos de pie, las dimen- 
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siones del terreno que tiene el area minima en el cual este 
almacen se construira. 



25. 




22 pie 



!5pie 



Suponga que desea utilizar un servicio de correo particular 
para env iar un paquete que tiene forma de caja rectangular con 
una secci6n transversal cuadrada tal que la suma de su 
longitud y el perimetro de la secckm transversal es 100 pulg, 
el maximo permitido por el servicio. (a) Encuentre un mode- 
lo matematico que exprese el volumen de la caja como una 
funci6n de su longitud. (b) ^Cual es el dominio de la funci6n 
del inciso (a)? (c) Determine en la graficadora, con aproxi- 
macion de pulgadas, las dimen siones del paquete que tiene 
el mayor volumen posible que pueda enviarse por este 
servicio. 




26. En un ambiente limitado donde A es el numero Optimo de 
bacterias soportado por el ambiente, la tasa del crecimien- 
to bacteriano es conjuntamente proporcional al numero 
presente de bacterias y la diferencia entre A y el nume- 
ro presente. Suponga que el ntimero Optimo soportable por 
un ambiente particular es 1 mill6n de bacterias, y que la 
tasa de crecimiento es de 60 bacterias por minuto cuando 
se tienen 1000 bacterias presentes. (a) Encuentre un 
modelo matematico que exprese la tasa de crecimiento bac- 
teriano como funcion del numero de bacterias presentes. 



(b) ^Cual es la tasa de crecimiento cuando estan presentes 
100 000 bacterias? (c) Determine en la graficadora, con 
aproximacion de miles, cuantas bacterias estan presentes 
cuando la tasa de crecimiento es un maximo. 

27. Fort Bragg, en el norte de California, es una ciudad pequena 
con 5 000 habitantes. Suponga que la tasa de crecimiento de 
una epidemia (la tasa de variation del numero de personas 
infectadas) en Fort Bragg es conjuntamente proporcional al 
numero de personas infectadas y el numero de personas no 
infectadas. Cuando 1 00 personas estan infectadas, la epide- 
mia crece a una tasa de 9 personas por dia. (a) Encuentre 
un modelo matematico que exprese la tasa de crecimiento 
de la epidemia como una funcion del numero de personas 
no infectadas. (b) iQu£ tan ripido es el crecimiento de la 
epidemia cuando 200 personas estan infectadas? (c) En 
la graficadora, determine cuantas personas estan infectadas 
cuando la tasa de crecimiento de la epidemia es un maximo. 

28. Una tienda de campana con forma de piramide cuadrangu- 
lar se construye a partir de una pieza cuadrada de material 
de 5 m de lado. En la base de la piramide, sea x metros la 
distancia desde el centro a uno de sus lados. Refierase a 
la figura. (a) Encuentre un modelo matematico que 
exprese el volumen de la casa de campana como una fun- 
ci6n de x. Sugerencia: La f6rmula para el volumen de una 
piramide es V = \Bh, donde V, B y h son, respectiva- 
mente, las medidas del volumen, el area de la base y la 
altura. (b) Determine el volumen de la piramide cuando 
x = 0.8. (c) Determine en la graficadora, con aproxima- 
cion de centesimos de metro, el valor de x para el cual el 
volumen de la piramide es un maximo. 




1.4 INTRODUCCION GRAFICA A LOS UMITES DE FUNCIONES 

El primer contacto con limites concierne a limites de funciones. Para dar una 
idea intuitiva del limite de una funcion se dedicara esta section a una inter- 
pretation grafica, los resultados de esto se confirmaran analiticamente al em- 
plear desigualdades. La discusi6n desarrollada aqui facilitara el camino para la 
definici6n presentada en la secci6n 1.5. 

Se comenzara* con una funcion particular: 



fix) = 



2x 2 + x - 3 
x- 1 



(1) 



Observe que esta funci6n no esui defmida caando x = 1 ; esto es, /( 1) no exis- 
te. Sin embargo, la funci6n estd definida para cualquier otro numero real. Se 
investigaran los valores de la funcion cuando x se aproxima a 1, pero sin lie- 
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P(h2) 



Q(x t 2x* + x - 1) 



FIGURA 1 




Q(x t 2x 2 + x - 1) 



P(U 2) 



FIGURA 2 



Tablal 



X 


Ax) 


_ 2x 2 + jc - 3 
JC - 1 







3 


0.25 




3.5 


0.5 




4 


0.75 




4.5 


0.9 




4.8 


0.99 




4.98 


0.999 




4.998 


0.9999 




4.9998 


0.99999 




4.99998 



Tablal 



X 


/CO 


2x 2 + x - 3 
j - 1 


2 




7 


1.75 




6.5 


1.5 




6.0 


1.25 




5.5 
5.2 


1.01 




5.02 


1.001 




5.002 


1.0001 




5.0002 


1. 00001 




5.00002 



gar a ser 1 . Usted puede preguntarse por que" se desea considerar estos valores 
de funcion. El siguiente ejemplo ilustrativo orientara esa pregunta. 



' EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

la curva que tiene como ecuacion 

y = 2x 2 + x - 1 



El punto P(l, 2) esta sobre 



Sea Q(x, Ix 2 + x - 1 ) otro punto sobre esta curva, diferente de P. Cada una 
de las figuras 1 y 2 muestran una porcion de la grafica de la ecuacion y la recta 
secante que pasa por Q y P, donde Q esta cerca de P. En la figura 1 , la coorde- 
nada x de Q es menor que 1, y en la figura 2 es mayor que 1. Suponga que 
f(x) es la pendiente de la recta PQ. Entonces 



fix) = 



/(*) = 



(2x 2 + x - 1) 



2x 2 + jc 



1 



la cual es la ecuaci6n (1). Ademas, x ^ 1 porque P y Q son puntos distintos. 
Conforme x se aproximan cada vez mas a 1, los valores de/(jc) se acercan cada 
vez mas al numero que se definira en la secci6n 2. 1 como la pendiente de la 
recta tangente a la curva en el punto P. 4 

Considere otra vez la funcion definida por la ecuacion (1) y calcule/(;c) 
cuando x toma los valores 0, 0.25, 0.50, 0.75, 0.9, 0.99, 0.999, 0.9999, 0.99999, 
y asi sucesivamente. Se estan tomando valores de x cada vez mas cercanos a 1 
pero menores que 1 ; en otras palabras, la variable x se aproxima a 1 a traves 
de numeros que son menores que 1 . La tabla 1 proporciona los valores de la 
funcion para estos numeros. 

Ahora considere que la variable se aproxima a 1 a traves de numeros que son 
mayores que 1; esto es, x toma los valores 2, 1.75, 1.5, 1.25, 1.1, 1.01, 1.001, 
1 .000 1, 1 .0000 1 , etc. Los valores de la funcion para estos numeros se muestran 
en la tabla 2. 

Observe que en las dos tab las conforme x se aproxima cada vez mas a 1, 
f(x) se acerca mas y mas a 5; y cuanto mas cerca este jc de 1, mas cerca esta- 
ra/(jc) de 5. Por ejemplo, de la tabla 1, cuando x = 0.9, f(x) = 4.8; esto es, 
cuando x es menor que I por 0. 1 , f(x) es menor que 5 por 0.2. Cuando jc = 0.999, 
/(jc) = 4.998; es decir, cuando jc es menor que 1 por 0.00 1 , f(x) es menor que 5 
por 0.002. Ademas, cuando jc = 0.9999, /(jc) = 0.49998; esto es, cuando jc es 
menor que 1 por 0.0001, f(x) es menor que 5 por 0.0002. 

La tabla 2, muestra que cuando jc = 1.1, /(jc) = 5.2; esto es, cuando jc es 
mayor que 1 por 0. 1 , /(jc) es mayor que 5 por 0.2. Cuando jc = 1 .001, /(jc) = 
5.002; es decir, cuando jc es mayor que 1 por 0.001, /(jc) es mayor que 5 por 
0.002. Cuando jc - 1.0001, /(jc) = 5.0002; esto es, cuando jc es mayor que 1 
por 0.0001 , /(jc) es mayor que 5 por 0.0002. 

Por tanto, de las dos tablas se observa que cuando jc difiere de 1 por 
±0.001, (esto esjc = 0.999o;c = 1. 00 1),/(jc) difiere de 5 por ± 0.002 (es decir 
/(jc) - 4.998 o/(jc) = 5.002). Y cuando jc difiere de 1 por ± 0.0001, /(jc) 
difiere de 5 por ± 0.0002. 

Ahora, enfocando la siraacion desde otro punto de vista, se considera- 
ran primero los valores de/(jc). Es posible hacer que los valores de/(jc) esten 
tan cercanos a 5 como se desee, si se toman valores de jc suficientemente cerca- 
nos a 1; esto es, |/(jc) - 5 | puede hacerse tan pequeno como se desee hacien- 
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m = 



lx L + x - 3 



x - L 
FIGURA3 




[0, 4.7] por [4, 6] 

v-2 



fix) 



2x^ + * - 3 



FIGURA 4 



7 



[0, 4.7] por [4, 6] 

M = 2 * 2 + x - 3 
jc - I 

y = 4.8 y y = 5.2 
FIGURA 5 



do | x - 1 1 lo suficientemente pequefio. Pero tenga presente que jc nunca 
tomael valor 1. 

Esta condici6n puede escribirse en forma mas precisa empleando dos 
simbolos para las diferencias pequenas. Los simbolos empleados usuafmente 
son las letras griegas € (epsilon) y 8 (delta). De modo que se establece que 
para cualquier ntimero positivo € existe un ntimero positivo 5, seleccionado 
adecuadamente, tal que si \x - 1 1 es menor que 8y \ x - 1 | * (esto es, 
x * 1), entonces \f(x) — 5 | es menor que € . Es importante senalar quepri^ 
mero se elige € y que el valor de 8 depende del valor de € . Otra forma de 
expresar esto es: proporcionado cualquier ntimero positivo € , puede lograrse 
que \f{x) - 5 | < € tomando | x - 1 1 lo suficientemente pequefio; es 
decir, existe un numero positivo 5\o suficientemente pequefio tal que 



si < | jc - 1 1 < 8 entonces \f(x) - 5| 



< € 



(2) 



Observe que el numerador de la fracci6n en (1) puede factorizarse de 
modo que 



f(x) 



= (2x + 3)(x - 1) 
x -1 



Si jc * 1, entonces el numerador y el denominador pueden dividirse entre 
x - 1 para obtener 



f(x) = 2x + 3 x * 1 



(3) 



La ecuacion (3), junto con la indicaci6n de que x **1, es tan adecuada uomo 
la ecuacion (1) para una definicion de/(;t). 

Ahora se vera el significado geomenico de todo esto para la funci6n 
particular definida por las ecuaciones (1) o (3). La figura 3 ilustra el significa- 
do geometrico de € y 5. Observe que si jc, en el eje horizontal, esta entre 
1 - S y 1 + 8, entonces /(jc), en el eje vertical, estard entre 5 - € y 
5 + € ; o equivalentemente, 

si < | jc - 1 | < S entonces |/(jc) - 5| < € 

Otra manera de establecer esto es la siguiente: /(jc), en el eje vertical, puede 
restringirse a que este entre 5 - € y 5 + € obligando a que jc, en el eje 
horizontal, este" entre 1 - S y 1 + S. 

A continuacion se mostrara graficamente c6mo elegir una 8 adecuada 
para una € dada. La figura 4 muestra la grafica de la funcion / trazada en el 
rectangulo de inspeccion de [0, 4.7] por [4, 6]. La grafica tiene un «agujero» 
en el punto (1,5), el cua] puede o no exhibirse en la graficadora, esto depende 
del modelo de la graficadora y del rectangulo de inspeccion elegido, 
Suponga que € =0.2; se desea restringir /(jc), en el eje vertical, de modo 
que este entre 5 - 0.2 y 5 + 0.2 o, equivalentemente, entre 4.8 y 5.2. Se tra- 
zan las rectas v = 4.8 y y = 5.2 y la grafica de/en el mismo rectangulo 
de inspection, como se muestra en la figura 5. Se observa que las rectas 
intersectan a la graTica de/en los puntos donde jc = 0.9 y x = 1.1, respecti- 
vamente. De modo que para € = 0.2, se toma 8 = 0.1 y se establece que 

si < | jc - 1 | < 0.1 entonces \f(x) - 5| < 0.2 

Esta es la proposition (2) con € = 0.2 y 8 = 0.1, lo cual esta de acuerdo 
con lo observado en las tablas 1 y 2. Si su graficadora tiene la caractenstica de 
sombra (shade), se podra tener apoyo grafico al trazar la grafica de /: el rec- 
tangulo horizontal sombreado entre las rectas y = 4.8 y y = 5.2, y el 
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TV. -" 



[0, 4.7] por [4, 6] 



fix) - 



2x z + x - 3 
x - 1 



y = 4.8 y y - 5.2 
x = 0.9 y x = 1.1 

FIGURA 6 



[0.9, 1.1] por [4.9, 5.1] 
-2 



/(Jc) * 



2jc z + x - 3 



y = 4.98 y y = 5.02 
FIGURA 7 



[0.9, l.l]poT[4.9, 5.1] 



/U) = 



2* z + .* - 3 



x - 1 
y = 4.98 y y = 5.02 
x - 0.99 y jc = 1.01 

FIGURA 8 







/I 





rectangulo vertical sombreado entre las rectas x - 0.9 y x = 1 . 1 en el rec- 
tangulo de inspecci6n de [0, 4.7] por [4, 6] como se muestra en la figura 6. 

Ahora suponga que € = 0.02 y trace la graiica de/y las rectas y = 4.98 
y y = 5.02 en el rectangulo de inspecci6n de [0.9, 1.1] por [4.9, 5.1] como 
se muestra en la figura 7. Se observa que las rectas intersectan a la graiica de 
/en los puntos donde x = 0.99 y x = 1.01, respectivamente. Por tan to, para 
€ = 0.02, se toma 6 = 0.01 y se establece que 

si < | jc — 1 1 < 0.01 entonces |/(jc) - 5| < 0.02 

Esta es la proposici6n (2) con € = 0.02 y S - 0.01, lo cual estd de 
acuerdo con la informacion de las tablas 1 y 2. Otra vez se obtiene apoyo gra- 
fico adicional de la figura 8, la cual muestra el rectangulo horizontal som- 
breado entre las rectas y = 4.98 y y = 5.02, el rectangulo vertical sombreado 
entre las rectas jc = 0.99 y jc = 1.01 y la grafica de / en el rectangulo de 
inspection de [0.9, 1.1] por [4.9, 5.1], 

Se puede dar como € cualquier numero positivo pequeno y determinar 
un valor adecuado para S tal que si |jc-l| <5yjc*l (esto es, < 
| x - 1 | < 5), entonces |/(jc) - 5 | sera menor que € . Observe que los 
valores de € se eligen arbitrariamente y puede ser tan pequeno como se desee, 
y que el valor de S depende del valor elegido de € . Tambien debe sefialarse 
que a un valor pequeno de € le corresponded un valor pequeno de S. Como 
para cualquier € > puede determinarse un 8 > tal que la proposici6n 
(2) se cumpla, se establece que el limite de/(jc) conforme jc tiende o se apro- 
xima a 1 , es igual a 5, o expresado con simbolos 

lim/(x) = 5 

JT->1 

Observe que en esta ecuaci6n se tiene un nuevo uso del simbolo "igual". Aqui, 
ningun valor de jc hace que/(jc) tenga el valor 5. El sfmbolo "igual" es apro- 
piado debido a que el lado izquierdo estd escrito como lim/(x) 

De (3) es evidente que puede lograrse que/(jc) este* tan cerca de 5 como 
se desee, tomando x suficientemente cerca de 1, por lo que esta propiedad de 
la funcidn / no depende de que / este definida cuando jc = 1 . Este hecho 
proporciona la diferencia entre lim/(jc) y el valor de la funci6n en 1; es decir, 
lfm/(x) = 5, perof{\) no existe. En consecuencia, en la proposici6n (2), se 
escribe < j jc — 1 [ debido a que s61o nos interesan los valores de f(x) 
para x cerca de 1 , pero no para x = 1 . 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 



g(x) 



= {r 



Sea g la funci6n definida por 
si jc ^ 1 
si jc = I 

La graiica de g se muestra en la figura 9. Excepto en jc = 1 , la funci6n g tiene 
los mismos valores de la funci6n / definida por la ecuacion (1). En conse- 
cuencia, como el hecho de que lim /(jc) = 5 no tiene nada que ver con lo 

j:->1 

que ocurre en jc =? 1 , se puede aplicar el argumento anterior a la funci6n g 
y concluir que para cualquier € > existe un S > tal que 

si < | jc - 1 | < S entonces | g(x) - 5 | < € 

de modo que lim g(jc) = 5. Note que g(l) = 7; por lo que para esta funcion, 

el limite de la funci6n y el valor de la funci6n existen para jc = 1, pero no 
son iguales. A 
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8(x) = 




FIGURA 9 




h(x) = 2x + 3 
FIGURA 10 




> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

h(x) = 2x + 3 



Sea /i la funci6n definida por 



La grafica de h consta de todos los puntos de la recta y = 2x + 3, mostrada 
en la figura 10. Otra vez, except© en jc = 1, se tiene una funcitfn con los 
mismos valores de la funci6n/ definida por la ecuaci6n (1), asi como de la 
funci6n g del ejemplo ilustrativo 2. De este modo, se puede aplicar una vez 
m£s el mismo argumento y concluir que para cualquier € > existe un 
8 > tal que 

si < | jc - 1 1 < 8 entonces \h(x) - 5 | < € 

de modo que lim h(x) = 5. Sin embargo, en esta ocasion, el valor de la fun- 

cion y el limite existen y son iguales para jc = 1. Una consecuencia de este 
hecho, como se vera" en la secci6n 1.8, es que la funci6n h es continua en 
jc = 1. Observe que la graTica de h de la figura 10 no tiene ningiin agujero 
en jc = 1, considerando que las graTicas de/y g de las figuras 3 y 9, respec- 
tivamente, tienen un agujero en jc = 1. En la secci6n 1.8 aprenderfi que las 
funciones/y g son discontinuas en x = 1 . ^ 



EJEMPLO I 

/(jc) = 4jc - 5 



Sea/ la funci6n definida por 



(a) Utilice una figura semejante a la figura 3 para € = 0.1 con el fin de 
determinar una 8 > 0, tal que 

si < | jc - 2 1 < 8 entonces \f(x) - 3 | < 0.1 

(b) Apoye la elecci6n de 8 del inciso (a) con el uso de la graficadora. 

Solucion 

(a) Refierase a la figura 1 1 y observe que los valores de la funcion crecen 
conforme jc se incrementa. Asi, la figura indica que se necesita un valor 
de jci tal que/Cjq) = 2.9 y un valor de jc 2 tal que/(jc 2 ) = 3.1; esto es, 
se necesitan jcj y jc 2 tales que 

4jci 



5 = 2.9 


4*2 


- 5 = 3.1 


r - 7 ' 9 




r - 81 
* 2 " X 


x x = 1.975 




jc 2 = 2.025 



Debidp a que 2 - 1.975 = 0.025 y 2.025 - 2 = 0.025, se elige 8 - 
0,0i5 de modo que se tiene la proposici6n 

si < | jc - 2 | < 0.025 entonces |/(jc) - 3| < 0.1 

(b) En la graficadora se traza la grafica de/y las rectas y = 2.9 y y = 3.1 
en e| rectangulo de inspecci6n de [0, 3] por [0, 4] como se muestra en la 
figuja, 12. Con la operaci6n de interseccidn {intersection) o las de rastreo 
(traqe)y aumento (zoom) de la graficadora, se determina que la recta 
y - 2.9 intersecta a la graTica de/en jc = 1.975 y que la recta y = 3.1 
intersecta a dicha graTica en jc = 2.025, lo cual apoya la elecci6n de 8 
efectuada en el inciso (a). ^ 
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[0, 3] por [0, 4] 

fix) = 4x - 5 

y = 2.9 y y = 3.1 

FIGURA 12 



En el ejemplo siguiente se utiliza el simbolo => por primera vez. La fle- 
cha => significa implica. Tambien se emplea la doble flecha <=>, lo cual sig- 
nifica que las proposiciones precedente y siguiente son equivalentes. 



W EJEMPLO 2 Confirme analfticamente la elecci6n de 8 en el 
ejemplo 1 utilizando propiedades de las desigualdades. 

Solution Se desea determinar una 8 > tal que 



|/to " 3 | <0.1 

| (4c - 5) - 3 | < 0.1 

4\x - 2| < 0.1 

\x - 2 < 0.025 



si < | x - 2 | < <5 entonces 

<=> si < \x - l\ < 8 entonces 

<=> si < \x - 2\ < 8 entonces 

<=> si < \x - 2\ < 8 entonces 

Esta proposicidn indica que una eleccion adecuada de <5es 0.025. Con esta <5, 
se tiene el argumento siguiente: 

0. < \x - 2 | < 0.025 

4 | x - 2 | < 4 (0.025) 

=> | 4jc - 8 | < 0. 1 

=* \(4x - 5) - 3 | < 0.1 

=* j/to - 3 | < 0.1 

De esta manera, se ha confirmado analiticamente que 



< J* - 2] < 0.025 entonces \f(x) - 3 | < 0.1 



<4j 



En los ejemplos 1 y 2 cualquier numero positivo menor que 0.025 pue- 
de utilizarse en lugar de 0.025 como la 8 requerida. Observe este hecho en la 
figura 11. Adem&s, si < y < 0.025 y si se cumple la desigualdad (4), en- 
tonces se tiene que 

si < |x - 2| < y entonces \f(x) - 3 | < 0.1 

ya que cualquier numero x que satisfaga la dfesigualdad < | x - 2 | < y 
tambien satisface la desigualdad < | x - 2 \ < 0.025. 

Las soluciories de los ejemplos 1 y 2 consistieron en determinar 
una 8 para una € especiTica. En la seccldn 1 .5 aprender&^Je si para eSSSA^Uier 
€ > se puede determiifar una 8 > 0, tal que 

si < |„t - 2 | < 8 entonces | (4* - 5) - 3 | < € 

entonces se habrd establecido que Um (4* - 5) -3. Estb se hard en el 
ejemplo 1 de la seccion 1.5. 



Sea/ la funcioh defmida por 



► EJEMPLO 3 

/to = x 2 

(a) Utilice una flgura con € = 0.3 para determinar una 8 > tal que 

si 0<|*-2|<<5 entonces \f(x) - 4 j < 0.3 

(b) Apoye la eleccion de 8 del inciso (a) con el uso de la graficadora. 
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Solution 

(a) La figura 13 muestra una porcion de la grafica de/en una vecindad del 
. punto (2, 4). Si x > 0, los valores de la funcion crecen conforme el va- 
lor de x se incrementa. Por tanto, la figura indica que se necesita un valor 
positivo xi tal que/(jt|) - 3.7 y un valor positivo x 2 tal que/(jt 2 ) = 4.3; 
esto es, se necesitan x\ > y x 2 > 0, tales que 




M = x 2 
FIGURA 13 




[1.91, 2.09] por [3.6, 4.4] 

fixy = x 2 

y = 3.7 y >■ = 4.3 

FIGURA 14 



x x 2 = 3.7 
Xl = V3?77 
Xl ~ 1.92 



2 _ 



Jt 2 " = 4.3 

jc 2 = 4A3 
x 2 ~ 2.07 



Entonces 2 - 1.92 = 0.08 y 2.07 - 2 = 0.07. Debido a que 0.07 < 0.08, 
se elige 8 = 0.07 de modo que se tiene la proposition 

si < | jc - 2 | < 0.07 entonces \f(x) - 4 | < 0.3 

Cualquier numero positivo menor que 0.07 puede tomarse como la 8 re- 

querida. 

(b) La figura 14 muestra las graficas de/y de las rectas y = 3.7 y y - 4.3 
trazadas en el rectangulo de inspecci6n de [1.91, 2.09] por [3.6, 4.4]. En 
la graficadora se determina que la recta y = 3.7 intersecta a la graTica 
de / en x = 1.92 y que la recta y = 4.3 intersecta a dicha graTica en 
x = 2.07, lo cual apoya la elecci6n de 5 del inciso (a). 4 



w EJEMPLO 4 Confirme analiticamente la eleccion de 5 del ejem- 
plo 3 empleando propiedades de las desigualdades. 

Solution 

(5) 






Se desea determinar una 5 > tal que 

si < | jc - 2 | < S entonces 
si 0<j;t-2|<5 entonces 



si < he 



- 2| < 8 



entonces 



\f(x) - 4| < 0.3 

\x 2 - 4 1 < 0.3 

\x - 2| | jc + 2| < 0.3 



Observe en el tado derecho de esta proposici6n que ademas del factor 
| x - 2 | , se tiene el factor | x + 2 | . Por tanto, se necesita obtener una 
desigualdad que contenga a | x + 2 | . Para hacer esto, se restringe la 8 que se 
requiere. Considere que 5es menor que o igual a 0.1, lo cual parece razonable. 
Entonces 

< [jc - 2 | < 8 y 8 < 0.1 

=> < \x - 2 | < 0.1 

=> -0.1 < jc - 2 < 0.1 

=> 3.9 < jc + 2 < 4.1 

=> | jc + 2 | < 4.1 

Asi 

< | jc - 2| < 8 y 8 < 0.1 

=> < | jc - 2| < 8 y \x + 2| < 4.1 
=> \x - 2 | | jc + 2 | < 5(4.1) 

Recuerde que el objetivo consiste en obtener la proposici6n (5). De modo que, 
debe pedirse que 



5(4.1) < 0.3 



** A 
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Ahora se tienen dos restricciones sobre 5; S < 0.1 y S < |r. Para que ambas 
restricciones se cumplan, se toma 5 = j-, el menor de los dos numeros. 
Mediante el uso de esta 5, se tiene el argumento siguiente: 

0<|* - 2|< £ 

=> |* - 2| < A y |, + 2 | < 4.1 

=> |, - 2\\x + 2|< ^(4.1) 

=> |* 2 - 4 1 < 0.3 

Por tanto, se ha determinado una 5 de modo que la proposicion (5) se 
cumple. Puesto que -^ * 0.07 se ha confirmado la eleccion de S del 
ejemplo 3. 4 

Ahora se aplicaran los conceptos anteriores a fin de determinar como 
debe medirse aproximadamente una cantidad para asegurar una aproxima- ! 
cion especifica de la medicion de una segunda cantidad que depende de la 
primera. 



W EJEMPLO 5 Para la situacion del ejemplo 1 de la seccion 1 .3, 
^cual debe ser la temperatura del gas si este ocupa un volumen entre 79.5 m 3 
y 80.5 m 3 ? 

Sollicion En el ejemplo 1 de la seccion 1 .3 se obtuvo el siguiente modelo 
matemdtico de la situaci6n: 

fix) = ±x 

donde f(x) metros cubicos es el volumen de un gas cuya temperatura es x 
grados. Como /( 140) = 80, el gas ocupa 80 m 3 a una temperatura de 140°. 
Se desea determinar que tan cerca debe estar x de 140 para que f{x) no este 
a mds de 0.5 de 80; esto es, para € = 0.5 se desea determinar una 8 > 
talque 

si < I*,- 140 1 < S entonces |/(jc) - 80 | < 0.5 
<=> si < (*'- 140 1 < S entonces | *x - 80 | < 0.5 

<=> si < \x - 140 1 < 6 entonces 2 I i x - 80 I < 1 (0.5) 

1 . J* : ' 4 7 4 

<=> si < \x ~ 140 1 < 6 entonces | jc * 140 | < 0.875 

Por tanto, se toma 5 = 0.875, y se tiene el argumento siguiente: 

< |jc - 140 1 < 0.875 

=> | |jc - 140 1 < i(0.875) 

=> I i;c - 80 < 0.5 

I 7 I 

En consecuencia, 

si < |jc - 140 | < 0.875 entonces |/(jc) - 80 | < 0.5 

Conclusion: Para que el gas ocupe un volumen entre 79.5 y 80.5 m 3 su 
temperatura debe estar entre 139.125° y 140.875°. 4 

W EJEMPLO 6 La cubierta circular de una mesa tiene un area 
que difiere de 225 ;r pulg 2 en menos de 4 pulg 2 . ^Cudl es la medida aproxi- 
mada del radio? 
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SoluCJOn Observe la figura 15. Si la longitud del radio de la cubierta de 
la mesa es de r pulgadas y A(r) pulgadas cuadradas es el area de la cubierta, 
entonces 



t^ 



A(r) = Kr 1 



* ~ KT El area es 225 ;r pulg 2 cuando el radio mide 15 pulg. Se desea determinar que 

FIGURA 15 tan cerca debe estar r de 15, de modo que A(r) no este* a mas de 4 unidades de 

225 ;r. Esto es, si e = 4, se desea determinar una 8 > 0, tal que 

si < \r - 15 | < 8 entonces \A(r) - 225 n \ < 4 

4=> si < \r - 15 | < 8 entonces \nr 2 - 225;r| < 4 

& si <\r - 15\ <S entonces | r - 15 | j r + 15 | < - '(6) 

n 

Debido a que se tiene el factor \x + 15 | del lado derecho de la proposicion 
(6), se necesita una desigualdad que contenga a este factor. A fin de obtener 
dicha desigualdad, se restringe <5de modo que S < 1. Entonces 

0<|r-15|<5 y <5<l=>0<|r-15|<l 
=> -1 < r - 15 < 1 => 14 < r < 16 

=> 29 < r + 15 < 31 => |r + 15| < 31 

Por tanto, 

si < | r - 15 | <5 y 8 < \ entonces | r - 15 | | r + 15 | < 5(31) 

Como se desea que la proposicion (6) se cumpla, ser£ necesario que 

i 

'8(31) < ^ <=» 5 < -i- 

Ahora se tienen dos restricciones sobre 8: 8 < 1 y 8 ^ . Se elige 8 

3U 

como , el menor de estos dos numeros. Con esta 8 se tiene el siguiente 

. . 31;r 



argumento: 












< 


\r~ 


15 


l< — 

1 31w 




=> 


\r~ 


15 | 


< 


3\n 


\r + 


=> 


\r- 


- 15 


Ik 


+ 15 | < 


3\n 


=> 




K 


k 2 


- 225 | < 


4 



(31) 



Por tanto, 

si < \r - 15 | < S~ entonces \A(r) - 225n | < 4 f 
31^ 

4 

Como « 0.041, se tiene la siguiente conclusion. 

3\n B 

Conclusion: El radio de la cubierta de la mesa debe estar entre 14.959 pulg y 
15.041 pulg para que dicha cubierta tenga un area que difiera de 225 ;r pulg 2 
por menos de 4 pulg 2 . ^ 
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EJERCICIOS 1.4 



En los ejercicios 1 y 2, se proporcionan fix), a, L, € y una fi- 
gura. A partir de lafigura determine 8 > 0, tal que 

si < | jc - a\ <£jentonces |/(jc) - L\ < € 

1. /(jc) = 2x - 5; a - *3;L = 1; € = 0.2 



2. /(*) = 2 




En los ejercicios 3 a 14-, se proporcionan fix), a, Ly € . (a) Uti- 
lice una figura semejante a la de los ejercicios 1 y 2 y el 
ejemplo 1, y argumentos similares al del ejemplo 1 para de- 
terminar una S > 0, tal que 

si < | jc - a\ <Sentonces |/(jc) - L[ < € 

(b) Apoye la eleccion de Sdel inciso (a) usando una graficadora. 

3. fix) = x - 1; a = 4; L = 3; € = 0.03 

4 f(x) = x + 2; a = 3; L = 5; £ = '6.02 

5. /(jc) = 2* + 4;« = 3;L = 10; € = 0.01 

6l f(x) = 3x - \\a = 2;L = 5; € = 0.1 

7. /(jc) - 5jc - 3;a = 1;L = 2; € = 0.05 

8. /(jc) = 4jc - 5; a = 2; L = 3; € = 0.001 

9. /(jc) = 3 - 4x;fl = -1;I = 7; f = 0.02 
10. /(jc) = 2 + 5*; a = -2;L = -8; <T = 0.002 



11. Ax) 



x + 2 



-2;L = -4; f = 0.01 



12. /(jc) = ~^~~\a = I;L = 2; e = 0.01 
3jc - 1 3 



13. fix) 



4x 2 - 4jc - 3 , 
2jc + 1 



~:L = -4; € = 0.03 



14. /(*) = 3 * 2 - 8* - 3 ;fl 
jc - 3 



3;L = 10; 6 = 0.05 



Para los ejercicios 15 y 16, siga tas mismas instrucciones 
que para los ejercicios 1 y 2. 

15. fix) = x 2 + I; a = -2; L = 5; € = 1 ' 




16. /(jc) = 8 - jc 2 ; a = 2; L = 4; f = 0.5 




En los ejercicios 17 a 24, se proporcionan fix), a, Ly € (a). 
Utilice una figura semejante a la de los ejercicios 15 yk 16 y del 
ejemplo 3, y argumentos similares al de este ejemplo para deter - 
minar una S > 0, tal que 

si 0<|jc-a|<<5 entonces \f(x) - L\ < € 

17. fix) = jc 2 ; a 

18. fix) = x 2 \a 



3;L = 9; € = 0.5 
0.5; L = 0.25; e = 0.1 



= v2- « = 



■\:L - h € •■ 



0.2 



19. /(*) 

20. fix) = x 2 - 5$ a = 1;L = -4; f = 0.15 

21. /(jc) = jc 2 - 2x + I; a = 2; L = 1; £ = 0.4 

22. /(jc) = x 2 + Ax + 4; a = -1;L = 1; € = 0.08 
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23. f(x) = 2x 2 + 5x + 3; a = -3; L = 6; € = 0.6 

24. f(x) - 3jc 2 - 7jc + 2; a = 1; L = -2; * = 0.3 

En /oj ejercicios 25 a 36, confirme analiticamenle (empleando 
propiedades de las desigualdades) la election de S del ejer- 
cicio indicado. 



25. Ejercicio 3 

27. Ejercicio 7 

29. Ejercicio 13 

31. Ejercicio 17 

33. Ejercicio 21 

35. Ejercicio 23 



26. Ejercicio 4 

28. Ejercicio 8 

30. Ejercicio 14 

32. Ejercicio 18 

34. Ejercicio 22 

36. Ejercicio 24 



En los ejercicios 37 a 44, primero obtenga una funcidn como 
modelo matemdtico de la situation. Defina la variable depen- 
diente y el valor de funcidn como numeros, e indique las uni- 
dades de medicion. No olvide completar el ejercicio con una 
conclusidn. 

37. A una persona que gana $15 por hora se le paga solo por 
el tiempo real de trabajo. i,Que tan cerca de 8 horas debe 
trabajar una persona para- que su salario difiera de $120 en 
no m£s de 25 centavos? 

38. Para la situation del ejemplo 1 de la section 1.3, <,cual 
debe ser la temperatura del gas si este ocupa un volumen 
entre 79.95 m 3 y 80.05 m 3 ? 

39. Se construye una cerca alrededor de un jardin de forma 

cuadrada, <,Que tan proxima a 10 pie debe estar la longi- 
tud de cada lado del jardin para que la longitud total de la 
cerca este entre 39.96 y 40.04 pie? 




40. Se construye una serial circular de modo que la longitud de 
su circunferencia difiera de 6n pie en no m£s drO. 1 pie. 
i,Qu6 tan cerca de 3 pie debe medir el radio de la senal? 

41. Para el jardin del ejercicio 39, ^que" tan cercana a 10 pie 
debe estar la longitud de cada lado del jardin para que el 
£rea de dicho jardin difiera de 100 pie 2 en no mas de 

0.5 pie 2 ? 

42. Para la senal del ejercicio 40, ^que tan cercano a 3 pie debe 
medir el radio de la serial para que el area de dicha senal 
difiera de 9tfpie 2 en no mas de 0.2 pie 2 ? 

43. El numero de pies que cae un cuerpo a partir del reposo en t 
segundos varfa directamente como el cuadrado de t, y un 
cuerpo cae a partir del reposo 64 pie en 2 s. <,Que tiem- 
po cercano a 5 s le tomara a un cuerpo caer entre 398 y 
402 pie? 

44. El numero de libras por pie cuadrado de la fuerza del vien- 
to sobre una superficie plana cuando la velocidad del viento 
es v millas por hora, v aria directamente como el cuadrado de 
v. Suponga que la fuerza es de 2 lb/pie 2 cuando la velocidad 
del viento es de 20 mi/h. i,Que tan cerca de 30 mi/h sera" la 
velocidad del viento cuando su fuerza sobre una superficie 
plana esta entre 4.45 lb/pie 2 y 4.55 lb/pie 2 ? 



1.5 DEFINICION DE LIMITE DE UNA FUNCION 
Y TEOREMAS DE UMITES 



Ahora se presentar& la definici6n formal de limite de una funci6n. La definition 
contiene la proposition que implica las desigualdades con la notaci6n € -8 
mostrada con frecuencia en la secci6n 1.4. 



1.5.1 Definicion de limite de una funcion 



Sea / una funcidn definida en cada numero de algun intervalo abierto 
que contiene a a, excepto posiblemente en el numero a niisma El 
limite de fix) conforme x se aproxima a a es L, lo que se escribe 
como 

lim/W - L 

r" 

U la sigDiemte proposition es verdadera: 

dada cualquier € > Q, no impona cuan pequefla sea, exist e una 
8 > taf que 



< \x - a\ < 8 enionces \f{x) - L\ < € 



si O < \x - a\ < 6 



tt> 
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= m 



FIGURA 1 



= /(x) 




FIGURA2 




FIGURA 3 



En palabras, esta definicion establece que los valores de funcion f(x) se 
aproximan al limite L conforme x lo hace al numero a si el valor absoluto de la 
diferencia entre f(x) y L puede hacerse tan pequena como se desee tomando x 
suficientemente cerca de a pero no igual a a. 

Observe que en la definicion no se menciona nada acerca del valor de la 
funci6n cuando x = a. Recuerde, como se senal<5 en la seccion 1.4, la funcion 
/ no necesita estar definida en a, para que el lim f(x) exista. Mas aun, si / 

x->a 

esta definida en a, lim f{x) puede existir sin que tenga el mismo valor que 

x-*a 

f{a) como en el caso de la funcion del ejemplo ilustrativo 2 de la seccion 1A 

Una interpretation geometrica de la definicion de limite de una funcion/ 
se muestra en la figura 1, la cual presenta una portion de la grafica de/ cerca 
del pun to donde x — a. Como / no esta necesariamente definida en a, no 
existe un punto en la grafica de / con abscisa a. Observe que si x, en el eje 
horizontal, esta entre a - 8 X y a + 8 h entonces /(*), en el eje vertical, estari 
entre L - € { y L + € y. En otras palabras, al restringir x, en el eje horizontal, 
de modo que est6 entre a - 8 l y a + <5 b se restringe a/(jc), en el eje verti- 
cal, de manera que est^ entre L - € j y L + € ,. Asi, 

si < \x - a\ < 8] entonces \f(x) - h\ < € x 

La figura 2 muestra como un valor pequeno de € puede requerir una elec- 
cion diferente para 8. En la figura se aprecia que € 2 < €"i, y que el valor 
8 { es demasiado grande; esto es, existen valores de x para los cuales 
< \x - a\ < 8 h pero \f(x) - L\ no es menor que € 2 . Por ejem- 
plo, < \x — a\ <.8], pero \f(x) - L\ > € 2 . Por esta razon debe 
elegirse un valor &> mas pequeno, como se muestra en la figura 3, tal que 

si0<|;c-tf|<52 entonces |/(jc) - L\ < € 2 

Sin embargo, para cualquier eleccion de € > 0, no importa que tan pequeno 
. sea, existe 8 > tal que la proposition (1) se cumple. Por tanto, lim f(x) = L. 
En el primer ejemplo de esta seccion, se vuelve a tratar la funci6n mos- 
trada en los ejemplos 1 y 2 de la seccion 1.4. 



► EJEMPLO I 



Utilice la definicion de limite para demostrar que 



lim (4x - 5) = 3 

Solucion El- primer requisito de la definicion 1.5.1 es que 4x - 5 est^ 
definida en cada numero de un intervalo abierto que Contenga a 2, excepto 
posiblemente en 2. Puesto que 4x - 5 est^ definida para todos los numeros 
reales, cualquier intervalo abierto que contenga a 2 satisface este requisito. 
Ahora se debe demostrar que para cualquier € > existe una 8 > tal que 

2 | < 8 entonces 
2 1 < 8 entonces 






< |* 
< |jc 
.0 < jc 



'2 | < 8 entonces 



I (4* -5) ■ 

4 \x 
\x 



3 | < € 

2 | < € 



(2) 



2| 



Esta proposici6n denota que ~€^ es una 8 satisfactoria. Con esta elecci6n de 8 
se tiene el argumento siguiente; 

< | jc - 2| < 8 

=> 4 |jc - 2\ < 48 

=> 1 4x - 8 | < 48 
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|.(4jc - 5) - 3 | < 48 

\(4x - 5) - 3 | < € (porque 6= ±€) 



Por tanto, se ha establecido que si S = ~ € , entonces se cumple la proposici6n 
(2). Esto demuestra que lim (4jc - 5) = 3. 

JT->2 

En particular, si e = 0.1, entonces se toma 8 — ^(0.1), es decir, 8 = 
0.025. Este valor de <5 corresponde al valor determinado en los ejemplos 1 y 
2 de lasecci6n 1.4. 

Cualquier numero positivo menor que ^€ puede emplearse tambi^n 
como la 8 requerida. 4 

En el suplemento de esta secci6n, al final del apendice se proporciona un 
ejemplo que muestra c6mo aplicar la definition 1.5.1 para demostrar que 
lim x 2 = 4. 

A fin de calcular lfmites de manera m&s facil que cuando se utiliza la 
definici6n se emplean teoremas, cuyas demostraciones estan basadas en la de- 
finicion. Estos teoremas, asi como otros que aparecen en secciones posterio- 
res de este capitulo, estin sefialados con la etiqueta teorema de Kmites. 



1 .5.2 Teorema 1 de limites Li mite de una funcion lineal 



Si m y b son dos constants cualesquiera, entonces 
Urn {mx + b) - ma ^ b 

Demostraci6n A partir de la definici6n de lfmite de una funci6n, se 
debe demostrar que para cualquier € > existe una 8 > 0, tal que 

si < \x - a\ < 8 entonces \(mx + b) - (ma + b) \ < € (3) 

Caso 1: m * 0. 

Como | (mx + b) - (ma + b) \ = | m \ * | x - a | , se desea encon- 
trar una 8 > para cualquier € > 0, tal que 

si < | jc - a | < 8 entonces \m\ * |jc - a\ < € 

o como m * 0, 

€ 



si 0<|jt-a|<<5 entonces | x - a \ < 



\m\ 



Esta proposicion se cumplira si 8 = €j \ m \ ; por lo que se puede concluir que 

si 0<|jc-a|<<5y<5 = - — - entonces | (mx + b) - (ma + b)\ < € 

\m\ 

Esto demuestra el teorema para el caso 1. 
Caso 2: m = 0. 

Si m = 0, entonces | (mx + b) - (ma + b)\ — para todos los valo- 
res de x. De modo que se toma 8 como cualquier numero positivo, cumplien- 
dose asf la proposici6n (3). Esto demuestra el teorema para el caso 2. ■ 



\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 



Del teorema 1 de lfmites, 



lim (3jc + 5) = 3 ■ 2 + 5 

^ 2 =11 < 
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1 ,5-3 Teorema 2 de limites 
constante 



Limite de una funcion 



Sices una constante. entonces para cualquier numero a 
Mm c = c 

x-ta 

Este teorema se deduce inmediatamente del teorema 1 de limites toman- 
do m = y b = c. 



1 .5.4 Teorema 3 de limite* 
Sdentidad 



lim x = a 



Limite de la funcion 



Este teorema tambi&i se deduce inmediatamente del teorema 1 de limites 
tomando m = 1 y b = 0. 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Dei 



teorema 2 de limites, 



lim 7 = 7 



y del teorema 3 de limites, 
lim x = -6 



1 .5,5 Teorema 4 de limites Limite de la suma 
y de la diferencia de dos funciones 



Si Urn fix) = L y Mm g{x) ^ M. entonces 
lim \f{x) ± g(x)) = L ± M 

in La demostraci6n del teorema 4 de limites se presenta en el suplemento 
\fl/ de esta secci6n. En el enunciado del teorema, el hecho de que lim f(x) = Ly 

%^j lim g(x) = M indica que los limites existen. En otras palabras, no se puede 

decir simplemente que el limite de la suma de dos funciones es la suma de 
sus limites, se debe agregar la condition de la existencia de los limites: si los 
limites existen. Consulte el ejercicio 44 de la section 1.6 y el ejercicio 50 
de la secci6n 1.7. 

El teorema siguiente de limites es una extension del teorema 4 de limi- 
tes para cualquier numero finito de funciones. Se le pedird que proporcione 
la demostracion mediante inducci6n matem£tica en el ejercicio suplemen- 
tario 10. 



1.5.6 Teorema 5 de limites Limite de la suma 
y de la diferencia de n funciones 



Si lim fiOf) = L } , lim /^(jc) = 1%, . . . t y lim f n (x) = L ni entonces 

x-*a a-+q n-*a 

lim [/|(x> ± f 2 (x) ± . ;\ ± /„(*)] = L, ± l^ ± . , . ± 4 



El limite del producto de dos funciones se tiene mediante el teorema 
siguiente de limites. Otra vez, observe que el teorema establece que el limite 
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a 6 del producto de dos funciones es el producto de sus limites si los limites exis- 
•/L ten. Para la demostraci6n, refierase al suplemento de esta seccion. 



e limites 
de dos funciones 



Li mite del producto 



Si lim/(jr) - Ly lim g(x) - M, emonces 
lim [f(x) ■ gM] - LM 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 



Del teorema 3 de limites, 
lim x - 4, y del teorema 1 de limites, lim (2x + 1 ) = 9. Asi, por el teore- 

Jt->4 jc->4 

ma 6 de limites 

lim [jc(2jc + 1)] = limjc • lim (2x + 1) 

t->4 jr->4 Jt->4 

= 4-9 

= 36 4 



El teorema 6 de limites tambten puede extenderse a un numero finito de 
funciones mediante la aplicaci6n de la induccion matem&tica t como se le pe- 
dira que lo haga en el ejercicio suplementario 13. 



1 .5.8 Teorema 7 de limites 
de n funciones 



Limite del producto 



Si Ifm/jtt) - Lir llmf 2 (x) = %*»-,, y lim/ n (*) = £ nf entonces 

x-*a *-*a x-*e 

\im[f l (x)Mx)...Mx)] = LxW.-K 



1.5.9 Teorema 8 de limites Limite de la n-esima 
potencia de una funcion 



Si Wm. fix) = X y n es cuakjuier numero entero positivo, entonces 
lim [f(x)] n m L n 



La demostracion es inmediata a partir del teorema 7 de lfmites, tomando 
fi(x),f 2 (x), . . . ,/„(jc) todas iguales a/0) y L h Lq, . . . , L n todos iguales a L. 



l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Del teorema 1 de limites, 
lim (5* + 7) = -3. Por tanto, del teorema 8 

x->-2 



lim (5x + If = 

i->-2 



lim (5* + 7) 

r->-2 



= (-3) 4 
= 81 



El siguiente teorema de limites trata acerca del limite del cociente de dos 
funciones, y no solo se requiere la existencia de los limites, sino que tambten 
se pide que el limite de la funcion del denominador sea diferente de cero. 
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1.5.10 Teorema 9 de limites 
de dos funciones 



Limite del cociente 



Si lim fix) = L y Urn g(x) = A# r entonces 
ifm 44 = T7 siA* * 






La demostracion de este teorema se presenta en la seccion 1 .9. 



I> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 



Del teorema 3 de limites, 
lim x = 4, y del teorema 1 de limites, lim (-7* + 1) = -27. Por tanto, del 
teorema 9 de limites, 



lim 



lim x 

x->4 



->4 -lx + 1 lim (-7* + 1) 

x->4 
4 

-27 

= _± 

27 



1.5,1 1 Teorema 10 de limites 
n-esima de una funcion 



Li mite de la raiz 



Si n es an nymero entero positivo y limf(x) = L,eutonces 



coil la restriccitfn de que si n es par. L > 0. 



La demostracion de este teorema tambien se proporciona en la seccion 1.9. 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Del ejemplo ilustrativo 5 y 
del teorema 10 de limites, 



= ? l im 



x->4 -lx + 1 



- 3- A 
i 27 

3 

Ahora se estableceran dos teoremas, los cuales son casos especiales de 
los teoremas 9 y 10 de limites, respectivamente. Cada uno de estos teoremas se 
utiliza en la seccion 1.9 para la demostracion de los teoremas de limites 
correspondientes. 



1.5,12 Teorema 






* 



Si a es cualquier numero real diferente de ceio, entonces 



lim I i 1 
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1.5.13 Teorema 



Si a > y n es un ntimero eatero positive, o si a -& y #i es un nti- 
mero entero impar, entonees 



Urn C* = $i 



Las demostraciones de los teoremas 1.5.12 y 1.5.13 se presentan en el 
suplemento de esta secci6n. 

En los ejemplos siguientes se aplicaran los teoremas anteriores para calcu- 
lar lfmites, A fin de indicar que" teorema se ha aplicado se escribir& la abrevia- 
ci6n "T.n L.'\ donde n representa el numero del teorema; por ejemplo, "T.2 L." 
se refiere al teorema 2 de limites. 



► EJEMPLO 2 



Calcule lim (jc 2 + Ix - 5), y cuando sea apro- 

x-»3 

piado, indique los teoremas de limites que se aplicaron. 
Solucion 

lim (jc 2 + Ix - 5) = lim x 2 + lim 7x - lim 5 (T. 5 L.) 

j->3 j->3 jc— >3 x-»3 

= lim x • lim x + lim 7 • lim x - lim 5 (T. 6 L.) 

jt->3 x-»3 ;r-»3 Jt->3 *-»3 

= 3-3 + 7-3-5 (T. 3 L. y T.2 L.) 

= 9 + 21-5 

= 25 4 



Es importante que se de cuenta de que el limite del ejemplo 2 se evaluo 
mediante la aplicacion directa de los teoremas de limites. Observe que para la 
funci6n/del ejemplo no s61o el lim/(jc) es igual a 25, sino que tambien/(3) 

jt-»3 

es igual a 25. Pero recuerde, lim/(jc) yf(a) no siempre son iguales. 

jc— >3 

W EJEMPL0 3 Determine el siguiente limite y, cuando sea apro- 
piado, indique los teoremas de limites que se aplicaron: 



lim 

*->2 



jc 3 + 2jc + 3 
x 2 + 5 



Solucion 



lim 

*->2 



x s + 2x +3 
x 2 +5 



\x->2 X 2 + 5 

1 lim (jc 3 + 2x + 3) 
\ lim (jc 2 + 5) 

\ x->2 




(T. 10 L.) 
(T. 9 L.) 


i lim jc j + lim 2x + lim 3 

_ |jt->2 x— >2 j:->2 

V lim x 2 + lim 5 

\ jc->2 jc->2 


(T. 5 L.) 


|(lim jc) 3 + lim 2 ■ lim jc + 

__ jr-»2 jr->2 *-»2 


lim 3 

x->2 


(T. 6 L. 


-\ (lim jc) 2 + lim 5 

K *->2 _ jc->2 


(T. 3 L, 


y T. 8 L.) 


|2 3 + 2 • 2 + 3 

A o2 , r 


,yT.2L.) 
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Tablal 




X 


fix) 


x 1 -25 
jc - 5 


4 




9 


4.5 




9.5 


4.9 




9.9 


4.99 




9.99 


4.999 




9.999 



Tablal 



x 


fix) 


- * 2 ~ 25 
jc - 5 


6 




U 


5.5 




10.5 


5.1 




10.1 


5.01 




10.01 


5.001 




10.001 



8 + 4 + 3 



yi5 

3 



► EJEMPLO 4 Sea 

/« - 4ff 

(a) Utilice una calculadora para determinar y tabular los valores de/(jc) cuan- 
do x toma los valores 4, 4.5, 4.9, 4.99, 4.999 y cuando jc es igual a 6, 5.5, 
5.1, 5.01, 5.001. iA que* valor parece que se aproxima f(x) conforme x 
tiende a 5? 

(b) Confirme la respuesta del inciso (a) analfticamente mediante el calculo 
del lim/(jc). 

Solution 

(a) Las tablas 1 y 2 muestran los valores de/(jc) para los valores indicados 
de x. Observando estas tablas, parece que/(jc) se aproxima a 10 conforme 
x tiende a 5. 

(b) En este caso, se tiene una situation diferente a las de los ejemplos anterio- 

x 2 - 25 
res. No puede aplicarse el teorema 9 de limites al cociente — - de- 



bido a que lim (x - 5) = 0. Sin embargo, al factorizar el numerador se 

jc— >5 

2 - 25 _ (x - 5)(x + 5) 



obtiene 



Si x * 5, entonces el numerador y el denominador pueden dividirse en- 
tre x - 5 para obtener x + 5. Recuerde que cuando se calcula el limite de 
una funci6n conforme jc se aproxima a 5, se consideran los valores de x 
cercanos a 5, pero sin tomar este valor. Por tanto, es posible dividir el 
numerador y el denominador entre jc - 5. La soluci6n se expresa en la 
siguiente forma. 

lim * 2 - 25 = lim (x ~ 5)( V 5 > 

x->5 JC - 5 x->5 JC - 5 

= lim (jc + 5) 

jc— >5 

= 10 (T.1L.) 4 



► EJEMPLO 5 

8{x) = Jk^k 



Considere 



jc - 4 

(a) Utilice una calculadora para determinar y tabular los valores de g(jc) cuan- 
do jc toma los valores 3, 3.5, 3.9, 3.99, 3.999 y cuando jc es igual a 5, 4.5, 
4.1, 4.01, 4.001. ^A que valor parece que se aproxima g(jc) conforme jc 
tiende a 4? 

(b) Apoye la respuesta del inciso (a) trazando la graTica de g en un rectangulo 
de inspecci6n conveniente. 
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Tabla3 



X 


g(x) 


_ 4^ - 2 

x - 4 


3 




0.2679 


3.5 




0.2583 


3.9 




0.2516 


3.99 




0.2502 


3.999 




0.2500 



Tabla4 




X 


*W 


4* - 2 

x - 4 


5 




0.2361 


4.5 




0.2426 


4.1 




0.2485 


4.01 




0.2498 


4.001 




0.2500 




[1, 5.7] por [0,11 
jt — 4 

FIGURA4 



(c) Confirme la respuesta del inciso (a) analiticamente mediante el c&lculo del 
lim g(x) y, cuando sea apropiado, indique los teoremas que se aplicaron. 

jr-»4 

Solution 

(a) Las tablas 3 y 4 muestran los valores de g(x) para los valores especifica- 
dos de x. Observando estas tablas, parece que g(x) se aproxima a 0.2500 
conforme jc tiende a 4. 

(b) La figura 4 muestra la grafica de g trazada en el rectangulo de inspecci6n 
de [1, 5.7] por [0, 1]. La grafica tiene un agujero en el punto (4, 0.25). 
Utilizando el rastreo (trace) de la graficadora, se observa que g(x) se 
aproxima a 0.25 conforme jc tiende a 4, lo cual apoya la respuesta del in- 
ciso (a). 

(c) Como en el ejemplo 4, no se puede aplicar el teorema 9 de limites al co- 

rz _ 9 
ciente — debido a que lim (x - 4) - 0. Para simplificar el cocien- 

X - 4 jc-»4 

te se racionaliza el numerador multiplicand© tanto el numerador como el 
denominador por 4x + 2. 



V^ 



= (Vi - 2)<Jx + 2) 

x - 4 (x - 4)(V* + 2) 

x - 4 
(jc - 4)(Vjc + 2) 

Puesto que se esta evaluando el lfmite conforme x tiende a 4, se consideran 
solo los valores de x cercanos a 4 sin tomar este valor. En consecuencia, se 
pueden dividir el numerador y el denominador entre jc - 4. Por tanto 



V^ - 2 



1 



Jt - 4 V* + 2 

La solucion se expresa como sigue: 



six * 4 



lim 

jr-»4 x 



4x - 2 



lim 

*->4 



= lim 



(Vj^ - 2)(Yx" + 2) 

(x - 4)(Vi" + 2) 

x -4 



= lim 



^"4 (x - 4)(Vx + 2) 
1 



x->4 Vx + 2) 



lim 1 

jc->4 



lim(Vx + 2) 

j-»4 



lim Vx + lim 2 

jc-»4 jt— >4 



/lim x + 2 

1 

V4 + 2 

J_ 

4 



(T.9L.) 

(T. 2 L.) y (T. 4 L.) 
(T. 10 L.) y (T. 2 L.) 

(T. 3 L.) 



De vez en cuando se necesitar&n otros dos enunciados de limites que son 
equivalentes a 



lim/(x) = L 
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Estos enunciados se presentan en los dos teoremas siguientes, cuyas demos- 
traciones se le pediran en los ejercicios 63 y 64. 



1,5.14 Teorema 



Apc>U ? (*>€ ~- m 



= L si y sdto si Hm {fix) - I] * 



1.5.15 Teorema 



lim/fr) = L si y solo si lim/(/ + a) * L 






El teorema siguiente establece que una funcion no puede aproximarse a 
dos limites diferentes simultaneamente. Este teorema recibe el nombre de 
teorema de unicidad, debido a que garantiza que si el limite de una funci6n 
existe, entonces es unico. 



1,5*16 Teorema 


Si lim/Cr) = L, y 


x-ta 


Lfr entonces L[ = Lj. 



Debido a este teorema se puede establecer que si una funcion / tiene 
un limite L en el numero a, entonces L es el limite de/en a. La demostraci6n 
del teorema se proporciona en el suplemento de esta secci6n. 



EJERCICIOS 1.5 



En los ejercicios 1 a W, demuestre, aplicando la definition 
1.5. A que el limite es el numero indicado. 



1. lim 7 = 7 

X-42 

3. lim (2x + 1) = 
5. lim (7 - 3jc) = 
7. lim (1 + 3jc) 

jr-*-2 

X 2 - 1 

9. lim * 1 -. 

x-*-J X + 1 



2. lim (-4) = -4 

4. lim(4jc + 3) = 7 

jt-»t 
6. lim (2jc + 7) = -1 

8. lim (7 - 2jc) = 11 

*->-2 



10. lim: 



£/i /as ejercicios 11 a 24, determine el limite y, cuando sea 
apropiado, indique los teoremas de limites que se aplicaron. 

11. lim (3* - 7) 12. lim (5jc + 2) 

13. limU 2 + 2x - 1) 1^ iw>^2 

jr-»2 

15. lim (z 3 + 8) 

2-»-2 

16. lim (y 3 - 2^ + 3y - 4) 



14. lim(2jc 2 - Ax + 5) 

x->3 



17. tim 



4jc - 5 



19. lim 



-»3 5jc 
.2 



2f 3 + 6 



21. lim /E±T 
r-»i V r + 3 



23. lim M- 

*->4 VZJT 



3jc 



18. 
20. 


lim 3 / + ^ 
lim 2 * + * 


*-»-i jc z - 3jc + 4 


22. 


lim |* 2 + 3x + 4 


*-»* ^ jc 3 + r 


24. 


lim P + 2x 



En los ejercicios 25 a 30, haga lo siguiente: (a) utilice una 
calculadora para determinar con cuatro cifras decimales y ta- 
bular los valores def(x) para los valores especificados de x. lA 
qui valor parece que se aproxima fix) cohforme x tiende a 
c? (b) Apoye la respuesta del inciso (a) trazando la grdjica de 
fen un rectdngulo de inspeccidn adecuado. (c) Confirme anali- 
ticamente la respuesta del inciso (a) calculando el lim/(jc) 

x — *c 

y, cuando sea apropiado, indique los teoremas de limites que 
se aplicaron. 

x-2 



25. fix) = 



x l -4 
2.1, 2.01, 2.001; c = 2 

_ 2x 2 + 3x - 2. 



; x es 1, 1.5, 1.9, 1.99, 1.999 y jc es 3, 2.5, 



26. f(x) = T 



* es -3, -2.5, -2.1, -2.01, -2.001 



x z - 6x - 16 
yjces -1,-1.5, -1.9, -1.99, -1.999; c = -2 



27. f(x) = x±lx±£; X es -4, -3.5, -3.1, -3.01, -3.001, 

x 2 - x - 12 

-3.0001 y jc es -2, -2.5, -2.9, -2.99, -2.999, -2.9999; 

c = -3 

28. fix) = 2x ~ 3 ;jces 1, 1.4, 1.49, 1.499, 1.4999 y jces 2, 

Ax 2 - 9 

1.6, 1.51, 1.501, 1.5001; c = | 

29. fix) = 3 ~^ ; x es 8, 8.5, 8.9, 8.99, 8.999 y x es 10, 

9 - jc 

9.5, 9.1, 9.01, 9.001; c = 9 
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30. fix) 



4^ 



-;jces-l, -0.5,-0.1, -0.01, -0.001 y 



.res 1,0.5, 0.1, 0.01, 0.001; c = 

En los ejercicios 31 a 46, determine el limite y, cuando sea 
apropiado, indique los teoremasxie limite s que se aplicaron. 

.2 



31. ita * 2 -f 

*-»7 X ~ 1 



33. lim 



4jc 2 



3/2 2x + 3 



35. lim 



3s z 



Ss - 16 



*->* 2s l 



9s + 4 



37. lim 



y 3 + 8 



-2 y + 2 



39. lim 



>->~3 ^ 2j 2 + 7j + 3 



41. lim 

j-H JC — 1 



43. lim 

A->0 



45. lim 



V^T2 - V2 
h 

2x 2 - x 



32. lim £ 

z-»-5 Z + 5 



25 



34. lim 



3jc - 1 



-»i/a 9jc 2 - 1 



36. lim 



3jc 2 



17jc + 20 



*-»4 4jc 2 - 25jc + 36 



38. lim 



5 3 -1 



*->! J-— 1 



40. lim 



»-*V2 1/ 4r 



8f J 



27 



42. lim 
44. lim 



^[x~n - 2 

x + 1 



-i jc 3 + 2jc 2 + 6jc + 5 



54. 



Si 



if 



si jc ^ -3 
si jc = -3 



encuentre el lim /(jc) y demuestre que lim f(x) ^ /(-3). 

x->-3 a — »-3 

Dibuje la grafica de/. 

En los ejercicios 55 a 58, responda los incisos (a)-(c) a partir 
de la grafica defdibujada en lafigura adjunta. 

55. El dominio de/es (-oo, + oo). (a) Defina/(jc) a trozos. (b) 
i,Cuales son los valores de/(-3),/(0) y/(3)? (c) <, Curies 
son los valores de lim /(jc), lim /(jc) y lim/(jc)? 




46. lim 

*->-* x z + 3jc + 2 



47. Si /(jc) = x 2 + 5jc - 3, demuestre analfticamente que 

lim /(jc) = /(2). Apoye su respuesta graTicamente. 

j->2 

48. Si F(jc) = 2X 3 + Ix - 1, demuestre analiticamente que 

lim F(x) = F(-l). Apoye su respuesta graficamente. 



49. Sig(x) 



1 



£por que no existe g(l)? Demuestre 



analfticamente que lim^(jc) existe y calculelo. Apoye su 
respuesta graTicamente. 
x - 1 



50. Si G(x) 



x l - 1 



£por que" no existe G(l)? Demuestre 



analfticamente que lim G(jc) existe y calculelo. Apoye su 



■ respuesta grdficamente. 
51. Si h{x) 



yr+^9 - 3 . 



ipor qu6 no existe /i(0)? De- 



muestre analiticamente que lim h(x) existe y calculelo. 

j->0 

Apoye su respuesta graficamente. 



52. Si H(x) = 



V*TT - l' 



^por que no existe #(0)? De- 



muestre analiticamente que \imH(x) existe y calculelo. 

*->o 
Apoye su respuesta graficamente. 



53. Si 
fix) 



r 



si jc * 2 

si jc = 2 



encuentre el lim /(jc) y demuestre que lim /(jc) ^ /(2). 

x->2 x->2 

Dibuje la graTica de/ 



56. El dominio de/es (- oo, + oo). (a) Defina/(jc) a trozos. (b) 
^.Cudles son los valores de/(-2),/(0) y/(2)? (c) ^Cuales 
son los valores de lim /(jc), lim /(jc) y lim /(jc)? 

jr->-2 x->0 x-H 




57. El dominio de/es [-5, 5]. (a) Defina/(jc) a trozos. (b) ^Cua- 
les son los valores de /(-4), /(-3), /(3) y /(4)? (c) 
^Cuales son los valores de lim /(jc), lim /(jc), lim /(jc) y 
lim/(jc)? z ~*" 4 ^" 3 ^ 3 
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58. El dominio de/es [-oo, 2]. (a) Defina/(jc) a trozos. (b) 
i,Cuales son los valores de /(-l), /(0), /(l) y /(V3)? 
(c) i,Cuales son los valores de lim /(jc), lim fix), 
Mm fix) y lim /(*)? *"*"' *"*° 




En /o5 ejercicios 59 a 62, dibuje la grdfica de alguna funcion f 
que satisfaga las condiciones dadas. En cada ejercicio el do- 
minio de f es (- oo f +oo). 

59. /(2) - 3; Hm/(jc) = 1; lim /U) = f{a) si a * 2; el 

x-»2 x^fl 

contradominio de/es el conjunto de todos los numeros 

reales. 

60. /(-3) = 4; /(3) = -5; lim f(x) = -5; Urn fix) = 4; 

j-»-3 jr->3 

lim /(jc) = fia) si a * +3; el contradominio de / es el 
conjunto de todos los numeros reales. 

61. lim f(x) * /(-6); lim /(*) * /(6); lim f(x) = /(a) si 

jr->-6 *-»6 -r-»a 

a * ±6; el contradominio de / es el conjunto de todos 
los numeros reales no negativos. 

62. /(-2) * /(2); lim /(*) * /(-2); lim f{x) * /(2); 

lim f{x) = /(a) si a * +2; el contradominio de / es el 

X— »0 

intervalo cerrado [-3, 3]. 



63. Demuestre el teorema 1.5.14. Sugerencia: Debido a que 
el teorema tiene el conectivo 16gico si y solo si, la de- 
mostraci6n debe realizarse en dos partes. Para demostrar 
que lim f(x) = L si lim [f(x) - L] = 0, inicie con 

x— »o x— »a 

lim /(jc) y sustituya /(*) por [/(*) - L] + L, despues 

aplique el teorema 4 de limites. Para demostrar que 

lim f{x) = L solo si lim [fix) - L] - o, equiva- 

x-*a x-*a 

lentemente, lim [fix) - L] = s* lim /Or) = L, apli- 
que el teorema 4 de If mites a lim [fix) - L], 

64. Demuestre el teorema 1.5.15. Sugerencia: como en la de- 
mo stracion del teorema 1.5.14, se requieren dos partes. 
Para demostrar que lim fix) - L si lim fit + a) = L, 

x-*a (->0 

aplique ladefinici6n 1.5.1 y despues sustituya t + a por x 
y f por x - a. Para demostrar que lim fix) = L solo si 

x-»a 

lim f(t + a) = Lo,equivalentemente, lim/(/ + a) = L 

f-»0 i-»0 

51 lim /(jc) = L, aplique la definici6n 1.5.1 y despu6s 

x-»a 

sustituya x por f + ayx- aporf. 

65. Si P es una funcion polinomial, i,por que existe lim Pix) 

para todos los numeros a y por qu6 puede determinarse 
este If mite calculando Pia)l Si R es una funcion racional, 
Ipor que no puede tenerse un enunciado semejante al ante- 
rior que implique a lim R(x)l £,C6mo podria modificar el 

x-+a 

enunciado anterior para el limite de una funcion racional? 

66. Si lim fix) existe y lim [fix) + gix)] no existe, expli- 

x— *a x-*a 

que por qu6 puede concluirse que lim g(x) no existe. 

67. Sin emplear las palabras limite o se aproxima y sin utili- 
zar sfmbolos tales como f y<5, establezca en palabras lo 
que significa el siguiente simbolismo: lim f(x) = L. 
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Hasta ahora, en el estudio del lfmite de una funcion conforme la variable 
independiente jc tiende al numero a, se han considerado valores de jc cercanos 
a a, tanto mayores como menores que a; esto es, valores de jc en un intervalo 
abierto que contenga a a, el cual no se considera como posible valor de jc. 
Sin embargo, suponga que se tiene la funcion definida por 

/(jc) = V^^ 

Como /(jc) no existe si jc < 4, entonces / no esta definida en cualquier in- 
tervalo abierto que contenga a 4. De modo que lim V* - 4 no tiene signifi- 
cado. Si, de cualquier forma, se restringe jc a numeros mayores que 4, puede 
lograrse que el valor de 4x~- 4 este tan cerca de como se desee tomando 
valores de jc suficientemente cercanos- a 4 pero mayores que 4. En taHfaSo, jc 
se aproxima a 4 por la derecha y se considera el limite pm la derecha (o el 
limite lateral derecho), el cual se define a continuation. \ 
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1.6.1 Definicion de limite por la derecha 



Sea / una funcion dcfinida en cada numero del intervalo abierto 
(a t c)> Entonces, el [unite de/(r), conforme x tiende a a por la de- 
recha, es L Jo que se denota por 

lim f(x) m L 

si para cualquier € > 0> sin importar que tan pequena sea, existe una 
£ > tal que 

siO < x - a < 5 entonces \f(x) - L\ < € 



Observe que en la ultima linea de la definicion, no se colocaron barras de 
valor absoluto alrededor de jc - a ya que se consideran unicamente valores 
de jc para los cuales x > a. 

Al calcular, a partir de la definicion, el limite de V* - 4, conforme jc 
tiende a 4 por la derecha, se tiene 



lim V* - 4 = 

*->4 + 

Si, cuando se considera el limite de una funcion, la variable independiente 
jc se restringe a numeros menores que a, se dice que jc se aproxima a a por la 
izquierda. Este limite recibe el nombre de limite por la izquierda (o limite 
lateral izquierdo). 



1.6*2 Definicion de limite por la izquierda 



Sea /una funcion definida en cada numero del intervale abierto (J, a\ 
Emonces. el limite de/(x), conforme x tiende a a por la izquierda, 
es L, lo que se denota por 

Hm/W= L 

si para cualquier € > 0, sin importar que tan pequena sea, existe una 
8 <* tal que 

$iO<a-x<S entonces \f(x) - L \ < € 



3 

i 

1< 











-1 





sgnjc = 



-1 si jc < 

si jc = 

1 si < x 



Se referira al lim /(jc) como el limite bilateral para distinguirlo de los 
limites laterales. x ^ a 

Losteoremasl a 10 de limites estudiados en la seccion 1.5 siguensiendo 
validos si "x — » a" se sustituye por "jc — » a + " o "jc — » a~". 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 1 muestra la gr*- 
fica de la funcion signo definida en el ejercicio 49 de la seccion 1.1 
mediante 



( 


-1 


si jc < 


sgn* = < 





si x = 


i 


1 


si < jc 


Como sgn x = 


-Is 


ii jc < y s 


lim sgnjc 

*->o- 


= 


lim (-1) 

jr->0- 



FIGURA 1 






lim sgnjc = lim 1 

*->0+ JT->0 + 

= 1 
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En el ejemplo ilustrati vo 1 , debido a que el lfmite por la izquierda y el limite 

por la derecha no son iguales, el lfmite bilateral lim sgn x no existe. El concepto 

*->o 
de lfmite bilateral no existe debido a que los dos limites laterales son diferentes, 

lo cual es una consecuencia del siguiente teorema. 



1 .6.3 Teorema 



EI lim/(x) existe y es igual a L si y sdlo si lfm f(x) y lim fix) existen 
y son iguales a L. 

La demostracion de este teorema se deja al estudiante como ejercicio 
(consulte el ejercicio 34). 




coo 



I 21 

\l.8x 



si <, x < 10 



si 10 < x 
FIGURA 2 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 En el ejemplo 2 de la sec 
cion 1.3 se tuvo la siguiente funci6n en la que C{x) dolares es el costo total de 
un pedido de x libras de un producto: 



C(x) = 



2x 



si < x < 1 



1.8jc si 10 < x 



La grafica de C se muestra en la figura 2. Observe el rompimiento de la grafica 
en x = 10. A continuation se examinara el lim C{x). Como la definicion 

jr->IO 

de C(x) cuando x < 10 es diferente de la definicion cuando jc > 10, debe 
distinguirse entre el limite por la izquierda en 10 y el limite por la derecha en 
10. Al calcular estos limites se obtiene 



lim C(x) 

r->10" 



lim 2x 



= 20 



lim C(x) = lim 1.8jc 

i->10 + x->10 + 

= 18 



Puesto que lim C(x) * lim C(x), se concluye, por el teorema 1.6.3, que 

x->10~ jc->10 + 

lim C(x) no existe. En la section 1.8, se considerara otra vez esta funcion 

jr->10 

como un ejemplo de una funcion discontinue A 



w EJEMPLO I Sea g la funcion definida por 




g(x) 



x\ si x * 

1 2 si x = 

FIGURA 3 



gix) = / \x\ si x * 



*- { 



(a) Dibuje la grafica de g. (b) Determine lim g{x) si existe. 

x->0 

Solution 

(a) La grafica de g se muestra en la figura 3. Observe que la grafica se rompe 



en el origen. 

+► x (b) lim g(x) - lim (-jc) 

12 3 4 JC->0" x^>0~ 

= 



lim g(x) = lim x 

= 



Como lim g(x) = lim g(jc), se concluye, por el teorema 1.6.3, que 

x^0~ x^0+ 

lim g(x) existe y es igual a 0. Observe que g(0) = 2, lo cual no afecta 
al lim g(x). A 

x->0 
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► EJEMPLO 2 



Sea h la funci6n definida por 




h(x) = 



4 - x 2 si x < 1 
2 + x 2 si 1 < x 



(a) Dibuje la grafica de h. (b) Determine, si existen, cada uno de los siguien- 
tes limites: lim h(x); lim h(x); \imh(x). 

JC — »- 1— JT-H+ JT— >1 

Solution 

(a) La graTica de h se muestra en la figura 4, 

(b) lim h(x) = lim (4 - jc 2 ) lim /i(jc) = lim (2 + jc 2 ) 

x^>\~ x^\~ <r-H + JT-H + 

= 3 =3 

Como lim h(x) = lim /i(*) y ambos son iguales a 3, se concluye, por 

jr — >1 ~ jr-»l + 

el teorema 1.6.3, que \imh(x) = 3. A 

jr — >1 



► EJEMPLO 3 

I* -31 



Sea /la funcion definida por 



/M = 



jc - 3 



[-1, 8.4] por [-2, 2] 

m . Ji^lL 

* - 3 
FIGURA 5 



(a) Trace la grafica de/y a partir de la graTica haga una conjetura acerca de 
lim/(jc). (b) Confirme analiticamente la conjetura del inciso (a). 

x-»3 

Solution 

(a) La figura 5 muestra la grafica de / trazada en el rectangulo de inspec- 
tion de [-1, 8.4] por [-2, 2]. Debido a que la graTica se rompe en el 
punto donde x - 3, se sospecha que lim f(x) no existe. 

(b) Como x ~*~ 



3 = 



3 si ** 3 entonces ^-A 
* si * < 3 x - 3 



Al calcular los limites laterales se obtiene 

I* -31 



lim f(x) =-.. f lim 

j;->3" >->3~ X - 

= lim H) 

x->3- 



lim /(jc) = lim J ~ 

,->3 + *->3 + JC - 3 



1 si jc ^ 3 
-1 si jc < 3 



jc - 31 



= lim 1 

x-»3 + 
= 1 



Como lim /(jc) * lim /(jc), se ha confirmado analiticamente que 

x->3~ jt->3 + 

lim /(jc) no existe. 4 

x->3 



► EJEMPLO 4 

x + 5 



/<*) = 



Sea / la funcion definida por 
si jc < -3 

si -3 < jc < 3 
si 3 < jc 



S^Y 2 

J - X 
(a) Dibuje la graTica de/ (b) Determine cada uno de los siguientes limites: 



lim /(jc); lim /(*); lim /(jc); lim /(*); lim /(jc); lim/U). 

jt— >— 3~ Jt->-3+ jt->-3 jt— >3~ j->3+ j;->3 
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\x + 5 si x < -3 



/(*) = < a/9- x 2 si -3 <z jc <; 3 
[3 - x si 3 < x 

FIGURA 6 



Solution 

(a) La graTica de/se muestra en la figura 6. 



(b) lim /to = lim (jc + 5) 

jc— v-3- x->-3~ 

= 2 



lim /(jc) = lim ^9 - jc 2 

x_>-3+ y x->-3+ 

= 



Como lim fix) * lim /to, entonces lim /(jc) no existe. 

x->-3" x->3 + jr->-3 



lim /(jc) = lim ^9 - jc 2 

je-»3~ jc->3~ 

= 



lim /(jc) = lim (3 - jc) 

x-*3+ x->3 + 

= 



Como lim /(jc) = lim /(jc), entonces lim /(jc) existe y es igual a 0. ^ 

j->3 - jt->3+ x->3 



EJERCICIOS 1.6 



En los ejercicios J a 22, dibuje la grdfica de lafuncion y si exis- 
te, determine el limite indicado; si el limite no existe, diga por 
que razdn. 

2 si jc < 1 

1. f(x) = <j -1 si jc = 1 

-3 si 1 < jc 



(a) lim /(jc); (b) lim /(jc); (c) lim/(jc) 

2. /(jc)=(- 2 * x< '° 
JK 1 2 si < x 

(a) lim /(jc); (b) lim /(jc); (c) lim /(jc) 

3./w= f' + 4 si 'f; 4 

[4 - t si -4 < r 
(a) lim /(r); (b) lim /(/); (c) lim /(/) 

x — >-4 + x— »-4 j— >-4 



4- «(5) 



5 + 3 si j <. -2 
3 - s si -2 < s 



(a) lim g(j); (b) lim g(s); (c) lim g(s) 

s-*-2 + s-»-2~ *-»-2 



5. F(x) = 



x 2 si jc ^ 2 

8 - 2jc si 2 < jc 



(a) limF(jc);(b) limF(jc);(c) lim F(jc) 

x-*l+ Jt->2" x-»2 



6. /i(jc) 



|2jc + 
110 - 



1 si jc < 3 
jc si 3 < jc 



(a) lim A(jc);(b) lim h(x)\ (c) limft(z) 

jt-»3+ *->3~ jc->3 

f2r + 3 si r < 1 
7. g(r) = <2 si r = 1 

[l - 2r si 1 < r 

(a) lim g(r); (b) lim g(r); (c) limg(r) 

{3 + t 2 si /■ < -2 
si f = -2 

1 1 - f 2 si -2 < r 

(a) 1 lim git); (b) lim *(f); (c) lim g(t) 

jt->-2+ /->-2 - r-»-2 



(x 2 - 4 si jc < 2 
9. /(jc) = J 4 si jc = 2 

[4 - jc 2 si 2 < jc 

(a) lim /(jc); (b) lim /(jc); (c) lim /(jc) 

jr->2+ x->2~ -r-»2 

f 2x + 3 si jc < 1 

10. /(jc) = j 4 si x = 1 

[jc 2 + 2 si 1 < jc 
(a) lim /(jc); (b) lim /(jc); (c) lim/(jc) 

11. F(jc) = |jc - 5 I 

(a) lim F(jc); (b) lim F(jc); (c) limF(jc) 

12. /(jc) = 3 + I 2x - 4 J 

(a) lim /(jc); (b) lim /(jc); (c) lim /(jc) 

j-»2 + jc-»2 - x->2 

13. G(jc) = I 2jc - 3 I - 4 

(a) lim G(jc); (b) lim G(jc); (c) HmG(jc) 

*->3/2 + x->3/2~ *->3/2 



14. F(x) 



|*-l| 







SI JC < -1 
si jc = -1 
si -1 < jc 



(a) lim F(jc); (b) lim F(jc); (c) lim F(jc) 

JC->-| + x->-]~ x-*-l 

15. fix) = M 

(a) lim fix); (b) lim /(jc); (c) lim fix) 

j-»0+ jr-tO" *->() 

16. 5(jc) = I sgn jc J (la funcidn sgn jc se definio en el ejemplo 
ilustrativo 1) 

(a) lim Six); (b) lim Six); (c) lim S(jc) 

jc-*0+ jt->0" j->0 



17. fix) 



-2 



si jc < -2 

si -2 < jc < 2 
si 2 < jc 



(a) Jim fix); (b) ^Hm^/fjc); (c) Jim /(jc) (d) £m 1 /(jc); 
(e) hm /(jc); (f ) Hm/(jc) 

x->2 + x->2 

Jjc + 1 si jc < -1 
- 2 



SI JC < 

si -1 < jc < 1 
si 1 < jc 



(a) lim/(jc);(b) liro + /(*); (c) Km /(jc) (d) lim /(jc); 
(e) lim/(jc);(f) lim/(jc) 
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19. fit) 



3 V7 
V7 



si / < 
si < t 



(a) Km f{t)- (b) lim /(*); (c) lim/«) 

/->0+ /->0 - <-+0 



20. g(x) 



3 4^x 



si x <, -0 

si < x 



(a) lim g(x); (b) lim g(x); (c) lim g(x) 

x->0 + x->0" x->0 



21. F(jc) 



V^ 



v^ 



v^ 



si jc < -3 

si -3 < x < 3 

si 3 < jc 



(a) lim F(x); (b) lim F(jc); (c) lim F(jc); (d) lim Fix); 

jr^-3 - x^>-3+ x->-3 -i->3~ 

(e) lim F(jc);(f) limF(jc) 

-r->3+ Jt-»3 



22. G(r) = 



y* + 1 



vr 



/ -I 



si / <, -1 

si -1 < r < 1 

si 1 < t 



(a) lim G(r); (b) lim Git); (c) lim G(/); (d) lim Git); 

/—►-I- r->-l + /-»-! f->1- 

(e) limG(/);(f) limG(f) 
/-►)+ f->i 

23. Sea F(jc) = jc - 2 sgn jc, donde sgn jc esta definida en el 
ejemplo ilustrativo 1. Si existen, determine: (a) lim F(jc); 

(b) limF(jc);(c) lim F(jc). *~ >0+ 

jr->CT j^O 

24. Sea h(x) = sgn jc - U(x), donde sgn jc esta definida en el 
ejemplo ilustrativo 1 y t/es la funci6n salto unitario definida 
por 

[0 si jc < 
si < jc 



U(x) 



ft 



Si existen, determine: (a) lim hix); (b) lim /i(jc); 
(c) lim hix). x ^° + J ~*°~ 

x-»0 

25. Si existen, determine: (a) lim [[jc]]; (b) lim_[[jc]]; 
(c) Km [Ml. J " 2+ ^ 2 " 

26. Si existen, determine: (a) lim [[jc - 31; (b) lim[[jc-3I]; 
(c) limffjt-311. x " 4+ x ^ 4 " 

jr— >4 

27. Sea hix) = (jc - 1 ) sgn jc. Dibuje la grafica de h. Si exis- 
ten* determine: (a) lim h(x); (b) lim hix); (c) lim hix). 

,r->0+ x->0~ -r->0 

28. Sea G(jc) = Qjc]] + [[4 - jcfl. Dibuje la grafica de G. 
Si existen, determine: (a) lim G(jc); (b) limG(jc); 

(c)limG(jc). f " 3+ Jr_>3_ 

29. Dada/(jc) = \ _ . . . k determine el valor 

J [ 5jc + it si 4 < jc J 

de k, tal que lim/(jc) exista. 



30. Dada/(jc) 



kx - 3 
jc 2 + it 



c < -ll 
-1 < jc]' 



SI JC < -1 
si 



determine el valor 



de k tal que lim /(jc) exista. 

fjc 2 si jc < -2 

31. Dada/(jc) = I ax + b si -2 < jc < 2 S determine 

{2x ~ (y si 2 ^ jc 

valores de a y b tales que lim /(jc) y lim fix) existan. 

jr->-2 s->2 



{2x - a si jc < -3 
ax + 2b si -3 < jc < 3 J-, determine 
b - 5jc si 3 < jc 
los valores de a y b tales que lim /(jc) y lim/(jc) 

j^-3 *-»3 

existan. 



/(*) 



33. Sea/(jc) = < k Demuestre que lim 

7 1 1 si < jcJ M —o 

no existe, y que lim |/(jc) ( existe. 

34. Demuestre el teorema 1.6.3. 

En los ejercicios 35 y 36, si existen, evalue los limites de los 
incisos (a)-(k) a partir de la grafica mostrada en la figura 
adjunta. 

35. El dominio de/es [-1, 5]. (a) lim + /(jc); (b) lim /(jc); 
(c) lim /(*); (d)Um/(jc); (e) lim /(*); (f) lim + /(Jt); 
(g)lfm/(jc); (h) lim /(jc); (i)7im /(jc); (j)*iim/(jc); 

jt->2 jr->3~ r->3+ x->3 

(k) lim/(jc). 

x-»5 _ 



A 






5- 












4- 




! V --? 




V 


► / 






/ 


> — \— 


-i — i — h- 


ii ► 



36. 



12 3 4 5 



El dominio de/es [0,5]. (a) lim /(*); (b) lim /(jc); 
(c) lim /(jc); (d) lim/(jc); (e/lim_/(jc); (f) *lim + /(*); 
(g) 7m fix); (h) lim /(*); (i/lim /(jc); (j)7im/(jc); 

jr->2 x-*A~ x->4+ x->4 



(k) lim_ /W. 




En los problemas 37 y 38, dibuje la grafica de alguna funcion f 
que satisfaga las condiciones dadas. 

37. El dominio de/es [-l,3]./(-l) = -2;/(0) = 0;/(l) = 
2; /(2) = 4; /(3) - 1; lim + /(jc) = -2; lim_/(jc) = 0; 

3;lim/(jc) ^4; lim /(jc) 



lim/(jc) 
dfliin/Cx) 



5. 



4; lim/(jc) 

j->2+ 



38. El dominio de/es [-4, 4]. /(-4) = 3;/(-2) = -3;/(0) = 
1; /(2) = -1; /(4) = 0; lim /(jc) = 0; lim fix) ~ 1; 



lim f(x)= 1; lim/(jc) 

x->0 _ jr-»0+ 



:4;lim/(jc) = -l; lim/(jc) = 0. 
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39. En el inciso (a) del ejercicio 5 de la seccion 1.3, se le pidio 
que encontrase un modelo matemdtico que expresara el 
costo total de un embarque como una funci6n de su peso. 
Si/es esa funci6n y jc es la variable independiente, deter- 
mine cada uno de los siguientes limites: (a) lim /(jc); 
(b) lim /(jc); (c) lim /(jc); (d) lim fix). *" 5 °~ 

*->50+ j-»200" jr-*200+ 

40. En el inciso (a) del ejercicio 6 de la seccion 1 .3, se le pidio 
que encontrase un modelo matem&ico que expresara el 
porte de correo de primera clase para una carta que no pese 
m£s de 1 1 oz como una funcidn de su peso. Si F es esa fun- 
ci6n y x es la variable independiente, determine cada uno 
de los siguientes limites: (a) lim F(jc); (b) lim F(jc); 



(c) lim F(jc); (d) lim F(jc); (e) 



lim F(jc); (f) lim F(jc); 

;-»J0" x-»10+ 



(JB) lim F{x). 

41. En el inciso (a) del ejercicio 7 de la seccion 1 .3, se le pidio 
que encontrase un modelo matematico que expresara el 
costo de una llamada telefonica, que no dure mas de 5 
min, de Mendocino a San Francisco como una funcion de 
su duracibn. Si g es esa funcion y jc es la variable inde- 
pendiente, determine cada uno de los siguientes limites: 
(a) lim g(x); (b) lim g(x); (c) lim g(x); (d) lim g(x). 

jc^r jc-»I+ -r->2 - jt->5" 

42. En el inciso (a) del ejercicio 8 de la seccion 1.3, se le pidio 
que encontrase un modelo matematico que expresara el 
precio de admision al Coast Cinema como una funcion de 
la edad de la persona. Si G es esa funci6n y jc es la variable 
independiente, determine cada uno de los siguientes li- 
mites: (a) lim G(jc); (b) lim G(jc); (c) lim G(x); 

*-»)2 - x^\2+ *-»60- 



(d) 



43. 



lim G(x). 



Sean/y g las funciones definidas como 

3 



fix) 



u + 



si jc < 1 
si 1 < jc 



g(x) 



■{ 



x 2 

2 si I < jc 



si jc < 1 



(a) Muestre que lim f(x) y lim /(jc) existen pero no son 
iguales, y en consecuencia, lim/(jc) no existe. 

(b) Muestre que lim gix) y lim gix) existen pero no son 

*-»i~ jt-»i + 

iguales, y en consecuencia, lim g(x) no existe. 

JC->) 

(c) Obtenga una f6rmula para/(jc) • g(x). 

(d) Demuestre que lim [/(jc) • g(jc)] existe probando que 

lim [/(jc) ^(jc)] = Mm[f(x) • g(x)l 
44. Sean/ y g las funciones definidas como 






si jc < 1 
si 1 ^ jc 



- jc si jc < 1 

jc si 1 < jc 



(a) Muestre que lim/(jc) y lim g(jc) no existen. 

x->l x-»l 

(b) Defina la funci6n/ + g. 

(c) Demuestre que lim[/(jc) + g(jc)] existe. 

(d) De los resultados de los incisos (a) y (c) se tiene 

lim[/(jc) + g(x)) * lim/(jc) + \img(x). 

-r-»t x->\ x-*l 

^Contradice este hecho al teorema 4 de limites 
(1.5.5)? i,Por que? 

45. Sin utilizar las palabras limite o se aproxima y sin em- 
plear simbolos tales como £ y S, exprese en palabras lo 
que significa cada uno de los siguientes simbolismos: (a) 
lim f(x) = L; (b) lim fix) = L. 



1.7 LIMITES INFINITOS 



mm ■ ■ '^^^^ 

L 



[-2, 2]por[0, 100] 

fix) = 4. 



FIGURA1 



En esta seccion, se estudian las funciones cuyos valores crecen o decrecen 
sin limite conforme la variable independiente se acerca cada vez mas a un nd- 
mero fijo. Para iniciar, considere la funcion definida por 

f(x) = \ 

El dominio de/es el conjunto de todos los numeros reales excepto 0, mien- 
tras que su contradominio es el conjunto de todos los numeros reales positi- 
vos. La figura 1 muestra la grafica de/trazada en el rectangulo de inspecci6n 
de [-2, 2] por [0, 100]. Observe que conforme las coordenadas jc de los 
puntos de la grafica se aproximan a 0, por la derecha o por la izquierda, 
las coordenadas y, o/(jc), crecen. A continuaci6n se calcularan algunos valo- 
res de la funcion cuando jc tiende a 0. Aproxime jc a por la derecha, es decir, 
considere los siguientes valores de x: 1, 0.5, 0.25, 0.1, 0.01, 0.001, y de- 
termine los valores correspondientes de /(*), los cuales se muestran en la 
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Tablal 



X 


fix) = 4 


1 


3 


0.5 


12 


0.25 


48 


0.1 


300 


0.01 


30 000 


0.001 


3000 000 



la tabla 1 . Observe en esta tabla que/(jc) crece conforme x se aproxima cada vez 
mas a 0, a travel de valores may ores que 0. En realidad, se puede hacer/(jc) tan 
grande como se desee para todos los valores de x suficientemente cercanos a 
y mayores que 0. Debido a este hecho, se dice que/(jc) crece sin limite confor- 
me x tiende a mediante valores mayores que 0, lo cual se escribe como 

lim -=- = +oo 

*->o + jc 2 

Ahora aproxime xaO por la izquierda; en particular, considere para x los 
valores -1, -0.5, -0.25, -0.1, -0.01 y -0.001. Debido a la simetria con res- 
pecto al eje y, los valores de la funci6n son los mismos que los correspondien- 
tes a los valores positivos de x. Asi, otra vez, f(x) crece sin limite conforme 
x tiende a a traves de valores menores que 0, lo cual se expresa como 



lim 




fix) = 



FIGURA 2 



->o- x A 

Por tanto, conforme x se aproxima a por la derecha o por la izquierda, f{x) 
crece sin limite, lo que se expresa en simbolos como 

lim — r = +oo 
*->o x 2 

A partir de la information anterior, se obtiene la grafica de/, mostrada en 
la figura 2, la cual, por supuesto, corresponde a la grafica trazada en la figu- 
ra 1. Observe que las dos "ramas" de la curva se acercan cada vez m&s al eje y 
conforme x se aproxima a 0. Para esta grafica, el eje y es una asintota vertical, 
la cual se definird posteriormente en esta section. 



1.7.1 Definition de valores de funcion que crecen 
sin limite 



Sea /una funcion definida en cada ntimero de aigun interval abierto / 
que contiene aa, excepto posibl entente en a mis mo. Conforme x se 
aproxima a a y f{x) crece sin limite, lo cual se escribe como 



lim f{x) = +oo 
si para cualquier nrimero N > existe 5 > tal que 
si < |* - a\ < S emonees f(x) > N 



(1) 



Esta definicion tambien puede establecerse en otra forma como sigue: 
"Los valores de funcion f(x) crecen sin limite conforme x tiende a un numero 
a si f{x) puede hacerse tan grande como se desee (esto es, mayor que cual- 
quier numero positivo N) para todos los valores de x suficientemente cerca- 
nos a a, pero sin considerar a a, mismo. 

Se insiste una vez mas, como se hizo cuando se analiza la notaci6n de 
intervalos en la secci6n A-l del apendice, que +oo no es un simbolo para 
representar un niimero real; en consecuencia, cuando se escribe lim f(x) = 

+ oo, no tiene el mismo significado que lim f(x) - L, donde L es un numero 

real. La ecuaci6n (1) puede leerse como "el limite de/(jc) cuando x tiende a a 
es infinito positivo (o mas infinito)". En tal caso, el If mite no existe, pero el 
simbolo + oo indica el comportamiento de los valores de funcion f(x) confor- 
me x se aproxima cada vez mds a a. 
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De manera analoga, puede indicarse el comportamiento de una funcion 
cuyos valores decrecen sin limite. Para llegar a esto, considere la funci6n g 
definida por la ecuacion 






[-2, 2] por [-100, 0] 



La figura 3 muestra la graTica de esta funci6n trazada en el rectangulo de 
inspeccion de [-2, 2] por [-100, 0]. Los valores de funci6n dada por g(x) = 

-3 3 

— =-, son los negativos de los valores proporcionados por f(x) = — =-. De 

x l x 1 

modo que para la funcion g, conforme x se aproxima a 0, por la derecha o por 
la izquierda, g(x) decrece sin limite, lo que se escribe como 

~° x 2 



FIGURA 3 



1.7,2 Definition dc valores de funcion que decrecen 
sin limite 



Sea/ una funci6n definida en cada ntimero de ajgtin intervalo abierto / 
que contiene a a, excepto posiblemente en a mismo. Conforme x se 
aproxima a «,/(x) decrece sin (finite, lo cual se escribe como 



Urn/fr) = -oo 

si para cualquier ntimero N < existe 8 > 0, tal que 
si < jx - a | < 5 entonces /(*) < N 



(2) 




Afota: La ecuaci6n (2) puede leerse como "el limite dcf(x) cuando x tiende 
a a es infinito negativo (o menos infinito)". Observe, otra vez, que el limite no 
existe, y que el simbolo -oo solo indica el comportamiento de los valores de 
funci6n/(jc) conforme x se aproxima cada vez m£s a a. 

Tambi6n se pueden considerar los lfmites "infinitos" laterales. Se estable- 
ce que y lim f(x) = +oo si /esta" definida en cada numero de un intervalo 

x— >a + 

abierto (a, c) y si para cualquier numero N > 0, existe 8 > tal que 
si < x - a < 8, entonces f(x) > N 
Definiciones semej antes pueden darse para lim f(x) = + oo, lim f(x) — 

x-*a~ x— ta + 

-oo y lim f(x) = -oo. Se le pedira que escriba estas definiciones en el 

ejercicio 52. 

Ahora suponga que h es la funci6n definida por la ecuacion 



h(x) = 



2x 



(3) 



La graTica de h se presenta en la figura 4, en esta figura tambien se muestra la 
recta x = 1 como una recta punteada (una asintota vertical de la grafica). 
Consulte las figuras 1, 3 y 4, y observe la diferencia entre el comportamiento 
de la funcion de la figura 4 y las funciones de las otras dos figuras. Note que 



lim -2£- 

jr->I- X - 1 

lim -2i- 

j-»l+ x - 1 



(4) 

(5) 
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Esto es, para la funcion definida por (3), conforme x se aproxima a 1 a travel 
de valores menores que 1, los valores de funcion decrecen sin limite, mientras 
que cuando x se aproxima a 1 mediante valores mayores que 1, los valores de 
funci6n crecen sin limite. 

Antes de presentar algunos ejemplos, se necesitan dos teoremas de limites 
que implican limites "infinitos". 



1 .7.3 Teorema 1 1 de limites 



Si r es cualquier ntiroero entero positive, entonces 



(i) Km -± = +*>; 

*-»<>+ x r 



(li) Mm 



1 J-oo si r 

'- x 7 t + ° Si r 



es irnpar 
espar 






Demostracion Se probarS el inciso (i). La demostracion del inciso (ii) 
es andloga y se deja como ejercicio. (Vea el ejercicio suplementario 3). Se 
debe probar que para cualquier N > existe S > 0, tal que 

si < x < 8 entonces — > N 
x r 

o, equivalentemente, como x > y N > 0, 

1 



si < x < 6 entonces x r < 



N 



o, de modo equivalents como r > 0, 

/iV /r 

si < x < o entonces x < I —I 

o I \V /r o I lV /r 

El enunciado anterior se cumple si o ~ I — I . Por tanto, cuando 5 - I — I 

si < x < S entonces — > N m 

x r 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

de limites 



A partir del teorema ll(i) 



lim 



1 



+oo y lim — = +oo 



x->0+ JC 3 " jc->0+ X 

Del teorema 1 l(ii) de limites 



lim -^r 



1 



lim -V = +oo 



y lii ?_ ~r 



El teorema 12 de limites, que a continuation se presenta, implica el limite 
de una funcion racional para la cual el lfmite del denominador es cero y el limi- 
te del numerador es una constante diferente de cero. Esta situation se presenta 
en(4)y(5). 



1.7.4 Teorema 1 2 de limites 



Si a es cualquier numero real y si Hm/(jc) s y lim g(x) = c, donde 

na x— ta 

c es una constante diferente de 0, entonces 
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(1) si c > yf(x) -+ a traves de valores positives de/(x), entonces 

(ii) sic > Oy/(x) -» G a travel de valores negative de/00, entonces 

I Urn 4^ - -oo 
(iii) sic < Oy/(jc) -+ a travesde valores positivos de/lfr), entonccs 

(iv) si <r < y/fr) -* a travel de valores negativos de/fr), entonces 

lim #^ - + oo 
El teorema tambien es valido si se sustituye "jc — > a n pot lt x -> a + " o 



La demostracion del inciso (i) se presenta en el suplemento de esta sec- 
tion. Las demostraciones de los otros incisos se dejan como ejercicios. Con- 
suite los ejercicios suplementarios 4 a 6). 

Cuando se aplica el teorema 12 de lfmites, con frecuencia se obtiene 
alguna indication de si el resultado es +oo o -oo, tomando valores ade- 
cuados de jc proximos a a para determinar si el cociente es positivo o 
negativo, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente, 

' EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 En(4)setiene 

x-»l- x - 1 

Se puede aplicar el teorema 12 de lfmites ya que lim 2x = 2 y 

JC->1~ 

lim (x - 1) = 0. Se desea determinar si el resultado es +oo o -oo. Puesto 

que x -> 1 , se toma un valor cercano a 1 pero menor que 1 ; por ejemplo, 
tome x — 0.9 y al calcular el cociente se obtiene 

2(0.9) = _ lg 



0.9 - 1 
El cociente negativo conduce a sospechar que 

v 2x 

lim = -oo 

x->r x - 1 

Este resultado se obtiene a partir del inciso (ii) del teorema 12 de lfmites, pues- 
to que cuando x — > 1", x - 1 se aproxima a mediante valores negativos. 
Para el lfmite de (5), como x — > 1 + , se toma x = 1 .1 y se calcula 

Debido a que el cociente es positivo se sospecha que 
lim -2*~ = +oo 

x-»l+ X ~ 1 



J 
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Este resultado se obtiene a partir del inciso (i) del teorema 12 de limites, puesto 
que cuando jc — > 1 + , jc - 1 se aproxima a por medio de valores positivos. 4 



Cuando utilice el procedimiento mostrado en el ejemplo ilustrativo 2, ten- 
ga cuidado al elegir el valor de jc, asegurese de que este" suficientemente cer- 
ca de a al determinar el comportamiento verdadero del cociente. Por ejemplo, 



cuando se calcultf el lim 



2x 



x^l~ X ~ 1 

menor que 1, sino que tambi&i debe ser mayor que 



, el valor elegido de jc no debe ser s61o 



► EJEMPLO I 

m = 4. + * + 2 



Sea 



2x - 3 

Determine: (a) lim ^(jc); (b) lim ^(jc). (c) Apoye las respuestas de los inci- 
sos (a) y (b) trazando la grafica de F. 

Solution 

(a) lim * 2 + * + 2 _ = lim * 2 + x + 2 



*->3+ x 2 - 2x - 3 /^5+ (x - 3)(jc + 1) 
El limite del numerador es 14, lo cual puede verificarse facilmente. 
lim (x - 3)(x + 1) = lim (x - 3) • lim (x + 1) 

jr->3+ ji->3+ ;:->3+ 

= 0-4 
= 



[0, 9.4] por [-10, 10] 
.2 



g(x) 



x L + Jt + 2 
x 2 - 2jc" - 3 

FIGURA5 



El limite del denominador es 0, y el denominador se aproxima a me- 
diante valores positivos. Entonces, del teorema 12(i) de limites, 



(b) lim 



lim x : + x + 2 

x ^+ x 2 ,_ 2jc - 3 

x 2 + jc + 2 



= lim 



= +00 

jc 2 + jc + 2 




->3- jc 2 - 2jc - 3 x-3- (jc - 3)(jc + 1) 
Como en el inciso (a), el limite del numerador es 14. 

lim (jc - 3)(jc + 1) = lim (jc - 3) ■ lim (jc + 1) 

jr-»3~ jr-»3~ x— >3~ 

= 0-4 
= 

En este caso, el limite del denominador es cero, pero el denominador 
se aproxima a cero por medio de valores negativos. Del teorema 12(ii) 
de limites, 

lim x l + * + 2 = -oo 
*->3- jc 2 - 2jc - 3 

(c) La figura 5 muestra la grafica de F traZada en el rectangulo de inspection 
de [0, 9.4] por [-10, 10], la cual apoya las respuestas de los incisos (a) 
y (b). 4 
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► EJEMPLO 2 



Sean 



Ax) = 



4x 



y g(x) 



_ VJTT^ 



Detennine: (a) lim /(*); (b) lim g(x). Apoye cada respuesta trazando la gra- 

*->2 + j:->2~ 

fica de la funci6n. 

Solution 

(a) Como x -» 2 + , x - 2 > 0; de modo que x - 2 = ^{x - 2) 2 . Asi 



lim 

->2+ 


V* 2 

x - 


- 4 

2 


= lim 

jc->2 + 

= lim 

*->2 + 

= lim 

jc->2 + 


V(* - 2){x + 2) 
V(* " 2) 2 




V* - 2 V* + 2 
Vjc - 2Vjc - 2 




Vjc + 2 





El limite del numerador es 2. El limite del denominador es 0, y el deno- 
minador se aproxima a mediante valores positivos. En consecuencia, 
por el teorema 12(i) de limites, 



lim 

jc->2 + 



VP" 



La graTica de / trazada en el rect£ngulo de inspeccion de [2, 5] por 
[0, 10], y mostrada en la figura 6, apoya la respuesta. 
(b) Como x -> 2", jc - 2 < 0; de modo que jc - 2 = -^/(2 - jc) 2 . Por 
tanto, 



llm^ 7 * 1 



V2 - W2 + jc 




El limite del numerador es 2. El limite del denominador es 0, y el deno- 
minador se aproxima a mediante valores negativos. En consecuencia, 
por el teorema 12<ii) de limites, 



lim 



x - 2 



La figura 7 muestra la grafica de g trazada en el rect&ngulo de inspecci6n 
de [0, 2] por [-10, 0], la cual apoya la respuesta. M 

► EJEMPLO 3 Dada 



h(x) = 



M -4 

x - 4 



FIGURA 7 



(a) Trace la grafica de ft, y a partir de la grafica elabore un enunciado acerca 
del comportamiento aparente de h(x) conforme x se aproxima a 4 por 
medio de valores menores que 4. 

(b) Confirme el enunciado del inciso (a) analiticamente determinando el 

lim h(x). 

jc->4~ 



/i 
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FIGURA 8 



Solution 

(a) La figura 8 muestra la grafica de h trazada en el rectangulo de inspeccion 
de [3, 4] por [0, 30]. En la figura, parece que h(x) crece sin limite conforme 
x se aproxima a 4 mediante valores menores que 4. 

(b) Como lim M = 3, se tiene que lim (M - 4) = -1. Ademds, 

jr-»4~ x->4~ 

lim (x - 4) = 0, y x - 4 se aproxima a por medio de valores ne- 

jc-»4~ 

gativos. En consecuencia, del teorema 12(iv) de limites, 



lim 

j->4- 



M 



+ 00 



Este resultado confirma el enunciado del inciso (a). ^ 

Recuerde que como + oo y -oo no son simbolos para representar nume- 
ros reales, los teoremas 1 a 10 de lfmites de la seccion 1.5 no se cumplen para 
limites "infinitos". Sin embargo, las propiedades concernientes a dichos limi- 
tes se presentan en los teoremas siguientes, cuyas demostraciones se dejan 
como ejercicios (consulte los ejercicios suplementarios 7 a 9). 



1-7,5 Teorema 



(!) Si Hm/OO = +po y lim g(x) - c, donde c es cualquier cons- 
tante, entonces lim [f(x) + g{x)] = +oo 

jt-*a 
(ii) Si limf(x) = -oo y timg(x) = c, donde c es cualquier cons- 

tante, entonces 
Estos teoremas tambi£n se cumplen si se suslituye "jt —> a' 1 por 



\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Como 



lim 



+ 00 



tim 



1 = 1 
2+ x + 2 4 
1 



se deduce del teorema 1 .7.5(1) que lim - — 

x->2+ \_X 



x + 2 



1 .7.6 Teorema 



Si \imf(x) m + oo y lim g(jr) s± c, donde c es cualquier constants 
distinta de 0, entonces 
(I) SJ c > 0, tim/(jt) - g(x) = +oo; 
(ii) sic < 0, 'Hrn/W- g(X) = -oo. 

*-§a 

Estos teoremas t amble" n se cumplen si se sustituye "jc — * a" por 
* 4 x — m +l> o "jc -» a^\ 



D> EJEMPLO ILUSTRADO 4 



lim 



*3 (JC - 3)^ 



lim 



x + 4 



= -7 



*3 JC 
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Por tanto, del teorema 1 .7.6 (ii), 

5 x + 4 



lim 

x->3 



(* " 3) 2 



1,7,7 Teorema 



Si lim/(jc) = -oo y HmgOr) = c, donde c es cualquier constante 
distinta dc 0, entonees 

(i) Si c > 0, lim /Or) - £(x) = -oo; 



(11) si c < 0, limf(x) * g{x) = +oo, 

Estos teoremas tambieo se cum pi en si se sustituye "jt 



<T por 



=> * 



fix) = 



l 



(x - ay 
FIGURA9 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

tr6que 



En el ejemplo 2(b) se mos- 



lim 


jc - 2 


Ademas, 


x^i- x + 2 4 


Por tanto, 


del teorema 1 .7.7(ii) 


lim 


V4 - jc 2 jc - 3 
jc - 2 jc + 2 



= +00 



Se pueden aplicar limites infinitos para determinar las asintotas vertica- 
ls de una grdfica, si es que posee alguna. Consulte la figura 9 que muestra la 
grafica de la funci6n definida por 



fix) = 



1 



(x - a) 2 



(6) 



Cualquier recta paralela al eje jc y por encima de este intersectard esta graTica 
en dos puntos, un punto a la izquierda del la recta jc = a y el otro en el lado de- 
recho de dicha recta. Asi, para cualquier k > 0, no importa que" tan gran- 
de sea, la recta y = k intersectara a la grafica de/en dos puntos; la distancia de 
estos dos puntos a la recta jc = a es cada vez mis pequefia conforme k crece. 
Por esto, se dice que la recta jc = a es una asintota vertical de la grafica de/. 



1.7.8 Definition de asintota vertical 



La recta x = a es una asintota vertical de la grafica da la funcion/si 
al menos uno de los siguientes enunciados es verdadero: 

0) lim fix) = +oo 
<ii) lroi f(x) = -oo 



(Hi) lim f(x) = +oo 
<Jv) ""lto fix) = -oo 



A 
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t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Cada una de las figuras 10 
a 13 muestra una porci6n de la grafica de una funcion para la cual la recta 
x = a es una asintota vertical. En la figura 10 se aplica el inciso (i) de la de- 
finition 1 .7.8; en la figura 1 1, se aplica el inciso (ii); y en las figuras 12 y 1 3 se 
aplican los incisos (iii) y (iv), respectivamente. 



Ifm f(x) = +oo 
FIGURA 10 



Mm f(x) 



FIGURA 11 



lim f(x) = +oo 



FIGURA 12 



lim f(x) - - oo 

X-icT 

FIGURA 13 



g(x) = 



1 



(x - a) 2 
FIGURA 14 



pjnmwmq 



->- x 




[-1,8.4] par [-10,10] 

M = -^ 
x - 3 

FIGURA 15 



Para la funcion definida*por (6), los incisos (i) y (iii) de la definition an- 
terior son verdaderos. Vease la figura 9. Si g es la funci6n definida por 



g(x) = - 



1 



(x - a) 2 



entonces los incisos (ii) y (iv) son verdaderos, por lo que la recta x = a es 
una asintota vertwwi-de la grafica de g. La figura 14 muestra esta situation. 



► EJEMPLO 4 

funcion / definid&por 

fix) = 



Determine la asfntota vertical de la grdfica de la 



x -3 



Apoye la respu««ta tDrazand©it grdfica de/y la asintota en el mismo rectan- 
gulo de kispecciesL. 

Solution Se estaidiauan k>s livndies 

lim i f(x) y lkn f(x) 

x-+3 + x-+3- 

porque en los dos casos, el limite del denominadof es cero. 

3 _ ,„ lt _ 3 _ 



lim 



= +.00 



lkn 



43~ X 



De la definition 1.7.8 -se coicluye que la recta x = 3 es una asintota vertical 
delagrificade/. 

La g'raTica de/y de la recta x = 3 trazadas en el rectangulo de inspec- 
ci6n de [~1, 8.4] por [-10, 10], mostradas en la figura 15, apoyan la res- 
puesta. 4 
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EJERCICIOS 1.7 



En los ejercicios 1 a 12, haga lo siguiente: (a) utilice una 
calculadora para determinary tabular los valores def(x) para 
los valores de x indicados, y a partir de estos valores elabore 
un enunciado concerniente al comportamiento aparente de 
f(x). (b) Apoye la respuesta del inciso (a) trazando la grdfica 
de f (c) Confirtne la respuesta del inciso (a) analiticamente 
calculando el limite indicado. 



12. f(x) 



lim 



4jc 2 


9- jc 2 ' 

4jc 2 



x es 4,3.5,3.1,3.01,3.001, 3.0001; 



1. fix) 



lim 



1 



x - 5 
1 



-*5 + x - 5 



2. m 



lim 



x - 5 



■*s- x - 5 



3. fix) = 



(x - 5) 2 



x es 6,5.5, 5.1, 5.01, 5.001, 5.0001; 



x es 4,4.5,4.9,4,99,4.999, 4.9999; 



; x es 6, 5.5, 5.1, 5.01, 5.001, 5.0001 y x 



es 4, 4.5, 4.9, 4.99, 4.999, 4.9999; lim ■ 



1 



: (-t - 5Y 



4, f( x ) = *-±2l ; x es 0, 0.5, 0.9, 0.99, 0.999, 0.9999; 

1 - x 

lim ^±1 

*-»!- 1 - X 

5. f( x ) = £±J*; x es 2, 1.5, 1.1, 1.01, 1.001, 1.0001; 



1 - JC 



lim 



jc + 2 



Jt-H+ 1 - X 

6. fix) = -7^Z~T\x es 0, 0.5, 0.9, 0.99, 0.999, 0,9999 y x 

\X l) 

es2, 1.5, 1.1, 1.01, 1.001, 1.0001; lim x + 2 
*-»' (jc - l) 2 

7. fix) = *—!; xes 0,-0.5, -0.9, -0.99, -0.999, -0.9999; 

jc + 1 

lim *^1 

*->-i + JC + 1 

8. f(x) = ^-|;jces-2, -1.5, -1.1, -1.01,-1.001,-1.0001; 



lim 



jc + 1 

jc- 2 



-i" x + 1 



9. fix) = 



x + 4 



x es -5, -4.5, -4.1, -4.01, -4.001, 



-4.0001; lim 



-*-4" JC + 4 



10. fix) = — £—; jc es 5, 4.5, 4.01, 4.001, 4.0001; 

jc - 4 



lim 



-»4+ jc - 4 



11. fix) 



4x 
9 - jc' 



-3.0001; lim 



■; jc es -4, -3.5, -3.1, -3.01,-3.001, 



4x 



+3+ 9 - x 2 

En los ejercicios 13 a 32, determine el limite analiticamente y 
apoye la respuesta trazando la grdfica de la funcion en la 
graficadora. 



13. lim 



t + 2 



^2+ ,2 



15. lm 



t + 2 



17. lm V 3 + * 2 



19. lim 



4?~^9 



~>3 + JC - 3 



21. Ifm(l-l) 



14. 


r->2~ (, _ 2)2 


16. 


lim ^ 3 + ^ 

*->0+ x 


18. 


lim ^ 3 + * 2 




'->" X 2 


20 


lim Vl6 _ * 2 


22. 


.t-*4- jc - 4 
lim * 2 "3 



JT->0 + y3 



23. lim 



2 - 4jc 3 



'-* ' 5x z + 3je 



24. llmf-L-- 3-) 
^i-\s-2 s 2 -4) 

25. lmf^_i U 

f -*- 4 "Vr 2 + 3? - 4 f + 4^ 



26. lim 2x3 " 5 * 2 



27. lim M - * 2S , m [[.r 2 j]-l 

■v-3- 3 - x v^i- x 2 _ x 

29. lim *' + 9xl + 20x 30. lim 6x ' + x " 2 



31. lm 



jc 2 + jc - 12 
jc - 1 



+ V2jc - 



32. lim 



^-2 + 2jc 2 + 3jc - 2 
jc - 2 



jc 2 - 1 



- T ^ 2 ~ 2 - ^4x - x 2 



33. Sea 



fix) 



x 2 + x - 6 
x 2 - 6x + 8 



(a) Trace la grafica tie /en el rectangulo de inspecci6n de 
[-1, 8.4]por[-5, 5]. Apartirde la graTica elabore una con- 
jetura acerca de los limites siguientes y, despues, confir- 
me analiticamente la conjetura: (b) lim_/(jc); (c) lim fix); 
(d) Hm/(jc);(e) lim fix). ~ 2 ~ *~* 2+ 

34. Sea 

jc 2 + jc 2 - 3 



fix) = 



x 2 + jc - 6 



(a) Trace la grafica de / en el rectangulo de inspecci6n 
de [-4.7, 4.7] por [-5, 5]. A partir de la grafica elabore 
una conjetura acerca de los limites siguientes y, despues, 
confirme analiticamente la conjetura: (b) lim /(jc); (c) 
^lim fix); id) Hm /(jc); (e) Hm /(jc). ~" 3 ~ 
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En los ejercicios 35 y 36, determine la asintota vertical de la 
grdfica de la funcidn y dibujela. 



35. 


(a)/U) = 


i 

X 




(c)F(x) = 


J 
* 3 


36. 


(a)/W = 


JC 



(b) g(x) = 



1 



(d) G(x) = ± 
x 4 

(b) g{x) = - -L 



(c)F(x) = --L (d) G(*) = --L 

jc j x* 

En los ejercicios 37 a 44, (a) determine la(s) asintota(s) verti- 

cal(es) de la grdfica de la funcidn, y (b) aplique la respuesta 

del inciso (a) para dibujar la grdfica. 



37. f{x) 

39. f{x) 

41. fix) 

43. fix) 





2 


X 


- 4 




-2 


X 


+ 3 




-2 


(x + 3) 2 




5 



38. fix) = 

40. fix) = 

42. fix) = 

44. /<*) = 



* 


+ 1 




-4 


JC 


-5 




4 


<* 


-5) 2 




1 



x 2 + 5x - 6 



;t 2 + 8* + 15 

En los ejercicios 45 y 46, evalue los limites de los incisos (a) a (j) 
a partir de la grdfica de la funcidn f dibujada en lafigura adjunta. 

45. El dominio de/es [-2, 3]. (a) lim + /(jc); (b) lim_/(jc); 

(c) ^Um /(*); (d) lim/Or); (e)~Um/(*); (f) *Jtai + /(*); 

(g) Hm/(*); (h) lim7w;(i) lim + 7(;t); (j) lim /Oc). 

j:— > I jr->2~ j->2+ *->3~ 



1 A JC = 1 JC = 2 




46. El dominio de/es [-4, 4]. (a) lim/(jt); (b) lfm_/(x); 
(c) }imj{x)\ (d) lim/W; (e)'lm./W; <*) £«/<*>: 
(g) lim /(jc); (h) lfafflx); (i) Um/(jc); (j) lim fix). 

x->3" x->3 + x->3 jt->4~ 




£to /e>s ejercicios 47 y 48, dibuje la grdfica de alguna funcidn f 
que satisfaga las condiciones dadas. 

47. El dominio de/es [-5, 5]./(-5) = 0;/(-3) = 2;/(-l) = 
0;/(0) = 0;/(l) = 0;/(3) = -2;/(5) - -4; 

\\mjix) = +oo; lim/(;t) = 0; Mm fix) = +oo; 

lim/(;t) = -oo; lim/(jc) = 0; lim/(;t) = + oo; 
lim/(jc) = 0; lim/(jc) = -oo. 

48. El dominio de / es [-2, 2]. /(-2J="0; jf(-j) =S 
/(ft) = 5; /(l) =* -5; /(2) - \ Bw-A*) - ~~ 

i->-2 + 

lim /(*) = +oo; lim /(jc) = -oo; lim /(jc) = 
lim fix) = +oo; lim/(jc) = -oo; lim /(jc) = 3. 

49. Si Cit) dtflares es el costo total por hora de luz en una fd- 
brica con n lamparas fluorescentes, cada una con un pro- 
medio de vida de t horas, entonces 



at) 



n( r - + -2L) 
\ t 1 000/ 



donde r d61ares es el costo de renovation, e es la constante 
de eficiencia comercial, p watts es la potencia de cada ldm- 
para, y k dtflares es el costo de la energfa por cada 1 000 watts. 
Determine lim Cit). 



50. Dadas 



/(*) = 



y six) = 



(a) Demuestre que lim/(;c) y limg(jc) ho existen. (b) Defi- 

x->2 x->2 

na la funcion f + g. (c) Demuestre que lim [/(jc) + 
gix)] existe. (d) De los resultados de los incisos (a) 

y(c), 

iim[ f(x) + gix)] * Umfix) + lim gix) 

^Contradice este hecho al teorema 4 de limites ( 1 .5.5)? 

51. De acuerdo con la teoria especial de la relatividad de 
Einstein, ninguna particula con masa positiva puede viajar 
mds rapido que la velocidad de la luz. La teoria especifica 
que si m(v) es la medida de la masa de una particula que 
se mueve con una velocidad de medida v, entonces 



m(v) = 



tt*Q 



fjj 



donde m^ es la medida constante de la masa de la partfcula 
en reposo relativa a algiin sistema de referenda, y c es la 
medida constante de la velocidad de la luz. Explique por- 
que ninguno de los siguientes limites existen: lim m(v); 

lim m(v); limm(v). En su explication indique el com- 

v-»r+ v-tc 

portamiento de m(v) conforme v tiende a c mediante valo- 
res menores que c. 

52. Escriba una definition formal de cada uno de los siguien- 
tes limites laterales: (a) lim /(jc) = + oo; (b) lim /(jc) = 
-oo;(c) lim fix) = -oo. 

En los ejercicios 53 y 54, establezca con palabras lo que signi- 
fica el simbolismo indicado sin utilizar las palabras limite, se 
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aproxima, infinite, crece sin limite o decrece sin limiie, y sin 
emplear simbolos como Ny S. 

53. Iim/(jc) ■= +oo 54. Iim/(jc) = -oo 

55. Si Pjix) es un polinomio y Q(x) = x - a, entonces la gr&fi- 
ca de la fiinci6n / definida por f(x) = P(x)jQ(x) puede 



tener a la recta x = a como asintota o un agujero en el 
punto donde x — a. ^Cual es la relacion entre estos dos 
conceptos geomStricos y lim/(x)? 
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fix) 



= (2jc + 3)U-1) 

x - 1 

FIGURA 2 




-l 1 — ► X 



F{x) 



\lx + 3 si x * 
[2 si x = 



FIGURA 3 



En el ejemplo 2 de la seccion 1.3 y en el ejemplo ilustrativo 2 de la seccion 
1 .6 se trat6 la funcion definida por 



C« 



2x si < x < 10 
1.8jc si 10 < jc 



(1) 



donde C(jc) d61ares es el costo total de jc libras de un producto. Se mostro que 
lim C{x) no existe debido a que lim C{x) * lim C(x). La grafica de C, 

*-*10 x->10+ Jt— >10~ 

dibujada en la figura 1, se rompe en el punto donde jc = 10 porque C es 
la discontinua en el numero 10. Esta discontinuidad es causada por el hecho 
de que lim C(jc) no existe. Se hara referenda a esta funcion otra vez en el 

jt->10 

ejemplo ilustrativo 1. 

En la seccibn 1.4, se considero la funcion /definida por 



fix) = 



(2* + 3)(jc - 1) 
jc - 1 



(2) 



La graTica de/consiste de todos los puntos de la recta v = 2jc + 3 excepto 
( 1 , 5), y se muestra en la figura 2. La grafica se rompe en el punto ( 1 , 5) debido 
a que la funcion es discontinua en el numero 1 . Esta discontinuidad ocurre 
porque /( 1 ) no existe. 

Suponga que la funci6n F tiene los mismos valores que la funcion /defi- 
nida por (2) donde jc * 1, y suponga que, por ejemplo, F{\ ) = 2. Entonces F 
esta definida para todos los valores de jc, pero existe una rotura en la grafica 
(consulte la figura 3), y la funcion es discontinua en 1. Sin embargo, si se 
define F(\) = 5, la gr&fica no se rompe, y se dice que la funcion F es con- 
tinua en todos los valores de jc. 



1.8.1 Definition de funcion continua en un numero 



Se dice que la funcion /es continue en el numero a si y sdlo si se satis- 
facen las tres condiciones siguicntcs: 

(I) f(a) existe; 
(ti) lira /(*) existe; 
(Hi) Hm/<*> = /(a). 

Si una o mris de estas tres condiciones no se cumplen en a t entonces se 
dice que la funcidn/ es discontinua en a. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La grafica de la funci6n C 
definida por (1 ) se muestra en la figura Y. Como la grafica se rompe en el pun- 
to donde jc - 1 0, se investigaran las condiciones de la definition anterior en ese 
numero. 
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(i) C(10) = 10 
(ii) lim C(x) no existe. 

Jt->10 

Asi, la condition (i) se satisface, pero la condition (ii) no se cumple en 10. Por 
tanto, se concluye que C es discontinua en 10. ^ 

El siguiente ejemplo Uusttativo presenta otra situaci6n, en la cual la for- 
mula para calcutar el costo de mis de 10 lb de un producto es diferente de la 
formula para el cllculo del costo de 10 lb o menos. Sin embargo, para esta 
situation la funcitfn costo es continua en 10. 



40" 




10 20 



c hx si < x 

W \\Ax + 6 si 10 < ; 



£ 10 



FIGURA 4 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Un mayorista distribuye un 
producto que se vende por libra (o fraction de libra) cobra $2 por libra si se 
ordenan 10 o menos libras. Si se ordenan mis de 10 libras, el mayorista cobra 
$20 mis $1,40 por cada libra que exceda de las 10. Por tanto, si se compran 
x libras por un costo total de C(x) ddlares, entonces C(x) = 2* si ^ jc < 10 
yC(x) = 20 + 1.4(x - 10) si 10 < Jt;estoes, 



C(x) = 



2x si < x < 10 

J Ax + 6 si 10 < x 
La grlfica de C se muestra en la figura 4. Para esta funcitfn, C(l 0) = 20 y 



lim C(x) = lim 2x 

r-»10- Jt->10- 

= 20 



lim C(x) = lim (1.4* + 6) 

*-»io+ *->io+ 

= 20 



Por tanto, lim C(x) existe y es igual a C(10). En consecuencia, C es conti- 
nuaen 10. ^ 

Ahora se presentaran algunos ejemplos de funciones discontinuas. En 
cada ejemplo se dibuja la grlfica de la funcion dada, se determinan los puntos 
donde la grlfica se rompe y se muestran culles de las tres condiciones de la 
definition 1.8.1 no se cumplen en cada discontinuidad. 



Sea /la funci6n definida por 



\2x + 3 



si x * 1 
si x = 1 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

«* - {• 

La grlfica de esta funcitfn, la cual se muestra en la figura 3, se rompe en el punto 
donde x = 1, por lo que se investigaran en ese punto las condiciones de la 
definition 1.8.1. 

(i) /(I) = 2 
(ii) lim/(jc) = 5 

(iii) limVw */(D 

x->\ 

Las condiciones (i) y (ii) se satisfacen pero la condition (iii) no se cumple. Por 
tanto, la funcion /es discontinua en 1. ^ 

Observe que si en el ejemplo ilustrativo 3, se definira/(l) como 5, enton- 
ces lim/(x) y /(l) serian iguales y / seria continua en 1. Por esta razon, la 

discontinuidad del ejemplo ilustrativo 3 se denomina discontinuidad removible. 
En general, suponga que/es una funcion discontinua en el numero a para 
la cual lim/(jt) existe. Entonces/(a) no existe, o bien,/(a) * lim/(jt). 
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Dicha discontinuidad es una discontinuidad removible (o eliminable) por- 
quesi/seredefineenademodoque/(a)esiguala \imf(x\ la nueva funci6n 

x->a 

es continua en a. Si la discontinuidad no es removible, entonces se le llama 
discontinuidad esencial. 




M = 



l 



x -2 
FIGURA5 




t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 



Sea /la funci6n definida por 



Ax) = 



x - 2 



La gr&fica de/, mostrada en la figura 5, se rompe en el punto donde x = 2; por lo 
que se inve&tigaran las condiciones de la definici6n 1.8.1. 

(i) /(2) no esta" definida. 

Como no se satisface la condicitfn (i),/es discontinua en 2. 

La discontinuidad es esencial porque lim/(x) no existe. A 

x->2 

La discontinuidad del ejemplo ilustrativo 4 recibe el nombre de dis- 
continuidad infinita. 



' EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Seaeia 



g la funcion definida por 



1 



j ~ si x * 2 

g(x) = 1 x - 2 

[3 si x = 2 

La graTica de g se muestra en la figura 6. Se investigaran las tres condiciones 
de la definicion 1.8.1 en 2. 



(i) g(2) = 3 
(ii) lim g(x) = lim -i— 

x->2~ x->2~ X ~ 2 



lim g(x) = lim 

*->2 + x^2 + X ~ 2 



FIGURA 6 




lim g(x) no existe. 

JT->2 

Como no se cumple la condition (ii), g es discontinua en 2. 
La discontinuidad es infinita, y por supuesto, esencial. 



I EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Sea 



h la funcion definida por 



si x < 1 

si 1 < x 



FIGURA 7 



h(x) - 



3 + x si x < 1 
3 - x si 1 < x 



La figura 7 muestra la grafica de h. Como la grdfica de h se rompe en el punto 
donde x = 1, se investigaran las condiciones de la definicion 1 .8. 1 en 1. 

(i) KD = 4 



(ii) lim h(x) ?= lim (3 + x) 
= 4 



lim h(x) = lim (3 - x) 

= 2 



Debido a que lim h{x) * lim /*(*), entonces lim h(x) no existe. 

X— >1~ X-H+ Jt— »1 

La condition (ii) no se cumple en 1 ; de modo que h es discontinua en 1 . 
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Puesto que \imh(x) no existe, la discontinuidad es esencial. ^ 

La discontinuidad del ejemplo ilustrativo 6 se denomina discontinuidad 
de salto. 




t i \ --\ »• X 



FIGURA8 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 



Sea F la f unci6n definida por 



F(x) = 



si x * 3 
si x = 3 



La figura 8 muestra la grafica de F. Se investigardn las tres condiciones de la 
definition 1.8.1 en 3. 



(i) F(3) = 2 

(ii) lim F(x) = lim (3 - x) 
= 



Portanto, limFM = 

x->3 

(iii) IimFfcc) * F(3) 

*->3 



lim F(x) = lim (x - 3) 

jr^3 + x^3+ 

= 



Debido a que la condition (iii) no se satisface, Fes discontinua en 3. 

Esta discontinuidad es removible porque si se redefine F(3) como 0, 
entonces la nueva funcion sera continua en 3. 4 



► EJEMPLO I 




[0, 9.4] por [0, 1] 

F(x) = JLll 
x-A 

FIGURA 9 



La funci6n definida por 



M = 



4x 



x - 4 



es discontinua en 4. (a) Trace la graTica de/en el rectangulo de inspecci6n de 
[0, 9.4] por [0, 1]. La grafica se rompe en el punto donde x = 4. ^,La 
discontinuidad mostrada es removible o esencial? Si la discontinuidad parece 
removible, especule sobre cual seria el valor de /(4) de modo que la discon- 
tinuidad sea eliminada. (b) Confirme analiticamente la respuesta del inciso (a). 

Solution 

(a) La figura 9 muestra la grafica de / con un agujero en el punto donde 
x = 4. Al emplear el rastreo (Trace) de la graficadora, se sospecha que 

limf(x) existe y es 0.25. Asf, la discontinuidad parece removible y pue- 

de eliminarse si se redefine /(4) como 0.25. 

(b) Alcalcular \imf(x) se obtiene 



*-»4 


= 


lim 

x->4 


x - 


- z. 

4 






= 


lim 

x->4 


(V^ 


~2)(4~x 


+ 2) 




(*- 


- 4)(V? + 2) 




= 


lim 

x->4 


(*- 


x - 4 
4)(V^c + 


2) 




== 


lim 

x->4 


1 

4~x- 


f 2 


- 




= 


I 

4 
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Asi, se ha confirmado la respuesta del inciso (a). Por tanto, se redefine la fun- 
ci6n/en 4 y se obtiene la nueva funcion definida por 



F(x) = 



Esta funci6n es continua en 4. 



MX 


- z, 


si x * 4 


x - 


-4 


1 

4 




si jc = 4 



Los teoremas acerca de funciones continuas en un numero son de gran 
ayuda al calcular limites, asi como para demostrar otros teoremas. El primero 
de estos teoremas se obtiene al aplicar la definition 1.8.1 y algunos teore- 
mas de limites. 



1 .8.2 Teorema 



Si/y g son dos funciones continuas en el numero a. entonces 

(*) / + S cs continua en a; 
(U) / " g es continua en a; 
(lit) / ■ g es continua en a; 
(iv) fjg es continua en a, considerando que g(a) * 0. 

A fin de ilustrar el tipo de demostraci6n requerida para cada inciso de este 
teorema, se probara" el inciso (i). 

Demostracion de (i) Como/y g son continuas en a, de la definici6n 
1.8.1 

limf(x) = f(a) y limg(x) = g(a) 

jc— >a jc— >a 

De estos dos limites y del teorema 4 de limites, 
lim [f[x) + g(x)] = f(a) + g(a) 

x-w 

la cual es la condition para que/ + g sea continua en a. m 

Las demostraciones para los incisos (ii), (iii) y (iv) son semejantes. 
Considere la funci6n polinomial/ definida por 

f(x) = b x n + &!*"-' + b 2 x n - 2 + . . . + b n ^x + b n b * 

donde n es un numero entero no negativo y b^ b\, . . ,>b n son numeros rea- 
les. Mediante aplicaciones sucesivas de los teoremas de limites, se puede 
demostrar que si a es cualquier numero, entonces 

lim/(jc) = b a n + b x a n ~ x + b 2 a n - 2 + . . . + b n _ x a + b n 

jc— >a 

= m 

de modo que se establece el siguiente teorema. 



1 .8.3 Teorema 



Una funci6n polinomiaJ es continua en todo ntSmero. 






t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 si/w = x 3 - %fi + 5x + 1, 

entonces /es una funcion polinomial y por tanto, por el teorema 1.8.3, 
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/ es continua en todo ntimero. En particular, como / es continua en 3, 
Iim/(jc) = /(3).Asf, 

lim(jc 3 - 2jc 2 + 5jc + 1) = 3 3 - 2(3) 2 + 5(3) + 1 
-27-18 + 15+1 
= 25 4 



1 .8.4 Teorema 



Una fund6n racional es continua en todo ntimero de su dominio. 

Demostracion Si / es una funcion racional entonces se puede expresar 
como el cociente de dos funciones poiinomiaies. De modo que/se puede de- 
finir por 

f(> h(x) 

donde g y h son dos funciones poiinomiaies, y el dominio de/consta de todos 
los numeros reales excepto aquellos para los que h{x) = 0. 

Si a es cualquier numero del dominio de/, entonces h(a) * 0; de modo 
que por el teorema 9 de limites 

lim g(x) 

lim/W = '-*« (3) 

x^a hm h(x) 

x-*a 

Como g y h son funciones poiinomiaies, por el teorema 1.8.3 son continuas 
en a; por lo que lim g{x) = g(a) y lim h(x) = h(a). En consecuencia, 

x— >a x—*a 

x^ a h(a) 

Por tanto,/es continua en cada numero de su dominio. ■ 

W EJEMPLO 2 Determine los numeros en los que la funcion si- 
guiente es continua: 



Sollicion El dominio de / es el conjunto R de numeros reales excepto 
aquellos para los que x 2 - 9 - 0. Como x 2 - 9 = cuando jc = +3, el do- 
minio de/es el conjunto de todos los numeros reales excepto 3 y -3. 

Debido a que/es una funcion racional, por el teorema 1.8.4, /es conti- 
nua en todos los ntimeros diferentes de 3 y -3. ^ 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 9 Sea / la funci6n del ejem- 
plo 2. Puesto que 2 esta en el dominio de/, entonces por el teorema 1.8.4 

lim/U) = /(2) 

2 3 + 1 
2 2 - 9 

--! 
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► EJEMPLO 3 

guiente es continua: 

\2x - 3 si x < 1 



Determine los numeros en los que la funci6n si- 



/W = 



si 1 < x 



Solution Las funciones cuyos valores son 2x - 3 y x 2 son funciones 
polinomiales y, por tanto, son continuas en todo numero real. De esta manera, 1 es 
el unico numero en el que la continuidad es cuestionable. Por esto, se investi- 
garan las tres condiciones de continuidad en 1. 

(i) /(l) = -l . por lo que se cumple la condition (i). 



(ii) lim f(x) = lim (2x - 3) 

= -1 



lim f(x) = lim x 2 

= 1 



Como lim f(x) * lim /(*), el lfmite bilateral \imf{x) no existe. Por esto, 

x-*l~ *->l+ x-»l 

/tiene una discontinuidad de salto en 1. Por tanto, /es continua en cada nu- 
mero real excepto 1 . A 



1.8.5 Teorema 



Si n es un ntimero entero positivo y 



entonces 



(i) si n es impar, entonces/es continua en todo niimero, 

(ii) si n es par, entonces /es continua en todo mimero positivo. 




II I 1 I I I I > X 



La demostracion de este teorema es una consecuencia inmediata del 
teorema 1.5.13, el cual establece que si a > y n es un numero entero positi- 
vo, o si a < y n es un numero entero positivo impar, entonces 

lim ^c = $a 



fix) = W 
FIGURA 10 




EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

(a) Si/(jc) = ^jc, entonces, por el teorema 1.8.5(1), /es continua en cada 
numero real. La figura 10 muestra la grafica de/ 

(b) Si g(x) - 4x , entonces, por el teorema 1.8.5(ii), g es continua en cada nu- 
mero real positivo. La grafica de g se muestra en la figura 11. A 

En ocasiones se necesita emplear una definicion de continuidad en la 
que se utiliza la notaci6n €-6. A fin de obtener esta definicion alternativa, 
se comienza con la definicion 1.8.1, la cual establece que la funcion/es con- 
tinua en el numero a si 



Mm f(x) =f(a) 



(4) 



Al aplicar la definicion de lfmite de una funcion (1.5.1), donde L es igual a 
f(a), (4) se cumple si para cualquier € > existe una S > tal que 



< |jc - a | < 8 entonces |/(jc) - f(a) \ < € 



(5) 
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Si/es continua en a, debe existir /(a); por tanto, la condition de que 
|x - a\ > no esnecesaria en la proposition (5), debido a que cuandox = a, 
\f(x) - f(a) | sera y asi, menor que € . Se tiene, entonces, el teorema si- 
guiente, el cual servira como la definition alternativa deseada de continuidad. 



1.8.6 Teorema 



La funci6n/es continua en el numero a si/estd definida en algtin inter- 
valo abierto que contenga a a y si para cualquier € > existe d > 
tal que 



si \x - a\ < 8 entonces |/(jc) - f(a) \ 



< € 



EJERCICIOS 1.8 



En los ejercicios 1 a 14, dibuje la grdfica de la funcion. Observe 
donde la grdfica se rompe, determine el numero en el que la 
funcion es discontinua, y muestre por que la definicidn L8.1 
no se satisface en este numero. 



1. fix) 

3. g{x) = 

4. G(x) = 

5. h{x) = 
7. f(x) = 



x- + x - 6 
x + 3 



2. F{x) = 



jc + 3 



-° si jc * -3 



3* - 4 



x - 4 
5 



;i jc = -3 

si jc # 4 
si jc = 4 

6. H(x) = 



jc - 4 
2 



8. gix) = \x + 2 




si x ?£ 4 
si jc = 4 

si jc ^ -2 
si jc = -2 



9. /(*) 



-1 si x < 

si jc = 



3jc 



jc + 2 



En los ejercicios 15 a 28, la funcion es discontinua en el nume- 
ro a. (a) Trace la grdfica de f en un rectdngulo de inspeccion 
conveniente y determine que la grdfica se rompe en elpunto donde 
x - a. iParece ser removible o esencial esta discontinuidad? 
Si parece ser removible, especule sobre como debe redefinirse 
f{a) de modo que la discontinuidad sea eliminada. (b) Confir- 
me analiticamente la respuesta del inciso (a). 



15. fix) 



16. f(x) = 



-;a = 2 



jc- 2 

jc 2 + 4jc + 3 , 
jc + 3 



17. fix) = J i=Ar,a = 9 

Vjc - 3 

18. fix) = X ~ 5 ;a = 5 

-Jx - I - 2 



19. /(*) = J* T *- 3 ;a = 5 
x - 5 



20. f(x) = 2/£-±Xzj!/5 ;a = Q 



21. f(x) = ^- 4TT ^ ;a = 
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En los ejercicios 29 a 40, determine los numeros en los que la 
funcion es continue e indique la razon. 

29. f(x) = x 2 (x + 3) 2 

30. fix) = (r - 5) 3 (x 2 + 4) 5 



31. gix) - 
33..F(x) - 

35. fix) - 

36, f(x) = 



x - 3 

x 3 + 7 



32. hix) - 



x + 1 

2x + 5 



34. G(x) 



x~ + 2x - ; 



3x - 1 si x < 2 

4 - x 2 si 2 < x 



(x + 2) 2 







[x 2 +2 


si < x 






f 1 


si v < 1 


37. 


fix) = 


Ix + 1 

1 1 


si 1 < x 






U - X 






n 


si x < 3 


38. 


fix) = 


1 X 

1 2 

[9 - X 


si 3 < x 


39. 


Kx) = 


Ix + lfr 

\x - Vx 


si x < 
si < x 



40. gix) 



\lx - Vx si x < 1 
\x4x si 1 < x 



En los ejercicios 41 a 44, realice lo siguiente: (a) determine 
los valores de las constantes c y k que hagan a la funcion con- 
tinue en todo numero. (b) Dibuje la grdfica de la funcion 
resultante. 



41. f{x) = < 


3x + 7 
kx - 1 


si x < 4 
si 4 < x 


42. fix) = < 


'kx - 1 
kx 2 


si x < 2 
si 2 < x 




\ X 


si x < 1 


43, fix) = \ 


ex + k 


si 1 < x < 4 




-2x 


si 4 < x 



fx + 2c si x < -2 

44. fix) = l3cx + k si -2 < x < 1 

[3x -2* si 1 < x 

Los ejercicios 45 y 46 tratan acerca de la funcion dibujada en 
lafigura adjunta. En los incisos (a)-(c) confirme analiticamen- 
te por que f es discontinua en el numero indicado, senalando 
por que no se cumple la definicion 1.8.1. 

45. (a) En x = -3; (b) en x = 1; (c) en x = 3. (d) ^Cuales 
de las discontinuidades de los incisos (a)-(c) son esencia- 
les? ^Por que? (e) ^Cuales de las discontinuidades de los 
incisos (a)-(c) son removibles? £,Que haria para eliminar 
la discontinuidad? 




46. 



(a) En x = 0; (b) en x = 2; (c) en x = 4. (d) ^Cuales 
de las discontinuidades de los incisos (a)-(c) son esencia- 
les? /,Por que? (e) ^Cuales de las discontinuidades de los 
incisos (a)-(c) son removibles? iQa€ haria para eliminar 
la discontinuidad? 




En los ejercicios 47 y 48, dibuje la grdfica de alguna funcion f 
que satisfaga las condiciones dadas. 

47. El dominio de/es (-4, 4). La funcion /es continua en 
cada numero de los intervalos (-4, -2), (-2, 2) y (2, 4) 
y/es discontinua en -2 y 2; /(-2) = y /(2) = 0; 

Hm/W = +00, lim_/(x) = 0, lim/(.v) = y 
Km/Cc) = -00. 

48. La funcion /es continua en cada numero de los intervalos 
(-00, -1), (-1, 1) y (1, +00) y/es discontinua en -I y 1; 
/(-I) = 0y/(l) = 0; lim_/(x)y lim + /(x) existen pero 
son diferentes de 0; lim_/(x) y lim /(x) no existen. 

En los ejercicios 49 a 52, determine los numeros en los que la 
funcion indicada es discontinua, y muestre por que no se cumple 
la definicion 1.8.1 en cada discontinuidad. 

49. La funcion del ejercicio 5 de la seccion 1.3 y del ejercicio 

39 de la seccion 1.6, la cual es un modelo matematico 
que expresa el costo total de un embarque como una fun- 
cion de su peso. 

50. La funcion del ejercicio 6 de la seccion 1.3 y del ejercicio 

40 de la seccion 1.6, la cual es un modelo matematico que 
expresa el porte de correo de primera clase para una carta 
que no pese mas de 1 1 oz como una funcion de su peso. 

51. La funcion del ejercicio 7 de la seccion 1 .3 y del ejercicio 41 
de la seccion 1 .6, la cual es un modelo matematico que expre- 
sa el costo de una llamada telefonica, que no dura mas de 
5 min, de Mendocino a San Francisco como una funcion de 
la duracion de la llamada. 
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52. La funci6n del ejercicio 8 de la secci6n 1.3 y del ejercicio 
42 de la secci6n 1 .6, la cuaJ es un modelo matemitico que 
expresa el precio de admision al Coast Cinema como 
una funci6n de la edad de la persona. 

53. Suponga que a los t minutos, r(t) metres es el radio del 
flujo circular de petroleo que se derrama por una fisura 
de un tanque y 



55, 



KO = 



si < t < 2 
si 2 < r 



4f 2 + 20 
16f + 4 

Demuestre que r es continua en 2. 

54. Si A(t) metros cuadrados es el area de la fisura del tanque 
del ejercicio 53 a los t minutos, (a) defina A(t), y (b) de- 
muestre que A es continua en 2. 

Demuestre que la funcion definida por 
- 1 



Ax) 



1 



donde n es un numero entero positivo, tiene una discon- 
tinuidad removible en 1 . Sugerencia; para el factor x n - 1 
utilice la formula (12) de la secci6n suplementaria 1.5. 

56. La funci6n/esta" definida por 



/(-*) 



lim 



Inx 



Dibuje la grafica de/. ^En que" valores de x es discontinua 
lafunci6n/? 



57. Si/(jc) 



61. 



62. 



-{r 



si JC 

si 



< 

< JC 



y g(x) 



c 



si jc < 
jc si £ jc 



demuestre que fyg son discontinuas en pero que el 
producto/ • g es continuo en 0. 

58. Pro^orcione un ejemplo para mostrar que el producto de 
dos funciones fyg puede ser continuo en a, donde / es 
continua en a, pero g es discontinua en a. 

59. D€ un ejemplo de dos funciones que sean discontinuas en 
un numero a, pero cuya suma sea continua en a. 

60. Explique por que* la definici6n de funcion continua en un 
numero a garantiza que la grafica de la funci6n no se 
rompe en el punto donde jc = a. 

Si la funcion / es continua en a y la funci6n g es discon- 
tinua en a, £por que" puede concluirse que la suma de las 
dos funciones,/ + g, es discontinua en a? 

Si la funcion /es discontinua en a y la funcidn g es conti- 
nua en a, ^es posible que el cociente de las dos funciones, 
f/g, sea continuo en a? Explique su respuesta. 



■40 n * 



1.9 CONTINUIDAD DE UNA FUNCION COMPUESTA 
Y CONTINUIDAD EN UN INTERVALO 

Recuerde la definicion (1.2.2) de funcion compuesta: dadas las funciones /y 
g, la funcion compuesta, denotada por/ ° g, esta definida por 

</°*)W =/(£(*)) 

y el dominio de/ ° g es el conjunto de todos los niimeros del dominio de g 
tales que g(x) est£ en el dominio de/. 




h( x ) =. V4- 



FIGURA 1 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si/oo = ^ y g(x) = 4 - 

x 2 , y si h es la funci6n compuesta/ ° g, entonces 

Kx) = f{g(x)) 
= /( 4 - x 2 ) 

.= jA^x 2 

Debido a que el dominio de g es el conjunto de todos los niimeros reales y el 
dominio de/es el conjunto de todos los niimeros no negativos, el conjunto de h 
es el conjunto de todos los niimeros tales que 4 - x 2 > 0, esto es, todos los nii- 
meros del intervalo cerrado [-2, 2]. La grafica de h se muestra en la figura 1 . ^ 

De la figura 1, parece que h es continua en cada numero del intervalo 
abierto (-2, 2). Antes de probar este hecho en el ejemplo 1, se necesitan dos 
teoremas m£s, el primero de los cuales trata acerca del limite de una funci6n 
compuesta. 
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1.9.1 Teorcma Limite de una funcion compuesta 



Si \img{x) = b y si La funci6n/es continua en h t entonces 
Hm(/°gX*) =/(*) 

o, equivalentementc. 






Demostracion Puesto que / es continua en b, por el teorema 1.8.6, se 
tiene el siguiente enunciado: para cada € j > existe una S\ > 0, tal que 

si |y - b\ < Si entonces \f(y) - f(b)\ < € } (1) 

Como lim g(x) = b, para cada <5] > existe S 2 > 0, tal que 

x-*a 

si < \x - a \ < d 2 entonces \g(x) - b\ < d x (2) 

Si < \x - a | < <?2, se sustituye y por g(x) en el enunciado (1) obte- 
ni^ndose lo siguiente: para cada € i > existe <5j > 0, tal que 

si \g(x) - b\ < S x entonces \f(g(x)) - f(b)\ <e, (3) 

De los enunciados (2) y (3) se concluye que para cualquier € x > existe 
S 2 > 0, tal que 

si < \x - a\ < S 2 entonces \f(g(x)) - f(b)\ <€ x 

de lo que se deduce que 

\imf(g(x)) = fib) 

x-*a 

** \imf(g(x)) =f(Umg(.x)) m 

x-*a x-*a 

El teorema 1.9.1 tiene un papel importante en las demostraciones de los 
teoremas de limites 9 y 10, presentadas al final de la secci6n. A continuation 
se aplicara el teorema en la demostraci6n del teorema siguiente que trata so- 
bre la continuidad de una funci6n compuesta. 



1 ,9,2 Teorema Continuidad de una funcion compuesta 



Si la funcion g es continua en a y la fanciCm/es continua en gia), enton- 
ces U funcitfn compuesta / ° # es continua en a, 

Demostraci6n Puesto que g es continua en a, entonces 

lim g(x) = g(a) (4) 

x— *a 

Como la funci6n/es continua en g(a), se puede aplicar el teorema 1.9.1 a la 
funcion compuesta/ ° g, de lo que se obtiene 

lim(/og)(;c) - lim /(£(*)) 

^-*a x-*a 

= f(\img(x)) 

x-*a 

= f(g(a)) (por (4)) 

= (/ ° g)(a) 
lo cual demuestra que/ ° g es continua en a. ■ 
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El teorema 1 .9.2 establece queunafuncidn continua de una funcion conti- 
nua es continua. El siguiente ejemplo muestra como se emplea este teorema 
en la obtencion de los numeros para los cuales una funci6n particular es 
continua. 



► EJEMPLO 1 

guiente es continua: 



Determinar los numeros en los que la funci6n si- 



,*3 



Solucibtl La funcion h essla que se obtuvo en el ejemplo ilustrativo 1 como 
la funci6n compuesta/ ° g, donde/(jc) = V* y g(x) = 4 - jc 2 . Como g es 
una funci6n polinomial, es continua en todos los numeros reales. Ademas, 
por el teorema 1.8.5(ii),/es continua en cada numero real positivo. En conse- 
cuencia, por el teorema 1.9.2, h es continua en cada ntimero jc para el cual 



g(x) > 0. Esto es, cuando 4 
abierto(-2, 2). 



x 2 > 0. Por tanto, h es continua en el intervalo 



Como la funcion h del ejemplo 1 es continua en cada numero del intervalo 
abierto (-2, 2), se dice que h es continua en el intervalo abierto (-2, 2). 



1,9,3 Definition de continuidad en un intervalo abierto 



Se dice que una funcion es continua en on intervalo abkrto si y solo 
si es continua en cada numero de! intervalo abierto. 



Se hard referenda otra vez a la funci6n h del ejemplo 1. Como h no esta 
definida en cualquier intervalo abierto que contenga a -2 o 2, no se puede 
considerar lim h{x) o lim h(x). Por tanto, la definici6n 1.8.1 de continuidad 

en un numero, no permite que h sea continua en -2 o 2. En consecuencia, para 
discutir la cuesti6n de la continuidad de h en el intervalo cerrado [-2, 2], se 
debe extender el concepto de continuidad para incluir la continuidad en un 
extremo de un intervalo cerrado. Para esto, primero se define continuidad por 
la derecha y continuidad por la izquierda 



1.9.4 Definition de continuidad par la derecha 



Se dice que la ftmeion/es continua por la derecha en ei 

y s61o si se cumplen las tres cond iciones siguientes: 

(i) /(a)existei 
(iiy Hm fix) existe; 

(Hi) lim/(*) =/<<& 



a si 



1*9. 5 Definition de continuidad por fa izquierda 



Se dice que la funcidn/es continue per la izquierda en el numero a si 

y solo si se cumplen las tires condiciones siguientes: 

(i) f(a) existe; 
(tt) Urn fix) existe; 
(ill) Tfa /[*) - /{*). 
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1 .9.6 Def inicion de tontinuidad en un intervalo cerrado 



Se dice que una runci6n T cuyo dominio conttene al intervalo cerrado 
[a t b] t es continua en d intervalo cerrado [a, *] si y solo si es continua 
en el intervalo abierto (a, b\ asf como continua por la derecha en a y 
continua por la Uquierda en b. 



W EJEMPLO 2 Demuestre que la funci6n h del ejemplo 1 es con- 
tinua en el intervalo cerrado [-2, 2]. 

Soluci6n La funci6n h esta* definida por 

h(x) =* ^4 - jc 2 

y en el ejemplo 1 se mostro que /i es continua en el intervalo abierto (-2, 2), 
Al aplicar el teorema 1.9.1 se calculan los limites lim h(x) y lim h(x). 



lim /i(jc) = lim ^4 - x 2 lim h(x) = lim a/4 - jc 2 

jc->-2+ j->-2+ jc->2~ jc->2~ 



= 
= «-2) 



= 
= *2) 



De este modo, h es continua por la derecha en -2 y es continua por la izquier- 
da en 2. En consecuencia, por la definition 1.9.6, h es continua en el in- 
tervalo cerrado [-2, 2]. La graTica de h se muestra en la figura 1 . 4 

Observe la diferencia en la terminologfa utilizada en los ejemplos 1 y 2. 
En el ejemplo 1 se estableckS que h es continua en cada ndmero del intervalo 
abierto (-2, 2), mientras que en el ejemplo 2 se concluytf que h es continua en 
el intervalo cerrado [-2, 2], 



1,9.7 Definicion de tontinuidad en un intervalo 
semiabierto 



<» 



■ W 



Una funcion cuyo dominio incluye al intervalo semiabierto [a, b) 
es continua en [a, b) si y solo si es continua en el intervalo abierto 
(a, b) y es continua por la derecha en a. 

Una funckm cuyo dominio incluye af intervalo semiabierto (a y b] 
es contimia en (a, b] si y sok> si es continua en el intervalo abierto 
(a, A) y es contiaua por la izquierda en b. 



Se tienen definiciones similares a las de la definici6n 1.9.7 para la conti- 
nuidad en los intervalos [a, +oo) y (-oo, b]. 



W EJEMPLO 3 Determine el intervalo mds grande (o uni6n de in- 
tervalos) en el que la funci6n siguiente es continua: 



m = v^zz 



Soluciafll Primero se determina el dominio de/. La funcion est£ definida 
en todo nilmero excepto cuando jc - 3 o cuando 25 - jc 2 < (esto es, cuan- 
do jc > 5 o jc < -5). Por tanto, el dominio de/es [-5, 3) U (3, 5], Como 



lim /(jc) = 



= /(-5) 



lim/(jc) = 

jc— »5 _ 

= /(5) 
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FIGURA 2 



/es continua por la derecha en -5 y es continua por la izquierda en 5. Ade- 
mds, / es continua en los intervalos semiabiertos (-5, 3) y (3, 5). En con- 
secuencia,/es continua en [-5, 3) U (3, 5]. ^ 

La importancia de la continuidad de una funcion en un intervalo sera mas 
evidente a medida que avance en el estudio del Calculo. Esta propiedad es parte de 
las hip<5tesis de muchos teoremas esenciales , tales como el teorema del valor 
medio, los teoremas fundamentales del Calculo, y el teorema del valor extremo. 

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 En el ejemplo 4 de la sec 
ci6n 1.3 se obtuvo como modelo matematico la funcion V definida por 

V(x) = 170jc - 54jc 2 + 4X 3 

y expresa el volumen de una caja de carton como funci6n de la longitud del 
cuadrado cortado en cada una de las esquinas de un trozo de carton de forma 
rectangular. Debido a que V es una funci6n polinomial, es continua en todo 
numero, y por tanto, es continua en su dominio, el intervalo cerrado [0, 5]. Este 
hecho es necesario para aplicar el teorema del valor extremo de la section 3.2 
para determinar el valor de jc, el cual hace que V(x) sea un maximo. 4 

Otro teorema importante concerniente a la continuidad de una funci6n en 
un intervalo cerrado es el teorema del valor intermedio, el cual se tratard a 
continuaci6n. 




y=fix) 



FIGURA 3 



fix) 




1.9.8 Teorema del valor intermedio 



Si la funci^o/es continua en el intervalo cerrado [a, b] y si/(ff) ^ f(b), 
entonces para cada valor k entre/(a) y/(fc) existe un numero c enira a 
y b tal que /(c) = k. 

La demostracion del teorema del valor intermedio esta mas alia de los 
objetivos de este libro y puede encontrarse en un texto de Calculo avanzado. 

En terminos geom6tricos, el teorema del valor intermedio establece que 
la grafica de una funcion continua en un intervalo cerrado debe intersectar a 
cada recta y = k entre las rectas y = f(a) y y = f(b) al menos una vez. Ob- 
serve la figura 2, donde (0, k) es cualquier punto sobre el eje y entre los puntos 
(0,/(a)) y (0, f(b))\ la recta y ~ k intersecta la grafica de/en el punto (c, k), 
donde c esta* entre ay b. 

Para algunos valores de k, puede tenerse mas de un valor posible para c. El 
teorema establece que existe al menos un valor de c pero tal valor no es 
necesariamente tinico. La figura 3 muestra tres valores posibles para c (cj, c 2 
y c 3 ) para una k particular. 

El teorema del valor intermedio afirma que si la funcion /es continua en 
el intervalo cerrado [a, b], entonces /(jc) toma todos los valores entre f(a) y 
f(b) conforme jc toma todos los valores entre ay b. Los dos ejemplos ilustrati- 
vos siguientes muestran la importancia de la continuidad de / en [a, b] para 
poder garantizar esta afirmaci6n. 



FIGURA 4 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

finida por 

f( x \ = \ x ~ l si < jc ^ 2 
[x 2 si 2 < jc < 3 

La grafica de esta funci6n se presenta en la figura 4. 



Considere la funcion / de- 
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x - 4 
FIGURA 5 




[2, 5] por [-10, 
fix) = 4 + 3x - 
y = 1 
FIGURA 6 




La funci6n/es discontinua en 2, el cual esta en el intervalo cerrado [0, 3]; 
/(0) = -1 y /(3) = 9. Si k es cualquier niimero entre 1 y 4, entonces no hay 
ningun valor de c tal que/(c) = k porque no existen valores de la funci6n entre 
1 y 4. < 



fix) = 4 + 3x - x\x e [2,5] 
FIGURA 7 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 



Sea g la funcion definida por 



g(x) = 



La figura 3 muestra la grafica de esta funcion. 

La funci6n g es discontinua en 4, el cual pertenece al intervalo cerrado 
[2, 5]; g(2) = -1 y g(5) = 2. Si k es cualquier niimero entre -1 y 2, no hay 
ningun valor de c entre 2 y 5, tal que g{c) = k. En particular, si k = 1, enton- 
ces g(6) = 1, pero 6 no pertenece al intervalo (2, 5). "4 



► EJEMPLO 4 

f(x) = 4 + 3x - x 2 



(y(3 + V21), 1) 



Dada la funcion/ definida por 
2 < x <£ 5 



(a) Verifique que el teorema del valor intermedio se cumpla para k = 1 trazando 
la grafica de/y la recta y = 1 ; estime, con cuatro cifras decimales, el niimero c 
del intervalo (2, 5), tal que /(c) = 1 . (b) Continue la estimacidn del inciso (a) 
analfticamente. (c) Dibuje la graTica de/en el intervalo [2, 5] y muestre el punto 
(C 1). 

Solution 



(a) 



(b) 



Como/es una funcidn polinomial, es continua en todo niimero, en particu- 
lar en [2, 5]. La figura 6 muestra la grafica de/y la recta y = 1 trazadas 
en el rectangulo dejinspeccion de [2, 5] por [-10, 10]. En la graficadora, 
seestimac = 3.79t3, 
Se resuelve la ecuaci6n cuadr£tica 

4 + 3c - c 2 = 1 
c 2 - 3c - 3 = 

,. _ 3± V9TT2 



. _ 3± V2l 
2 



Se rechaza £(3 - V21) porque este numero es negativo y no pertenece 
al intervalo (2, 5). El niimero \Q + V2l) esta en el intervalo (2, 5), y 



/ 



m- 



(c) 



Como (3 + V2l)/2 ~ 3.7913, seconfirma la estimacion. 
La grafica requerida se muestra en la figura 7. 



El teorema siguiente es una consecuencia directa, un corolario, del teo- 
rema del valor intermedio. 



1 *9*9 Teorema del cero intermedio 



Si la funcion /es continua en cl intervalo cerrado fri t h] y si f(a) yf(b) 
tienen signos opuestos, entonces existe un niimero c entre a y b. tal que 
f(c) = G;esdecir,£esuncerode/ 
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Demostracion La funcion / satisface las hiptftesis del teorema del valor 
intermedio, y como /(a) y f(b) tienen signos opuestos, se considera a como 
un numero k entre f(a) y f(b). Por tanto, existe un numero c entre ay b, tal 
que /(c) = 0. ■ 

En el ejemplo siguiente se aplica el teorema del cero intermedio para 
localizar ceros de una funcitfn. 



Tablal 
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-2 - 
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fix) 


-15 


1 


-3 


1 




[-3, 3] por [-5, 5] 
f(x) = 2x 3 - 2x 2 - Ax + 1 

FIGURA 8 



W EJEMPLO 5 (a) Aplique el teorema del cero intermedio para 
mostrar que la funcitfn definida por 

fix) = 2s 3 - 2x 2 - 4x + 1 

tiene tres ceros entre -2 y 2. (b) Estime en una graficadora estos ceros con dos 
cifras decimales. 

Soluci6n 

(a) Se calculan los valores de/fjc) para los valores enteros de -2 a 2 y se for- 
ma la tabla 1. Como /(-2) y /(-l) tienen signos opuestos, / tiene un 
cero entre -2 y -1; tambien/tiene un cero entre y 1, y otro entre 1 y 2 
por la misma raztfn. 

(b) La graTica de / trazada en el rectangulo de inspection de [-3, 3] por 
[-5, 5] se muestra en la figura 8. En la graficadora se estima que los ceros 
son -1.14, 0.23 y 1.91. 4 

Ahora se demostraran los teoremas 9 y 1 como se indico en la section 1.5. 
Observe la aplicacion del teorema 1.9.1 (limite de una funcion compuesta). 



Teorema 9 de limites 



Limite del cociente de dos 
funciones 



Si Mm fix) = L y si lim^(x) m Af T entonces 
lim 44 = % si M * 

*-m g{x) M 



Demostracion Sea h la funcion definida por h(x) = 1/jc, Entonces la 
funcidn compuesta h ° g esta definida por h(g(x)) = l/g(jt). La funcion h 
es continua en todo numero excepto en 0, lo cual se deduce del teorema 
1.5.12. En consecuencia, 

Hm -L - \imh(g(x)) 

x-*a g{X) x-*a 

= h( lim g (x) ) (por el teorema 1.9.1) 

x-*a 

= h(M) 

M 

Del teorema 6 de limites y del resultado anterior se tiene que 

lim 44 = Mm/(jc) ■ lim -L- 

x^a g(x) x^a x^a g(x) 
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Teorema 10 de limires Limite de la rail n-esima 

de una funcion 



Si n es un ntimcro entero positive y \\mf{x) s Z^entonces 



lim tfj(x) = VI 
Con la restriccion de.que si tt es par, £ > 0. 

Demostracion Sea A la funcion definida por /i(jc) = yfx . Entonces la 
funcion compuesta h° f esta definida por h{f(x)) - tff(x). Del teorema 
1.8.5, h es continua en L si n es impar, o si n es par y L > 0. Por tanto, 

lim«/7uy = limA(/{x)) 

*-*a x — >a 

= /i( lim/(jc)) (por el teorema 1 .9. 1 ) 

= W.) 

= vz ■ 



EJERCICIOS 1.9 



En los ejercicios 1 a 6, defina f ° g y determine los numeros 
en los quef ° g es continua. 

1. (a) fix) = V^;*(jc) = 9 - jc 2 ; 
(b) f{x) = 4x~\g{x) = x 2 - 16 

2. (a) /(jc) = VI;sG0 = 16 - jc 2 ; 

(b) f(x) = ^c;gix) = x 2 + 4 

3. (a)^jc) = V*~;*(jc) 



jc - 2 



"(b) /<*) = 



-; #(jc) = v* 



jc - 2 

4. (a) fix) = Vx-£(jc) = V^TT; 
(b) /(jc) = V^TT;g(jc) = ^c" 



5. /(*) 



6. f(x) 



4^ 



Jx - 1 



Vjc^ -1 
V4^1c" 



* ■*(*) = |*| 



;g(*) 



£n los ejercicios 7 a 16, determine el dominio de la funcion, y 
de spue's determine para cual de los intervalos indicados es con- 
tinua la funcion. 



10. fir) 



r + 3 
r 2 -4 



; (0, 4], (-2, 2), (-oo, -2], (2, +oo), [-4, 4], 



(-2,2] 



11. g(x) = V-X 2 -9; (-oo, -3), (-oo, -31, (3, + oo), 
[3, +oo), (-3, 3) 

12. fix) = IM;(-I, !),(!, I),(l. 2),[1, 2),(1, 2] 

13. fit) = i^ii ; (-oo, 1), (-oo, 1],[-1, 1], (-1, +oo), 
(1, +oo) 

{2x - 3 si jc < -2 
jc - 5 si -2 <: jc <: 1 y, (-oo, 1), (-2, +oo), 
3 - jc si 1 < jc 

(-2, l),[-2, 1). [-2, 1] 



15. fix) = V4 - * 2 ; (-2, 2), [-2, 2], [-2, 2), (-2, 2], 
(-oo, -2], (2, +oo) 



16. Fiy) = 



1 



3 + 2v - y l 



; (-1, 3), [-1, 3], [-1, 3), (-1, 3] 



7. fix) 



jc + 5 
[-10,-5) 



8. gix) 



jc - 2 



; (3, 7), [-6, 4], (-oo, 0), (-5, + oo), [-5, + oo), 



(-oo,0],[0,+oo),(0,2),(0,2], [2, +oo), 



(2, +oo) 
9. fit) = 
(l,+oo) 



t l -1 



(0,1), (-1,1), [0,1 ],(-!, 0], (-oo, -1], 



En los ejercicios 17 a 22, determine el intervalo mds grande (o 
union de intervalos) en el que la funcion / o g del ejercicio 
indicado es continua. 

17. Ejercicio 1 18. Ejercicio 2 19. Ejercicio 3 

20. Ejercicio 4 21. Ejercicio 5 22. Ejercicio 6 

23. Determine el intervalo mas grande (o uni6n de intervalos) en 
el que la funcion del ejercicio 17 de la seccion 1.6 es 
continua. 

24. Determine el intervalo mas grande (o uni6n de intervalos) 
en el que la funci6n del ejemplo 4 de la secci6n 1.6 es 
continua. 
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En los ejercicios 25 a 28, dibuje la grdfica de una funcidn f que 
satisfaga las condiciones dadas. 

25. / es continua en (-oo, 2] y (2, +oo); lim/(jc) == 4; 

lira /(jc) = -3; lira /(jc) = +oo; lim/(jcf = 

26. /es continua en (- oo, -2), [-2, 4]y(4, +oo); lim /(jc) = 

x-*-5 



0; lim fix) 

x->-2~ 



-oo; lira /(jc) = ~3; lim/(jc) 

x^>-2 + x-*0 



lim /(jc) = 2; lim/(jc) = 5; lim/(jc) = 

27. / es continua en (- oo, -3], (-3, 3) y [3, +oo); 

4; 



lim/(jc) = 2; 


lim /(jc) = 0; 


lim/(*) 


i->-5 


x-»-3 


i-»-3+ 


lim/(jc) = I; 


lira /(jc) = 0; 


lim/(jc) = 


x->0 


*-»3~ 


JT-»3+ 


lim/(jc) = 







28. / es continua en (-oo, 0) y [0, +oo); lim /(jc) = 0; 

lim fix) = 3; lim /(jc) = -3; lim/(jc) = 2 

x-»0" x-*0 + x-*4 

En los ejercicios 29 a 34, demuestre que la funcidn obtenida 
como un modeio matemdtico en el ejercicio indicado de la sec- 
tion 1.3 es continua en su dominio. 

29. (a) Ejercicio 13 (b) Ejercicio 15 

30. (a) Ejercicio 14 (b) Ejercicio 16 

31. (a) Ejercicio 17 (b) Ejercicio 19 

32. (a) Ejercicio 18 (b) Ejercicio 20 

33. (a) Ejercicio 21 (b) Ejercicio 23 

34. (a) Ejercicio 22 (b) Ejercicio 24 

En los ejercicios 35 a 42, determine si se cumple el teorema del 
valor intermedio para la funcidn / el intervalo cerrado [a, b] y 
el valor de k indicado. Si el teorema no se cumple, establezca 
la razdn y apoye grdficamente su respuesta. Si el teorema se 
cumple: (a) trace la grdfica defy la recta y = ken la grafica- 
dora y estime, con cuatro cifras decimales, el numero c del 
intervalo {a, b) tal que fie) = k. (b) Confirme la estimation 
del inciso (a) analiticamente. (c) Dibuje la grdfica de f en 
[a, b]y muestre elpunto (c, k). 

35. /(jc) = 2 + jc - jc 2 ; [a, b] = [0, 3]; k = 1 



36. /(jc) = -Vl00 - jc 2 ; [a, b] = [0,8];* = -8 

37. /(jc) = V25 - jc 2 ; [a, b] = [-4.5,3];* = 3 

38. /(jc) = jc 2 + 5jc - 6; [a, b] = [-1, 2];k = 4 



39. /(jc) = 


jc + 2* 


40. /(jc) = 


5 


2jc - I 


41. /(jc) = 


\x 2 -4 
jc 2 - 1 



[a, b] - [-3, 1]; fc = I 
■[a,b] = [0, \]-k = 2 

si -2 < jc < 1 



42. fix) = 



si I < jc <. 3 



1 + jc si -4 < x < -2 



si -2 < x <. 1 



[a, b] = [-2, 3]; 



[fl, b] = [-4, 1]; 



En los ejercicios 43 a 46, haga lo siguiente: (a) aplique el teore- 
ma del cero intermedio para mostrar que la funcidn f tiene el 
numero indicado de ceros entre a y b. (b) Estim? estos ceros 
con dos cifras decimales en la graficadora. 

43. /(jc) = jc 3 - 6jc + 3; tres ceros; a = -5\b = 5 

44. /(jc) = jc 4 + 7JC 3 + x - 8; dos ceros; a = -10; b = 5 

45. /(jc) = 4jc 4 - 3JC 3 + 2x - 5; dos ceros; a = -3; b = 3 

46. /(jc) = 3jc 4 - 21JC 3 + 36c 2 + 2jc - 8; cuatro ceros; a = 
-5\b = 5 

47. Muestre que el teorema del cero intermedio garantiza que 
la ecuacion jc 3 -4jc 2 + jc + 3 = tiene una rafz entre 1 
y 2, y utilice la graficadora para estimar esta rafz con dos 
cifras decimales. 

48. Muestre que el teorema del cero intermedio garantiza que 
la ecuacion jc 3 + jc + 3 - tiene una rafz entre -2 y 2, 
y utilice la graficadora para estimar esta rafz con dos ci- 
fras decimales. 

49. De la ecuaci6n que define a m(v), que trata de la teoria 
especial de la relatividad de Einstein del ejercicio 51 de la 
secci6n 1.7, determine el intervalo mas grande en el que m 
es continua. 

50. Demuestre que si la funci6n/es continua en a, entonces 

Hm/(fl - = f(a) 

51. Demuestre que si /(jc) es no negativo para todo valor de jc 
en su dominio y lim [/(jc)] 2 existe y es positivo, entonces 



Urn f(x) = J lim [fix)] 



52. Demuestre que si lim/(jc) = L, entonces lim |/(jc) | = 

\L\. 

53. Suponga que/es una funci6n para la cual 

<> fix) <, 1 si < jc < 1 

Demuestre que si/es continua en [0, 1], entonces existe al 
menos un numero c en [0, 1] tal que /(c) = c. Sugerencia: 
si c no es ni 1, entonces /(0) > y/(l) < 1. Considere 
la funci6n g para la cual g(jc) = fix) - x y aplique el 
teorema del valor intermedio a g en [0, 1 ]. 

54. Encuentre el valor mayor de * para el cual la funcion de- 
finida por /(jc) = [jc 2 - 2U es continua en el intervalo 
[3, 3 + *). 

55. i,Son equivalentes los dos enunciados siguientes: (i) la 
funcion /es continua en el intervalo cerrado [a, b]\ (ii) 
la funci6n / es continua en cada mimero del intervalo ce- 
rrado [a, ft]? Justifique su respuesta. 
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1.10 CONTINUIDAD DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRKAS 
Y TEOREMA DE ESTRICCION 




[-10,10] por [-1,2] 
FIGURA 1 
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Se supondrd que usted estudio trigonometriapreviamente; sin embargo, debido 
a la importancia de las funciones trigonom&ricas en Calculo, se presenta un 
breve repaso de ellas en la section A. 9 del ap6ndice. 

En un curso de trigonometria, las graficas de las funciones trigonom£tri- 
cas se dibujan median te consideraciones intuitivas, debido a que dos conceptos 
de Calculo, continuidad y diferenciacion, son necesarios para una presenta- 
tion formal de dichas graficas. En esta section se tratara la continuidad de las 
funciones trigonom&ricas, mientras que en la section 2.7, donde se obten- 
dran las graficas, se dedicara a la diferenciacion de estas funciones. En el estudio 
de la continuidad de las funciones trigonomStricas se considerara el limite 
siguiente: 



lim 



sen t 
t 



(1) 



no existe cuando / = 0, 



Observe que la funci<5n definida por /(f) = 

pero existe para todos los otros valores de f. A fin de tener una idea intuitiva 
acerca de la existencia del limite (1), primero se trazara la gr£fica de/en el 
rectangulo de inspection de [-10, 10] por [-1, 2], mostrada en la figura 1. 
Como/(0) no existe, la grafica tiene un agujero en el eje v. De la figura, se 
sospecha que probablemente el limite de (1) existe y es igual a 1. A fin de 
examinar el limite a mayor profundidad, se calculan los valores de la funci<5n 
para conformar las tablas 1 y 2. De las dos tablas, se sospecha otra vez que 
si el limite en ( 1 ) existe, puede ser igual a 1 . El hecho de que el limite exista y 
sea igual a 1 se demuestra en el teorema 1.10.2, pero en la demostraci<5n de 
este teorema se necesita el siguiente teorema, al cual se hard referenda 
como el teprema de estriccion. Este ultimo no s61o es importante en la 
demostracion del teorema 1.10.2, sino que tambten se utiliza en la de- 
mostraci<5n de teoremas importantes en secciones posteriores. 



1.10 J £J teorema de estriccion 



Suponga que las funciones f.gyh est£n definidas en algun inlervalo 
abicrto/qaecontieneaa,yque/W ^ g(x) ^ h(x) para vo&nx en /para 
la cttai x ^ a. Tambi^n suponga que \imf(x) y lim k{x) exislen y son 

iguates a L Entonces lim g{x) existe y es igual a L. 
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Se demos trara el teorema de estriccion en el suplemento de esta secci6n. 
Sin embargo, ahora se interpretara el teorema geometricamente en el ejemplo 
ilustrativo siguiente. 



i EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

nidas por 

f(x) = -4(jc -2)2 + 3 

( , (x - 2)(jc 2 - 4x + 7) 

#U) = r " 

x - 2 

h{x) = 4(jc -2) 2 + 3 



Sean/, g y Mas funciones defi- 
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i — ;: ' / * \ — * I » — * — *— 



8(x) 



[-1, 10] por [-10, 10] 

AxJ = -4(jc - If + 3 

(jc - 2)(x 2 - 4x + 7) 



fe(jc) = 4(jc - 2) 2 + 3 
FIGURA2 



Las graTicas de estas funciones est£n trazadas en el rect£ngulo de inspec- 
tion de [-1, 10] por [-10, 10] de la figura 2. Las graTicas de / y h son 
parabolas que tienen su vertice en el punto (2, 3). La graTiea de g es una pa- 
rabola con su vertice en (2, 3) suprimido. La funcion g no esta* definida 
cuando jc = 2; sin embargo, para todajc * 2, fix) < g(jc) < h(x). Ademds, 
lim fix) = 3 y lim h(x) = 3. Por tanto, se satisfacen las hip6tesis del 

teorema de estricci6n, de donde se deduce que lim g(jc) =\3. . < 

jr->2 



W EJEMPLO 1 Considere que |#(jc)'- 2) < 3(jc - l) 2 para 
toda x. Utilice el teorema de estriccitfn para determinar limg(jc). 

Sol UC i6n Como \g(x) - 2 | < 3(jc - 1 ) 2 para toda jc, se infiere que 

-3(jc - 1)2 < g(x) - 2 < 3(jc - l) 2 para toda jc 

<=> -3(jc - l) 2 + 2 < g(x) < 3(jc - lj 2 + 2 para toda jc 

Sea/(jc) = -3(jc - l) 2 + 2 y h(x) = 3(jc - l) 2 + 2. Entonces 



lim/(jc) = 2 y iimh(x) = 2 

Jt-Kl JC — >1 



(2) 



Ademds, para toda jc, 

fix) < g(x) <S h(x) 
Por tanto, de (2), (3) y el teorema de estriccidn 
limg(x) = 2 



(3) 



► EJEMPLO 2 



Utilice el teorema de estriccion para probar que 



lim jc sen — =0 

*->o | jc | 



Apoye este hecho graficamente. 

Solution Como -1 < sen t < 1 para toda f, entonces 

sijc *= 



< 


sen- 

JC 


< 1 




r tanto, si jc *= 0, 




jc sen - 

X 


= 1*1 


sen- 

X 


* 1*1 


'consecuencia, 


( 


) < 


JC 


sen 


i 

X 


< 


1*1 



si jc *= 



(4) 



Como lim = y Urn I jc I = 0, se deduce de la desigualdad (4) y del 
teorema de estriccion que 

lim Lc sen — =0 
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[-1.1] por [0,1] 

f{x) - xsen- 

I x I 

FIGURA 3 



71(1, tan /) 



FIGURA 4 



La grafica de la funci6n que tiene valores 



€ 



/ 



, trazada en el rectangulo de 




inspecci6n de [-1, 1] por [0, 1], se muestra en la figura 3. Observe el inusual 
comportamiento oscilante de la funcion cuando -0.32 <> x < 0.32. La 
grdfica apoya el hecho de que el lfmite es 0. ^ 



l.!0.2Teorema 






Demostracion Primero suponga que < t < j;r. Refierase a la figura 4, 
la cual muestra la circunferencia unitaria x 2 + y 2 = 1 y el sector sombreado 
BOP, donde B es el punto (1, 0) y P es el punto (cos t, sen t). El area del sector 
circular de radio r y angulo central cuya medida en radianes es t esta determi- 
nada por l-r 2 t\ de modo que si S unidades cuadradas es el area del sector BOP, 



= U 



(5) 



Considere ahora el triangulo BOP, y sea K) unidades cuadradas el area de 
este triangulo. Como K x = I|a?|-|5?|, \aF\ = sen t y \OS\ = 1, 
se tiene 



£, = ±senf 



(6) 



Si K 2 unidades cuadradas es el area del triangulo rectangulo BOT, donde T es 
el punto (1, tan r), entonces K 2 = ~\bt\'\oS\. Debido a que BT = tan t 
y OB = 1 , se tiene 



K 2 = ~tmt 

En la figura 4 se observa que 

K x < S < K 2 
Al sustituir de (5), (6) y (7) en esta desigualdad se obtiene 



(7) 



isen t < It < Itan / 

2 2 2 



Si se multiplica cada miembro de esta desigualdad por 2/sen /, el cual es 



positivo porque < t < ~n t se tiene 



1 < -i- < -^- 
sen / cos / 



( ' tant 1 \ 

porque -=-^- = 

V sen t cos // 



Al considerar el reciproco de cada miembro de esta desigualdad (lo cual 
hace que cambie de sentido el signo de desigualdad) , se obtiene 



, ^ sen/ ^ , 
cos f < < 1 

/ 

De la parte derecha de la desigualdad anterior se tiene 
sen t < t 
y de una identidad trigonomStrica de semi valor, se obtiene 



(8) 



(9) 



1 



COS / OM 2 1 4 

= sen z ^ / 

2 2 



(10) 



88 CAPITULO 1 FUNCIONES, LIMITES Y CONTINUIPAP 



Al sustituir t por ~t en la desigualdad (9), y si se eleva al cuadrado, se tiene 



sen z i- / < \t 2 

A 



n2 I. 



(ID 



Por tan to, de (10) y (1 1 ) se infiere que 

t± 

4 



1 - cos t i* 



<^> 1 



U 2 < COS t 



De (8) y (12) y como < t < -n, se deduce que 

1 - 1,2 < serw < j si < i 

2 -C 2 



(12) 



(13) 



Si-^;r < / < 0, entonces < -f < ^7r, yde(13), 



i - %# < 



sen(-/) 



< 1 



si -±k < t < 



Pero sen (-0 = -sen t; de modo que lo anterior puede escribirse como 



1 _ 1,2 < sen/ < , si _ i„ < , < 



(14) 



De (13) y (14) se concluye que 



1 - h 2 < 



sen / 



< 1 si -\k < t < \k y t * (15) 



Como lim(l - \t 2 ) = 1 y lim 1 = 1, se deduce de (15) y del teorema 
de estriccion que 



► EJEMPLO 3 



Sea/ la funci6n definida por 



fix) = 



sen 3jc 

sen5jc 



[-0.6,0.6] por [-5,5] 



m 



sen3x 



sen 5x 
FIGURA 5 



(a) Trace la grafica de/en el rectangulo de inspeccion de [-2, 2] por [-5, 5]. 
I A que valor parece que se aproxima/(x) conforme jc se acerca a 0? (b) Confir- 
me la respuesta del inciso (a) analiticamente calculando lim/(x). 

x->0 

Solution 

(a) La figura 5 muestra la grdfica de/trazada en el rectangulo de inspeccion 
de [-0.6, 0.6J por [-5, 5]. Como/(0) no existe, la grafica tiene un agujero 
en el punto donde x - 0. En La graficadora parece que/(x) se aproxima 
a 0.6 cuando jc se acerca a 0. 

(b) Para determinar el \imf{x) se desea escribir el cociente sen 3jc/sen 5x 

*->0 

de tal forma que pueda aplicarse el teorema 1 .10.2. Si x ^ 0, 



sen3jc 
sen5x 



m 3x \ 
3x ) 



sen 5x\ 



5x 
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Conforme x se aproxima a cero, 3jc y 5jc tambten lo hacen. En consecuencia, 
, im senJi = ,. m sen3, ,, m sen5x = , im sen5* 

= 1 =1 

Por tanto, 

1 m sen 3jc _ x ^o\ 3x / 
*->o sen 5jc 



x^o\ 5x I 



3-1 
5-1 
3 
5 

Este resultado confirma la respuesta del inciso (a). ^ 

Del teorema 1. 10.2 se puede demostrar que las funciones seno y coseno 
son continuas en 0. 



1.10,3 Teorema 



La funcion seno es continua en 0. 

Demostracion Se demostrara que se cumplen las tres condiciones ne- 
cesarias para la continuidad en un niimero. 

(i) sen = 
(ii) Urn sen t = lim ^5i . t 

t-*0 /->0 t 

= lim s«U . lim t 

= 1-0 
= 

(iii) lim sen t = sen 

l-»0 

Por tanto, la funcion seno es continua en 0. ■ 



1,10*4 Teorema 



La funcion coseno es continua en 0. 

Demostracion Se verificara que se cumplen las tres condiciones nece- 
sarias para la continuidad en un numero. En la verification de la condici6n (ii) 
se utilizara el hecho de que la funcion seno es continua en 0, y se sustituirl 
cos t por VI - sen 2 t porque cos t > cuando --K < t < ~n. 

(i) cos = 1 



(ii) lim cos t - 1 m 4\ - 

t->0 j J r-»0 £ 


- sen 2 tj 


= Jlm(l - 


- sen 2 t) 


= Vi - o 




= l 




(iii) lim cos t = cos 

f->0 
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De este modo, la funci6n coseno es continua en 0. ■ 

El limite del enunciado del siguiente teorema,'el cual se aplicard posterior- 
mente, se obtiene a partir de los tres teoremas previos y de lo$. tebremas de 
lfmites. 



1 ,10,5 Teofema 



^Liwsr = 



Demostracion 

i im Lz««i 

t->0 t 



= lim 

t->0 



= lim 



(1 - cos 0(1 + COS t) 

t(\ + COS t) 

1 - cos 2 t 



-►o t(\ + cos t) 
lim- 



sen^ t 



t-*o t(\ + cos t) 
= Bm !«i. Ilm . 



seiW 



t->o 1 + cos t 
Porelteorema 1.10.2 
lim^ = i 

t->0 t 

y como las funciones seno y coseno son continuas en 0, se infiere que 

'-►0 1 + cos t 1 + 1 



= 



Por tanto, 



lim Ll_cosi = 1>0 

= 



► EJEMPL0 4 



Sea g la funci6n definida por 



8(x) 




[-3, 3] por [-5, 5] 
- . 1 - COS X 

g(x) = 

sen jc 

FIGURA6 



1 - cos X 
sen jc 



(a) Trace la grdfica de g en un rectangulo de inspeccion conveniente. ^A que* 
valor parece que se aproxima #(jc) cuando jc tiende o se acerca a 0? (b) Confirme 
la respuesta del inciso (a) analfticamente calculando el lim g(x). 

/-y0 

Solution 

(a) La figura 6 muestra la graTica de la funcitfn g trazada en el rectangulo 
de inspeccion de [-3, 3] por [-5, 5]. La graTica tiene un agujero en 
jc = porque g(0) no existe. En la graTica, parece que #(jc) se aproxima 
a conforme jc tiende a 0. 

(b) Puesto que lim(l - cos jc) = y lim sen jc = 0, los teoremas de li- 

x->0 jt-yO 

mites no pueden aplicarse al cociente (1 - cos jc)/sen jc. Sin embargo, si 
el numerador y el denominador se dividen entre jc, lo cual esti permi- 
tido ya que jc ^ 0, se podran aplicarlos teoremas 1.10.2 y 1.10.5. Asf, 
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1 - COS JC 



*^o sen x 



— lim 




sen* 



x^O X 





1 
= 

Por lo que se.ha confirmado la respuesta del inciso (a). 



EJEMPLO S 



h(x) = 



2 tan 2 x 



Sea h la funcion definida por 




[-{*, \k] por [0,10] 



Hx) 



2 tan 2 x 



FIGURA 7 



(a) Trace la graTica de h en un rect£ngulo de inspeccion conveniente. ^A que* 
valor parece que se aproxima h(x) cuando x tiende o se acerca a 0? (b) Confirme 
la respuesta del inciso (a) analiticamente calculando \imh(x) 



Solution 

(a) Se traza la graTica de h en el rectdngulo de inspecci6n de [- -7T, -n] por 
[0, 10] para obtener la figura 7. La graTica tiene un agujero en x - 
porque /2(0) no ejtister En la graTica, parece que h(x) se aproxima a 2 
conforme x se acerca a 0. 

(b) Se aplica la identidad trigonom^trica 

tan;c = SQnx 



y se tiene 
lim 



COS JC 








2 tan 2 * 


= 


"• li'm Sen2 x 




X 2 


*->o x l • cos z x 






= 


2 lim sen x ■ lim sen x 

jc^O X J^O JC 


• lim — \r— 
*^>o cos z JC 




= 


2 1-1-1 






= 


2 





Este resultado confinna la respuesta del inciso (a). 4| 

Del teorema 1.5.15 y de los hechos de que las funciones seno y coseno son 
continuas en 0, se puede demostrar que las funciones seno y coseno son conti- 
nuas en todo numero, como se establece en el teorema sigujente. 



1.1 0.6 Teorema 



Las funciones seno y coseno son continuas en cada numero real. 

Demostracion El conjunto de numeros reales es el dominio de las 
funciones seno y coseno, Por tanto, se debe demostrar que si a es cualquier 
numero real, entonces 



lim sen* = sen a y lim cosx = cos a 
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o, equivalentemente, del teorema 1.5.15, 

lim seri(f + a) - sen a y lim cos(f + a) ~ cos a 



(16) 



En la demostracion se utilizaran las identidades 
sen(f + a) = sen t cos a + cos / sen a 
cos(r + a) = cos r cos a - sen f sen a 

De(17), 

lim sen(f + a) = lim (sen t cos a + cos f sen a) 

= lim sen t • lim cos a + lim cos f • lim sen a 
/->o /->o /->o r->o 



(17) 

(18) 



■ cos a + 
sen a 



sen a 



Por tanto, se cumple la primera ecuaci6n de (16); de modo que la funci6n seho 
es continua en cada ntimero real. De (18), 



lim cos(f + a) 

/-»o. 



lim (cos t cos a - sen t sen a) 

t->0 



lim sen t- lim sen a 

r->0 *->0 



= lim cos f* lim cos a 

= 1 * cos a - ■ sen a 
= cos a 

Por lo que se cumple la segunda ecuaci6n de (16); asf, la funci6n coseno es 
continua en cada numero real. ■ 

Mediate el uso de identidades trigonom&ricas, el teorema 1.8.4, acerca 
de la continuidad de una funci6n racional, y el teorema 1.10.6 se puede de- 
mostrar que las otras cuatro funciones trigonomStricas son continuas en su 
dominio. 



1*10.7 Teorema 



Las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante son continuas en 
sus dominios. 

La demostracion del teorema 1.10.7 se deja como ejercicios (consulte 
los ejercicios 37 a 40). 



EJERCICIOS 1.10 



En los ejercicios I a 20, haga lo siguiente: (a) trace la grdfica de 9, f( x ) = x 
fen un rectdngulo de inspeccidn conveniente, iA que valor pa- cos x 

rece que se aproxima f(x) conforme x tiende o se acerca a 0? X^ii f/ \ _ 1 - cos 4x 
(b) Confirme la respuesta del inciso (a) calculando el lim/(jc).^ jc 



1. ± m** 

3. f(x) 



5. fix) = 



7. f{x) = 



x 

sen 9* 

sen Ix 

3x 
sen Sx ' 



sen 2 3jc 



2. fix) = 
4. /(*)■ = 

^"6. fix) = 



2x 
sen 3* 

sen3jc 
sen 6x 



x 
sen 5 2x 



^. 



8. fix) = 
f 4x> 



13. fix) = 

15. fix) = 

17. fix) = 

19. fix) = 



3* 2 



1 - cos 2 ±x 



tan x 

2x 

1 - cos 2x 
sen 3x 

x 2 + 3jc 



^ 10. f(x) = 

. 12. fix) = 

' M. fix) = 

16. /(x)' = 

X 

^ ^18. fix) = 



20. fix) 



1 - cos X 
1 + sen x 

1 - cqs2jc 
4x 

1 - cos 2 X 
2x 2 

tan 4 2x 
4x 4 



lx 2 + 2x 



REVISION DEL CAPfrULO 1 93 



En los ejercicios 21 y 22, haga lo siguiente: (a) trace la grdfica 
de g en un rectdngulo de inspection conveniente. lA qui separece 
el comportamiento de g(t) conforme t se aproxima a mediante 
valor es may ores que 0? (b) Confirme la respuesta del inciso (a) 
calculando el lim g(t). 



29. lim x cos - 



30. Hm^ 2 sen^= AAcwU* 



VI 



21. «(f) 



sen/ 

.2 



1 V 
^ 22. g(/) = 



sen 4/ 
cos3f - 1 



En los ejercicios 23 y 24, haga lo siguiente: (a) trace la grdfica 
de h en un rectdngulo de inspection conveniente. £A que valor pa- 
rece que se aproxima h{t) conforme t tiende o se acerca a njl? 
(b) Confirme la respuesta del inciso (a) calculando el lim hit). 
Sugerencia: considere x - in ~ t. 



31. lim g{x\ si \g{x) + 4| < 2(3 - jc) 4 para toda jc 

32. lim g{x\ si | g(x) - 3 | < 5(jc + 2) 2 para toda x 

En los ejercicios 33 y 34, determine el limite si existe y apoye su 
respuesta grdficamente. 

r-'I- ., senfsenxi 
^ 33. hm — L 



.A.c 



^23. Hit) 



1 - sen / 



24. hit) 



En los ejercicios 25 y 26, haga lo siguiente: (a) trace la grdfica 
defen un rectdngulo de inspection conveniente. lA que valor 
parece que se aproxima fix) conforme x tiende o se acerca a K 
mediante valores may ores que K? (b) Confirme analiticamente 

la respuesta del inciso (a) calculando lim fix). Sugerencia: 

ji— ►«+ 

considere t = x - K. 



^ 



•25. 



/<*) = 



26. fix) 



27. 



K ■ X - K 

Si Rid) pies es el alcance de un proyectil, entonces 



RiO) 



_ v o' 



sen 20 



g 



<: e< 



donde v Q pie/s es la velocidad inicial, g pie/s 2 es la constante 
de aceleracion debida a la gravedad, y 9 es la medida en 
radianes del dngulo que el candn forma con la horizontal, 
pemuestre que R es continua en su dominio. 

28. Si un cuerpo cuyo peso es de W libras es arrastrado a lo 
largo de un piso horizontal a una velocidad constante por 
una fuerza de magnitud F libras y dirigida en un angulo de 
9 radianes con respecto al pi so, entonces 



Fi9) 



kW 



k sen 6 + cos 9 



donde k es una constante llamada coeficiente de friction y 
< k < 1 . Demuestre que F es continua en [0, | /?]. 

En los ejercicios 29 a 32, utilice el teorema de estriccion para 
determinar el limite. En los ejercicios £9 y 30, apoye su res- 
puesta grdficamente. 



Co- [ 34. lim sen jc sen - 



35. Dado que I - cos 2 x < fix) < x 2 , para toda x en el in- 
tervalo abierto (- \k, \ K), determine lim fix). 

36. Dado que -sen x <, fix) < 2 + sen jc, para toda x en el 
intervalo abierto (-/e;0), determine lim fix). 

r-»-ff/2 

En los ejercicios 37 a 40, demuestre que la funcion es continua 
en su dominio. 

37. La funci<5n tangente 

38. La funcion cotangente 

39. La funci6n secante 

40. La funcion cosecante 

41. Si \fix) | ^ M para toda jc, donde M es una constante, utilice 
el teorema de estriccion para demostrar que lim* 2 /(jc) = 0. 

42. Considere que |/(jc) | ^ M para toda jc, donde M es 
una constante. Adeimis suponga que lim | #(jc) | = 0. 
Utilice el teorema de estriccion para demostrar que 
lim/(jc)g(jc)= 0. 

x-ta 

43. Si |/(jc) | < k \x - a | para toda jc * a, donde k es una 
constante, demuestre que lim fix) = 0. 

44. Dada/(jc) *= sen(l/jc), trace la gratica de/en cada uno de 
los siguientes rectdngulos de inspection: (a) [-2, 2] por 
[-2, 2]; (b) [-1, 1] por [-2, 2]; (c) [-0.5, 0.5] por [-2, 2]; 
(d) [-0.25,0.25] por [-2,2]; (e) [-0.1,0.1] por [-2, 2]; 
(f) [-0.01, 0.01] por [-2, 2]; (g) ^Sospechaque el Um/(jc) 

x-*0 

existe? Si es asi, iqu6 numero sospecha que es y por qu£? O, 
£ sospecha que el Hm/(jc) no existe? Si es asi, £por que? , 

AS. Haga el ejercicio 44 considerando ahora que/(jc) = cos-. 
46. Haga el ejercicio 44 considerando ahora que/(jc) = tan - . 
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO I 



1. Defina^/wncwn y en su definition incluya los conceptos de 
dominio y contradominio: 

2. Invente un ejemplo de una funcion que tenga la propiedad 
indicada: 



(a) EJ dominio es el conjunto de todos los numeros 
reales. 

(b) El dominio es el conjunta de todos los numeros no 
negativos. 
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(c) El dominio es el conjunto de todos los numeros negati- 
ves. 

(d) El dominio es el conjunto de todos los numeros reales 
excepto 0. 

(e) El contradominio es el conjunto de todos los numeros 
enteros. 

3. i,Qu£ 9e entiende por grdfica de una funcion'} 

4. Invente un ejemplo de una funcidn que tenga la propiedad 
indicada: 

(a) La grafica de/ tiene un "agujero" en jc = 4, cuando 
/(4) no estd definido. 

(b) La grdfica de/ tiene un "agujero" en x - 4, cuando 
/(4) esii definido. 

(c) Lamncion/estddefinidaatrozosparajc < 2y2 < x, 
donde la grafica de/serompe en jc = 2. 

(d) La funci6n/estd definida a trozos parajc < 2y 2 < jc, 
donde la grdfica de/no se rompe en jc = 2. 

5. Defina la suma, diferencia, producto y cociente de dos fun- 
ciones/y g, y establezca como se relaciona el dominio de la 
funcidn resultante con los dominios de las funciones/y g. 

6. Invente un ejemplo de dos funciones/y g, tales que al me- 
nos una no sea una funci6n polinomial, y defina (f + g)(x), 
(f - g)(*)i (f ' g)( x ) y (flg)( x )> Determine los dominios de 
fygy los dominios de las funciones resultantes. 

7. Defina la funcion compuesta de dos funciones f y g> y 
establezca como se relaciona el dominio de la funcidn 
compuesta con los dominios de las funciones/y g. 

8. Invente un ejemplo de dos funciones/y g, tales que al menos 
una no sea una funcion polinomial, y defina (/ ° g)(x) y 
(g °f)(x). Determine los dominios de/y g, asi como los 
dominios de/° g y g of 

9. ^Que se entiende por: (a) funcion par, (b) funcion impart 
Describa la simetrfade las grdficas de cada uno de estos tipos 
de funciones, 

10. Invente un ejemplo de una funcidn, diferente de una poli- 
nomial, que sea (a) par, (b) impar y (c) ni par ni impar. 

1 1. Defina con precisi6n, empleando la notaci6n € -S, lo que se 
entiende por: el limite def{x) conforme x se aproxima aaes 
igual a L. Ahora establezca en palabras lo que significa sin 
utilizar lanotaci6n €-8y sin usar las palabras limite y tiende 
o se aproxima. 

12. £C6mo se utiliza la definicidn del limite de una funcion para 
demostrarque Hra/(jc) = L? 

13. Describa en terminos geometricos la relaci6n entre € y 86e 
la definition del limite de una funcion. 

14. Invente un ejemplo de una funcion para la cual: 

(a) f(a) no existe, pero lim /(jc) existe; 

(b) f(a) existe, pero lim /(jc) no existe; 

(c) tanto/(a) como lim f(x) existen, pero no son iguales. 



15. i Qu6 se entiende c u ando se dice que el limite de una funcion, 
cuando existe es unicol Establezca el teorema que garantiza 
este hecho. 

16. £C6mo se utilizan los teoremas de lfmites para calcular el 
limite de una funci6n? 

17. Establezca los teoremas que tratan sobre los li'mites de la 
, suma, diferencia, producto y cociente de dos funciones. 

18. ^Por qu£ no es preciso el siguiente enunciado: El limite de 
la suma de dos funciones es la suma de sus limite 5? In- 
vente un ejemplo de dos funciones para las cuales el 
enunciado es incorrecto. 

19. Invente un ejemplo de dos funciones / y g tales que al 
menos una no sea una funcidn polinomial, y muestre como 
se aplican los teoremas de la sugerencia 17. 

20. Defina con precisi6n, utilizando la notacicjn € -5, cada uno 
de los siguientes limites taterales: (a) lim /(jc) = L\ (b) 

lim /(jc) = L. Ahora establezca en palabras lo que sig- 
nifica cada una de estas definiciones sin utilizar ta nota- 
ci6n €-5 ni usar las palabras limite y tiende o se aproxima. 

21. £C6mo estdn relacionados los limites laterales y los limites 
bilaterales? 

22. <?, Cuando es necesario emplear los limites laterales para 
calcular un limite bilateral? Invente un ejemplo para ilus- 
trar su respuesta. 

23. ^Cuando pueden emplearse los limites laterales para demos- 
trar que un limite bilateral no existe? Invente un ejemplo 
para ilustrar su respuesta. 

24. Defina con precisidn, empleando la notacidn S-N, cada una 
de las siguientes expresiones: (a) conforme jc se aproxima a 
a,/(jc) crece sin limite; (b) conforme jc se aproxima a a,/(jc) 
decrece sin limite. Ahora establezca en palabras lo que 
significa cada una de estas definiciones sin utilizar la 
notacidn <5-iVy sin usar las palabras limite, tiende a o se 
aproxima a, infinito, crece sin limite o decrece sin limite. 

25. £C6mo se evalua el limite de una funci6n racional para la 
cual el limite del denominador es cero y el limite del 
numerador es una constante diferente de cero? 

26. ^Que es la asintota vertical de la grdfica de una funcion? 

27. ^Como puede determinarse cualquier asintota vertical para 
la grdfica de una funcidn? 

28. Invente ejemplos de dos funciones racionales tales que la 
grdfica de una tenga un agujero en el puntp donde jc = 3 y 
la otra tenga a la recta jc = 3 como una asintota vertical. 

29. Defina: layiincidn/es continua en el numero a. 

"50. Invente un ejemplo de una funci6n discontinua en el nume- 
ro 1, debido a las condiciones indicadas: 

(a)/(l) no existe, pero lfm/(jc) existe; (b)/(l) existe pero 

lim/(jc) no existe; (c) tanto /(l) como lim/(jc) existen, 
pero no son iguales. 
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31. <CuaJ es la diferencia entre discontinuidad esencial y dis- 
continuidad removable? 

32. Invente un ejemplo de una funcidn que tenga una dis- 
continuidad esencial en x = 2. Despu6s invente un ejemplo 
de una funcitfn que tenga una discontinuidad removible en 
x - 2 y muestre como puede removerse o eliminarse esta 
discontinuidad. 

33. Establezca los teoremas concemientes a la continuidad de 
funciones polinominales y racionales. ^Como se aplican 
estos teoremas para calcular los lfmites de estas funciones? 

34. iQa€ condiciones de continuidad de las funciones/ y g son 
necesarias para que la funcion compuesta / o g sea conti- 
nua en el numero at 

35. Invente un ejemplo de dos funciones/ y g tales que la fun- 
ci<3n compuesta f ° g sea continua en cada numero del 
intervalo abierto (-3, 3). Muestre que las funciones f y g 
de su ejemplo cumplen las condiciones de la respuesta de 
la sugerencia 34. 

36. Invente un ejemplo de una funci<5n que sea discontinua en 
el ntimero c y que sea continua por la derecha de c. Muestre 
que su funcion satisface los requerimientos. 

37. Defina: la funcion/ es continua en el intervalo cerrado [a, b\. 



38. Establezca el teorema del valor intermedio. 

39. Invente un ejemplo de una funcidn que ilustre el teorema del 
valor intermedio. Muestre que la hipdtesis y la conclusion 
del teorema son satisfechas por su funcion. 

40. Establezca el teorema de estriccidn. Invente un ejemplo de 
tres funciones fgyh que satisfagan las hip6tesis de este 
teorema y muestre que se cumple la conclusion. 

41. Invente un ejemplo de tres funciones f,gyh que ilustren 
c<3mo se aplica el teorema de estriccidn paracalcular el limite 
de g(x) cuando los limites de/(x) y h(x) se conocen. 



42. ^Aqueesigualel lim — 

f-0 t 



y c<3mo se utiliza su valor para 
demostrar que la funcidn seno es continua en 0? 

43. i,Como se emplea la continuidad de la funci6n seno en para 
demostrar que la funckin coseno es continua en 0? 

44. ^Como se usa el hecho de que las funciones seno y coseno 
son continuas en para demostrar que dichas funciones son 
continuas en cada numero real? 

45. iC6mo se demuestra la continuidad de las otras cuatro fun- 
ciones trigonom&ricas a partir de la continuidad de las 
funciones seno y coseno? 
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1. Dada/(*) = 4 - x 2 determine: (a) /(l); (b) /(-2); 

(c) /(3); (d) f(x - 1); (e) fix 2 ); (f) /( * + h \ " f{x \ 

h 
h * 0. 



2. Dada g(x) 



J\ ~ x , determine: (a) g(l); (b) g(-3); (c) 



g(x + 1); (d) g(l - x 2 ); (e) g{x + h) ~ s{x \ h * 0. 

h 

En los ejercicios 3 a 6, defina las siguientes funciones y deter- 
mine los dominios de las funciones resultantes: (a) f + g; 

(b)f ~ g; (c)f • g; id) fjg; (e) gjf; (f)fo g; (g) g of 

3. f(x) = sfcTiigfr) = x 2 - 4 

4. f(x) = x 2 - 9; g(x) = 4x~T~5 

5. f{x) = -V^ (JC) = ^ 

x l 

6. fix) = -^-,gix) = -J— 

x - 1 x + 2 



En los ejercicios 7 y 8, trace la grdfica de la funcion y a partir 
de la grdfica conjeture si la funcion es par, imparo de ninguno de 
estos tipos. Despues confirme su conjetura analiticamente. 



7. (a) fix) 

(c) Kx) 

(d) Fix) = 



2x 3 - 3x (b) gix) = 5x 4 + 2x 2 - 1 
3x 5 - 2x 3 + x 2 - x 



8. (a) fix) = 



x 2 


+ 1 


X* 


- X 


X 3 


~2x 



(c) hix) = 2± 



(d) F(x) = x 2 M 



En los ejercicios 9 y JO, trace la grdfica de lafuncidn y determine 
su dominio y su contradominio. 



9. (a)/(x) = 4 - 2x 
(c) hix) = V* 2 - 16 
it) fix) = |5 -x| 
10. (a) gix) = 3x + 2 
(c) Hix) = 4^-x 2 
(e) g{x) = |x + 4| 



(b) gix) = x 2 - 4 

(d) F{x) = Vl6-* 2 

(f) gixl^S -\x\ 

(b) f(x) = 9 - x 2 

<d) Gix) = V* 2 -1 

(f) fix) = |*| + 4 



En los ejercicios 11 a 14, dibuje la grdfica de la funcion y 
determine su dominio y su contradominio. 

11. (a) g(x) = * 2 ~ 16 



(b) gix) = 



(b) Gix) = 

12. (a) fix) - 
(b) Fix) = 

13. (a) Fix) = 



jc + 4 
x - 4 
3 

x 2 + x - 6 

x -2 
x + 3 

1 

3 - jc 
3 + 2jc 



si x * -4 
si jc = -4 

six * 2 
six = 2 
si x < 
si < x 
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(b) h(x) = 


f x 2 - 1 


si jc < 
si < jc 


1. (a) G(x) = 


f 3a: + 2 
{ 4 - 2x 


si jc < 
si < jc 


(b) H(x) = 


[ (jc + 2) 2 


si jc < -1 
si -1 < jc 



En los ejercicios 35 a 42, calcule el limite si existe, y apoye su 
respuesta trazando la grdfica de lafuncidn en un rectdngulo de 
inspection adecuado. 



35. lim 36. lim 



'-- 1 3jc 2 + 8jc + 5 J"* 3 ^y 3 - 27 



y-3 



37. l im 2VLl6 38 _ |im 25-y 2 



11I1J JO. Hill 

*->9 jc - 9 ;-+5- ^ y _ 5 

39. lim 5 "^ 7 ^ 40. lim x " " * 

£n tos ejercicios 15 a 20, se han dadof(x), a, Ly € . (a) Utilice *->? 1 - s *->° 2jc 3 - 3x 

unafigura y un argumento semejante a los de los ejemplos ly 3 , I *1 - 1 . V* - 1 - 2 

<fe la section 1 A para determinar una 8 > tal que * x !^+ [^j _ x J™ jT-^5 

si0<|jc - a | < <S entonces |/(jc) - L | < € 

En los ejercicios 43 a 48, dibuje la grdfica de lafuncidn y calcule 

(b) Apoye la eleccidn de 8 del inciso (a) con la graficadora. (c) el limite indicado si existe; si el limite no existe, establezca la 

Confirme anaUticamente, empleando las propiedades de las razdn. 

desigualdades, la eleccidn de 8 del inciso (a). 

15. f(x) = 2jc - 5; a = 3; L = 1; € = 0.05 

16. /(jc) = 3jc + 2; a = 1;L = 5; € = 0.2 

17. f( x ) = x ~ 25 - a = 5;L = 10; € = 0.1 

jc - 5 

18. /(jc) = 2 * 2 + 9x + {0 ;a = -2;L = 1; € = 0.03 

jc + 2 

19. /(jc) = x 2 + 4; a = 2; L = 8; 6 = 0.3 45 - h W - 7^ 

20. /(jc) = jc 2 - 3jc; a = 3; L = 0; <f 0.08 < a > »?- * (0; (b) ,fe * (0; (c) £? ft( ' } ' 

£n los ejercicios 21 a 26, demuestre que el limite es el numero 46. /(r) = J 

indicado aplicando la definicidn 1.5.1; esto es, para cualquier [3 si r = 2 

£ > 0, <fei*rmint una 5 > tal que (a) |(m /(r); ^ {[m f(r); (c) Um/(r) 

si < |jc - a\ < 8 entonces |/(jc) - L\ < € 

2i: Jta(2* - 5) = 1 22. Ifa (8 - 3.) = .4 4? . , w _ l*^ ^ ^ 4 

23. lim(3jc + 8) - 5 24. lim(4jc - 11) = 9 U - * si 4 < x 

(a) lim g(x)\ (b) lim #(*); (c) lim g(x); 
^ lim /. ^T T- = " 6 (d) lim 8(*)> («) lim *(jc); (0 lim *(jc). 

26 * £ m 3 1 _ 3jc " 2 48. A(jc) = I 2 - jc si 2 < x <; 4 

[ jc - 2 si 4 < jc 

En los ejercicios 27 a 34, calcule el limite y, cuando sea apropia- ( a ) j im a^); (b) u m >ft(x); (c) lim h(x)\ 



43. 


jc 2 - 1 
f(x) = 


si jc < 3 




[x + 5 


si 3 ^ jc 




(a) lim /(jc); (b) 


lim /(jc); (c) lim /(jc). 

x->3+ r->3 


44. 


\'~ 2 


si jc < 




[x 2 - 1 


si < jc 




(a) lim «W;(b) 


lim g(jc); (c) lim g(x). 


4S 


Mrt - l f -'l 





do, indique los teoremas de limites empleados. 
27. limOjc 2 - 4x + 5) 

x-*2 



(d) *Hm A(jc); (e) lim A(jc); (f ) lim A(jc). 



Jt->4 



28 lim xl ~ * ~ ^ grdficamente. 

- 2 x 2 - 5x - 14 ^ /-x „_ 2* , w , 1Im 2x 

~ 4+ 16 - r 



£n /05 ejercicios 49 a 54, calcule el limite y apoye su respuesta 

(b) lim 



^" 3 * + 3 *-»' 3A 3 + 6 50. fa) lim -i=± fb) lim -±^± 

k 2 

2. 



31. lim j 4 * 2 + ^ ~ 
'-^l 4x 2 -1 



32. 


*-»» 3A 3 + 6 
lim l " ^^ 


r-+0 / 


34. 


lim l 5 ' + 4 

^-4 V y - 5 



" 4 * 16 - x' 
33. Mm V9^7-3 ]im (5^+4 52 _ (a) taizL (b) Hm^i- 



49. 


(a) 


lim 2x 
~ - 4_ 16 - jc 2 


50. 


(a) 


lim 

—-2- x 2 - 4 


51. 


(a) 


2jc 

hm =- 

—4- 16 - x{ 


52. 


(a) 


lim — 



(b) Hm 

— 2- ^.2 _ 4 



(b) lim 
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53. (a) lim 



54. (a) lim 



~ 5) 2 
3 - x 



(b) lim- 



*-> ~ 2 (x + 2) 2 



(b) lim 



Vx + 2 



^ 



£h /as ejercicios 55 a 62, haga to siguiente: (a) trace la grdfica 
de f en un rectdngulo de inspection adecuado. ^A que numero 
parece que se aproximaf{x) conforme x tiende o se acerca a 0? 
(b) Confirme la respuesta del inciso (a) analiticamente, calcu- 
lando el limite lim f{x). 

jr-»0 

55. fix) = 
57. /(*) = 
59. f(x) = 

61. /(*) = 

cot x 2 sen x 



sen3x 


1 - COS X 


sen5x 
sen2x 


58. /(*)= i'™ 3 * 
sen3x 


1 - cos 2 X 

X 


60. fix) = -i*- 
tan jc 


esc 3x 


62. fix) - 2 * 2 ~ 3x 



En los ejercicios 63 a 68, determine las asintotas verticales de la 
grdfica de lafuncidn y utiUcelas para dibujar la grdfica. 



63. fix) 



X + 8 

x -4 



65. gix) = 1 - -L 



67. /(jc) 



5x* 



64. /(*) = 
66. fix) = 

68. Kjc) = 



3 s -2 
x -2 
-2 
x 2 - x - 6 
2* 2 



£h /os ejercicios 69 a 74, dibuje la grdfica de lafuncidn; despues 
observe donde se rompe la grdfica, determine los valores de x en 
los que lafuncidn es discontinua y muestre por que la definition 
1.8.1 no se satisface en cada discontinuidad. 



69. /(*) 



- 71. gix) = 



72. Fix) = 



73. hix) = 



74. f(?) = 



x + 2 
2 -t-Jc-2 




70. gix) = 

si jc <, -2 

si -2 < x <, 2 

si 2 < x 

si * ?* 4 
si jc = 4 

si jc ^ 1 

si 1 < jc 

si jc < 3 
si jc = 3 
si 3 < jc 



1 



Zin /o5 ejercicios 75 a 78, demuestre que lafuncidn es disconti- 
nua en el numero a. Despues determine si la discontinuidad es 
esencial o removible. Si la discontinuidad es removible, rede- 
finafia) de modo que la discontinuidad sea eliminada. 

75. f( x ) = x 2 + 2x ' 8 ; a = -4 
x 2 + 3jc - 4 



76. /(oc) 



2* + 3 



si jc < 1 

si 1 S jc 

si jc * 2 

si jc = 2 



77. fix) = jc - 2 

78. /<*) = ^*-6l , fl = 3 

£h /<w ejercicios 79 a 82, lafuncidn es discontinua en el numero 
a. (a) Trace la grdfica def la cual se rompe en el punto donde 
x = a. jEs esencial o removible la discontinuidad? Si pare- 
ce que es removible, especule acerca de cdmo debe redefinirse 
fid) de modo que la discontinuidad sea eliminada, (b) Con- 
firme la respuesta del inciso (a) analiticamente. 



79. fix) 



4-jc 



1 



80. fix) = 2-V^74 ;g = Q 



81. fix) 



; a = 



4x~+9 - 3 

82. fix) = -j^lL; a = 1 

^jc - 1 

En los ejercicios 83 y 84, (a) defina f°gy(b) determine los 
numeros en los quef ° g es continua y establezca la razdn. 

83. (a) fix) = VI y gix) = 25 - x 2 

ib)fix)= V ^JL- 4 yg(jc) = |*| 
V3 - jc 

(c) fix) = sgnjc y gix) = x 2 - 1 

84. (a) fix) = VI y gix) = x 2 - 25 



(b) fix) = >lx + 1 y *(*) = — 4 

jc - 3 

(c) /(jc) = sgnjc y gix) = x 2 - x 

En los ejercicios 85 y 86, determine los valores de las constantes 
ayb que hagan a lafuncidn continua en todo ntimero y dibuje la 
grdfica de lafuncidn resultante. 



\2x + 1 
85. fix) = \ ax + b 

\x 2 + 2 



si jc ^ 3 

si 3 < jc < 5 

si 5 < jc 



[ 3jc + 6a • si jc < -3 
86. fix) = j 3ajc - lb si -3 < j; <; 3 
[x - \2b si 3 < jc 

87. Sea/ la funcion definida por 

1 si jc es un ntimero entero 



fix) = 



si jc no es un numero entero 



(a) Dibuje la grdfica de/ (b) <,Para que* valores de a existe el 
limite lim /(jc)? (c) ^En que* numeros reales es continua/? 

88. Proporcione un ejemplo de una funci6n / para la cual 
lim |/(jc) I exista pero que lim fix) no exista. 

x-*ti X-*Q 
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En los ejercicios 89 a 92, determine el intervalo mas grande (o 
union de intervalos), donde lafuncion es continua. Apoye la res- 
puesta con la graficadora. 



89. 



90. 



91. 



92. 



(a) /to 


= V25-x 2 




(b) g(x) = V* 2 - 25 




(a) fix) 

(b) gix) 


_ W + 1 

1*1-1 




V9-JT 2 
x-2 




w/w- u ' 2 2 l 




(b) g(x) 


X 




x 2 -4 






* + 4 


si * < -4 


F(x) = 


Vl6-* 2 


si -4 ^ jc < 4 




2 - * 


si 4 < x 



98. ^Cudl es el valor de cada uno de los lfmites siguientes: 
(a) lim f(x); (b) ton /(*); (c) Urn fix); (d) ton /to; 
(e) lim fix), (f) ton /(x); (g) ton /to? (h) ^En qud nu- 
meros es discontinua /? (i) ^Cu&es de las discontinui- 
dades del inciso (h) son esenciales? (j) ^Cuales de las 
discontinuidades del inciso (h) son removibles? ^C6mo 
redefinirfa la funci6n para eliminar las discontinuidades? 




En los ejercicios 93 a 96, haga lo siguiente: (a) verifique que se 
cumpla el teorema del valor intermedio para lafuncionf el in- 
tervalo cerrado [a, b] y el valor dado de k; (b) trace la grdfica de 
fy la recta y = ken la graficadora y estime, con cuatro cifras 
decimales, el numero c de (a, b) tal quef(c) = k; (c) confirme 
analiticamente la estimacion del inciso (b); (d) dibuje la grdfica 
defen el intervalo [a, b] y muestre elpunto (c, k). 

93. fix) = x 2 - 4x + 1; [a, b] = [-10,0];* = 10 

94. fix) = x 2 - 4x + 1; [a,b] = [0, 10]; A = 10 

4\6 



95. fix) = x 

96. fix) = x 



Vl6^ 



x 2 ;[a,b] = [0,4];* = -2 
x 2 ; [a, b] = [-4, 0]; k = -2 



En los ejercicios 97 y 98, responda las preguntas a partir de la 
grdfica adjunta de lafuncionf 

97. ^Cual es el valor de cada uno de los lfmites siguientes: 
(a) Mm fix); (b) lim fix); (c) Urn fix); (d) lim /(*), 

*-»-3 x-t-2 Jr-tO x— >2~ 

(e) lim f(x), if) lim fix); (g) lim /(*)? (h) <,En qu<5 

r-»2 + x->3" x-»3 + 

numeros es discontinua/? (i) ^Cuales de las discontinui- 
dades del inciso (h) son esenciales? ( j) ^Cuales de las dis- 
continuidades del inciso (h) son removibles? <,C6mo 
redefinirfa la funcidn para eliminar las discontinuidades? 



x 5= -2 



x = 2 




En los ejercicios 99 a 102, dibuje la grdfica de unafuncionf que 
satisfaga las condiciones dados. 

99. -5, -3, -2, 



lim fix) = 4; 

JT-*-J 



-1, 0, y 2 son los rinicos ceros de /; 
lim_/(jc) = -00; lim + /(*) = 0; 
lim fix) = +00; / es continua en todos los numeros 

jr-»0 

de los intervalos abiertos (-00, -3), (-3, -IX (-1,0), 
(0, +00). 



100. / es continua en (-00, -2% [-2, 1 ), [ 1 , 3], y (3, + 00); 
ton fix) 
lim fix) = -3; lim fix) 



0; lim fix) = +occ lim fix) = 0; 

x-*-2~ x-»-2+ 



101. 



-oa; lim fix) = 2; 

x-*o * " x -*r " x-*i + 

lim fix) = 4; lim fix) = -1; Urn fix) = 0. 

jr-»3~ jr->3+ x-»5 

El dominio de/es (-00, + 00); /(-4) = 2; -2, 0, 2, 4 y 6 
son los unicos ceros de /; lim fix) = 0; lim fix) = 



-00; lim fix) 

x-*-2 + 

Mm f(x) = 

jr->4 

excepto -4, ~2, 0, y 4, 



x-*-2~ 

+ occ lim fix) = 0; lim fix) = -3; 

x-»0" x-*0* 



5; / es continua en todos los numeros 



102. /es continua en (-00, -4], (-4, 4) y [4, + 00); 



ton/to = 0; ton /to 



2; lim /to =+«* 

j-»-4 + 

0; 



lim /to = 0; ton /(x) = -3; lim /to 

ton /to = 1; ton fix) = -2; 'ton /to = 0. 

x-*4~ x->4 + j-»5 

£« &w ejercicios 103 a 106, obtenga un modelo matemdtico de 
la situacidn particular. Estos modelos se tratardn mas ade- 
lante cuando se aplique el Cdlculo a la situacidn. Defina la 
variable independiente y los valores defuncidn como numeros, 
e indique las unidades de medicion. Asegurese de completar el 
ejercicio escribiendo una conclusion. 

103. Se construye una cacerola abierta cortando cuadrados del 
mismo tamailo en las esquinas de un trozo rectangular 
de lamina de 14 jx>r 1 8 pulg y doblando los lados hacia 
arriba. (a) Encuentre un modelo matemdtico que exprese 
el volumen de la cacerola como una funcidn de la lon- 
gitud del lado de los cuadrados que se cortar&n. 
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104. 



105. 



(b) lCu$L es el dominio de la funci6n del inciso (a)? 

(c) Demuestre que la funci6n es continua en su dominio. 

(d) En la graficadora, estime con aproximaci6n de cent^si- 
mos de pulgada la longitud del lado de los cuadrados que 
deben cortarse de modo que el volumen de la cacerola sea 
un maximo. 

Una caja abierta tiene base cuadrada y un volumen de 
4 OOOpulg 3 . (a) Encuentre un modelo matematico que expre- 
se el area de la superficie total de la caja, como una funcion 
de la longitud del lado de la base cuadrada. (b) iCuil es el 
dominio de la funcion del inciso (a)? (c) Demuestre que la 
funci6n es continua en su dominio. (d) En la graficadora, 
determine, con aproximaci6n de pulgadas, las dimensiones 
de la caja que pueda construirse con la minima cantidad de 
material. 

Se requiere que un anuncio, que contiene 50 m 2 de material 
impreso, tenga margenes de 4 m en las partes superior e 
inferior y 2 m en los otros dos lados. (a) Encuentre un 
modelo matematico que exprese el area total del anuncio 
como una funci6n de la dimensi6n horizontal de la region 
cubiertaporel material impreso. (b) <,Cu&l es el dominio de 
la funci6n del inciso (a)? (c) Demuestre que la funci6n es 
continua en su dominio. (d) En la graficadora, estime, con 
aproximacitfn de metres, las dimensiones del anuncio mas 
pequeno que cumpla con estas especificaciones. 
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Un estanque puede mantener a 10 000 peces, la tasa de cre- 
cimiento de la poblaci6n de peces es conjuntamente propor- 
tional al numero de peces presentes y a la diferencia entre 
10 000 y el numero de peces presentes. La tasa de creci- 
miento es de 90 peces semanales cuando se encuentran 
presentes 1 000 peces. (a) Encuentre un modelo matemati- 
co que exprese la tasa de crecimiento de la poblaci6n, como 
una funci6n de la cantidad de peces presentes. (b) <,Cual es 
el dominio de la funcion del inciso (a)? (c) Demuestre que 
lafunci6n es continua en su dominio. (d) En la graficadora, 
determine el tamano de lapoblacion de peces, de modo que 
la tasa de crecimiento sea un maximo. 



107. U y sgn son las funciones salto unitario y signo definidas 
en los ejercicios 47 y 49, re speed vamente, de la secci6n 
1.1. Encuentre f6rmulas para la funcion F definida por 



F{x) = (sgnx)-U(x + 1) 

y dibuje su grdfica. ^En que niimeros es F discontinua y 
por que? 

En los ejercicios 108 y 109 f utilice el teorema de estriccion para 
calcular los limites. 

108. lim g(x) si \g(x) + 5 | < 3(4 - jc) 2 paratodax 



109. 



lim 



(x - l) 2 sen jj= 



110. Dibuje la graTica de / si fix) = ([I - jc 2 U y -2 < 
x < 2. (a) i,Existe lim f(x)7 (b) <,Es /continua en 0? 

jr->0 

111. Dibuje la graficade^ si g(x) = (jc - OfljcDyO < jc < 2. 

(a) i,Existe lim g(x)l (b) i,Es g continua en I? 

112. (a) Demuestre que si/(x) = g(*) para todos los valores de 
x excepto a, entonces lim /(jc) = lim g(x) si los limites 

jr-m x—*a 

existen. (b) Demuestre que si /(jc) = g{x) para todos los 
valores de x excepto a, entonces si lim g(x) no existe, 
lim /(jc) no existe. Sugerencia: muestre que la suposici6n 

x-*a 

de que lim /(jc) existe conduce a una contradiccidn. 

x-*a 

113. (a) Demuestre que si lim f(x + h) = /(jc), entonces 

lim /(jc + h) = \lm*f(x - h) 

(b) Demuestre que el inverso del teorema del inciso 
(a) es falso proporcionando un ejemplo de una fun- 
ci6nparalacual lim/(jc + h) = lim/(jc - /i),pero 

A-*0 A-»0 

lim f{x + h) * fix). 

114. Si el dominio de / es el conjunto de todos los niimeros 
reales y/es continua en 0, demuestre que si 

fia + b) = fia) + f{b) 
para todo ayb, entonces/es continua en todo numero real, 

1 15. Si el dominio de/es el conjunto de todos los numeros reales 
y/es continua en 0, demuestre que si 

fia + b) = fia) ■ fib) 
. ^ para todo a y b, entonces/es continua en todo numero real. 

116. Suponga que la funci6n / esta definida en el inter- 
valo abierto (0, 1 ) y que 



fix) = 



sen Ttjc 
xix - 1) 



Defina/en y 1 de modo que/ sea continua en el intervalo 
cerrado [0, 1]. 



C a p i t u I o 
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En la seccion 2.1 se introduce la derivada, con- 
siderando primero su interpretacion geome- 
trica como la pendiente de la reeta tangente 
a la grafica de una funcion. Una funcion que tiene una 
derivada se dice diferenciabfe, y en la seccion 2.2 se 
estudiara la relacian entre diferenciabilidad y continuidad. 
La derivada numenca se a plica en la seccion 2.3 para 
aproximar la derivada de una funcion en una graficadora 
y en secciones posteriores para apoyar graficamente los 
calculos de derivadas. 

Una derivada se calcula mediante la operacion de 
diferenciacion o derivocion. Los teoremas que permiten 
efectuar este calculo sobre funciones algebraicas se 
establecen y demuestran en la seccion 2.4, en la cual 
tambien se introducen las derivadas de orden superior. 

La interpretacion de la derivada como una tasa de 
variacion (o rozon de cambio), se inicia en la seccion 2.5 
con aplicaciones al movimiento rectilineo. En la seccion 
2.6, se extienden las aplicaciones a otras disciplinas. Por 
ejemplo, la tasa de crecimiento de.una poblacion de 
bacterias proporciona una aplicacion de la derivada en 
biologia. La tasa de variacion en una reaccion quimica es 
de interes para un quimico. Los economistas tratan con 
conceptos marginales tales como ingres6 marginal costo 
marginal y utilidad marginal, los cuales son tasas (o 
razones) de variacion. 

La diferenciacion de funciones trigonometricas se 

trata en la seccion 2.7, y en la seccion 2.8 se establece 

y demuestra la regla de 1a cadena, un poderoso 

medio empleado para diferenciar funciones 

compuestas. La regla de la cadena se aplica en la 

seccion 2.9 para obtener la formula que 

proporciona la derivada de la funcion potencia 

con exponentes racionales asi como en la 

diferenciacion de funciones definidas 

implicitamente. Los problemas que involucran 

tasas de variacion relacionadas, tratadas en 

la seccion 2.10, proporcionan otra aplicacion 

importante de la derivada. 
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2.1 RECTA TANGENTE Y DERIVADA 




FIGURA 1 




F1GURA2 



Muchos problemas importantes en Calculo dependen de la determination de 
la recta tangente a la graTica de una funcion en un punto especifico de su 
grafica. Esta secci6n se inicia con la definition de lo que significara" recta 
tangente, 

Recuerde de su curso de geometria plana que la recta tangente en un 
punto de una circunferencia se deiinio" como la recta que intersecta a la cir- 
cunferencia en solo un punto. Tal definicion no es suficiente para una curva 
en general. Por ejemplo, en la figura 1 la recta que deberia ser la recta tan- 
gente a la curva en el punto P intersecta a la recta en otro punto Q. Para 
obtener una definici6n adecuada de la recta tangente a la graTica de una 
funci6n en un punto, se emplea el concepto de limite a fin de definir la pen- 
dente de la recta tangente en el punto. De spues, la recta tangente se deter- 
mina por medio de su pendiente y el punto de tangencia. 

Considere que la funcion /es continua en x\. Se desea definir la pen- 
diente de la recta tangente a la grafica de/en el punto P (*!,/(*])). Sea / un 
intervalo abierto que contiene a jq, en el cual esta" definida /. Sea 
G(*2' /(*2)) otro P u nto sobre la grafica de / tal que x 2 tambiSn este" en /. 
Dibuje la recta que pasa por P y Q, Cualquier recta que pase por dos puntos 
de una curva se denomina recta secante; por tanto, la recta que pasa por 
P y Q es una recta secante. En la figura 2 se muestra la recta secante para 
varios valores de x 2 . La figura 3 muestra una recta secante particular. En 
esta figura Q estl a la derecha de P. Sin embargo, Q puede estar a la de- 
recha o a la izquierda de P, como se muestra en la figura 2. 

La diferencia de las abscisas (las coordenas x) de Q y P se denota por 
Ax (y se lee "delta x") de modo que 

Ax = JC2* ~ jci 

Observe que Ax represents el cambio en el valor de x de x 1 a x 2 y 
puede ser positivo o negative Este cambio recibe el nombre de increment*) 
de x. Note que el simbolo Ax para el incremento de x no significa "delta 
multiplicado por x". 

Considere la recta secante PQ de la figura 3; su pendiente esti deter- 
minada por 



6<*2./(*2» 




/(* 2 ) - M) 



FIGURA 3 



mpQ= fi^l__Ml 

Como jc 2 = x\ + Ax, la ecuacion anterior puede escribirse como 

_ f( Xl + A*) - /(xi) 
mp Q- Ax 

Ahora considere el punto P como un punto fijo y que el punto Q se 
mueve a lo largo de la curva hacia P\ esto es, Q tiende o se aproxima a P. 
Esto equivale a decir que Ajc tiende a cero. 

Conforme esto sucede, la recta secante gira sobre el punto fijo P. Si la recta 
secante PQ tiene una posicion limite, es esta posici6n limite la que se quiere 
como la recta tangente a la graTica de/en el punto P. Se desea asf, que la 
pendiente de la recta tangente a la graTica de/en P sea el limite de m P Q 
conforme Ax tiende a cero, si este limite existe. Si lim m P Q es igual a 
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+ 00 o a - oo , entonces conforme Ax tiende a cero la recta PQ tiende a la 
recta que pasa por P y es paralela al eje y. En este caso se desearfa que 
la recta tangente sea la recta x = X{. Esta discusi6n conduce a la si- 
guiente definici6n. 



2.1.1 Pefinicibn de recto tangente a la grafica de una 
funcion 



Suponga que la funcion /es continua en x%. La 
gri&i* de/cn el ptiAte fir l4 /Ir^JJ cs 



& la 



(i) la recta, que" pasa por /> y tiene pendiente mix] ), dada por 

w(Xl)= | tm M * A *> - /<*i> 

si e&te limite existe. 
(tl) la recta ,i = jq si 



(1) 




(*i> /(*,)) 











y 




* 








■ 





FIGURA 4 



La figura 4 muestra la graTica de una funcion / y su redta tangente 
cuando m(x{) existe. La figura 5 muestra la graTica de una funci6n/con una 
recta tangente vertical en el punto (jcj ,/(*])). 

Si no se cumple ninguno de los incisos de la definici6n 2.1.1, entonces 
no existe la recta tangente * la graTica de/en el punto P(xxJ(x\)) t 

La pendiente de la recta tangente a la grdfica de una funcion en un 
punto se denomina pendiente de la graiica en el punto. 



(*!,/(*,)) 



FIGURA 5 



^ EJEMPLO I Encuentre una ecuacion de la recta tangente a la 

parabola y - x 2 - 1 en el punto (2, 3). Dibuje la parabola y muestre un seg- 
mento de la recta tangente en (2, 3). 

Solution Primero se dalcula la pendiente de la recta tangente en (2, 3). 
Con/(jc) = x 2 - 1, se tiene de (1) 



m(2) = lim 



= lim 

Ax->0 



/(2 + Ajc) - /(2) 



= lim 

Ajc->0 



Ajc 




[(2 + Ajc) 2 - 1] - 


3 


Ajc 




4 + 4Ajc + (A*) 2 


- 4 


Ajc 




4Ajc+ (Ajc) 2 





= lim (4 + Ax) 

= 4 
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Asf, la recta tangente en (2, 3) tiene pendiente 4. De la forma punto-pendiente 
de la ecuaci6n de una recta, y - y\ = m(x - x x ), se obtiene 

y - 3 = 4(jc - 2) 
4x - y - 5 = 

La figura 6 presenta la parabola y un segmento de la recta tangente en 
(2,3). < 



2. 1 .2 Definition de recta normal a una qrafica 




La rtcttl &orm*l a una grSfica en un punto dado es la recta perpen- 
dkoitr a it recta tangente en cse punto. 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La recta normal a la graTica del 
ejemplo 1 en el punto (2, 3) es perpendicular a la recta tangente en ese punto. 
Como la pendiente de la recta tangente en (2, 3) es 4, entonces la pendiente de 
la recta normal en (2, 3) es - ± , y una ecuaci6n de esta recta normal es 

y - 3 = -I(*-2) 

4y - 12 = -x + 2 
x + 4y - 14 = 

La figura 7 muestra la par&bola y la recta normal en (2, 3). 4 



(a) Calcule la pendiente de la recta tangente a la 



► EJEMPLO 2 

graTica de 

fix) = jc 3 - 3x 

en el punto (jq, /(jq)). (b) Determine los puntos de la graTica donde la recta 
tangente es horizontal y utilice estos puntos para dibujar la graTica de/. 

Soluci6n 

(a) Al calcular /(jq) yf(x x + Ax) se obtiene 

f(x x ) = X! 3 - 3*] 
f(x v + Ax) = (*i + Ajc) 3 - 3(JC! + AJC) 



De(D 



m(x\) - lim 

1 Ajc-40 



f( Xl + Ax) -f(xQ 
Ax 

(x x + Ajc) 3 - 3(*i + Ajc) - (jc! 3 - 3jcQ 



= lim 

Ax-40 Ajc 



, xi 3 + 3jc t 2 Ajc + 3jc t (Ajc) 2 + (Ajc) 3 - 3jq - 3 Ajc - x x 3 + 3x x 



- lim 



Ajc 



lf 3jC] 2 Ajc + 3x x (Ax) 2 + (Ax) 3 - 3Ajc 
a*->o Ajc 

Como Ajc * 0, el numerador y el denominador pueden dividirse entre 
Ajc para obtener 



m(x x ) = lim [3jci 2 + 3*^ + (Ajc) 2 - 3] 
m(x x ) = 3x x 2 - 3 



(2) 
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f{x) = jc 3 - 3x 
FIGURA 8 



(b) La recta tangente es horizontal en los puntos donde la pendiente es cero. 
Considerando m(;q) = 0, se tiene 

3x { 2 -3 = 

x x = ±1 

Por tanto, la recta tangente es horizontal en los puntos (-1, 2) y (1, -2). 
Al local izar estos puntos y algunos otros se obtiene la graTica mostrada en la 
figura 8. ^ 

El tipo de limite en (1), empleado para definir la pendiente de una recta 
tangente, es uno de los mds importantes en Cdlculo. Este limite es de uso 
frecuente y recibe un nombre especffico. 



2.1.3 Definition de la derivada de una funcion 



La derivada de la funci6n/es aquetla funcion, denotada por/', tal 
que su valor en un ntimero x del dominio dc/esta* dado por 



J - U ij-»0 A* 

si este Hmite existe. 
Si jci es un ntimero particular del dominio de/, entonces 



(3) 






(4) 



si este lfmite existe. Observe que el dominio de /' es un subconjunto del 
dominio de/ 

Al comparar las f6rmulas (1) y (4), se observa que la pendiente de la 
recta tangente a la grdfica de la funci6n/en el punto (x\> f{x{)) es precisa- 
mente la derivada de/evaluada en X\. 



► EJEMPLO 3 

m = 4 



Determine la derivada de/si 



Solution Si x es un ntimero del dominio de/ entonces de (3) 

f(x) - hm ^ r-^ — ls - 2 

a*-»o Ax 



= lim X + A * x 

A*->0 Ax 

u 3x - 3{x + Ajc) 

= hm - - J -— ' 

a*->o Ax(x){x + Ax) 



= lim 



-3A* 



a*->o Ax(x)(x + Ajc) 



= lim 



»3 



&x->o x(x + Ax) 
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[-4.7, 4.7] por [-3.1, 3.1] 
fix) = ^ 

FIGURA 9 



Por tanto, la derivada de / es la funcion /' definida por f'(x) = 



J- ' 




El dominio de /' es el conjunto de todos los numeros reales excepto 0, el 
cual es el mismo que el dominio de /. ^ 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Para la funci6n / del ejemplo 
3 se puede aplicar f\x) a fin de obtener una ecuacion de la recta tangente a 
la grafica de/en un punto particular. Por ejemplo, en el punto (2, |) la pen- 
diente de la recta tangente es/'(2) = -|. Por tanto, una ecuacion de esta 
recta tangente es 

>- | =-f(*- 2) 
Ay - 6 = -3x + 6 
3x + 4y - 12 = 

La figura 9 muestra la graiica de/y su recta tangente trazadas en el rect&n- 
gulo de inspection de [-4.7, 4.7] por [- 3.1, 3.1]. 4 

Considere ahora la formula (4), la cual es 



f'^ " a*?o 



f( Xl + Ax) - f(x x ) 
Ax 



En esta formula considere 

x\ + Ax = x 
Entonces, 

"Ax -► 0" equivale a "x -> x{" 

De (4), (5) y (6) se obtiene la formula siguiente para/'(*i): 

*r* X ~ XI 



(5) 



(6) 



(7) 



si este lfmite existe. La formula (7) es una formula alternativa a la (4) para 
calcular/'(;q). 

T . , f(x\ + Ax) - f(xi) , A , f(x) - /(*() ,~ 
Los cocientes ^-! r-^ — £-^-±-' en (4) y ^—^ — ^^-^ en (7) re- 
Ax J x - Xi 

ciben el nombre de cocientes de diferencias estandar de la funcion / en el 
ntimerojt]. 1 ' 1 



w EJEMPLO 4 Para la funcion del ejemplo 3, calcule /'(2) apli- 
cando la formula (7). 



Solucion De la formula (7) 
/(*) - /(2) 



/'(2) = lim 



2 x - 2 
3 3 



= lim 



x 2 



Aj->2 X - 2 



= lim 



3(2 - x) 



Ax->2 2x(jc - 2) 
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= Mm ^ 

_3 
4 

lo cual concuerda con/ '(2) del ejcmplo ilustrativo 2. 4 

El uso del sfmbolo /' para la dcrivada de la funci6n / fue introducido 
por el matem&ico francos Joseph Louis Lagrange (1736-1813) en el 
siglo xvm. Esta notaci6n destaca que la funci6n/' se deriva (o proviene) de 
la funci<5n/y su valor en jc es /'(*)• 

Si (*, y) es un punto de la graTica de/, entonces v = /(jc), y y ' se uti- 
liza tambieu como una notaci6n para la derivada de/(jt). Con la funci6n/ 
definida por la ecuaci6n y = f(x) se considera que 



*p=7t* + Ai)-/« (8) 

donde Ay se denomina incremento de y y denota un cambio en el valor de 

la funci6n cuando x varfa en Ax. Al utilizar (8) y escribir -%- en lugar 
de /'(*)> la f6rmula (3) se transforma en 



dx 4*-*aAr 

El sfmbolo ~- fue empleado como notaci6n para la derivada por primera 

vez por el matem£tico aleman Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716). 
En el siglo xvn Leibniz y Sir Isaac Newton (1642-1727), trabajando 
de manera independiente, dieron a conocer casi simultaneamente la de- 
rivada. Leibniz probablemente pens6 en dx y dy como pequeftos cambios 
o variaciones de las variables x y v, y de la derivada de y con respecto a x 
como la raz6n de dy a dx cuando dy y dx son pequeftos. El concepto de 
lfmite, como se acepta actualmente, fue desconocido por Leibniz y 
Newton. 

En la notaci6n de Lagrange el valor de la derivada en x = jtj se in- 
dica porf'(xi). Con la notaci6n de Leibniz se escribirfa 






Se debe recordar que cuando ~ se utiliza como notaci6n para la de- 
rivada de una funcion, a dy y dx no se les ha dado significado indepen- 
diente hasta ahora en el texto, aunque posteriormente se definiran por 

separado. De modo que en esta ocasi6n -L es un sfmbolo para la derivada 
y no debe considerarse como una raz6n. De hecho, se puede considerar 
-T- como un operador (un sfmbolo para la operaci6n de calcular la de- 
rivada), y cuando se escribe ^, significa -r(y\ esto es, la derivada de v 
con respecto a jc. 
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► EJEMPL0 5 

y = V* 



Calcule -j- si 
dx 



SoluCIOn Se ha dado y = f(x) donde/(jc) = V* . 



dx a*->o Ajc 



= lim 

A*->'0 

= lim 

Ax->0 



fix + Ax) - /(jc) 
Ax 

V* + Ajc - Vjc 
Ajc 



A fin de evaluar este limite se racionaliza el numerador. 



jh ?<,< 



&L _ ij m (V* - A* - V*)(V* + Ax + VI) 



= lim 



Ajc(V* + Ajc + V* 
Ax 



A*->0 Ajc(Vjc + Ax + VJc) 

Al dividir el numerador y el denominador entre Ajc (ya que Ajc *= 0) se 
obtiene 



dy 


= 


lim 

Ax->0 




1 




dx 


Vjc 


+ Ajc 


+ VI 




= 


1 

ijx 












Otras dos notaciones para la derivada de una funcion /son 

>^ [/(*)] y D x [f(x)] 

Cada una de estas notaciones permite indicar la funcitfn original en la 
expresion para la derivada. Por ejemplo, se puede escribir el resultado del 
ejemplo 5 como 

-f (VI) = —7- ocomo D x (^) = —Lr 

dx 24x 2Vjc 

Por supuesto, si la funcion y las variables se denotan por otras letras 
diferentes de/, x y v, las notaciones para la derivada deben incluir esas letras. 
Por ejemplo, si la funcion g esta definida por la ecuacion s - g(t), entonces 
la derivada de g puede indicarse en cada una de las siguientes formas: 



™ i 



>0] 



D,[g(t)] 



EJERCICIOS2.1 



En losejercicios. I a 6, obtenga una ecuacidn de la recta tan- 
gente a la grdfica de la ecuacidn en el punto dado. Dibuje la 
grdfica' 'He la ecuacion y muestre un segmento de la recta 
tangente en el punto. 

1. > = 9 - x 2 ; (2, 5) 

2. > ="i 2 + 4;(-l, 5) 

3. > = 2x 2 + 4jc; (-2, 0) 



4. y = x 2 - 6x + 9; (3, 0) 

5. y = x 3 + 3; (I, 4) 

6. y = 1 - jc 3 ;(2, -7) 

En los ejercicios 7 a JO, (a) determine la pendiente de la recta 
tangente a la grdfica de la funci&t f £n el punto (x\,f(x\)). (b) 
Determine los puntos de la grdfica donde la recta tangente es 
horizontal y utilice estos puntos para dibujar la grdfica. 
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7. fix) = 3x 2 - 12x + 8 

8. f(x) = 7 - 6x - x 2 

9. fix) = jc 3 - 6x 2 - 9x - 2 

10. fix) = 2x 3 - 3jc 2 

En /o5 ejercicios 11 a 16, obtenga ecuaciones de la recta tan- 
gente y de recta normal a la grdfica de la ecuacion en el punto 
indicado. Trace en la graficadora la grdfica junto con las rec- 
tos tangente y normal en el mismo rectdngulo de inspeccion. 

11. v = 

12. y = 4^ Zr *~; (-5, 3) 

13. y = 2x - jc 3 ; (-2, 4) 

14. y = x 3 - 4jc; (0, 0) 



15. y = 



;<2,0 



16. y = - -j= ; (4, -4) 

17. Sea/(jc) - 3jc 2 - 7jc. (a) En la calculadora determine los 
valores del cociente de diferencias estandar 

/(2 + Ajc) - /(2) 
Ajc 

cuando Ajc es igual a 0.10, 0.09, 0.08, . . . , 0.01, y 
-0.10, -0.09, -0.08, . . . , -0.01. iA que - valor parece 
que se aproxima el cociente conforme Ajc tiende a 0? (b) 
Calcule/'(2) aplicando la f6rmula (4) y compare este 
ntimero con la respuesta del inciso (a), (c) En la calcu- 
ladora determine los valores del cociente de diferencias 
est&ndar 

fix) - /(2) 

jc - 2 

cuando jces igual a 2.10, 2.09, 2.08 2.01, y 1.90, 1.91, 

1.92, . . . , 1.99. i A que - valor parece que se aproxima el 
cociente conforme jc tiende a 2? (d) Calcule/'(2) aplicando 
la formula (7) y compare este ntimero con la respuesta 
del inciso (c). 

18. Haga el ejercicio 17 considerando ahora/(jc) = jc 3 . 

19. Resuelva el ejercicio 17 considerando ahora /(jc) • 



20. Haga el ejercicio 17 considerando ahora/(jc) 



V6" 

1 



En los ejercicios 21 a 30, determine f\x{) en dos formas: (a) 
aplique la formula (7); (b) aplique lafdrmula (4). 



21. fix) = 

22. fix) = 



jc - 2 

2 



;jcj = 6 



-1;jc, = 4 



23. fix) ~ senjc;jc, = 

24. fix) = cosjc;jcj = 

25. fix) = sen jc; jcj = I 

26. fix) = cosjc;jc, = I 

27. fix) = secjc;jc t = 

28. fix) = tanjc;jcj = 



29. fix) = cotJc;jC! = Iff 

30. fix) = esc jc; JC) = Iff 

En los ejercicios 31 a 36, determine f'(x) aplicando la for- 
mula (3). 

31. fix) = -4 32. fix) = 10 
33. fix) = 7jc + 3 34. /(jc) - 8 - 5jc 

35. fix) = 4 + 5jc - 2jc 2 

36. fix) = 3jc 2 - 2x + 1 

En los ejercicios 37 a 40, calcule la derivada indicada. 

d - - 38. ^(r 3 + t) 



37. -<8-, 3 ) 



dr 



39. 






40. 



*<H 



En los ejercicios 41 a 44, encuentre 



dy 



41. v = 3jc + -^ 



43. v = 



1 



ax' 

42. v = VI 

44. v = 



2jc - 5 



45. Obtenga una ecuacibn de la recta tangente a la curva 
v = 2jc 2 + 3 que sea paralela a la recta 8jc - y + 3 = 0. 

46. Determine una ecuaci6n de la recta tangente a la curva 
v = 3jc 2 - 4 que sea paralela a la recta 3jc + v = 4. 

47. Encuentre una ecuaci6n de la recta normal a la curva 
v = 2 - ^jc 2 que sea paralela a la recta jc - v = 0. 

48. Obtenga una ecuaci6n de cada recta normal a la curva 
v = jc 3 - 3jc que sea paralela a la recta 2x + I8v - 
9 = 0. 

49. Demuestre que no existe una recta que pase por el 
punto (1, 5) que sea tangente a la curva v = 4jc 2 . 

50. Demuestre que no existe una recta que pase por el pun- 
to (1, 2) que sea tangente a la curva v = 4 - jc 2 . 

51. Si g es continua en a y /(jc) = (jc - a) g(jc), determine 
f'ia). Sugerencia: utilice la f6rmula (7). 

52. Si g es continua en a y fix) = (jc 2 - a 2 ) #(jc), deter- 
mine f'ia)- Sugerencia: utilice la f6rmula (7). 



53. Si 



/"(jc) = lim 



f'jx + Ajc)- fix) 
Ajc 



calcule/"(jc) si/(jc) = ax 2 + bx. 

54. Emplee la formula del ejercicio 53 para determinar/"(jc) 

si/(jc) = ajx. 

55. Si f'ia) existe, demuestre que 



fix) = hm ^ \ . J v 

^->o 2Ajc 



Sugerencia: fa + Ax) - /(a - Ajc) 

= /(a + Ajc) - fa) + fa) - fa - Ax) 
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56. Sea /una funcion cuyo dominio es el conjunto de todos por [-3.1, 3.1]. Conforme aplique el aumento (zoom) de 
los numeros reales tal que f(a + b) = f(a) • f(b) para la graficadora en el punto (2, 1) describa lo que sucede. 
toda a y b. Ademds, suponga que /(0) - 1 y que /'(0) ^Por qu6 ocurre esto? 

existe. Demuestre que/'U) existe para toda x y que M Trace , a parabo , a y = ^ y su recta j^^ en el punt0 

f/ x \ _ f(Q\ . f( x \ (1. en e l rectangulo de inspection de [-1, 3.7] por 

[-1, 2.1]. Conforme aplique el aumento (zoom) de lagrafi- 

57. Trace la parabola y = ^x 2 y su recta tangente en el pun- cadora en el punto (1,1) describa lo que sucede. ^Por 
to (2, 1) en el rectangulo de inspeccibn de [-4.7, 4.7] qu^ ocurre esto? 



2.2 DIFERENCIABILIDAD Y CONTINUIDAD 

El proceso de calcular la derivada de una funcion se denomina diferen- 
ciacion; esto es, la diferenciacion es la operation median te la cual se ob- 
tiene la funcion/' a partir de la funcion/ 

Si una funcion tiene una derivada en jq, se dice que la funcion es 
diferenciable en jq. Una funcion es diferenciable en un intervalo abier- 
to si es diferenciable en cada numero del intervalo. Si una funcion es dife- 
renciable en cada numero de su dominio, entonces se dice que es una 
funcion diferenciable. 



[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 En el ejemplo 3 de la section 
2.1, /(x) = 3]x y f'(x) — -3/x 2 . Como el dominio de/es el conjunto de 
todos los mimeros reales excepto 0, y f\x) existe en cada numero real 
excepto en 0, entonces /es una funcion diferenciable. A 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Sea g la funci6n definida por 

g(x) = 4x~ . El dominio de g es [0, + oo). Del ejemplo 5 de la section 2.1, 

« w - -in 

Como g'(0) no existe, g no es diferenciable en 0. Sin embargo, g es dife- 
renciable en cualquier otro numero de su dominio. Por tan to, g es diferen- 
ciable en el intervalo abierto (0, +oo). ^ 

Se comienza la discusion acerca de diferenciabilidad y continuidad 
con el ejemplo siguiente. 

► EJEMPLO 1 s^~ ~~ 

f{x) = X 113 

(a) Muestre que / no es diferenciable en aunque es continua en 0. (b) 
Trace la grafica de/. 

Solution 

(a) Al aplicar la formula (7) de la section 2.1, se tiene, si el limite existe, 

A0 ) = lim fM ~ f n (0) 

J *->o x - 

= lim ^ - 



x->0 

1 



= lim 



"° * 2/3 
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H— 1 * 1 1 



[-6, 6] por [-4, 4] 
fix) = x lb 

FIGURA 1 



Pero este limite no existe. Por tanto,/no es diferenciable en 0. No obs- 
tante, /es continua en porque 

limf(x) = lim* 1 ' 3 
= 
= /(0) 

(b) La figura 1 muestra la grafica de / trazada en el rectangulo de inspec- 
tion de [-6, 6] por [-4, 4]. 4 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Para la funcion / del ejemplo 
1, como 

/(0 + Ax) - /(0) = lim (A*) 1/3 - 



lim = 



Ax 




^ 1 1 — *> x 



Ax^>0 Ax 

= lim l — 

A*->0 (A*) 2 ' 3 
= +00 

se concluye, por la definition 2.1.1 (ii), que x — es la recta tangente a la 
grafica de/en el origen. 4 

Del ejemplo 1 y del ejemplo ilustrativo 3, la funci6n definida por/(*) = 
x 1 ' 3 tiene las siguientes propiedades: 

1. /es continua en 0. 

2. /no es diferenciable en 0. 

3. La grafica de/tiene una recta tangente vertical en el punto donde x = 0. 

En el siguiente ejemplo ilustrativo se tiene otra funcion que es con- 
tinua pero no diferenciable en cero. La graTica de esta funci6n no tiene recta 
tangente en el punto donde x = 0. 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Sea/la funci6n valor absoluto 
definida por 

fix) = \x\ 

La grafica de esta funcion se muestra en la figura 2. De la formula (7) 
de la section 2.1, si el lfmite existe, 





lim 


fix) 


-/(0) 




X 


- 


= 


lim 


X 





= 


lim 


X 





Como | x | = x si x > y \x\ - -x si x < 0, se consideran los \i~ 
mites laterales en 0: 



lim HI = lim ^ 

jr->0 + X x^>0 + X 

= lim 1 

= 1 



11m Hi = lim -± 

jt->0" X jt->0- x 

= lim (-1) 

x-*0- 
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\x\ \x\ 

Debido a que lim - — l * lim - — L , se deduce que el limite bilateral 
I I *->()+ x *->o- x 

lim - — - no existe. Por tanto, /'(0) no existe, de modo que / no es diferen- 

renciable en 0. 

Dado que no se cumple la definici6n 2. 1 . 1 cuando x = 0, la grafica de 
la funci6n valor absoluto no tiene recta tangente en el origen. A 

Como las funciones del ejemplo ilustrativo 4 y del ejemplo 1 son 
continuas en un ntimero pero no son diferenciables en ese numero, se pue- 
de concluir que la continuidad de una funci6n en un numero no implica la 
diferenciabilidad de la misma en el punto en cuesti6n. Sin embargo, la di- 
ferenciabilidad implica continuidad, lo cual se establece en el teorema 
siguiente. 



. T Teorema 



Si una funcirin / ca ttiferenci&bte ea un numero x x , entotices / es 
ciMttifKiaenjt h 



Demostracibn Para demostrar que / es continua se debe probar que se 
cumplen las tres condiciones de la definici6n 1.8.1. Esto es, se debe 
probar que (i)/(xi ) existe, (ii) lim fix) existe y (iii) lim f{x) = f{x\ ). 

Por hip6tesis, /es diferenciable en jq. Por tanto, existe f'{x\). Debido 
a la f6rmula (7) de la seccidn 2.1 

/X*l> = lim /W-/fa) 

x-*x { X — X\ 

f(x { ) existe; en otro caso el limite anterior no tendrfa significado. Por tanto, 
se cumple la condicidn (i) en x\. Ahora considere 



lim [/«-/(*,)] = lim 

X-¥X l X-*X l 



(x _ „)./(*>-/(*.> 

x - X\ 



(1) 



Como 

lim (x - x x ) = y lim /( ^~{ Ul) = f\x{) 

x-*x\ x-*X\ X — X\ 

se aplica el teorema del limite de un producto (1.5.7) al miembro derecho de 
(1) y seobtiene 

lim [f{x) - /(*!)] = lim (jc - jci) • lim f{x) ~ /( * l} 

= 0-fXxi) 
= 

Por el teorema 1 .5. 14, este limite equivale a 

lim/W -/(»!) 

JC— * JC| 

De esta ecuaci6n se concluye que se cumplen las condiciones (ii) y (iii) para 
la continuidad de/en jc lt Por tanto, el teorema se ha demostrado. ■ 

Una funci6n / puede no ser diferenciable en un numero c por alguna 
de las siguientes razones: 
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/ no es diferenciable en c 
f es discontinua en c 

FIGURA3 



1. La funci6n / es discontinua en c. La graTica de la figura 3 es de este 
tipo. 

2. La funci6n / es continua en c, pero la grdfica de / tiene una recta tan- 
gente vertical en el punto donde x - c. La figura 4 muestra la grdfica 
de una funci6n que tiene esta propiedad. Esta situacion tambien ocurre 
en el ejemplo L 

3. La funci6n/es continua en c pero la grafica de/no tiene recta tangen- 
te en el punto donde x = c. La figura 5 muestra la grdfica de una 
funci6n que satisface esta condici6n. Observe un "cambio brusco" 
(o pico) en la grdfica en x = c. En el ejemplo ilustrativo 4 se tiene otra 
funci6n de este tipo. 

Antes de mostrar un ejemplo m£s de una funci6n continua pero no 
diferenciable en un numero, se presenta el concepto de derivada lateral. 



\r 



(cj(c)) 



f no es diferenciable en c 
f es continua en c 

FIGURA 4 



(cj(c)) 




f no es diferenciable en c 
f es continua en c 

FIGURA 5 



2,2,2 Definition de derivada lateral 



(i) Si la fimcion / esti definida en x tf entonces la derivada por la 
derecha de/en X\ , denotada por/' 4 (x\ ), esti definida por 

si existe el I (mite, 

(11) Si la funcion / esta" definida en jq, emonces la derivada por la 
(zquierda de/en x Xt denotada por/'_(.* 3 ), esta" definida per 



: ™' djt^u- Ax 

1 *-^r x - *, 
si existe el lfmite. 



A partir de esta definici6n y del teorema 1.6.3, se deduce que una fun- 
ci6n / definida en un intervalo abierto que contiene a x x es diferenciable en 
x\ si y s61o si f'+(xi) y /'-(*i) existen y son iguales, Por supuesto, 
/'(*i),/'+fa) yf'-(*\) son iguales. 



► EJEMPLO 2 

fix) = |1 -x 2 ] 



Sea/la funci6n definida por 



(a) Dibuje la grdfica de/. (b) Demuestre que/es continua en 1. 
(c) Determine si/es diferenciable en 1. 

Solution Por la definici6n de valor absolute, si x < -1 o x > 1, en- 
tonces f(x) = -(1 - Jt 2 ), y si -1 < x <, 1, entonces f(x) = 1 - x 2 . 
Por tanto, /puede definirse como sigue: 



fix) = 



x 2 - 1 


si x < -i 


1 - X 2 


si -1 < x < 1 


x 2 - 1 


si 1 < x 
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(a) La graTica de/se muestra en la figura 6. 

(b) Para demostrar que/es continua en 1 se verifican las tres condiciones 
para la continuidad. 




fix) = 1 1 - x 2 1 

FIGURA 6 



(0 /(D = 

(ii) lim /(*) = lim (1 - jc 2 ) 

x->\~ x->\~ 

= 
Asi, lim/(x) = 0. 

X— > 1 

(iii) lim/(x) =/(!) 



lim f(x) 



lim (x 

*->! + 



2 _ 



1) 



= 



Como se cumplen las condiciones (i)-(iii), entonces/es continua en 1. 

(c) /L(1) = lim /(*>-/<») r+w = lim /u)-/w 



lim 



= lim 



(1 - jc 2 ) - 

X - 1 

(1 - x)(\ + JC) 
JC - 1 



= lim(-(l + jc)] 

= -2 





*->! + 


JC - 1 






lim (jt2 " X) " 


- 




J->1 + 


JC - 1 






lim ( * 


- D(JC 


+ D 




.r->i + 


jc - 1 




= 


lim (jc + 1) 





= 2 



Debido a que/L(l) * /'+(!)» se concluye que/'(l) no existe, de modo 
que /no es diferenciable en 1 . ^ 



C(x) 




[lAx + 6 si 10 < x 
FIGURA 7 



La funci6n del ejemplo 2 tampoco es diferenciable en -1. En el ejerci- 
cio 32 se le pedira" que pruebe esto. 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo ilustrativo 2 de 
la section 1.8, se obtuvo el modelo matemdtico 



C(x) = 



2x 



si < jc < 10 



1.4jc + 6 si 10 < jc 



donde C(jc) d61ares es el costo total de jc libras de un producto. La grafica de 
C se presenta en la figura 7. En la secci6n 1.8 se mostro que C es continua 
en 10. Ahora se determinara" si C es diferenciable en 10. Puesto que C esta" 
definida a trozos, se calculardn las derivadas laterales en 10. 



C(jc) - C(10) 



Cl(10) = 


lim CW-CU0) 

*->io- jc - 10 


= 


lim 2x ~™ 

j:->10- JC - 10 


= 


lim «*-«» 

x-*10~ JC - 10 


= 


lim 2 

x->10- 





mil 

i-»10 + 


JC 


- 10 






lim 

jc-»10 + 


(1.4jc 


+ 6)- 


20 




JC 


- 10 




= 


lim 


1.4(jc 
jc - 


-10) 
10 




= 


lim 

jr->10 + 


1.4 







= 2 



1.4 



Como C_(10) # C + (10), entonces C no es diferenciable en 10. 
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► EJEMPL0 3 



fix) = 



1 

X 



Sea 

si < x < b 
%\ b <> x 



(a) Determine un valor de b tal que /sea continua en b. (b) Dibuje la gr&- 
fica de/con el valor de b determinado en el inciso (a), (c) ^Es dife- 
renciable/en el valor de £ determinado en el inciso (a)l 

Soluciin 

(a) La funci6n/ser£ continua en b si lfm f(x) = f(b) y lim f(x) = fib). 

x-*b~ x-*b + 



lim f(x) = lim i 

I 

b 



lim/(x) = lim (1 - \x) 

x-*b + x-*b + 4 



-l-i* 



/(£) = 1 - |£;portanto,/ser£ continua en £ si 




m 



{- si < x < 

I - I* si 2 * * 



FIGURA8 



*-■-*» 



4 = 4£ 
&2 - 46 + 4 = 
(6 - 2) 2 = 
fc = 2 



Asf 



fix) = 



1 - 



si < jc < 2 

si 2 £ jc 



y/es continua en 2. 

(b) La grdfica de/se presenta en la figura 8. 

(c) Para determinar si/es diferenciable en 2 se calcularAn/'_(2) y/'+(2). 



/-<2) = lim 

jc->2- 



/(£lzl(2) />+(2) . 



i 

= lim x 

X-¥l- 



x -2 

I 

2 



= lim 



x-2 

2 - x 



x ->2- 2x(x - 2) 
= lim ^i 



~ ~7 





lim 

jr->2 + 


/<*> 


-/(2) 




JC 


- 2 




lim 

*->2 + 


(1- 


l*)-T 




x-2 


= 


lim 

i-»2 + 


1 

7 " 
jc - 


2 




lim 


2- 


X 



/A2+ 4(jc - 2) 
= lim 4 

x->2 + 4 



= -"* 



Como/'_(2) = /' + (2), se concluye que/'(2) existe, y en consecuen- 
cia,/es diferenciable en 2. ^ 



W EJEAflPLO 4 En la planeaci6n de una cafeteria, se estim6 que 
la ganancia diaria es de $16 por lugar si se tienen de 40 a 80 lugares de capa- 
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cidad. Sin embargo, sj secuenta con>mas de 80 lugares, la ganancia diaria 
por cada lugar disminuira en $0.08 veces el numero de lugares que exceden 
a 80. (a) Encuentre un modelo matematico que exprese la ganancia diaria 
como una funcitfn del niimero de lugares de la cafeteria, (b) Demuestre que la 
funcion del inciso (a) es continua en su dominio. (c) Determine si la funcion 
del inciso (a) es diferenciable en 80. 

Solution 

(a) Sea x el numero de lugares para la capacidad de la cafeteria y P{x) 
dolares la ganancia diaria. P(x) se obtiene al multiplicar jc por el nii- 
mero de dolares de la ganancia por cada lugar. Cuando 40 < x < 80, 
la ganancia por lugar es $16, de modo que P(x) = 16jc. Cuando 
x > 80, el numero de dolares de la ganancia por cada lugar es 16 - 
0.08(jc - 80); de donde se obtiene P(x) = jc[16 - 0.08(jc - 80)]; esto 
es, P(x) = 22.40jc - 0.08jc 2 , Por tanto, 

P(x) = I l6x si 40 < x < 80 

[ 22.40jc - 0.08jc 2 si 80 < jc < 280 

El limite superior de 280 para x se obtiene al observar que 22A0x - 
0.08jc 2 = cuando x = 280; 22.40jc - 0.08jc 2 < cuando x > 280. 
Aunque, por definition, x es un niimero entero no negativo, para 
tener continuidad se considerara que x toma todos los valores reales 
del intervalo [40, 280]. 

(b) Como P(x) es un polinomio en [40, 80] y (80, 280], entonces P es con- 
tinua en esos intervalos. Para determinar la continuidad en 80 se 
calcularan los lfmites laterales en ese valor: 

lim P(x) = lim 16jc lim P(x) = lim (22.40jc - 0.08jc 2 ) 

*->80" jt->80~ *->80 + x->80 + 

= 1280 = 1280 

ComoP(80) = 1280 y lim P(x) - 1280, P es continua en 80. En con- 

* J jc — >80 

secueneia* P es continua en su dominio [40, 280]. 

(c) Para determinar si P es diferenciable en 80, se calcularan las derivadas 
laterales en 80. 

P U80 ) = «„, rw-ffo) P . +(80 ) = to p W - W» 

*->80~ r - SO +\ ' *->80 + X - 80 

Jim (22.40* - 0.08jc 2 ) - 1280 



x->$0~ 


jc - 80 


= lim 

*->80- 


16* - 1280 


x - 80 


= lim 

jc->80~ 


16(jc - 80) 
jc - 80 


= lim 

x->$Q- 


16 


= 16 





= lim 

x->80 + 

= lim 





x - 80 




-0.08(jc 2 


- 280jc 


+ 16 000) 




jc - 80 




-0.08(jc - 


- 80)(jc - 


200) 



x - 80 



= lim [-0.08(jc - 200] 

x->80 + 

= 9.60 
Como PL(%0) ^ P' + (80), entonces P no es diferenciable en 80. A 

En la seccidn 3.2, se Considerara btra vez la situation del ejemplo 4 y se 
determinara la capacidad necesaria para obtener la maxima ganancia diaria. 
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EJERCICIOS 2.2 



En los ejercicios 1 a 20, haga lo siguiente: (a) dibuje la grdfica 
de la funcion; (b) determine sifes continua enx\; (c) calcule 
f'-(x\) ?/'+(*]) si existen; (d) determine si f es diferenciable 
enx\. 

1. fix) =• 

2. fix) = 

3. f(x) = \x - 3 | x x = 3 

4. /(jc) = 1 + |x + 2 | Xi = -2 

-1 si jc < 



x + 2 


si x < -4 


[-x- 6 


si -4 < x 


3 - 2x 


si x < 2 


3x - 7 


si 2 < jc 



5. fix) = 



jc - 1 si < jc 



JC! = 



, -, x J jc si jc < 
6. fix) = \ 2 • n ^ 

\x £ si < jc 



7-fix) = \ x \ Six ^° 
I -x 2 si < x 



jcj = 



[ x 2 - 4 si jc < 2 



V*- 2 si 2 <; * 

Vl -jc si jc < 1 
(1 - x) 2 si 1 < x 

jc 2 si x < -1 

-1 - 2x si -1 < x 



8. /0c) 

9. /(jc) 

10. fix) 

11. /(x) 

12. fix) 



13. /(jc) = 3/T+T x, = -1 

14. /(jc) = (x - 2)~ 2 jc, = 2 



2x 2 



si x < 2 



8jc - 11 


- si 2 < jc 


x 2 - 9 


si x < 3 


6x - 18 


si 3 < jc 



15. /(jc) - 

16. fix) = 

17. /(jc) = 

18. f(x) = 

19. /(jc) - 

20. /(jc) - 



5 - 6jc 

-4 - x 2 



si x < 3 

si 3 < x 



-jc 2/3 si x < 



r 2/3 



si 0.< x 



x - 2 si x < 

x 2 si < x 

x 3 si x < 1 

x + 1 si 1 < jc 



3x 2 



si x < 2 
si 2 < x 



x 1 + 1 si x < -1 
1 - x 2 si -1 < x 



X! = 



x, = 1 



*1 



x, = 3 



= 



*i = 1 
Xl = 2 

x, = 1 



Los ejercicios 21 a 26 tratan acerca de la funcion continua f 
cuyo dominio es el conjunto de todos los numeros reales y cuya 
grdfica se muestra en la figura adjunta. Suponga que cada 
porcion de la grdfica que parece ser un segmento de la recta es 
un segmento de recta. En cada ejercicio haga lo siguiente: 
(a) definaf como una funcion a trozos. Encuentre (b)f '_{-[), 
<c)f\i-\), (d)f'_i0), (e)f + iO), (flf'M)y<8)f' + U). <h) lEn 
qui numeros f no es diferenciable? 

21. 

y 



22. 



23. 



24. 




y=l-x 





+ k> x 




-t 1— ► x 
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25. 




26. 



y = - X 



y y = (jc - 1) I/3 + 1 




En los ejercicios 27 a 30, dibuje la grdfica de alguna funcion 
continua f, cuyo dominio es el conjunto de todos los numeros 
reales, la cual satisfaga las condiciones indicadas. 



27. 



El contradominio de / es (-oo, + oo); / es diferenciable 
en todo numero excepto en y 3;/(-3) = -l;/(0) = 0; 
/(3) = l;/'_(0) = l;/' + (0) = 0; 



lim 

i->3 



/(*) - /(3) _ 



28. El contradominio de / es [0, + oo); / es diferenciable en 
todo numero excepto en -2, y 2; /(-2) = 0; /(0) = 3; 
/(2) = 0; /'.(-2) = -1 ; /* + (-2) = 1 ; /'_(2) = -1 ; 

/(0) 



/' + (2) = 1; lim. 



/(*)■ 



= + oo; 



lim 



/(*) ~ /(0) 



29. 



El contradominio de / es (-oo, + oo); / es diferencia- 
ble en todo numero excepto en -2, y 2; f(-2) - 3; 
/(-I) = 0; /(0) = 0; /(l) = 0; /(2) = -3; /'.(-2) = 1; 
/' + (-2) = -l;/'_(2) = -l;/' + (2) = 1; 



lim 



/(*)■ 



Jm =-oo; 



lim **> - *°> = 



30. El contradominio de/es (-oo, + oo);/es diferenciable en 
todo numero excepto en 0, y 4; /(-2) = 0; /(0) = -1; 

/(4) = l;/(5) - 0; /' + (0) = 2; /'_(4) = 1 ; 

lim /U)-X(O) ..oo- lim /U) - /(4) = _... 
j:->o- j: i->4 + jc - 4 



31. Para la fuga de petroleo del ejercicio 53 de la seccion 1.8, 
determine si la funcion r es diferenciable en 2. 

32. Demuestre que la funcion del ejemplo 2 es continua en 
-1 pero no es diferenciable en ese numero. 

33. Sea 

\x 2 - 

m = 6 

x 



si < x < b 
si b < x 



(a) Determine un valor de b tal que/ sea continua en b. (b) 
Dibuje la grafica de / con el valor de b determinado 
en el inciso (a), (c) ^Es diferenciable / en el valor de b 
determinado en el inciso (a)? 

34. Sea f(x) 



no existen. (b) Demuestre que lfm_/'(jc) 



sgn(x). (a) Demuestre que /'_(0) y /' + (0) 
= Oy 

lim f'(x) = 0. (c) Dibuje la grafica de/. 

35. Determine los valores de a y b tales que la funcion / sea 
diferenciable en 1 y despues dibuje la grafica de/si 



fix) = 



X" 

ax + b 



si jc < 1 

si 1 < x 



36. Determine los valores de a y b tales que la funcion / sea 
diferenciable en 2 y despues dibuje la grafica de/si 



fix) = 



ax + b 

2x 2 - 1 



si jc < 2 
si 2 < x- 



En los ejercicios 37 a 40 t obtenga una funcion como modelo 
matemdtico de la situacion particular. Aunque por definicion 
la variable independiente represente un numero entero no ne- 
gativo, considere que dicna variable representa un numero real 
no negativo a fin de tener los requerimientos necesarios de con- 
tinuidad. 

37. Una agenda de excursiones escolares puede transportar a 
250 estudiantes con un costo de $15 si no mas de 150 
estudiantes asisten a la excursion; sin embargo, el costo por 
alumno se reducira' en $0.05 por cada alumno que exceda 
a los 150 hasta que el costo sea de $10 por estudiante. (a) 
Obtenga un modelo matematico que exprese el ingreso en 
bruto como una funcion del numero de estudiantes que 
asistiran a la excursion, (b) Demuestre que la funci<5n del 
inciso (a) es continua en su dominio. (c) Determine si la 
funcion del inciso (a) es diferenciable en 150. 

38. Realice el ejercicio 37 considerando ahora que la reduc- 
cidn por cada estudiante que exceda a 150 es $0.07. 

39. Los naranjos que crecen en California producen 600 na- 
ranjas por afio si no se plantan mas de 20 £rboles por acre. 
Por cada naranjo adicional plantado por acre el rendi- 
miento por arbol decrece en 15 naranjas. (a) Encuentre un 
modelo matematico que exprese el numero de naranjas 
producidas por ario como una funcion del numero de na- 
ranjos plantados por acre, (b) Demuestre que la funcidn del 
inciso (a) es continua en su dominio. (c) Determine si la 
funcidn del inciso (a) es diferenciable en 20. 
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40. Un club privado cobra una cuota de membresia anual 
de $100 por miembro, menos $0.50 por cada miembro 
que exceda a 600 y m£s $0.50 por cada miembro que falte 
para completar 600. (a) Encuentre un modelo matem&tico 
que exprese el ingreso por las cuotas anuales como una 
funcion del numero de sus miembros. (b) Demuestre que 
la funci6n del inciso (a) es continua en su dominio. (c) De- 
termine si la funcion del inciso (a) es diferenciable en 600. 

41. En el ejemplo ilustrativo 4 se mostr6 que la funcion valor 
absoluto no es diferenciable en 0. Demuestre que 

D,(|jc|) = Hi sijc * 

Sugerencia: considere | x \ = 

42. Dada/(jc) = [[jc]], determine /'(jc,) si jcj no es un numero 
entero. Demuestre que/'(*i) no existe si jcj es un nume- 
ro entero. Si jc x es un numero entero, <,que se puede decir 
acerca de/ F _(*i) y de/' + (jC|)? 

43. Sea/(jc) = (jc - 1)I[jc]]. Trace la grafica de/para x en 
[0, 2]. Calcule, si existen: (a) /'_(!), (b)/' + (l)» (c)/'(l). 

44. Sea/(jc) - (5 - x) Q> fl. Trace la grdfica de/para x en 
[4, 61. Calcule, si existen, (a)/'_(5), (b)/' + (5), (c)/'(5). 



45. Pada/(jc> - (x>- a) [[*]], donde a es un numero entero, 
muestre que/'_(a) + 1 = /' + ( fl )- 

46. Sea/ la funci6n definida por 



g(x) - g{a) 
f{x) = J x-a 

g\a) 



si jc * a 
si x - a 



Demuestre que si£'(a) existe, entonces/es continua en a. 

47. (a) Sean /(jc) = | jc | y g(x) = -\x\. Encuentre una 
formula para (f + g)(x) y demuestre que / + g es di- 
ferenciable en 0. Utilice las funciones / y g como ejem- 
plos para explicar por que" es posible que la suma de dos 
funciones es diferenciable en un numero aunque ninguna 
sea diferenciable en el numero en cuesti6n. (b) Sean 
F(x) = jc" 1 y G(jc) = -jc" 1 . Encuentre una f6rmula para 
(F + G)(x). i,Es diferenciable F + G en 0? <?Pueden 
emplearse las funciones F y G en lugar de / y g como 
ejemplos para la explicacion del inciso (a)? Explique su 
respuesta. 
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La derivada numerica es importante debido a que su grafica puede trazarce 
en una graficadora. Ademds, la derivada num6rica puede emplearse para 
obtener una aproximacion de la derivada de una funcion en un numero 
particular siempre que la derivada exista. 

Para desarrollar el cfoncepto de derivada numerica, recuerde que f'(a), 
la derivada de la funcion / evaluada en el numero a, esta definida como el 
limite del cociente de diferencias estdndar 



m= a,, f«> + A*)-fW 



Ax 



(1) 



si este limite existe. E&jel ejercicio 55 de la section 2.1 se le pidi6 que 
demostrara que si f\a) existe, entonces 



Um f(a + Ax)-f(a-Ax) 

J v AJC~»0 2Ajc 



(2) 



(a + Ax) 



?{a - Ax) 




V x 



FIGURA1 



Si no realizo este ejercicio cuando estudid la secci6n 2.1, regrese y h&galo 
ahora. El cocieqte * 



fja + Ax) - f(a - Ax) 
lAx 



(3) 



que aparece en (2) se denomina cociente de diferencias simetricas de la 

funci6n / en el numero a. El tdrmino simetricas es apropiado porque el co- 
ciente es la pendiente de la recta secante que pasa por los puntos 
{a - Ajc, /(a - Ajc)) y (a + Ax,f(a + Ax)). Consulte lafigura 1. Al valor 
elegido de Ajc se le llama tolerancia. 
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► EJEMPLO I Sea 

fix) = V^ 

(a) Utilice el resultado del ejemplo 5 de la secci6n 2.1 para calcular el va- 
lor exacto de /'(4). Obtenga una aproximacidn de /'(4) empleando el 
eociente de diferencias sim&ricas de / en 4 con cada una de las tole- 
rancias siguientes: (b) 0.1; (c) 0.01 y (d) 0.001. 

Sokicibn 

(a) Del ejemplo 5 de la seccidn 2. 1 

Asf,/'(4) = 0.25. 

(b)-(d) De (3), el eociente de diferencias simdtricas de/en 4 es 

V4 + Ajc - V4 - Ax 
2Ajc 

Ahora se evaluard el eociente con la tolerancia Ax indicada. 

(b) A* = 0.1 

V4 * °'2(0.1]f 4 _i i = "0.2500195366 

(c) Ax = 0.01 

V^rw^v^rog r , , 2500001953 

(d) Ax = 0.001 



J±±^^ZM L = 0.2500000019 4 

Observe en el ejemplo 1 que el eociente de diferencias simftricas de/en 
4 proporciona una buena aproximacion de /'(4), y la menor tolerancia da la 
mejor aproximacion. Si para una tolerancia espeeffica se compara la aproxima- 
cion de/'(a) determinada mediante el eociente de diferencias sinWtricas con la 
obtenida por medio del eociente de diferencias estdndar (I), se observarf que 
el eociente de diferencias simetoicas proporciona una mejor aproximacion. En 
los ejercicios 1 a 4 se le pedird que realice algunas de estas comparaciones. 

Se utilizarf el eociente de diferencias sim&ricas para calcular la deri- 
vada num&rica de una funcion en un ntimero, exactamente como lo hacen 
algunas graficadoras con la eleccitfn de la tolerancia del usuario. Por tanto, 
se presenta la siguiente definicitfn formal: 



2.3.1 Definition de deri vada numerica 



i U tkrivada mnmtskm de U fimcion/gtt c\ nflmero a. denmada por 
NDEJK/W, a\ est* df&njda por 

dande U elccctdfl de Ax depende dc la aproximmrioii deseada de 



120 CAPITULO* WRIVADA f DIFERENCIAC16N 



En este texto, se calculara" NDER(/(;t), a) con una tolerancia de 0.001; 
esto es, 

NDER^), a) = /<« * <"»' W(« ~ 0001 > (4) 

Observe en el enunciado del ejercicio 55 de la secci6n 2.1 que 
NDER(/(;t), a) proporciona una aproximaci6n para f'(a) s61o si f'{a) exis- 
te; es decir, 

JTOERC/CO, a) * f(a) si f(a) exisie (5) 

Con suite el manual del usuario acerca de c6mo obtener la derivada numeri- 
ca en su graficadora particular. Si su calculadora no tiene esta funci6n, usted 
puede emplear un programa o el cociente de diferencias sim6tricas de (4). 



► EJEMPLO 2 Sea 

/(*) = \ 

(a) Aproxime /'(5) con cinco cifras decimales calculando NDER(/C*), 5) 
en la graficadora. (b) Confirme analfticamente la respuesta del inciso 
(a) calculando /'(5) a partir del resultado del ejemplo 3 de la secci6n 2.1. 

Solution 

(a) En la graficadora se tiene 



>(i. 5 ) - -0 



NDERj^,5l = -0.1200000048 

Por tanto, con cinco cifras decimates, /'(5) «* -0.12000. 
(b) Del ejemplo 3 de la secci6n 2.1, 

m = -4 

Asf,/'(5) = -0.12, lo cual es acorde con la respuesta del inciso (a). A 

La notaci6n NDER(/(x), x) denota la derivada numenca de la funci<Sn 
/en x\ esto es, 

mmif{x),x)= ft* **#-&-**) 

Tanto para las funciones lineales como para las cuadrdticas 
NDER(f(x),x) es exactamente /'(*). Se le pidara" que demuestre esto en los 
ejecicios 21 y 22. 

En la graficadora puede trazarse la grdfica de NDER(/(;t), x). Com- 
prendera" la importancia de esta caracterfstica de la graficadora conforme 
avance en el texto. 



r EJEMPLO 3 La funcidn del ejemplo 3 de la secci6n 2.1 esta* 
definida por 

fix) = 1 
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[-6, 6] por [-7, i] 
/'to = -4- y NDER(2,jc) 



FIGURA 2 



Utilice la gr£fica de NDER(/(jc), jc) para apoyar el valor de/'(*) calcu- 
lado en la secci6n 2.1. 

Solution La figura 2 muestra el resultado de trazar las graTicas de 
NDERI — , jc I y de la funci6n/' definida por 

en el rect£ngulo de inspecci6n de [-6, 6] por [-7, 1]. El hecho de que las 
dos graTicas aparecen id^nticas apoya el valor de /'(*)• A 

De (5), NDER(/(jc), a) « f\a) si f\a) existe. La condici6n de que 
f\a) debe existir a fin de que NDER(/(jc), a) proporcione una aproximaci6n 
de/'(a) es indispensable, como se mostrara* en el siguiente ejemplo. 



W EJEMPLO 4 El ejercicio 55 de la secci6n 2.1 establece que si 

f\a) existe, entonces 



f'(a) = Urn 



f(a + Ajc) - f{a - Ax) 
2Ax 



Demuestre, empleando la funcion valor absoluto, que es posible que 
exista el lfmite de la ecuacion anterior aunque/'(a) no exista. 

Solution Con/(jc) = | x | y a = 0, se tiene 

Um f{a + Ax) - f(a - Ax) = |0 + A*|-|0- Aj| 

= lim M-l-^l 

A*->0 2AX 

= lim 

- 

Asi, el Kmite existe y es igual a 0. Sin embargo, se sabe, del ejemplo ilus- 
trativo 4 de la secci6n 2.2, que la derivada de la funci6n valor absoluto no 
existe en cero. A 



(-Ax, 




Si se calcula NDER( | x | , 0) en la graficadora, se obtendra* 0. Este 
resultado es consistente con lo aprendido en el ejemplo 4, pero, por supuesto, 
esto no proporciona la derivada de la funci6n valor absoluto en 0. La figura 3 
tambien apoya el resultado del ejemplo 4. Esta figura es el caso especial de 
la figura 1, donde/(jc) = | jc | . El cociente de diferencias sim&ricas es la 
pendiente de la recta secante que pasa por los puntos (-Ajc, | —Ajc | ) y 
(Ajc, I Ajc I ), la cual es para cualquier elecci6n de Ajc. 

La discusi6n del parrafo anterior debe convencerlo de ser muy cuida- 
doso cuando emplee el valor de la derivada num^rica de la funci6n fen a 
para aproximar el valor def(a). Los dos valores son aproximadamente igua- 
les tinicamente si /'(a) existe. Vea los ejercicios 27 a 29 para atros ejemplos 
que muestran este hecho. 
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EJERCICIOS 2.3 



En los ejercicios J a 4, haga lo siguiente: (a) en la calculadora, 
obtenga los valores del cociente de diferencias simitricas 

/(2 + Ajc) - / ( 2 - Ajc) ... ., . . mjt . 
Y** y elabore una tablapara la funcidn f 

dada cuando Ajc es igual a 0.10, 0.09, 0.08, . . ., 0.01 y -0.10, 
0.09, -0.08, . . . , -0.01. iA qui valor parece que se aproxima 
el cociente de diferencias simitricas conforme Ajc tiende aO? 
(b) En la graficadora, determine NDER(/(jc), 2) y compare 
este numero con la respuesta del inciso (a) y el valor exacto de 
f\2) calculado en el inciso (b) del ejercicio indicado de la 
seccidn 2.1. (c) Compare los valores calculados en el inciso 
(a) de este ejercicio con los valores correspondientes tabu- 
lados en el inciso (a) del ejercicio indicado de la seccidn 2.1, 
donde se utilize el cociente de diferencias estdndar. iQui ta- 
bla de valores proporciona la mejor aproximacidn af'(2)? 

1. f(x) = 3jc 2 - lx\ ejercicio 17. 

2. /(jt) = jr 3 ; ejercicio 18. 



3. fix) = V6~ 



4. fix) 



1 



4 - jc 



x ; ejercicio 19. 
; ejercicio 20. 



En los ejercicios 5 a 8, utilice la grdfica de la derivada nu- 
mirica en x trazada en la groficadora para apqyar el valor 
de la derivada determinada en el ejercicio indicado de la 
seccidn 2.1. 

5. (a) Ejercicio 33 (b) Ejercicio 35 (c) Ejercicio 37 

6. (a) Ejercicio 34 (b) Ejercicio 36 (c) Ejercicio 38 

7. (a) Ejercicio 39 (b) Ejercicio 41 (c) Ejercicio 43 

8. (a) Ejercicio 40 (b) Ejercicio 42 (c) Ejercicio 44 

En los ejercicios 9 a 20, haga lo siguiente: (a) utilice la deriva- 
da numirica de la funcidn fen el numero x x , calculadada en la 
groficadora, para determiner la pendiente de la recta tangen- 
te a la grdfica de f en el punto donde x = *,; (b) encuentre 
una ecuacidn de la recta tangente a la grdfica defen el punto 
(*l» f(x\)); (c) trace la grdfica de f y la recta tangente en el 
mismo rectangulo de inspeccidn. 

9. fix) * (jc - l) 2 ; jc, - 2 

10. fix) = 2 + 2x - jc 2 ;jc, = -1 

11.. fix) » x 2 - 2x - 4; xj = 3 

11 fix) = (2-jt) 2 + 5;jc, = 4 

13. fix) s V* 2 - 16;*, = -5 

14. fix) « V25-* 2 ;*, = 3 



15. /(*) = 4-^T 
x 2 + 4 

_ 3-* 2 



;*i = 



1*. fix) 



T'*i 



1 + x 1 

17. fix) = jc senjr,x, = 1 

18. /(jc) » jc 2 cosjc;jc, = 2 



19. fix) = sen(cosjc);jc, = 2 

20. fix) = tan(sen jc); jc, = 3 

21. ' Demuestre que si / es una funcidn lineal, entonces 
NDER(/(jc), jc) es exactamente/'(jc). 

22. Demuestre que si / es una funcidn cuadrauca, entonces 
NDER(/(jc), jc) es exactamente/'(jc). 

23. Sea /(jc) = jc 2 + 2. (a) Trace las graficas de / y de 
NDER(/(jc), jc) en el mismo rectangulo de inspeccidn. 
tPara que' valores de jr se dene que (b) NDER(/(jcX jc) > 0, 
y (c) NDER(/(jc), x) < 07 <,Para que* valores de jc parece 
que (d) fix) crece conforme x crece, y (e) fix) decre- 
ce conforme jc crece? (f) Compare las respuestas de los 
incisos (b) y (d) y de los incisos (c) y (e). 

24. Realice el ejercicio 23 considerando ahora que 

/(*) - -T- 
x* 

25. Haga el ejercicio 23 considerando ahora que 

fix) = V4 - x 2 . 

26. Efectue el ejercicio 23 considerando ahora que 

fix) = V* 2 -4. 

27. Sea fix) = jc 1 ' 3 . En el ejemplo 1 de la seccidn 2.2, se 
mostro que /'(0) no existe. (a) Calcule NDER(/(jt), 0) 
mediante la ecuacidn (4). (b) Apoye la respuesta del 
inciso (a) determinando NDER(/(x), 0) en la graficadora. 
(c) Explique por que" existe NDER(/(x), 0) para esta 
funcidn aunque no existe /'(0). (d) Trace la graTica de 
NDER(/(x), jc). iQa6 es lo que observa cuando jt = 0? 
(e) £Es consistente la respuesta del inciso (d) con lo 
aprendido en el ejemplo 1 de la seccidn 2.2? Explique 
su respuesta. 

28. Sea/(jc) = jc 1/5 . (a) Utilice la formula (7) de la seccidn 
2.1 para mostrar que /'(0) no existe. (b) Calcule 
NDER(/(jc), 0) mediante la ecuacidn (4). (c) Apoye la res* 
puesta del inciso (b) determinando NDER(/(x), 0) en la 
graficadora. (d) Explique por que* existe NDER(/(jc), 0) 
para esta funcidn aunque no existe /'(0). (e) Trace la gra- 
flca de NDER(/(jt),jc). ^Que" es lo que observa cuando 
jc - 0? (f) £Es consistente la respuesta del inciso (e) con 
la respuesta del inciso (a)? Explique su respuesta. 

29. Siga las instrucciones del ejercicio 28 para/(x) = jc 2 ' 3 . 

30. Compare los calculos de /TO) de los ejercicios 27 y 29. 
Despuls compare el valor de NDER(/(x), 0) calculado en 
el inciso (a) del ejercicio 27 con el valor de NDER(/(jc), 0) 
calculado en el inciso (b) del ejercicio 29. Explique por qu£ 
se obtiene una conclusion semejante para /'(0) en las dos 
funciones penTresultados completamente diferentes para 
NDER</(jc),0). 
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TEOREMAS SOBRE DIFERENCIACION DE FUNCIONES 
ALGEBRAICAS Y DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR 

Debido a que el proceso del calculo de la derivada de una funcion a partir 
i , de la definition 2.1.3 es muy largo, se estudiaran ahora algunos teoremas 

que permitiran determinar las derivadas con mayor facilidad. Estos teore- 
mas se demostraran a partir de la definici6n 2.1.3. En el enuneiado de los 
teoremas se emplea la notation de Lagrange para la derivada, y la conclu- 
si6n se expresa con la notaci6n D x (f(x)) y en palabras. 



lii j \<*ir_J***- 



u^m 



-5 



I I 



O 

fix) = 5 
FIGURA1 



2.4.1 Teorema Regla de diferenetacion de una 
constants 



Sices una constantly si f{x) = c, entonces 
f\x) = 

Demosfrracion 

sr, \ u f( X + & X ) ~~ f( X ) 

f(x) = lim ^ H J - LJ - 

Ajc->0 Ajc 



= lim 



c - c 



&x->o Ax 
= lim 

Ax-»0 

= 
La derivada de una constante es cero. 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 



Si f(x) = 5, entonces por el 



teorema 2.4. 1 



fix) = 

v , Este resultado es apoyado por la graTica de/(x) = 5 de la figura 1. Como 

5 la grdfica es una recta paralela al eje x, entonces la pendientede la grafica 

sera" en cualquier parte. ^ 



2.4.2 Teorema Regla de diferenciacion de potencies 
(para potencies con exponentes enteros posit! vos) 



Si n es un numero entero positivo y si/(jt) = x n , entonces 



Demosfrracion 



f(x) = lim 

J Ajt-»0 



- lim 

Ajc-»0 



fix + Ajc) - f(x) 
Ax 

(x + Ax) n - x n 
Ax 
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f'(x) = lim 

J Ax->0 



Al aplicar el teorema del binomio a (x + Ax) n se tiene 
\x n + nx n ' l Ax + " (w ~ !) jc n ~ 2 (A^) 2 + . . . + nx(Ax) n ~ l + (Ax) n 



= lim 



Ajc 

^n-l Ajc + w(n ~ B ^- 2 (A^) 2 + . . . + nj(A^- ] + (Ax) n 
A* 
Si se divide el numerador y el denominador entre Ajc se obtiene 



/'to = lim 

Ajc->0 



r „-l + »(« 1) x n-2 Ax + < + fW ( Ajc )n-2 + (Ajc)"" 1 



Cada termino excepto el primero tienen un factor Ax; por tanto, todos los 
terminos excepto el primero tienden a cero conforme Ajc se aproxima a 0. Asi, 

fix) = nx"- 1 . 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si/(jc) = jc 8 ,entonces 

/'to = 8jc 7 . < 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Sea/la funcion identidad; esto 
es, /(jc) = jc. Por el teorema 2.4.2 

/'to = 1 - jc° 

Observe que si jc = 0, jc° se transforma en 0° lo cual no esta definido, pero 
si jc * 0, jc° = 1, de modo que 

/'to =1 si jc * 

Para calcular/'(0) para la funcion identidad, se aplica la formula (7) de 
la secci6n 2. 1 : 



f /f\\ 


lim fM ~ 


/(0) 


KV) - 


x-*0 X ~ 





= 


Km * ~ ° 

i-*0 JC 




= 


liml 

*->0 





= 1 



Por tanto, para toda jc, D x (x) = 1 . 



2.4.3 Teorema Regla de diferenciacion para el 
producfo de una funcion por una const ante 



Si/es una funcion. c es una constant? y g es la funci6n definida por 

g(jc) = cfW 
y si/' existe, entonces 

gXx) = cf(x) 
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Demostracion 




g\x) = 


lim 8{ 

A*->0 


x + Ax)- g(x) 
Ax 


= 


lim C ^ X + Ax ^ " C ^ W 

A*->0 Ax 


= 


lim c • 

A*->0 


\f{x + Ax) - /(x)l 
L Ax J 


= 


c • lim 

A*->C 


/(x + Ax) - f{x) 
Ax 


= 


c/'W 




D x [c- 


/«] = 


c • DJ(x) 



La derivada de la multiplication de una funcidn por una constante es 
igual a la derivada de la funcidn multiplicada por la constante. 

Al combinar los teoremas 2.4.2 y 2.4.3, se obtiene el resultado siguiente: 
Si f(x) — cx n , donde n es un numero entero positivo y c es una constante, 
entonces 

f\x) = cnx n ~ x 
D£cx n ) = cnx H ~ ] 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Si/00 = 5x\ entonces 



f(x) = 5 . 7x 6 
- 35x 6 



2.4.4 Teorema Regla de diferenciaeion para la suma 



Si / y g son fund ones y si h es la funcidn definida por 
y si/^Jt) y g \x) existen. entonces 






Demostracion 



/T(x) = lim 

A*->0 



= lim 

Ajt->0 



ft(x + Ax)- hjx) 
Ax 

[/(x + Ax) + gjx + Ax)] - [f(x) + gjx)] 
Ax 



= ii m \ fix + Ax) ~ /U) + * (jc + A *> "*<*> ' 

Ajr^o[ AX AX 

= hm fjx + Ax) - fjx) + [im gjx + Ax)- g(x) 



a*->o Ax 

= f\x) + gXx) 



Ax 



126 CAPJTULQ2 DERJVADA Y Dtf ERENCIAC|6n 



La derivada de la suma de dos funciones es igual a la suma de sus deri- 
vadas si estas derivadas existen. 

El resultado del teorema anterior puede extenderse a cualquier numero 
finito de funciones mediante inducci6n matematica. Este hecho se establece 
en el siguiente teorema. 



2,4.5 Teorema 



La derivada de fa suma de un numero finito de funciones es igual a la 
suma de sus derivadas si estas derivadas existen. 

De los teoremas anteriores, se tiene que la derivada de cualquier funci6n 
polinominal puede calcularse facilmente. 



► EJEMPLO I Determine/'^) si 

f( x ) = 7x 4 - 2x 3 + Sx + 5 

Solution 

f\x) = D x (lx 4 - 2x 3 + 8* + 5) 

= D x (lx 4 ) + D x (-2x 3 ) + D^Sx) + D x (5) 

= 2Sx 3 - 6x 2 + 8 4 

La derivada del producto de dos funciones no es lo que usted espera; esto 
es, no es el producto de las derivadas, como se mostrara' en el ejemplo ilus- 
trativo siguiente. 



EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

h(x) = (2x 3 - 4x 2 )(3;c 5 + x 2 ) 



Sea 



Se puede calcular la derivada h'(x) con los teoremas anteriores si se desa- 
rrolla el miembro derecho y se diferencia el polinomio resultante como sigue: 

h(x) = 6x* - 12x 7 + 2x 5 - 4x 4 
h'(x) = 48;c 7 - 8$j*.+ 10* 4 - 16JC 3 

Ahora corisidere 



f(x) = 2x 3 - 4x 2 de rhodo que 
gfyc) = 3x 5 + x 2 demodoque 



f\x) = 6x 2 - Sx 
g'(x) = \5x 4 + 2x 



Observe que h{x) = f{x) • g(x) pero h\x) * f\x) • g\x). 



2*4*6 Teorema Regla de d i re re n da c ion para el producto 



Si/y g son funciones y h es la funcidn definida por 
y sif%x) y g '(x) existeo, entonces 
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DwtiostixKion 

= |(m h{x + *x)-h(x) 

Aj-+0 Ax 

lfm fix + Ax) ■ g(x + Ax) - fix) • gjx) 

AJT-+0 Ax 

A continuaci6n se realizara* un poco de manipulacidn h£bil que condu- 
cira* a los lfmites que definen/'(x) y g'ix). Al restar y sumar/(x + Ax) * gix) 
en el numerador se obtiene 

h'(x) = lfm /(* + A *> ' Six + Ax) - fix + Ax) • gjx) + fix + Ax) ■ gjx) - /(x) • gjx) 
a*-+o Ax 

= Hm /(* + A*) • lim g{X + *? ~ gM + lfm g(x) • Mm /( * * **> " /W 

Ajr-+0 Ajc-+0 Ax Aj-+0 Ax-+0 AX 

Como/es diferenciable enx, por el teorema 2.2.1,/es continua en x; 
por tanto, Km fix + Ax) = /(jc). Tambten lim gix) = gix), 

Ax-+0 Ajr-+0 

Mm «* * **) - *(*) = } |lm /<* + Ax) - /(or) = 

Ax-+0 Ax ° ' a*->o Ax J 

por lo que se obtiene 

h\x) = /(x)*'C*) + gix)f\x) a 

D x lfix)gix)] = fix) • D^(x) + *(*) . ZVC*) 

La derivada del producto de dosfunciones es igual a la primerafimci&n 
por la derivada de la segunda mds la segunda funcidn por la derivada de la 
primera si estas derivadas existen. 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Se apiica la regla del producto 
para calcular h\x) para la funcidn h del ejemplo ilustrativo 5: 

hix) = (2X 3 - 4x 2 )i3x 5 + x 2 ) 

De la regla del producto, 

h\x) = (2jc 3 - 4x 2 )(15x 4 + 2x) + (3x 5 + x2)(6x 2 - 8x) 

= (3Qx 7 - 60* 6 + 4x 4 - 8x 3 ) + (18x 7 - 24x 6 + 6x 4 - Sx 3 ) 
= 48x 7 - 84x 6 + 10x 4 - 16x 3 

Lo cual es acorde con lo obtenido para h\x) en el ejemplo ilustra- 
tivo 5. 4 

No dude en concluir que el calculo de h\x) en el ejemplo ilustrativo 5 
fue mds simple que en el c&lculo del ejemplo ilustrativo 6. Pero recuerde que 
hix) en estos ejemplos es un polinomio. Se aplicara* la regla del producto a 
muchas otras funciones diferentes de los polinomios. 
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Puesto que la derivada del producto de dos funciones no es el producto 
de sus derivadas, la derivada del cociente de dos funciones no es el cocien- 
te de sus derivadas, como se vera en el siguiente teorema. 



2,4.7 Teorema Reg I a de diferenciacion para el cociente 



Si/y g son funciones y ft es la funcion definida por 

h(x) = £&, donde g(x) * 
y si/W y g\x) exi'sien, emonces 

hix) HCT 



Demostracion 



h\x) = lim 

Ax->0 



= lim 

A*->0 



h(x + Ax) - 


■h(x) 


Ax 

f(x + Ax) 


fix) 


gix + Ax) 


gix) 



lim 

Ajt->0 



A* 

f{x + Ax) • gjx) - fjx) • g(x + Ax) 
Ax ■ gix) • gix + Ax) 



Como se hizo en la demostraci6n de la regla del producto, se efectuarS 
otra h^bil manipulacidn. En esta ocasi6n se resta y suma/(x) * g(x) en el nu- 
merador para obtener 



h'(x) = lim 

Ax^O 



f{x + Ax) ■ gjx) - f{x) ; gjx) - f(x) • gjx + Ax) + f{x) ■ gjx) 
Ax * gix) - g(x +Ax) 



[ g u)- /u+ ir /w ]-[/u> 



= lim 

A*->0 



= Km gix) ■ lim 

Aj-*0 A;t-»0 



g(x + Ax) - gjx) 
Ax 



Ax ■ gix) • gix +Ax) 
f(x + Ax- f{x) 



Ax 



lim fix) • lim 

Aj-»0 Ax-»0 



gjx + Ax) - g(x) 
Ax 



lim g{x) * lim gix + Ax) 

A*-*0 Ax-*0 



Como g es diferenciable en jc, entonces g es continua en x; de modo que se tie- 

ne lim gix + Ax) = g(*).Tambien lim g(x) = gix)y lim fix) -fix). 

Ax-*0 Ajc-*0 Ax-*0 

Con estos resultados y las definiciones de/'Oc) y g\x) se obtiene 



hXx) = 



Six) - fix) - /(jc) ■ g'jx) 
gix) • gix) 

gjx)f\x) - f(x)g'(x) 
IgixW 
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La derivada del cociente de dos funciones es igual a la fraction que tie- 
ne como denominador el cuadrado del denominador original, y como su 
numerador tiene al denominador original por la derivada del numerador 
menos el numerador por la derivada del denominador original si estas 
derivadas existen. 



► EJEMPLO 2 



°<m) 



Determine 



Solucion 

D ( 2X* + 4 \ = (jc 2 +1)(6jc 2 )-(2:c 3 + 4)(2:c) 
*\x 2 + 1 ) (x 2 + l) 2 



6x 4 + 6x 2 - 4jc 4 - 8jc 
(jc 2 + I) 2 

2x 4 + 6x 2 - 8jc) 

(* 2 + l) 2 



2.4.8 Teorema Regla de diferen :iact6n de potencies 
(pora potencias con exponent es et items negafivos) 



Si f(x) = x~ n , donde -n es un Dtfmero qntqro , gegativo y x # t 
entombs 

f%x) = -nx-*~ l 

Denfostracion Puesto que -n es un numero entero negativo, entonces 
n es un numero entero positive En consecuencia, se expresa/(;c) como un 
cociente y se aplica la regla del cociente. Asf, 

1 



/(*> - f n 



/w,= 



x n ■ - 1 ■ nx n 
(x n ) 2 



r n-l-2n 



►» EMMPL0 3 



DetenmiijQ _ 



<feU 5 J ~ 



- 3(-5x" 6 ) 

.6 
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Si r es cualquier numero entero positivo o negativo, entonces se tiene la regla 
para potencias: 

D x (x r ) = rx r ~ l 

De esta f6rmula y de la regla del producto de una funcitfn por una constante 
se obtiene 



D^(cjc r ) = crx r ' 1 

si c es una constante y r es cualquier numero entero negativo o positivo. 

Si la funci6n / es diferenciable, entonces su derivada /' se llama, en 
ocasiones, primera derivada de/o primera funcion derivada. Si la fun- 
cion /' es diferenciable, entonces la derivada de /' se denomina segunda 
derivada de / o segunda funcion derivada. La segunda derivada de / 
se denota por/" (que se lee "/biprima"). De la misma manera, la tercera 
derivada de / o la tercera funcion derivada, esta definida como la deri- 
vada de/", suponiendo que la derivada de/" existe. La tercera derivada de/ 
se representa por/'" (lo cual se lee como "/triprima"). 

La /i-esima derivada de la funcitfn/, donde n es numero entero mayor 
que 1, es la derivada de la (n - l)-6sima derivada de/ La n-6sima derivada 
se denota por/^ rt) . De modo que si/^ n) es la n-6sima derivada, entonces se 
puede representar la funcion /misma como/ 0) . 



Encuentre todas las derivadas de la funci6n/de- 



► EJEMPL0 4 

finida por 

f(x) = 8jc 4 + 5jc 3 - x 2 + 7 

Solution 

f\x) = 32jc 3 + 15jc 2 - 2x 

f"(x) = 96jc 2 + 30jc - 2 

/'"(*) = 192jc + 30 

/(%) = 192 

f (5 \x) = 

/<">(jc) = n > 5 4 

dy 
La notaci6n de Leibniz para la primera derivada es -~ . PwUa segun- 

da derivada de y con respecto a jc la notaci6n de Leibniz es — £, debido a 

dx A 

que representa — — (y) . El simbolo iLl. es una notaci6n para la 

n-esima derivada de y respecto a jc. 

Otros simbolos para la n-6sima derivada de/son 

£=-[/Wl D x «[f(x)] 

Para denotar la segunda derivada numenca de la funcion / en jc se uti- 
Liza la notaci6n NDER2(/(jc), jc); esto es, 

NDER2(/(jc), jc) = NDER(NDER(/(jc), jc), jc) 
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[-6,6] por [-4,4] 

fix) = -3x~ 4 y NDERU -3 ,*) 

FIGURA2 



► EJEMPLOS 



Calcule 



dx 



L 3 ) y dx 2 (xV 



y apoye las respuestas graficamente. 



1 



Sol UC ion Sea -V = x J , entonces 



r-3 



fix'') = 
dx 



-3x 



-4 




[-6, 6] por [-4, 4] 

f"(x) = \2x' 5 y NDER2U" 3 , x) 

FIGURA 3 



dx L 



Para apoyar graTicamente las respuestas, primero se traza la grafica de la 
funcion definida por f\x) = — 3jc~ 4 y NDER(.x~ 3 , x) en el rectangulo de 
inspection de [-6, 6] por [-4, 4]. La figura 2 muestra que las graficas son 
iddnticas, lo cual apoya la respuesta de la primera derivada. Ahora se trazan 
las graficas de las funciones definidas por/"(jt) = 12jc~ 5 y NDER2(jc~ 3 , x) 
o, equivalentemente, NDER(-3jt~ 4 , x), en el rectangulo de inspecci6n de 
[-6, 6] por [-4, 4], para obtener la figura 3. En esta figura se muestra que 
las dos graTicas son identicas, lo que apoya la respuesta para la segunda 
derivada. A 



EJERCICIOS 2.4 



En los ejercicios 1 a 24, obtenga la derivada de lafuncion por 
medio de los teoremas de esta section. 

1. f{x) = Ix - 5 2. g(x) = 8 - 3* 

3. g(x) = 1 - 2x - x 2 4. f(x) = 4x 2 + x + I 

5. f(x) = x 3 - 3x 2 + 5x - 2 

6. fix) - 3jc 4 - 5x 2 + 1 

7. f{x) = \x* - x 4 

8. gix) = x 1 - 2x 5 + 5x 3 

9. Fit) = \t 4 - \t 2 

10. Hix) = \x 3 - x + 2 

11. v(r) = ±nr 3 



Ix 



12. Giy) « y 10 + ly 5 - y 3 + 1 

13. Fix) = x 2 + 3x + \ 

14. fix) =4 + 4" 15 ' Six) = 4* 4 - -L 
16. /(x) = x 4 - 5 + x~ 2 + 4ix~ 4 



17. gix) = -i- + -i- 

19. /(j) = V3 (5 3 - s 2 ) 

20. g(jc) = (2* 2 + 5)(4jc - 1) . 

21. fix) = (2jc 4 - W5x 3 + 6x) 
22.' fix) = (4jc 2 + 3) 2 

23. Giy) - (7 - 3> 3 ) 2 - 



18. Hix) 



5 
6* 5 



24. F(0 = (r 3 - 2t + l)(2r 2 + 30 

£n /os ejercicios 25 a 36, calcule la derivada aplicando los 
teoremas de esta section. En los ejercicios 25 a 30, apoye la 
respuesta trazando en la graficadora la grafica de su respuesta 
y de la derivada numerica en x, en el mismo rectangulo de 
inspeccidn. 

25. D x [ix 2 - 3x + 2)(2x 3 + 1)] 



26. 



27. 



29. 



31. 



32. 



33. 



35. 



36. 



d ( x 2 + 2x + \ \ 
dx[x 2 - 2x + ij 

dt\\ + 2t 2 ) 



28. 



30. 






-Ix 2 - + 5x 



^ 



34. 



d (y 3 - 8\ 

dy\y* + 8/ 



_rf_(4 - 3* 



rf/ V -a 2 \ 
ds\s 2 +a 2 ) 
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En los ejercicios 37 y 38, determine todas las derivadas de la 
funcion 

37. f{x) = 6jc 5 + 3jc 4 - 2jc 3 + 5x 2 - 8jc + 9 



38. 



39. 



fix) 

Calcule 



2jc' 



+ 5jc 3 - 8jc + 4 



«(*) 

^(••-^) 



40. Determine 

dx* 

En los ejercicios 4 J y 42, determine — y- y apoye grdfica- 

dx l 

mente su re spues ta trazando en la graficadora la grdfica de la 
respuesta y la segunda derivada numerica en jc, en el mis- 
mo rectdngulo de inspeccion. 



41. 



+ 1 



«■*= T~TT 



1_ 

3jc 3 



En los ejercicios 43 a 46, encuentre una ecuacion de la recta 
tangente o de la recta normal, segun se indica, y apoye su 
respuesta trazando la recta y la curva en el mismo rectdngulo de 
inspeccion. 



43. 


La recta tangente a la curva y = jc 3 - 4 en el punto (2, 4). 


44. 


Q 


(2, 1). x + 4 


45. 




(4,-5). 14 "* 2 


46. 


La recta normal a la curva y = 4jc 2 - 8jc en el punto 




(1, -4). 



47. Obtenga una ecuacion de la recta tangente a la curva 
y = 3* 2 - 4x que sea paralela a la recta 2x - y + 
3 = 0. Apoye su respuesta trazando la recta y la curva 
en el mismo rectangulo de inspecci6n. 

48. Determine una ecuacibn de cada una de las rectas tan- 
gentes a la curva 3y = x 3 - 3jc 2 + 6x + 4 que son pa- 
ralelas a la recta 2jc-y + 3 = 0. Apoye sus respuestas 
trazando la curva y las rectas en el mismo rectangulo de 
inspeccion. 

49. Encuentre una ecuaci6n de cada una de las rectas norma- 
les a la curva y = jc 3 - 4x que sean paralelas a la recta 
x + 8y - 8 = 0. Apoye sus respuestas trazando la cur- 
va y las rectas en el mismo rectangulo de inspecci6n. 

50. Obtenga una ecuacion de la recta tangente a la curva 
y = jc 4 - 6x que sea perpendicular a la recta 



jc - 2y + 6 = 0. Apoye su respuesta trazando la curva y 
las dos rectas en el mismo rectdngulo de inspeccibn. 

51. Determine una ecuacion de cada una de las rectas que pa- 
san por el punto (4, 13) y que sean tangentes a la curva 
y = 2x 2 - 1. Apoye sus respuestas trazando la curva y 
las rectas en el mismo rectangulo de inspecci6n. 

52. Sea/(jc) = I* 3 + 2x 2 + 5x + 5. Muestre que/'U) ^ 
para todos los valores de jc, 

53. Si /, g y h son funciones y <f>{x) = /(jc) • g{x) • h{x\ de- 
muestre que si/'(jc), g\x) y h'(x) existen, entonces 

*'U) = fix) ■ gix) • h'ix) + fix) - g'ix) ■ Kx) 

+ fix) . gix) ■ hix) 

Sugerencia: aplique la regla del producto dos veces. 

Utilice el resultado del problema 53 para diferenciar las fun- 
ciones de los ejercicios 54 a 57. 

54. fix) = (jc 2 + 3)(2x - 5)(3jc + 2) 

55. *(*) = (3* + 2) 2 (jc 2 - 1) 

56. #(jc) = (3jc 3 + jc" 3 )(jc + 3)(jc 2 - 5) 

57. fix) = i2x 2 + x + l) 3 

58. Si / y g son dos funciones tales que sus primeras y segun- 
das derivadas existen y si h es la funci6n definida por la 
ecuaci6n hix) = fix) • gix), demuestre que 

h"ix) = fix) • g'\x) + 2fix) • g'ix) + fix) • gix) 

59. Si y = x n t donde n es cualquier numero entero positivo, 

d"y 
demuestre por induccion matemdtica que — - = n\ 
F M dx n 

60. D6 una demostracion alternativa de la regla de diferen- 
ciaci6n de potencias (para potencias enteras positivas) 
mostrando que si /(jc) = jc", entonces/'(a) = na n ~ l apli- 
cando la fbrmula (7) de la secci6n 2.1. 

Sugerencia: factorice jc" - a", empleando la fbrmula 
(12) de la secci6n suplementaria 1. 5. 

61. Demuestre que si / y g son dos funciones diferenciables 
tales que /(0) = g(0) = 0, entonces el producto de / y g 
no puede ser la funcion identidad; esto es fix) • gix) * x. 
Sugerencia: aplique la regla de diferenciacion del producto. 

62. Explique por que tres teoremas sobre diferenciacion per- 
miten diferenciar cualquier polinomio. Incluya los enun- 
ciados de los teoremas en su explicaci6n. 



2.5 MOVIMIENTO RECTIUNEO 



La derivada de una funci<5n / en el ntimero x\ tiene una interpretacion im- 
portante como la tasa de variation (o razdn de cambio) instantdnea defen 
x-\, la cual se tratara en esta secci<5n y la siguiente. Esta secci6n se inicia 
considerando una aplicacion en fisica: el movimiento de una particula sobre 
una recta. Dicho movimiento recibe el nombre de movimiento rectilineo. 
Se elige arbitrariamente un sentido como positivo en la recta, y el sentido 
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opuesto es el negative Para simplificar esta discusion, suponga que la 
particula se mueve sobre una recta horizontal, cuyo sentido (o direction) po- 
sitivo es hacia la derecha y el sentido negativo hacia la izquierda. Selec- 
cione algun punto sobre la recta y denotelo por la letra O. Sea/ la funcion 
que determina la distancia dirigida de la particula a partir de O en cualquier 
tiempo particular. 

Para ser m£s especificos, sea s metros (m) la distancia dirigida desde O 
a los t segundos (s). Entonces s es la funcion definida por 

* = m 

la cual proporciona la distancia dirigida desde el punto O hasta la particula 
en un instante particular. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 



Sea 



s = t 2 + It - 3 

Entonces, cuando t = 0, s = -3; por tanto, la particula esta a 3 m a la iz- 
quierda del punto O cuando / = 0. Cuando / = 1, s = 0; de modo que la 
particula se encuentra en el punto O en el segundo 1. Cuando / = 2, s = 5; 
por lo que la particula se encuentra a 5m a la derecha del punto O a los 2s. 
Cuando / = 3, s - 12; de manera que la particula esta ubicada a 12m a 
la derechadel punto O a los 3s. 

La figura 1 ilustra las diferentes posiciones de la particula para valo- 
res especificos de /. 



t = 2 



-H#- 



I + 1 I I I » I I I i I [ » I I I 



+10 



+15 



FIGURA 1 



Entre el tiempo / = 1 y t = 3, la particula se mueve desde el punto 
donde s = hasta el punto donde s = 12; por lo que en el intervalo de 2 
segundos el cambio en la distancia desde O es 12 m. La velocidad promedio 
de la particula es la razon del cambio en la distancia dirigida desde un punto 
fijo al cambio en el tiempo. De modo que el numero de metros por segun- 
do de la velocidad promedio de la partfcula desde r=lar = 3esy = 6. 
Desde / = a t = 2, el cambio en la distancia dirigida desde O hasta 
la particula es de 8 m, por lo que el numeros de metros por segundo de la 
velocidad promedio de la particula, en este intervalo de 2 segundos, es 

1=4. 4 



En el ejemplo ilustrativo 1, la velocidad promedio de la particula evi- 
dentemente no es constante; y la velocidad promedio no proporciona in- 
formation espeeffica acerca del movimiento de la particula en cualquier 
instante particular. Por ejemplo, si un automovil recorre una distancia de 100 
kilometros (km) en el mismo sentido en 2 horas (h), se dice que la velocidad 
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promedio (o velocidad media) con que recorre esa distancia es de 50 km/h. 
Sin embargo, a partir de esta information no se puede determinar la lectura 
del velocimetro del automovil en ningun tiempo particular en el intervalo de 
2 horas. La lectura del velocimetro en un instante determinado se conoce 
como velocidad instantdnea. La discusi6n siguiente permitira llegar a una 
definition de lo que significa velocidad instantdnea. 

Suponga que la ecuacion s = f(t) define a s (el numero de metros de la 
distancia dirigida de la particula desde el punto O) como una funci6n de t (el 
numero de segundos en el tiempo). Cuando t - t\,s = S\. El cambio en la 
distancia dirigida desde O es (s ~ s{) metros durante el intervalo de tiempo 
(t ~ t { ) segundos, y el numero de metros por segundo de la velocidad pro- 
medio de la particula durante este intervalo de tiempo esta dado por 

s - S\ 



* - h 
o, como s — f(t) y Si = ./(fj), la velocidad promedio se determina a partir de 

/(')-/('!) (1) 

Ahora, entre mas corto sea el intervalo de t\ at, mds cerca estara la velocidad 
promedio de lo que pensariamos que es la velocidad instantanea en t±. 

Por ejemplo, si la lectura del velocimetro de un automovil al pasar por 
el punto P\ es de 80 km/h, y si un punto P esta a 10 m de P x entonces la veloci- 
dad promedio del automovil conforme recorre esos 10 metros estara pro- 
xima a 80 km/h ya que la variation de la velocidad del automovil en este 
pequeno espacio probablemente es ligera. Ahora bien, si la distancia de P { a P 
se acortara a 5 m, la velocidad promedio del automovil en este intervalo es- 
taria aiin mas prbxima a la lectura del velocimetro en P\. Este proceso se 
puede continuar y la lectura del velocimetro en P\ puede representarse 
como el limite de la velocidad promedio entre P\y P conforme P tiende a P\ . 
Esto es, la velocidad instantdnea puede definirse como el limite del co- 
ciente ( 1 ) conforme / tiende a t { , suponiendo que este limite existe. Este limi- 
te es la derivada de la funcion/en t\. En consecuencia, se tiene la definition 
siguiente. 



2.5.1 Definition de velocidad instantanea 



Si/e& una funcion definida por ta ecuacidn 

s =f(t) 

y una particula se despiaza a lo largo de una recta, tal que s es el nu- 
mero de unidades de la distancia dirigida de la particula desde un 
punto ftjo sobre la recta en r unidades de tiempo, entonces la velo- 
cidad instantanea de la particula a las t unidades de tiempo es v uni- 
dades de velocidad, donde 



tfl 



si existe. 



La velocidad instantanea puede ser positiva o negativa, dependiendo de 
que si la particula se desplaza en el sentido positivo o negativo. Cuando la 
velocidad instantanea es cero, la particula esta en reposo. La rapidez de una 
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partfcula en cualquier tiempo es el valor absoluto de la velocidad instan- 
tanea. En consecuencia, la rapidez es un niimero no negative Los t6r- 
minos "rapidez" y "velocidad instantanea" se confunden con frecuencia. 
Observe que la rapidez s<51o indica que* tan rdpido se esta* moviendo la 
partfcula, en cambio la velocidad instantanea tambi^n indica el sentido 
del movimiento. 



/ 
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V 
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-12 
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15 
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36 



w EJEMPLO I Una partfcula se desplaza a lo largo de una recta 
horizontal de acuerdo con la ecuackin 

s = r 3 - 12/ 2 + 36r - 24 t > 

Determine los intervalos de tiempo en los que la partfcula se esta* moviendo a 
la derecha y en los que se mueve hacia la izquierda. Tambi^n determine el 
instante cuando la partfcula cambia de sentido. 



Solucion 






ds 

v= 1 






= 3Z 2 - 
= 3(*2 
= 3(r- 


• 24/ + 
- it + 

• 2)(/ - 


36 
12) 
6) 



La velocidad instantdnea es cero cuando t = 2 y cuando t - 6. Por tan- 
to, la partfcula estd en reposo en estos instantes. La partfcula se mueve hacia 
la derecha cuando v es positiva y se mueve hacia la izquierda cuando v es 
negativa. Se determina el signo de v en diferentes intervalos de /, y los re- 
sultados se muestran en la tabla 1 . ^ 



Tablal 

t - 2 / - 6 Conclusidn 

< t < 2 ~ - ves positive*; la partfcula se mueve hacia la 

Tabla 2 derecha 

t — 2 - v es cero; la partfcula estd en reposo 

2 < f < 6 + - i' es negativo; la partfcula se mueve hacia la 

izquierda 
t - 6 +■ v es cero; la partfcula esta" en reposo 

6 < t + + i' es positivo; la partfcula se mueve hacia la 

derecha 



[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Para interprets visualmente 
el movimiento de la partfcula del ejemplo 1, consulte la figure 2 donde el mo- 
vimiento de la partfcula es a lo largo de la recta horizontal de la figura. Sobre 
la recta se ha indicado el comportamiento de la partfcula, descrito en la ta- 
bla 1, donde las flechas indican el sentido del movimiento de la partfcula 
sobre el eje horizontal. La tabla 2 proporcfona los valores de s y v para los va- 
lores enteros de / de a 8. El valor de s indica la posickta de la partfcula 
sobre la recta horizontal para un valor determinado de t. 
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t = 6< 



t = 7 

— • 



/ = 8 
— #-► 



t = 5 



t = 6#- 



t = 0( 



/ - 4 

— « 



/ = 3 



* = 1 
f— 



< » l = 2 



-f / = 2 
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-25 



-20 



-15 



FIGURA 2 



Ahora se describir£ el movimiento de la particula. Cuando t — 0, la 
particula esta a 24 unidades a la izquierda de O y se desplaza hacia la derecha; 
en f = 1, la particula se encuentra a 1 unidad a la derecha de O y sigue 
movtendose hacia la derecha; cuando t = 2, la particula esti a 8 unidades a 
la derecha de O y en reposo (se detiene por un instante) y despu£s cambia 
de sentido e inicia el movimiento hacia la izquierda; cuando t = 3, la par- 
ticula se encuentra a 3 unidades a la derecha de O y se desplaza hacia la 
izquierda; en t - 4, la particula esta a 8 unidades a la izquierda de O y sigue 
desplaz£ndose hacia la izquierda; cuando t = 5, la particula se encuentra a 
19 unidades a la izquierda de O y el movimiento es hacia la izquierda; en 
t ~ 6, la particula esta a 24 unidades a la izquierda de O y en reposo, des- 
pu£s cambia de sentido e inicia el movimiento hacia la derecha; cuando 
t - 7, la particula est£ a 17 unidades a la izquierda de O y se desplaza hacia 
la derecha; en t = 8, la particula se encuentra a 8 unidades a la derecha de 
O y sigue moviendose hacia la derecha; despues la particula continua mo- 
viendose hacia la derecha. ^ 

El movimiento rectilineo puede simularse en la graficadora. El m&odo 
implica la representacion del movimiento mediante ecuaciones param£- 
tricas, por lo que se debe activar el modo param&rico de la graficadora. Si 
usted no ha estudiado ecuaciones param&ricas en algun curso anterior al de 
Calculo, consulte la secci6n 9.1. El ejemplo ilustrativo siguiente muestra 
el procedimiento para el movimiento rectilineo del ejemplo 1 y del ejemplo 
ilustrativo 2. 



un n i mnMiHto 



T = 

X - -24 



Y r- 2i 



H l MM l H 



[-25, 10] por [-3,5] 



jcjCO = r - 12t 2 + 36/ - 24, yi (t) 2 
FIGURA 3 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Para aclarar estas ideas, se 
simulara el movimiento de la particula sobre la recta v = 2 en lugar del eje x. 
Active la graficadora en modo parametria). Sean 

jc,(0 = t 3 - Ut 2 + 36t - 24 y y } (t) = 2 

En el rect&ngulo de inspecci6n de [-25, 10] por [-3, 5], considere 
'mm = 0, f m a x = 10 y f step = 0.05. Ahora presione la tecla lTRAci] (ras- 
treo) y despues presione la tec\aflecha a la izquierda y mantengala opri- 
mida hasta que el cursor est6 en t = 0. La figura 3 muestra la pantalla de la 
graficadora con su nuevo aspecto. Observe la informacion en la parte infe- 
rior de la pantalla; t = 0, x = -24 y v = 2. 

De este modo, se esta preparado para iniciar el movimiento de la par- 
ticula. Se presiona la tecla flecha a la derecha y se mantiene oprimida. El 
cursor representa la particula que se riiueve a lo largo de la recta v = 2. 
Observe que la particula se desplaza hacia la derecha hasta que t = 2 y 
x - 8, cuando se detiene y cambia de sentido. Despues, la particula se 
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mueve hacia la izquierda hasta f = 6 y x = -24, cuando otra vez se de- 
tiene y cambia de sentido. Luego, el cursor se desplaza hacia la derecha y se 
pierde de la pantalla por el lado derecho. Este movimiento apoya los re- 
sultados del ejemplo 1 y del ejemplo ilustrativo 2. ^ 



El movimiento rectilineo puede visualizarse en otra forma en la grafi- 
cadora, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 




JC,(0 : 

* 2 (0 



[-25, 10] por [-3, 10] 

t 3 - [2t 2 + 36t - 24, yft) 
t 3 - 12f 2 + 36 1 - 24, y 2 (t) 

FIGURA 4 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Se considera otra vez el mo- 
vimiento rectilineo del ejemplo 1 y de los ejemplos ilustrativos 2 y 3. A la 
graficadora en modo parametrico se le proporciona la information siguiente: 

x 2 (t) = t 3 - 12r 2 + 36* - 24 y y 2 (t) = t 

En esta ocasi6n se utiliza el rectdngulo de inspeccion de [-25, 10] por 
[-3, 10] con t considerada como en el ejemplo ilustrativo 3. Se trazan las 
graficas para x± (r), y\(f), jc 2 (0* y yi it) en el mismo rectangulo de inspeccion. 
y se selecciona Isimul] (simultdneo) del menu I mode | . La figura 4 muestra las 
dos grdficas: la recta v = 2 sobre la que realmente se desplaza la particula; 
y la curva sobre la cual las coordenadas son (jc 2 (0. 72(0) . y que representa 
una amplification vertical del movimiento de la particula. Se puede obser- 
var que la particula primero se mueve sobre la recta horizontal como en el 
ejemplo ilustrativo 3. Despu6s se ve que la particula se mueve sobre la curva 
(recuerde, esta curva no es la trayectoria real de la particula). Para esto, pri- 
mero se presiona la tecla flecha hacia arriba oflecha hacia abajo hasta que 
el cursor este sobre la curva. Luego, como anteriormente se hizo, se presiona 
la tecla flecha a la izquierda y se man tiene oprimida hasta que el cursor este" 
en t = 0. Ahora se presiona la tecla flecha a la derecha y se mantiene opri- 
mida. Este segundo procedimiento muestra el movimiento de la particula de 
izquierda a derecha, despues de derecha a izquierda y luego de izquierda a 
derecha otra vez. Observe en esta curva que la particula cambia de sentido 
en el punto donde jc = 8yv = 2(8 unidades a la derecha de O a los 2 s) y 
despues otra vez en el punto donde x = -24 y v = 6 (24 unidadt, . a la 
izquierda de O a los 6 s). *4 



r* 



^ EJEMPLO 2 Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba 
desde el piso con una velocidad inicial de 64 pies/s. Si el sentido positivo de 
la distancia desde su punto inicial es hacia arriba, f segundos es el tiempo 
que transcurre desde que la pelota fue lanzada, y s pies es la distancia de la 
pelota desde el punto inicial a los t segundos, entonces la ecuaci6n del mo- 
vimiento es 

s = -16/ 2 + 64/ 



(a) Simule el movimiento de la pelota en la graficadora. (b) Estime que 
tan alto llegara la pelota y cuantos segundos le tomara para alcanzar su 
punto mas alto, (c) Confirme analiticamente las estimaciones del inciso 
(b). (d) Obtenga la velocidad instantanea de la pelota en 1 s y 3 s. (e) Calcule 
la rapidez de la pelota en 1 s y 3 s. (f ) Calcule la velocidad instantdnea cuan- 
do llega al piso. 
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Solucion 

(a) Suponga que la pelota se mueve sobre la recta vertical x = 2. Active la 
graficadora en modo param^trico. Sean 

x x (t) = 2 y y x {t) = ~\6fi + 64t 

Para determinar los valores de t de interns, en la ecuaci6n dada se con- 
sidera s — y se obtiene 

-\6t(t - 4) = 

t = t = 4 



Por tanto, la pelota esta" en el piso a los s y 4 s, lo que indica que 
< t < 4. En el rectdngulo de inspecci6n de [0, 4] por [-25, 100],sean 
Wn = 0, t m fa = 4 y f step = 0.05. Ahora se presiona la tecla lTRACE] y 
despu^s la tecla flecha a la izquierda manteni^ndose oprimida hasta que 
el cursor este" en / = 0. La figura 5 muestra la pantalla de la graficadora 
con su nueva apariencia. Presione la tecl&flecha a la derecha y observe 
que la pelota, representada por el cursor, se mueve hacia arriba y hacia 
abajo a lo largo de la recta vertical x = 2. 

Al aproximar el valor de y como 64 y el valor de t como 2 cuando la pe- 
lota esta en su punto m£s alto, se estima que la pelota alcanzara su al- 
tura maxima de 64 pie a los 2 s. 

Para confirmar analiticamente las estimaciones del inciso (b), primero se 
calcula v(0. el ntimero de pies por segundo de la velocidad instantanea 



. 


■' . ■•« 






T * 

Xp2 Y^O 



[0, 4] por [-25, 100] 

*i(') = 2, y,(/) = -\6t 2 + 64/ 

FIGURA 5 



(b) 



(c) 



ds 
de la pelota a los t segundos. Como v(t) = — , 

v(0 = -32/ + 64 



(2) 



Debido a que la pelota alcanzara su altura maxima cuando el sentido 
del movimiento cambia, esto es, cuando v(f) = 0, se sustituye v(0 por 
en la ecuacion (2) y se obtiene 

-32* + 64 = 

t = 2 

De la ecuaci6n de movimiento cuando t = 2, resulta que s = 64. Por 
tanto, la pelota alcanza su maxima altura en el punto a 64 pie del punto 
inicial a los 2 s. Estos resultados confirman las estimaciones del in- 
ciso (b). 

(d) v(l) - -32(1) + 64 <=> v(l) = 32; de modo que al final de 1 s la pelo- 
ta se eleva con una velocidad instantanea de 32 pie/s. v(3) = -32(3) + 
64 <=> v(3) = -32; de manera que al final de 3 s la pelota cae con una 
velocidad instantanea de -32 pie/s. 

(e) ) v(t) | es el numero de pies por segundo de la rapidez de la pelota a los 
/ segundos; asf, |v(l)| = 32 y | v(3) [ =32. 

(f) Se determin6 anteriormente que la pelota llegara al piso a los 4 s. Como 
v(4) = -64, su velocidad instantanea cuando alcance el piso sera de 
-64 pie/s. A 



[ ■ ' EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 2, las ecua- 
ciones param^tricas de la trayectoria de la pelota estin dadas por 

x\«) = 2 y yi(l) = -16/ 2 + 64/ (3) 
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[0,4] por [-25, 100] 

x 2 (t) = /, y 2 (0 = -I6r 2 + 64/ 

FIGURA 6 




[0, 4] por [-25, 100] 

x 3 (f) = /, y 3 (t) = -32/ + 64 

FIGURA 7 




*i<0 
x 2 (t) 



[0, 4] por [-25, 100] 

2, y { (t) = -16/ 2 + 64/ 



y 2 (t) = 
y 3 (t) - 



-16/' 
-32/ 



f- 64/ 
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FIGURA 8 
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FIGURA 9 





y sus graficas se muestran en la figura 5. La ecuacitfn de movimiento es 

s = -16t 2 + 64/ 
Para trazar la grafica de esta ecuacion en modo parametria), se consideran 

x 2 (t) = t y y 2 (t) = -16/ 2 + 64/ (4) 

La grafica es una parabola cuyo punto mas alto, el vertice, esta en el punto 
(2, 64). La grafica se muestra en la figura 6. La velocidad v de la pelota esta 
dada por la ecuacion 

v = -32/ + 64 

cuya grdfica es una recta que tiene pendiente negativa. Las ecuaciones pa- 
rametricas de esta ecuacion son 



*3« = * y >3(0 = ~ 32t + 64 



(5) 



La figura 7 muestra esta recta. Refierase ahora a la figura 8 que muestra 
las graficas de los tres conjuntos de ecuaciones param&ricas en el mismo 
rectangulo de inspecci6n. Observe que la velocidad es cero (en el punto don- 
de la recta intersecta al eje jc) cuando la pelota esta en su punto mas alto. 
Tambien observe que cuando la pelota se esta elevando, la velocidad es 
positiva, mientras que al caer, su velocidad es negativa. Ademas, la velocidad 
es siempre decreciente como lo indica la pendiente de la recta que represen- 
ta la velocidad. 

Como la rapidez de una particula es el valor absoluto de su velocidad, las 
ecuaciones parametricas de la rapidez de la pelota son 



M(0 = t y y A (t) = |-32/ + 64 | 



(6) 



La figura 9 presenta las graficas de (3), (4) y (6) trazadas en el mismo 
rectangulo de inspeccion. Observe que la rapidez es decreciente cuando la 
pelota se esta elevando, la rapidez es cero cuando la pelota alcanza su punto 
mas alto, y la rapidez es creciente cuando la pelota est£ cayendo. A 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Ahora se considerara el movi- 
miento del ejemplo 1 y los ejemplos ilustrativos 2 a 4. Observe en la tabla 2 
que la velocidad parece ser decreciente cuando < t < 4 y creciente 
cuando 4 < t. Este hecho puede apoyarse graficamente observando que el 
movimiento de la particula de los ejemplos ilustrativos 3 y 4. Cuando 
0</<2, v > y la rapidez de la particula es decreciente; cuan- 
do 2 < / '< 4, v < y la rapidez de la particula es creciente de modo que 
para < / < 4, v es decreciente. Cuando 4</<6, v<0yla rapidez 
es decreciente; cuando 6 < / < 8, v > y la rapidez es creciente; de ma- 
nera que para 4 < / < 8, v es creciente. A 

En fisica, a la tasa de variacion (o razon de cambio) instantanea de la 
velocidad se le llama aceleracion instantanea. Por tanto, si una particula se 
mueve a lo largo de una recta de acuerdo con la ecuacion de movimiento 
s = j{t), donde a los t segundos la velocidad instantanea es v metros por 
segundo y la aceleracion instantanea es a metros por segundo por segundo, 
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entonces a es la primera derivada de v con respecto a t o, equivalentemente, la 
segunda derivada de s con respecto a t; esto es, 

dv ^ n d 2 s 

Cuando a > 0, v es creciente, y cuando a < 0, v es decreciente. Cuando 
a = 0, v no esta* cambiando. Como la rapidez de la particula a los t segun- 
dos es | v(t) | m/s, se tienen los resultados siguientes: 

(i) Si v > y a > 0, entonces la rapidez es creciente. 

(ii) Si v > y a < 0, entonces la rapidez es decreciente. 

(iii) Si v < y a > 0, entonces la rapidez es decreciente. 

(iv) Si v < y a < 0, entonces la rapidez es creciente 



[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Para el movimiento rectili- 
neo del ejemplo 1 y los ejemplos ilustrativos 2 a 4, 

s = t 3 - \2fi + 36/ - 24 

v = 4 s - => v = 3f 2 - 24/ + 36 
dt 

a = ^ => = 6* -24 

Por tanto, a = 6(t - 4); de modo que para < t < 4, a < 0, y para 
4<r<8, a>0. Estos resultados son consistentes con la discusion del 
ejemplo ilustrativo 6. ^ 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 Para la pelota del ejemplo 2 

s = -\6t 2 + 64t y v = -32/ + 64 
La aceleracion de la pelota es a pies por segundo por segundo donde 

a = ^ =* a = -32 

Por tanto, la aceleracion es -32 pies/s 2 . Esta aceleracion constante de la pe- 
lota en la direccion hacia abajo, ya sea que la pelota suba o baje, se debe a la 
fuerza de gravedad. 4 

W EJEMPLO 3 Una particula se mueve a lo largo de una recta 
horizontal de acuerdo a la ecuacion 

s = 3t 2 - t 3 t > (7) 

donde s metros es la distancia dirigida de la particula desde el origen a los t 
segundos. Si v metros por segundo es la velocidad instantanea y a metros 
por segundo por segundo es la aceleraci6n instantanea a los t segundos, en- 
cuentre v y a en terminos de t. Describa la posicion y movimiento de la par- 
ticula en una tabla que incluya los intervalos de tiempo en los que la particula 
se mueve a la izquierda, y en los que se mueve a la derecha, los intervalos 
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en los que la velocidad es creciente y en los que es decreciente, los interva- 
ls en los que la rapidez es creciente y en los que es decreciente, y la posicion 
de la partfcula con respecto al origen durante estos intervalos de tiempo. 
Muestre el comportamiento del movimiento mediante una figura analoga a 
la figura 2. 

Solution Como.? = 3/ 2 - / 3 y v = ~, 

dt 

v = 6t - 3t 2 (8) 

Puesto que a = -~- , 
^ dt 

a = 6 - 6t (9) 

Ahora se determinaran los valores de / cuando alguna de las cantidades s, v 
o a es cero. De (7), 

s = cuando t - o t - 3 
De (8), 

v = cuando / = o t = 2 
De (9), 

a - cuando / = 1 

La tabla 3 muestra los valores de s, v y a cuando f es igual a 0, 1, 2 y 3. 
Tambien se ha indicado el signo de s, v y a en los intervalos de f sin incluir a 
0, 1, 2 y 3. Entonces se puede hacer una conclusion acerca de la posicion y 
del movimiento de la partfcula para los diferentes valores de f. 

Tabla 3 

s v a Conclusion 

t - 6 La partfcula esta en el origen. La velocidad es y es creciente. La 

rapidez es creciente. 

< / < 1 + + + La partfcula esta a la derecha del origen y se mueve hacia la 
derecha. La velocidad es creciente. La rapidez es creciente. 

/ = 1 2 3 La partfcula esta" a 2 metros a la derecha del origen y se mueve 

hacia la derecha a 3 m/s. La velocidad no cambia, de modo que 
la rapidez tampoco. 

l</<2 + + - La partfcula esta" a la derecha del origen y su movimiento es ha- 
cia la derecha. La velocidad es decreciente. La rapidez es de- 
creciente. 

f-2 4 -6 La partfcula esta a 4 metros a la derecha del origen y cambia el 

sentido de su movimiento de -derecha a izquierda. La velocidad es 
decreciente. La rapidez es decreciente. 

2</<3 + - - La partfcula esta" a la derecha del origen y su movimiento es ha- 
cia la izquierdft. La velocidad es decreciente. La rapidez es 
creciente. 

f = 3 0-9 -12 La partfcula esta en el origen ysu movimiento es hacia la izquierda 

a 9 m/s. La velocidad es decreciente. La rapidez es creciente. 

3 < / - - La partfcula estd a la izquierda del origen y su movimiento es hacia 

la izquierda. La velocidad es decreciente. La rapidez es creciente. 



La figura 10 presenta el movimiento de la partfcula a lo largo de la rec- 
ta horizontal El comportamiento de la parficula, descrito en la tabla 3, se in- 
dica sobre la recta donde las flechas senalan el sentido del movimiento de la 
partfcula sobre el eje horizontal. 4 
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t = 3 

— • — 



-t r = 2 



t = o#- 



t = I 
— • *- 



-# t = 2 



FIGURA 10 

Los resultados del ejemplo 3 se pueden apoyar al simular el movimien- 
to de la partfcula en la graficadora, como se hizo en el ejemplo ilustrativo 3 
para el movimiento del ejemplo 1 y del ejemplo ilustrativo 2. En el ejercicio 
24 se le pedira que haga esto. 

W EJEMPLO 4 Una partfcula se mueve a lo largo de una recta de 
acuerdo a la ecuacion de movimiento 



•=p 



At 
t + 1 



donde s metros es la distancia dirigida de la particula desde el origen a los t 
segundos. Si v metros por segundo es la velocidad instantdrtea y a metros 
por segundo por segundo es la aceleracion instantanea de la partfcula a los t 
segundos, determine t, sy v cuando a = 0. 



Solution 

dt 



dv 
dt 

= 1 - 



+ D 3 



V + I) 2 
Al considerar a = se tiene 

(t + l) 3 
(t + l) 3 = 8 

De donde el linico valor real de t se obtiene de la rafz ctibica principal de 8, 
de modo que r + 1=2; esto es, t = 1 . Cuando t = 1, 



= 2.5 



4 1 
1 + 1 



v = 1 + 



(1 + I) 2 



= 2 



Conclusion: La aceleracion es en 1 s cuando la partfcula esta a 2.5 m 
del origen y se mueve hacia la derecha a una velocidad de 2 m/s, ^ 



EJERCICIOS 2.5 



En los ejercicios 1 a 8, una particula se mueve a lo largo de una 
recta horizontal de acuerdo a la ecuacidn indicada, donde s me- 
tros es la distancia dirigida a partir del origen a los t segundos. 
Determine la velocidad instantdnea v(t) metros por segundo a 
los t segundos, despues calcule v(t\)para el valor particular de ty 



1. s = 3t 2 + 1; f, = ! 

2. s = 8 - t 2 \t x ="5 



3. s = 



4*' 



t\ = x 
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En los ejercicios 9 a 14, una particula se desplaza a lo largo de 
una recta horizontal de acuerdo a la ecuacidn indicada, donde s 
metros es la distancia dirigida a partir del punto a los t 
segundos. El sentido positivo es hacia la derecha. Determine los 
intervalos de tiempo en los que la particula se mueve hacia la 
derecha y en los que se mueve hacia la izquierda. Tambien de- 
termine ddrtde la particula cambia su direccidru Muestre el com- 
portamiento del movimiento mediante una figura similar a la 
figura 2, y elija valor es de t al azar pero incluya los valores de 
t cuando la particula cambia de sentido. Apoye sus resultados 
simulando el movimiento de la particula en la graficadora. 

9. s = t 3 + 3t 2 - 9r + 4 



10. 



= 2r 3 - 3/ 2 



lit + 8 



11. /= |r 3 + h 1 - It + 4 



12. s = 



14. 



1 + t z 

t + 1 

t 2 + 4 



13. s 



9 + t 2 



15. 



16. 



Para el movimiento rectilineo del ejercicio 9, trace en el 
mismo rectangulo de inspecci6n la recta y = 2 sobrelacual 
se desplaza la particula realmente y una curva la cual re- 
presente una amplification del movimiento de la particula, 
semejante a la del ejemplo ilustrativo 4, Apoye los resul- 
tados del ejercicio 9 visualizando la particula que se mueve 
sobre la curva (la cual no es en realidad la trayectoria de la 
particula). Dibuje lo que ve en la pantalla de la graficadora 
y describa el movimiento de la particula sobre la curva. 

Siga las instrucciones del ejercicio 15 para el movimiento 
rectilfneo del ejercicio 10. 

Para los ejercicios 17 a 21, utilice la siguiente ecuacidn 
de movimiento para un objeto que se mueve sobre una 
recta vertical y sujeto sdlo a lafuerza de gravedad, donde 
el sentido (o direccidn) positivo es hacia arriba: 



i= -\6t 2 



+ v t + s 



(10) 



donde spies es la altura del objeto a los t segundos, s pies es la 
altura inicial del objeto y v pies por segundo es su velocidad 
inicial. 

17. Una piedra cae desde un edificio de 256 pie de altura. 

(a) Utilice (10) para escribir una ecuacidn del movimiento 
de la piedra y simule este movimiento en la graficadora. 

(b) Determine la velocidad instantanea de la piedra en I s y 
2 s. (c) Determine el tiempo que le tomar£ a la piedra lie- 
gar al piso. (d) ^Cudl es la rapidez de la piedra cuando 
llega al piso? 



18. 



a a e a a a 
a.a a q a a b- 



256 pie 



.111 

i i i i ,ir i i i i 



En un teatro, la base de un candil esta a 1 60 pie de altura 
sobre el piso del vestibule Suponga que el fantasma de 
la <5pera suelta el candil y lo deja caer desde el reposo has- 
ta estrellarse en el piso. (a) Utilice (10) para escribir una 
ecuacitfn del movimiento del candil y simule su movimien- 
to en la graficadora. (b) Determine la velocidad instanta- 
nea del candil en 1 s y en 1.5 s. (c) Determine el tiempo que 
le tomar£ al candil llegar hasta el piso. (d) ^Cual es la rapi- 
dez del candil cuando llega al piso? 




19. Realice el ejercicio 18 considerando ahora que el fantas- 
ma es capaz de darle al candil una velocidad inicial de 

48 pie/s. 

20. Se lanza una pelota vertical mente hacia arriba desde el 
piso con una velocidad inicial de 32 pie/s. (a) Emplee (10) 
para escribir una ecuacidn del movimiento de la pelota y 
simule este movimiento en la graficadora. (b) Estime que 
tan alto llegard la pelota y cuanto tiempo le tomar^ llegar 
hasta su punto mas alto, (c) Confirme analfticamente las 
estimaciones del inciso (b). (d) Determine la velocidad 
instantanea de la pelota en 0,75 s y en 1.25 s. (e) Determi- 
ne la rapidez de la pelota en 0.75 s y en 1.25 s (f) Deter- 
mine la rapidez de la pelota cuando 6sta llega al piso. 
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21. Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba con una 
velocidad inicial de 560 pie/s. (a) Utilice (10) para escribir 
una ecuaci6n deJ movimiento de la piedra y simule este 
movimiento en la graficadora. (b) Estime que tan alto lle- 
gara la piedra y cudnto tiempo le tomard llegar hasta su 
punto mas alto, (c) Confirme analiticamente las estima- 
ciones del inciso (b). (d) Determine la velocidad instan- 
tdnea de la piedra en 10 s y en 25 s. (e) Determine la 
rapidez de la piedra en 10 s y en 25 s. (f) Determine 
la rapidez de la piedra cuando 6sta llega al piso. 

22. Para la pelota del ejercicio 20, haga lo siguiente: (a) Trace 
en el mismo rectangulo de inspeccion la trayectoria de 
la pelota, la grafica de la ecuacion de movimiento y la 
graTica de la ecuaci6n que expresa la velocidad instan- 
tdnea v como una funci6n de t. Dibuje lo que ve en la 
pantalla de la graficadora y describa por que esta 
visualizacion apoya la respuesta del inciso (b) del ejer- 
cicio 20. 

23. Siga las instrucciones del ejercicio 22 para la piedra del 
ejercicio 21. 

24. Simule el movimiento de la particula del ejemplo 3 en la 
graficadora. Explique por que" esto apoya los resultados 
del ejemplo 3. 

En los ejercicios 25 y 26, una particula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo con la ecuacion indicada, donde s pies es 
la distancia dirigida de la particula desde el origen a los t 
segundos. Determine el tiempo en el que la aceleracidn ins- 
tantdnea es cero, despues determine la distancia dirigida de 
la particula desde el origen y la velocidad instantdnea en ese 
tiempo. 

25. s = Ir 3 - 



26. s = 2r 3 



6r 



tl + It + 1; t > 
+ 3r - 4; t > 



En los ejercicios 27 y 28, una particula se desplaza a lo largo de 
una recta de acuerdo con la ecuacidn indicada donde a los t 
segundos, s metros es la distancia dirigida de la particula des- 
de el origen, v metros por segundo es la velocidad instantd- 
nea de la particula y a metros por segundo por segundo es la 
aceleracidn instantdnea de la particula. Determine v y a en 
terminos de t. Elabore una tabla semejante a la tabla 3 que 
proporcione una description de la position y del movimiento de 
la particula. Incluya en la tabla los intervalos de tiempo en 
los que la particula se mueve hacia la derecha y en los que se 
desplaza a la izquierda, los intervalos en los que la velocidad 
es creciente y en los que es decreciente, los intervalos en los 
que la rapidez es creciente y en los que es decreciente, y la po- 
sition de la particula con respecto al origen durante estos in- 
tervalos de tiempo. Muestre el comportamiento del movimiento 
mediante unafigura similar a lafigura 10. 

27. s = ; 3 - 9t 2 + 15/; / ;> 



28. 



It 1 + 6t - 2; / ;> 



29. Simule el movimiento de la particula del ejercicio 27 en la 
graficadora y explique por que esto apoya sus resultados. 

30. Simule el movimiento de la partfcula del ejercicio 28 en la 
graficadora y explique por que" esto apoya sus resultados. 



31. En la ecuacion (10), el coeficiente -16 de r 2 es igual a 
^(-32) donde -32 pie/s 2 es la aceleracion debida a la 
gravedad de un objeto que se mueve sobre una recta ver- 
tical cercano a la superficie de la Tierra, donde la resisten- 
cia del aire no se considera. Como la aceleracion debida a 
la gravedad de la Luna es -5.5 pie/s 2 , la ecuacion de mo- 
vimiento para un objeto que se desplaza sobre una recta 
vertical cercano a la superficie de la Luna es 

s = -2.75f 2 + v r + s 

Suponga que un astronauta deja caer una piedra desde la 
orilla de un risco y la piedra llega al piso en 4 s. Despues 
un segundo astronauta, en la parte inferior del risco, to ma 
la piedra y la lanza de regreso al primer astronauta. 
(a) iCui\ es la altura del risco? (b) ^Con qu6 velocidad 
llega la piedra al piso? (c) ^Con qu6 velocidad, por lo me- 
nos, debe lanzar la piedra el segundo astronauta de modo 
que le llegue al primero? 




32. En lugar de la Luna, suponga que los dos astronautas del 
ejercicio 3 1 realizan lo mismo en Marte, donde la acelera- 
cion debida a la gravedad es de -12 pie/s 2 . Escriba la 
ecuacion correspondiente al movimiento y responda las 
mismas preguntas que en el ejercicio 31, considerando 
ahora que la piedra llega al piso en 3 s. 

33. Suponga que un corredor en una carrera de 100 metros 
esta - a s metros de la linea de meta t segundos despues del 
inicio de la carrera, donde 



100 



(r 2 + 33r) 



Determine la rapidez del corredor (a) al inicio de la carrera, 
y (b) cuando el corredor cruza la linea de meta. 
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34. Si se empuja una pelota en un piano inclinado con una ve- 
locidad inicial de 24 pie/s, entonces s = 24r + 10r 2 , don- 
de s pies es la distancia de la pelota desde el punto inicial a 
los t segundos, y la direcci6n positiva se considera hacia 
abajo sobre el piano inclinado. (a) <?,Cual es la velocidad 
instantanea de la pelota a los ?] segundos? (b) i,Cuanto 
tardara la velocidad en llegar a 48 pies/s? 

35. Se golpea una bola de billar de modo que se desplaza en 
lfnea recta. Si s centi'metros es la distancia de la bola des- 
de su posici6n inicial a los t segundos, entonces 
s ~ 100 t 2 + 100 1. Si la bola golpea una banda que se 
encuentra a 39 cm de su posicidn inicial, ^a que velocidad 
la golpea? 




36. Dos particulas, A y B, se mueven hacia la derecha sobre una 
recta horizontal. Ellas inician su movimiento en un punto 
O, s metros es cada distancia dirigida de cada particula des- 
de O a los t segundos, y las ecuaciones de movimiento son 

,2 



= At 1 + 5/ 
= It 2 + 3t 



(para la particula A) 
(para la particula B) 



Sit = en el inicio, <<,para que valores de t la velocidad de 
la particula A excedera la velocidad de la particula Bl 



2.6 DERIVADA COMO TASA DE VARIACION 

En la section 2.5 se dijo que si una particula se mueve a lo largo de una 
recta de acuerdo con la ecuacion de movimiento s = f(t), entonces la velo- 
cidad de la particula a las / unidades de tiempo esta determinada por la de- 
rivada de s con respecto a t. Este concepto de velocidad en el movimiento 
rectilineo corresponde al concepto mas general de tasa instantanea de varia- 
tion*, esto es, la tasa de variation de s por unidad de variation de t es la de- 
rivada de s con respecto a t. 

De manera semejante, si una cantidad y es funcion de una cantidad jc, se 
puede expresar la tasa de variation de .y por unidad de variation de x. Esta 
discusion es analoga a la discusion de la pendiente de la recta tangente a la 
grafica y a la de la velocidad instantanea de una particula que se mueve a lo 
largo de una recta. 

Si la relation funcional entre yyx est£ dada por 

y = /to 

y si x varia del valor x } a] x\ + A*, entonces y varia de/to) a/(xi + Ax). 
De modo que la variation de y, denotada por Ay, es f(x\ + Ax) - /(jcj) 
cuando la variaci6n de x es Ax, La tasa promedio de variation de y por 
unidad de variaci6n de jc, conforme x varia de jq a jq + Ajc, esta dada por 



/(*! + Ax) - fjxQ = Ay 
Ax Ax 



(1) 



Si el limite de este cociente existe cuando Ax -> 0, este lfmite es e] que se 
considera como la tasa instantanea de variation de y por unidad de variation 
de x en x\. En consecuencia, se tiene la definition siguiente. 



2.6.1 Definition de tasa de variation instantanea 



Si- y - fix), entonces la tasa de varlacitin instantdnea de y por 
unidad de variation de x en x\ es /'Ui) o, equivalentemente, la de- 
rivada de y con respecto a x en x x P si 6sta existe. 



Para ilustrar esta definicion geom^tricamente, sea /'(*i) la tasa instan- 
tanea de variacion de y por unidad de variacidn de x en x\. Entonces, si f'(xi) 
se multiplica por Ax (la variacion de x), el producto es la variacion que ocu- 
rriria en y si el punto (jc, y) se desplazara a lo largo de la recta tangente a 
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y = fix) 



FIGURA 1 



(jq, y\) de la gr&fica de y = f(x). Vea la figura 1. La tasa promedio de va- 
riaci6n de y por unidad de variacion de x esti dada por la fraccion en (1), y 
cuando esta fracci6n se multiplica por Ajc, el producto es Ay, la cual es la 
variaci6n real de y causada por una variacion Ajc en x cuando el punto (jc, y) 
se mueve a lo largo de la grafica. 

w EJEMPLO I Sea V(x) centimelros cubicos el volumen de un 
cubo cuyas aristas miden x centfmetros, medidas con cuatro digitos signi- 
ficativos. En una calculadora obtenga la tasa promedio de variaci<5n de V(x) 
con respecto a jc conforme x varia de (a) 3.000 a 3.200; (b) 3.000 a 3.100; 
(c) 3.000 a 3.010; (d) 3.000 a 3.001. (e) ^Cual es la tasa instantanea de varia- 
cion de V(x) con respecto a x cuando x = 3.000? 

Solution 

La tasa promedio de variaci6n de V(x) con respecto a x cuando x varia de jq a 
JCj + Ax es 

V(*! + Ax) - V(xQ 

Ax 

(a) jci = 3.000, Ax = 0.200 

K(3.200) - K(3.000) = (3.200) 3 - (3.000) 3 
0.200 0.200 

= 28.84 

(b) jct = 3.000, Ajc = 0.100 

K(3.100) - K(3.000) = (3.100) 3 - (3.000) 3 
0.100 0.100 

= 27.91 

(c) JC! = 3.000, Ajc = 0.010 

K(3.010) - K(3.000) _ (3.010) 3 - (3.QOO) 3 
0.010 ~ 0.010 

= 27.09 

(d) jc! = 3.000, Ajc = 0.001 

K(3.001) - K(3.000) = (3.001) 3 - (3.000) 3 
0.001 " 0.001 

= 27.01 

En el inciso (a) se ve que conforme la longitud de las aristas del cubo 
varia de 3.000 cm a 3.200 cm, la tasa promedio de variacion del volumen es 
28.84 cm 3 por centimetre de variacion en la longitud de las aristas. Los inci- 
sos (b)-(d) pueden interpretarse de manera semejante. 

(e) La tasa instant&nea de variacion de V(jc) con respecto a jc cuando jc = 3 
es V'(3). 

V'tr) = 3jc 2 V'(3) = 27 

Conclusion: Cuando la longitud de las aristas del cubo es de 3 cm, la tasa 
instantanea de variacibn del volumen es 27 cm 3 por centfmetro de variaci6n 
en la longitud de las aristas. ^ 
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W EJEMPLO 2 En un circuito electrico, si E volts es la fuerza 
electromotriz, / amperes es la corriente y R ohms es la resistencia, entonces 
de la ley de Ohms 

IR - E 

(a) Si se supone que E es una constante positiva, demuestre que / decrece a 
una tasa proporcional al in verso del cuadrado de R. (b) ^Cual es la tasa 
instantanea de variacion de / con respecto a R en un circuito electrico de 90 
volts cuando la resistencia es de 15 ohms? 



Solucion 




(a) 


Si se resuelve la ecuacion dada 
/ = E • R~ l 


para J, se obtiene 




Al diferenciar / con respecto a 


R> se tiene 




dR 






dl E 
dR R 2 





(2) 

Esta ecuacion establece que la tasa de variacidn de / con respecto a R 
es negativa y proporcional a [/R 2 . Por tanto, / decrece a una tasa pro- 
porcional al inverso del cuadrado de R. 
(b) De la ecuacion (2) con E = 90 y R = 15, se tiene 

dl = 90 
dR 225 

= -0.4 

Conclusion: La corriente decrece a una tasa de 0.4 amperes por ohm. A 

En economia, la variaci6n de una cantidad con respecto a otra puede 
describirse mediante el concepto de variacidn promedio o del concep- 
to de variacidn marginal. El concepto de variacion promedio expresa la 
variacion de una cantidad sobre un intervalo de valores de una segunda 
cantidad, mientras que el concepto de variacion marginal es la variacion 
instantanea de la primera cantidad que resulta de una pequena unidad de 
variaci6n de la segunda cantidad. Se inician los ejemplos en economia con 
la definici6n de costo promedio y costo marginal. 

Suponga que C(x) es el costo total para producir jc unidades de un ar- 
ticulo. La funcion C se denomina funcion de costo total. En circunstancias 
normales x y C(x) son positivos. Debido a que x representa la cantidad de 
unidades de un articulo, usualmente x es un numero entero no negativo. Sin 
embargo, a fin de aplicar el Calculo, se supondra que x es un numero real no 
negativo para satisfacer los requerimientos de continuidad de la funcion C. 

El costo promedio de produccion de cada unidad de un articulo se ob- 
tiene al dividir el costo total entre el numero de unidades producidas. Si Q(x) 
dolares es el costo promedio, entonces 

Q(x) = ^> 

X 

y Q se conoce como funcion de costo promedio. 
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Ahora suponga que el niimero de unidades producidas es ;q, y que se 
incrementa en Ax. Entonces la variacion del costo total esta determinado 
por C(xi + Ax) - C(x\), y la variacion promedio en el costo total con res- 
pecto a la variacion del niimero de unidades producidas esta dado por 

C(x l + Ajc) - C(xj) 
Ax 

Los economistas utilizan el termino costo marginal para el limite de este 
cociente cuando Ax tiende a 0, suponiendo que el limite existe. Este limite, 
que es la derivada de C en x { , establece que el costo marginal, cuando 
x = xi, esta dado por C"(*iX si existe. La funcion C recibe el nombre de 
funcion de costo marginal, y C'(jt[) puede interpretarse como la tasa de va- 
riacion del costo total cuando se producen x\ unidades de cierto articulo. 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Supongase que C(x) ddla- 
res es el costo total por la fabricacion de x juguetes, y que 

C(x) = 110 + Ax + 0.02* 2 

(a) La funcion de costo marginal es C y esta definida por 

C'(x) = 4 + 0.04* 

(b) El costo marginal cuando x = 50 es C'(50), y 

C'(50) = 4 + 0.04(50) 

= 6 

Conclusion: La tasa de variacidn del costo total, cuando se fabrican 
50 juguetes, es $6 por juguete. 

(c) El niimero de ddlares del costo real de fabricacion del juguete 51 es 
C(51) - C(50),y 

C(51) - C(50) - [110 + 4(51) + 0.02(51) 2 ] - [110 + 4(50) + 0.02(50) 2 ] 
= 366.02 - 360 
= 6.02 

Observe que las respuestas de (b) y (c) difieren por 0.02. Esta discrepancia 
es debida a que el costo marginal es la tasa instantanea de variacion de C(x) 
con respecto a una variacion de una unidad de x. En consecuencia, C'(50) es 
el niimero aproximado de dolares del costo de fabricacion del juguete 51. A 

Note que el calculo de C'(50) en el ejemplo ilustrativo 1 es mas simple 
que calcular C(51) - C(50). Con frecuencia, los economistas aproximan 
el costo de produccion de una unidad adicional utilizando la funcion de 
costo marginal. 

Especificamente, C\k) d61ares es el costo aproximado de la (k + l)-esi- 
ma unidad de spues de que las primeras k unidades se nan producido. 

Otra funcion importante en economia es la funcion de ingreso total, 
denotada por R, la cual est& definida por 

R(x) = px 

donde R(x) d61ares es el ingreso total recibido cuando se venden x unidades 
ap d61ares por unidad. 
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El ingreso marginal, cuando x = JC], esta determinado por /?'(jc]), 
si existe. La funcion R' se denomina funcion de ingreso marginal. R'{x\) 
puede ser positive negativo o cero, y puede interpretarse como la tasa de 
variacion del ingreso total cuando se vendenjcj unidades. R'(k) dolares es el 
ingreso aproximado por la venta de la (k + l)-esima unidad despues de que 
las primeras k unidades se han vendido. 



W EJEMPLO 3 Suponga que R{x) dolares es el ingreso total por 
la venta de x mesas, y que 

R(x) = 300x -ix 2 

Detennine (a) la funcion de ingreso marginal; (b) el ingreso marginal cuan- 
do x = 40; (c) el ingreso real por la venta de la mesa 4 1 . 

Solution 

(a) La funcion de ingreso marginal es R' y esta definida por 

R'(x) = 300 - x 

(b) El ingreso marginal cuando x = 40 esta dado por R'(40), y 

J?'(40) = 300 - 40 
= 260 

Conclusion: La tasa de variacion del ingreso total cuando se han 
vendido 40 mesas es $260 por mesa. 

(c) El numero de dolares del ingreso real por la venta de la mesa 41 es 
/?(41) - /?(40), y 



R(4\) - R(40) = 



300(41) - ^~ 



300(40) - ^L 



= 1 1 459.50 - 11 200 
- 259.50 



Conclusion: El ingreso real por la venta de la mesa 41 es $259.50. ^ 

Observe que en el inciso (b) del ejemplo 3 se obtuvo #'(40) = 260, y 
$260 es una aproximacion del ingreso recibido por la venta de la mesa 41, el 
cual es $259.50, segun el inciso (c). 

Como f\x) proporciona la tasa instantanea de variacion de f(x) con 
respecto a jc , /"(*). la cual es la derivada de /'(*)> proporciona la tasa ins- 
tantanea de variacion de /'(*) respecto a x. Ademas, si (jc, v) es cualquier 

punto de la grafica de v = /(jc), entonces -j- proporciona la pendiente 

de la recta tangente a la grafica en el punto (jc, v). Por tanto, — j es la 

tasa de variacion de la pendiente de la recta tangente con respecto a jc en el 
punto (jc, y). 



w EJEMPLO A Sea m(jc) la pendiente de la recta tangente a la curva 

y = jc 3 - 2x 2 + jc 
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en el punto (*, y). Determine la tasa instantanea de variacidn de m(x) con 
respecto a x en el punto (2, 2). 



Solution 

«w = £ 

ax 

= 3jc 2 - Ax + 1 

La tasa instantanea de variacion de m(x) con respecto a x esta determinada 

d 2 y 
por w'(jc) o, equivalentemente, —5-, 

m(*) - ^ 
= 6jc - 4 

En el punto (2, 2), ^ = 8. < 

dx l 



EJERCICIOS 2.6 



Sea A(x) centimetros cuadrados el area de un cuadrado 
cuyos lados miden jc centimetros, medidos con cuatro cifras 
significativas. En la calculadora obtenga la tasa promedio 
de variacion de A(x) con respecto a x cuando jc varia 
(a) de 4.000 a 4.600; (b) de 4.000 a 4.300; (c) de 4.000 a 
4. 100; (d) de 4.000 a 4.050. (e) i,Cu<il es la tasa instantanea 
de variacion de A(x) con respecto a jc cuando jc = 4.000? 

El largo de un recringulo mide 4 pulg mas que su ancho, y 
las 4 pulg de diferencia se mantienen conforme eJ rectin- 
gulo aumenta de tamafio. Sea A(w) pulgadas cuadradas el 
area del rectangulo cuyo ancho es de w pulgadas, medido 
con cuatro cifras significativas. En la calculadora obtenga 
la tasa promedio de variacion de A(w) con respecto a w 
cuando w varia (a) de 3.000 a 3.200; (b) de 3.000 a 3. 100; 
(c) de 3.000 a 3.010; (d) de 3.000 a 3.001. (e) <,Cual es la 
tasa instantanea de variacion de A(w) con respecto a w 
cuando w = 3.000? 

La ley de Stefan establece que un cuerpo emite energia 
radiante de acuerdo con la formula R = kT 4 , donde R es 
la medida de la tasa de emisidn de energia radiante por 
unidad cuadrada de area, T es la medida de la temperatura 
Kelvin de la superficie, y k es una constants Determine 
(a) la tasa promedio de variacion de R con respecto a T 
cuando T se incrementa de 200 a 300; (b) la tasa instanta- 
nea de variacidn de R con respecto a T cuando T = 200. 

Suponga que un cilindro circular recto tiene una altura 
constante de 10.00 pulg. Sea V pulgadas cubicas el volu- 
men del cilindro circular recto, y r pulgadas el radio de su 
base. Determine la tasa promedio de variacidn de V con 
respecto a r cuando r varia de (a) de 5.00 a 5.40; (b) de 
5.00 a 5.10; (c) de 5.00 a 5.01. (d) Determine la tasa 
instantanea de variacion de V con respecto a r cuando 
r = 5.00. 

Sea r pulgadas el radio de un plato metalico circular de 
area A(r) pulgadas cuadradas y circunferencia de C(r) pul- 



gadas. Si el calor expande el plato, determine (a) la tasa 
instantanea de variacidn de A(r) con respecto a r, y (b) la 
tasa instantanea de variacidn de C(r) con respecto a r. (c) 
Compare las respuestas de los incisos (a) y (b) y explique 
en cuanto difieren estas tasas. 

Un solido consiste de un cilindro circular recto y una se- 
miesfera en cada extreme y la longitud del cilindro es el 
doble de su radio. Sean r unidades el radio del cilindro y de 
las semiesferas y V(r) unidades cubicas el volumen del 
sdlido. Determine la tasa instantanea de variacidn de V(r) 
con respecto a r. 

Sean jc la longitud total del s61ido del ejercicio 6, y V(x) 
unidades cubicas el volumen del solido en terminos de jc. 
Determine la tasa instantanea de variacion de V(x) con 
respecto a jc. 

La ley de Boyle para la expansidn de un gas es PV = C, 
donde P unidades de fuerza por unidad cuadrada de Area 
es la presion, V unidades cubicas es el volumen del gas y 
C es una constante. (a) Muestre que V decrece a un tasa 
proporcional al in verso del. cuadrado de P. (b) Determine 
la tasa instantanea de variacion de V con respecto a P cuan- 
doP = 4y V = 8. 

La temperatura de una persona es /(f) grados Fahrenheit 
t dias despues de adquirir una enfermedad que dura 10 
dfas, donde 

/(/) = 98.6 + 1.2/ - 0.12r 2 < t < 10 

(a) Determine la tasa de variacion de f(t) con respecto a t 
cuando < t < 10. ^CuaU es la temperatura de la perso- 
na y la tasa de variacidn de la temperatura cuando la per- 
sona ha estado enferma por (b) 3 dfas, y (c) 8 dias? 
(d) Trace la grafica de /, estime cuando la temperatura es 
un maximo asi como la temperatura maxima. 
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10. Suponga que un tumor del cuerpo de una persona tiene 
forma esferica. Determine la tasa de variation del volu- 
men del tumor con respecto a su radio cuando este nude 
(a) 0.5 cm, y (b) 1 cm. 

11. Una bacteria tiene forma esfenca. Determine la tasa de 
variaci6n del volumen de la bacteria con respecto al radio 
cuando este mide (a) 1 .5 |im (mi eras), y (b) 2 |im. 

12. Para el tumor del ejercicio 10, determine la tasa de variaci6n 
del area de la superficie del tumor con respecto al radio 
cuando este mide (a) 0.5 cm, y (b) 1 cm. 

13. Para la bacteria del ejercicio 1 1, determine la tasa de varia- 
tion del area de la superficie de la bacteria con respecto al 
radio cuando este mide (a) 1.5 p. m (micras), y (b) 2 u.m. 

14. Se vierte arena en un monticulo de forma c6nica de modo 
que la altura de 6ste es el doble de su radio. Determine la 
tasa de variaci6n del volumen del montfeulo con respecto 
al radio cuando la altura de este es (a) 4 m, y (b) 8 m. 

15. Una masa de aire frio se aproxima a un campus univer- 
sitario de modo que si la temper atura es T(t) grados 
Fahrenheit t horas despues de la media noche, entonces 

7X0 = 0.1(400 - 40t + t 2 ) < t <, 12 

(a) Determine la tasa promedio de variation de T(t) con 
respecto a / entre 5 a.m. y 6 a.m. (b) Determine la tasa ins- 
tantinea de variation de 1\t) con respecto a t a las 5 a.m. 

16. Se estimo que un trabajador en una tienda donde se fabri- 
can marcos para pinturas puede pintar y marcos x horas 
despues de comenzar a trabajar a las 8 a.m., donde 



y = 3jc + 8jt 2 



< x <, 4 



(a) Determine la tasa a la que el trabajador esta" pintando a 
las 10 a.m. (b) Determine el numero de marcos que el 
trabajador pintara entre las 10 y las 1 1 a.m. 

17. Se esta" extrayendo el agua de una piscina y el volumen del 
agua, despues de t minutos de iniciada la extracci6n, es 
V(t) litros, donde V(t) = 250 (1600 - 80* + t 2 ). (a) De- 
termine la tasa promedio de la salida del agua de la pis- 
cina durante los 5 primeros minutos, y (b) ^que tan rapido 
sale el agua de la piscina 5 minutos despues de iniciada la 
extracci6n? 

18. Se lanza una piedra a un charco, generdndose ondas 
circulares conc&itricas. Determine la tasa de variaci6n del 
area de la superficie afectada cuando su radio es (a) 4 cm, 
y (b) 7 cm. 

19. El numero de d61ares del costo total de fabricaci6n de x 
relojes en cierta fabrica esta" dado por C(x) = 1500 + 
3x + x 2 . Determine (a) la funcion de costo marginal; 

(b) el costo marginal cuando x - 40; (c) el costo real de 
fabricacidn del reloj 41. 

20. El ingreso total recibido por la venta de x escritorios 
es R(x) d61ares, donde R(x) = 200* - jx 2 . Determine 
(a) la funcitfn de ingreso marginal; (b) el ingreso marginal 
cuando jc = 30; (c) el ingreso real por la venta del escri- 
torio 3 1 . 



21. Si R(x) d61ares es el ingreso total recibido por la venta de 
x equipos de televisi6n, donde R(x) = 600* - -^x 2 , de- 
termine (a) la funci6n de ingreso marginal; (b) el ingreso 
marginal cuando x = 20; (c) el ingreso real por la venta 
del equipo de televisi6n 21. 

22. Si C(x) dolares es el costo total por fabricar x pisapape- 

les, y 



C(x) 



200 + ^ + 



determine (a) la funci6n de costo marginal; (b) el costo 
marginal cuando x = 10; (c) el costo real por la fabrica- 
ci6n del onceavo pisapapeles. 

En los ejercicios 23 a 25, se utiliza el concepto de tasa relativa 
definido como sigue: si y - f(x), la tasa relativa de variation 



/Ui) 



de y con respecto a x en x } estd determinada por 
equivalentemente, — y evaluada enx - x { . 

23. Las utilidades anuales brutas de una compafua t afios des- 
pues del lo. de enero de 1994 es p millones de d61ares, 
donde p - ~ t 2 + 2t + 10. Determine (a) la tasa a la que 
las utilidades brutas crecieron el lo. de enero de 1996; 
(b) la tasa relativa de cretimiento de las utilidades brutas 
el lo.de enero de 1996 con aproximacidn del 0.1 %; (c) la 
tasa a la que las utilidades brutas crecerin el lo. de enero de 
2000; (d) la tasa relativa de cretimiento prevista de las 
utilidades brutas el lo. de enero de 2000 con aproxima- 
ciondelO.l %. 

24. Cierta compafiia inici6 sus operaciones el lo. de abril 
de 1993. Las utilidades anuales brutas de la compa- 
fiia despues de t afios de operaci6n son p dolares, donde 
p - 50000 + 18 OOOr - 600r 2 . Determine (a) la tasa a la 
que crecieron las utilidades brutas el lo. de abril de 
1995; (b) la tasa relativa de cretimiento de las utilida- 
des brutas el lo. de abril de 1995 con aproximacion del 
0.1 %; (c) la tasa a la que creceran las utilidades brutas 
el lo. de abril de 2003; (d) la tasa relativa de cretimien- 
to prevista de las utilidades brutas el lo. de abril de 2003 
con aproximaci6n del 0.1 %. 

25. Suponga que el numero de personas de la poblacidn de 
cierta ciudad t afios despues del lo. de enero de 1995 se 
espera que sea 40^ + 200/ + 1 000. Determine (a) la tasa 
a la que se espera crezca la poblaci6n el lo. de enero de 
2004; (b) la tasa relativa de cretimiento esperada de la 
poblacion el lo. de enero de 2004 con aproximacion del 
0.1 %; (c) la tasa a la que la poblacion se espera que crez- 
ca el lo. de enero de 2010; (d) la tasa relativa de creti- 
miento prevista de la poblaci6n el lo. de enero de 2010 
con aproximaci6n del 0.1 %. 

26. Sea r el reefproco de un niimero n. Determine la tasa ins- 
tantinea de variaci6n de r con respecto a n y la tasa relati- 
va de variation de r por unidad de variation de n cuando n 
es igual a (a) 4, y (b) 10. 

27. Las utilidades de una tienda que vende al menudeo son 
\00y d61ares cuando se gastan diariamente x d61ares en 
publicidad y v = 2500 + 36x - 0.2 jt 2 . Utilice la deri- 
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28. 



29. 



30, 



vada para determinar si seria ventajoso que se incremen- 
tase el presupuesto para publicidad si £ste es de (a) $60, y 
(b) $300, (c) ;,Cual es el valor ma^imo para x bajo el cual - 
es ventajoso incrementar el presupuesto de publicidad? 

La ecuacion de oferta para cierto tipo de playeras es 
x = 3p 2 + 2p, donde p d61ares es el precio rebajado por 
playera cuando se ofrecen lOOQv, (a) Determine la tasa 
promedio de variaci6n de la oferta para una variation de 
$1 en el precio rebajado cuando e'ste aumenta de $10 
a $11. (b) Determine la tasa instantanea (o marginal) de 
variaci6n para una variacidn de $1 en el precio rebaja- 
do cuando ese precio es de$10< 

Calcule la pendiente de la recta tangente en cada punto de 
la graTica de y = x A ■+ * 3 - 3jt 2 donde la tasa de varia- 
cibn de la pendiente es cero. 

Determine la tasa instantinea de variation de la pendiente 
de la recta tangente a la graTica de y = 2x* - 6r - 
x + 1 en el punto (3, -2). 



31. Para el derrame de petrtileo del ejercicio 53 de La section 
1,8 y del ejercicio 31 de la seccitfn 2.2, calcule la tasa a la 
que el radio de la abertura esta variando a los (a) 0.4 min; 
(b) 2 min; (c) 3,2 min. 

32* Demuestre que para cualquier funcitfn lineal/, la tasa pro- 
medio de variation def(x) cuando x varfa de x A a x x + k 
es la misma que la tasa instantanea de variation de/(*) 
en^. 

33. Demuestre que en cualquier instante (a) la raz6n de la tasa de 
variation del area de un cftculo a la tasa de variati6n del 
radio es igual a la longitud de la circunferencia, y (b) la ra- 
z5n de la tasa de variacidn del volumen de una esfera a la 
tasa de variaci6n del radio es igual al area de la superficie 
de la esfera. 
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[-2*, 2*1 por [-4,41 

NDER(semc,jO 
FIGURA1 



En la secci6n 1.10 se demostro que las fimciones trigonometric as son con- 
tinuas en sus respectivos dominion. En esta seccidn se demostrarri que 
tambien son diferenciables en sus dominios. Despues se emplearan estos 
hechos para dibujar de manera formal sus graTicas, las cuales se obtuvie- 
ron en los cursos previos al de Calculo aplicando s61o consideraciones 
intuitivas. 

Antes de calcular la derivada de la funci6n seno, trace la graTica de 
NDER(sen x, x) en el rectangulo de inspecci6n de [-2ff t 2k] por [-4, 4], la 
cual se muestra en la figura I. Puesto que esta grSfica se parece a la grafica 
de la funcidn coseno, con la que se familiarizd en los cursos previos al de 
Calculo, puede sospecharse que la derivada de la funci6n seno es la fun- 
cidn coseno. A continuacidn se confirmara esta sospecha anaJiticamente al 
aplicar la identidad trigonometrica 



sen(o + b) - sen a cos b + cos a sen b 

asicomo los teoremas 1.10.2 y L10,5. 
Sea/ la funcidn seno, de modo que 



(1) 



f{x) = sen x 
De la definition de derivada, 



J v * aji-0 Ax 



- lim 



senfo + Ax) - sen(x) 
Ax 



Seemplea la formula (1) para sen(* + Ax\ por lo que 
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/'(*) = lim sen x cos(Ajc) + cos * sen(A*) - sen x 

Aj— *G A* 

= lim ***[«»<**)- l] H COS*sen(A*) 

Ajt^o Ax ax->o Ax 



Km * - cos(A;Q j 



- lim 
Ajt-*0 A* 



lim sen*] + f li m cos x) lim -- n(AA:) (2) 
Va*~>o ; [Ax^O ) a*^o Ax l * 

De los teoremas 1.10.5 y 1.10.2 se tiene 



lim i^Wi) =0 y Iim «!(^) =1 
Ax-0 A* Aj ^ A ^ 

Al sustituir de estas ecuaciones en (2) se obtiene 

/'W = -0 ■ sen* + cos* ■ 1 
= COSJC 

De este modo, se ha demostrado el teorema siguiente. 



2,7.1 Teorema Derivada de la funcion seno 



<3) 



OjiWx) te dofei 



f-2*.2rf] por [-4,4] 
NDER(cosj h ji:) 

FIGURA 2 



► EJEMPLO 1 

fix) = x 2 sen jc 



Calcule/'(*) si 




SoluCf6n Al aplicar la regla del producto se obtiene 

f'(x) = .c^sen*) + Desert x 
' < = * 2 cosjc + 2* sen* 4 

Mora esta" preparado para obtener la derivada de la funcion coseno 
pero antes se trazar* la grAfica de NDER(cos jc, x) en el rectangulo de inspec- 
ci6n de [-2jt, lit] por [-4, 4] t la cual se muestra en la figura 2. La grafka se 
parece a la grafica de la fimci6n seno reflejada con respecto al eje *, to que 
sugiere que la derivada de la funcion coseno puede ser la negativa de la fun- 
cion seno. Para confirmar esta sospecha anal f tic amente, se procede como 
con la funcirin seno. En este caso se aplicara" la identidad 



cos(# + b) = cos a cos b - sen a sen h 
Si g es la funcion coseno, entonces 
g(x) - cos* 

g'(x) = lim g{x + Ax) ' *<*> 
Aj-*0 A* 

= lim C0& ^ X + Ax ^ ^ C05 x 
Aje-*0 A* 



(4) 
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Se emplea la f6rmula (4) para cos(x + Ax), de donde se tiene 



# W Ajc->0 



,_ cos x c os(Ajc) - sen x sen(Ajc) - cos x 
Ax 

sen x sen(Ax) 



cos jc[cos(Ajc) - l] 

"~ A*-»0 Ax A*-»o Ajc 



lim 



= - lim 



1 - cos(Ajc 



-( lim cosjc) - ( lim senx) lim 

\Ax->0 ) \&x^>0 J Ajc->0 



sen(Ajc) 



Ajc^O AJC \a7^0~ _ / \Ajc-»0 } a*-»0 Ax 

Si se sustituye de las ecuaciones (3) en (5) se obtiene 

g'(x) - -0 • cos* - sen* • 1 
= -senx 

De este modo se ha demostrado el teorema siguiente. 



(5) 



2.7.2 Teorema Derivada de la funcion coseno 



Observe el signo menos antes de sen x para la derivada de cos x\ esto 
es, la derivada de cos x es el negativo de sen *, mientras que la derivada de 
sen x es cos x. 



Determine -j- si 
ax 



► EJEMPLO 2 

- sen x 
y ~ 1-2 cos x 

Solution 

Al aplicar la regla del cociente se obtiene 

rfy _ (1-2 cos x)D x (sen x) - sen x • D x (\ - 2 cos jc) 
rfx _ (1-2 cos jc) 2 

(1-2 cos jc)(cos x) - sen jc(2 sen x) 
~ (1-2 cos jc) 2 

_ cos x - 2(cos 2 x + sen 2 jc) 
(1-2 cos x) 2 

- cos jc - 2 
(1 - 2 cos jc) 2 



► EJEMPLO 3 

dx 3 
Solution 



Calcule 

(2 sen jc + 3 cos jc - jc 3 ) 



-r-(2senjc + 3cosjc - jc 3 ) = 2cosx - 3 senx - 3x 2 
ax 



(2senjc + 3cosjc - jc 3 ) = -2senjt - 3 cosjc - 6x 



dx 2 

-^-(2senjc + 3cosjc - jc 3 ) = -2cosx + 3 sen* -6 
dx 3 
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Las derivadas de las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante 
se obtiene de las identidades trigonometricas que contienen al seno y coseno, 
asf como las derivadas de seno y coseno y los teoremas de diferenciacion. Para 
la derivada de la funcion tangente se aplican las identidades 

4. sen jc l _ 

unx = secjc = sen 2 * + cos 2 jc = 1 



COS JC 



COS X 



' mmmmmmnlii \ 



i^^^^^^^^M^^M^'^&0^ 



Demostracion 



D x (tanx) - D x [^^ 
Vcos x 



_ cos x • fi^sen x) - sen jc • D x (cos x) 

COS 2 X 

_ (cos jc)(cos x) - (sen jc)( - sen x) 

COS' 

_ cos 2 x + sen 2 x 



COS 2 X 



1 



COS 2 X 

- sec 2 jc 



2.7.4 Teorema Derivada de la funcion cotangente 



La demostraci6n de este teorema, analoga a la del teorema 2.7.3, se 
deja como ejercicio (vea el ejercicio 1). En la demostraci6n utilizaii'las 
identidades 



COtJC = 



cos x 
seiTjc 



cscx = 



1 



2.7.5 Teorema Derivada de la funcion secante 



^■§ii^^i>^#ii^ftl|s 




fe 


Demostracion 






DJsecx) - D x [ l ) 

\ COS X J 


* : 




cos jc • D x (l) - 


1 • D x (cos 


x) 


COS 2 


JC 




_ cos x - - 1 ' • (- 


- sen jc) 




COS 2 JC 






_ sen jc 






COS 2 JC 






_ 1 sen jc 






COS JC COS JC 




= secjctanjc 
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EJEMPLO 4 

d 



Calcule 



dx 
Solution 



(tanx secx) 



— (tanx secx) = tanx- — (secx) + 
dx y dx 



dx 



(tan jc) • sec x 



= tan x(sec x tan x) + sec 2 x(sec jc) 
= sec x tan 2 x + sec 3 x 



2.7.6 Teorema Derivada de la funcion cosecante 



La demostracion de este teorema tambien se deja como ejercicio (refiS- 
rase al ejercicio 2). 

Como se dijo al principio de esta seccion, ahora se mostrard como pue- 
den dibujarse las graficas de las funciones trigonometricas aplicando la con- 
tinuidad y la diferenciabilidad de estas funciones. Primero se trataran las 
graficas de las funciones seno y coseno, cuyos dominios son el conjunto de 
los numeros reales y sus contradominios son el intervalo [-1,1]. Sean 

f(x) = sen* y f'(x) = cosx 

Para determinar d6nde tiene rectas tangentes horizontales la grafica, se 
considers /'(*) = 0, de donde se obtiene que x - \n + kn y donde k es 
cualquier numero entero. En estos valores de x, sen x es igual a +1 o -1, y 
estos son los valores mas grande y mas pequeno que sen x puede tomar. La 
gr&fica intersecta al eje x en los puntos donde sen x = 0, es decir, en los puntos 
en los que x = kit, donde k es cualquier numero entero. Ademas, cuando k 
es un numero entero par, f\kn) = 1, y cuando k es un numero entero im- 
par/'(*?r) = -1. Asf, en los puntos de interseccion de la grafica con el eje x 
la pendiente de la recta tangente es 1 o -1. A partir de esta informacion se 
dibuja la grafica de la funcion seno la cual se muestra en la figura 3. 




f(x) = senx 
FIGURA 3 



Para la grafica de la funci6n coseno se utiliza la identidad 
cosx = sen(jc + \n) 

Por lo que la grafica del coseno se obtiene a partir de la grafica del seno al 
trasladar \n unidades a la derecha al eje v. Vea la figura 4. 
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► EJEMPLO 5 

graTica de la funcion coseno en el punto ( f ;r, 0). 
Solution 

Si /(*) = cos*, f'(x) = -sen*. 



Obtenga una ecuaci6n de la recta tangente a la 



Por lo que f'(%n) = 



3 „ . z , sen 1 7T. Como 

sen ^ 7T = -1, /'( ~k) = 1. De la forma punto-pendiente para la ecuacion de 
la recta tangente que tiene pendiente 1 y que pasa por el punto (±x, 0), se 
obtiene 2 



= 1(* 



*) 



Ahora se considerara la grafica de la funci6n tangente. Debido a que 
tan(-x) = -tan* 
la grafica es simetrica con respecto al origen. Adema\ 
tan(* + k) = tan* 

por lo que la tangente es peri6dica con periodo n. La funci6n tangente es 
continua en cualquier numero de su dominio, el cual es el conjunto de todos 
los numeros reales excepto los puntos de la forma \n + kn y donde k 
es cualquier numero entero. El contradominio de esta funcion es el conjunto 
de todos los numeros reales. Si k es cualquier numero entero, entonces tan 
kit - 0. Por tanto, la graTica intersecta al eje x en los puntos de la forma 
(kn,0). Sean 

/(*) = tan* y /'(*) = sec 2 * 

ComofXkn) = sec 2 kit y sec 2 kit = 1 para cualquier numero entero Jfc, se 
deduce que donde la graTica intersecta al eje *, la pendiente de la recta tan- 
gente es 1. Si se considera /'(*) = 0, entonces sec 2 * = 0. Puesto que 
sec 2 * > 1 para toda *, se concluye que la grafica no tiene rectas tangentes 
horizontales. 

Considere el intervalo [0, \k) en el que la funcion tangente esta de- 
finida en cualquier numero. 



lim tan* = Iim sen x 

->ff/2- jc^tt/2- COS * 



Puesto que lim sen * = 1 y lim cos * = 0, donde cos * tiende a 
a travel de valores positivos, entonces ~ 

lim tan* = +oo 
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Tablal 



X 


tarix 








\' 


4- « 0.58 

V3 


S* 


1 


1 


V3 = 1.73 




Por tanto, la recta x = \k es una asintota vertical de. la graTica. La tabla 1 
muestra algunos valores de x del intervale- [0, Ik) y los valores correspon- 
dientes de tan x. Al localizar los puntos cuyas coordenadas son los pares de 
numeros (x, tan x), se obtiene la porci6n de la graTica para x en [0, ^k). 
Debido a la simetria con respecto al origen, se obtiene la portion de la graTi- 
ca para x eri (-{% 0]. Como el periodo de la funcion tangente es tt, se com- 
pleta la graTica de tan x, como se muestra en la figura 5. 

La gr&fica de la funcion cotangente se puede obtener a partir de la 
grafica de la tangente empleando la identidad 

cotx = -tan(x + \n) 

De esta identidad se deduce que la grafica de la cotangente se obtiene de la 
grafica de la tangente, al trasladar ^unidades a la derecha al eje y despues 
considerar la reflexion de la grafica con respecto al eje x. La graTica de la 
funcion cotangente se presenta en la figura 6. 



f(x) = tan* 
FIGURA 5 




f(x) - cotx 
FIGURA 6 



Como 

sec(x + 2k) = sec* 

Jla funcion secante es periodica con periodo In. El dominio de esta funcion 
jes el conjunto de todos los numeros reales excepto aqu&los de la forma 
J'i.tf + kK, donde k es cualquier numero entero. El contradominio de esta 
funci6n es (-co, -1] U [1, + oo). La funcion es continua en todo numero 
de su dominio. La grafica no intersecta al eje x porque sec x nunca toma el 
valor cero. 

Se utilizara* la derivada para determinar si la grafica tiene alguna recta 
tangente horizontal. Sean 

, f(x) k secx y f(x) = secxtanx 

Al considerar /'(*) = se tiene que sec x tan x = 0. Como sec x * 0, en- 
tonces/'W = cuando tan x = 0, lo que ocurre cuando x = kK, donde k 
es cualquier numero entero. 

Primero se obtendra* la grafica para x en (-{it, \n) U (\n, §/r).Se 
tienen rectas tangentes horizontales en x = Oyx = n. Ademas, como 
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lim sec jc = 

-»-*/2 + x ^- n )2+ COS X 



lim 

= +00 

lim 



lim sec x 



lim 



1 



lim sec* = 

->ff/2+ x->ff/2 + C0S X 



x-^x/2- COS X 
= +00 

iim sec* = lim — J — 

;t->3?r/2- x^lnjl- COS X 

= -oo 



entonces las rectas x = -\iz, x = \nyx= \n son asfntotas verticales 
de la grdfica. 

Con la informacion anterior y localizando algunos puntos se dibuja la 
graTica de la funci6n secante para x en {-\n, \n) U (i/r, \n). Debido a 
que el periodo de esta funcion es 2*, se obtiene la graTica mostrada en 
la figura 7. 

De la identidad 



esc x = sec(x 




fix) - secjc 
FIGURA 7 



se obtiene la grafica de la funcion cosecante a partir de la graTica de la secante 
al trasladar \n unidades a la izquierda al eje y. La graTica de la funci6n 
cosecante se muestra en la figura 8. 




f(x) - esc* 
FIGURA 8 
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10 cos 9 



K&) 



Jjfc 



10 cm 




FIGURA 9 



^ EJEMPLO 6 Un pendulo de 10 cm de longitud ha oscilado de 
modo que es la medida en radianes del angulo formado por el pSndulo y 
una recta vertical. Si h(9) centimetros es la altura vertical del extremo del 
pendulo por arriba de su posicidn m&s baja, determine la tasa instantanea de 
variacion de h{&) con respecto a cuando = \k. 



Solucion 

Refierase a la figura 9. Como h(6) 

h{6) =10-10 cos 6 
h\B) = -10(-sen 6) 
= 10 sen 6 



= J AC - AC Lsetiene 



AsUh'(^n) 



10 sen \n, estoes, h\\n) = 5. 



Conclusion: Cuando = \n la tasa de variacion instantanea de h(9) 
con respecto a es 5 cm/rad. ^ 



EJERCICIOS 1J 



1. Demuestre: D^cot x) = -csc z x. 

2. Demuestre: D^csc x) = -esc xcot x. 

En los ejercicios 3 a 18, calcule la derivada de lafuncion. 

3. f(x) = 3 sen* 

4. g( x ) - -senx + cos* 

5. s (x) = tanx + cot* 

6. f(x) = 4 sec x - 2 esc x 

7. /(0 = 2t cos r 

8. /(jc) = Ax 2 cos * 

9. g{ x ) - xsenx + cosx 

10. g(y) = 3 sen y - y cosy 

11. h(x) - 4 sen jc cos x 

12. fix) = x 2 senx + 2* cos* 

13. f( x ) = x 2 cos x - 2* sen x - 2 cos-'jf 

14. A(y) = y 3 - y 2 cosy + 2ysen<y + 2 cosy 

15. f(x) = 3 sec x tan x 

16. /(*) = sen t tan t 

17. /(y) = cosy cot y 

18. nix) - cot x esc x 

En los ejercicios 19 a 30, 'obtengala herhtodd. •< 



19. 



21. 



23. 



25. 



J / seirx \ 
dx\\ - cos xj 

d ( tanf \ 
rfr Vcos f - 4/ 

rf ( \ + sen y \ 
</y \1 - sen y) 



20.' D ,(^)- 



dx?\ co* x / 

24. .if. igyy. ) 

dy\i - sen y/ 

26. A(!££JLzi\ 
dx \ cos x + 1/ 



27. jD x [(jc - senx)(x + cosx)] 

28. D z [z 2 + cos z)(2z - sen z)]- 



29, 



V csc t + 2 / 



»• MS^i) 



£« tos ejercicios 31 a 42, calcule NDER(/(x), a) en la grafica- 
dora, Despues confirme su respuesta analiticamente obte- 
niendo el valor exacto def'ia). 

31. fix) - xcosx; a - 

32. fix) - xsenx; a - ^x 

33. f{x) = ^l£;a = iff 



x 

sec x 



a - n 



34. /(*) =— 5- 

x z 

35. /(x) = x 2 tanx; a = x 

36. /(x) = x 2 cosx - sen x; a = 

37. /(x) = senx(cosx - 1); a = ff 

38. /(jc) = (cosjc + l)(xsenx - 1); a - jK 

39. fix) = xcosx + xsenx; a = ±x 

40. /(x) ^tanx + secx;a- |ff 

41. /(x) «= 2 cot x - csc x; a = | ff 



1 



r;« = I 71 



42. /(x) - 
cot x - 1 

43. (a) MM; la calculadora para tabular con cuatro cifras 

sen(i x + h) - sen i n 
decimRH«s los valores de 

cuandb#i es igual a 1, 0.5, 0.1, 0.01, 0.001, y cuando h es 
igual a -1, -0.5, -0.1, -0.01, -0.001 ^A qu£ valor parece 
que se^ppoxima el cociente conforme h tiende a 0? (b) 

sen(j x + h) - sen i n 



Determine lim 
como una derivada. 



- interpret&ndolo 
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44. (a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 



decimales los valores de 



cos(- k + h) - cos n 4 n 



49, (a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 



decimales los valores de 



esc x - esc - 



cuando x es 



cuando h es igual a 1, 0.5, 0.1, 0.01, 0.001, y cuando h es 
igual a -1, -0.5, -0.1, -0.01, -0.001. <,A que* valor pa- 
rece que se aproxima el cociente conforme h tiende a 0? 



(b) Determine lim 

ft-»0 



cos(| K + h) - cos 4 tf 



inter- 



pretandolo como una derivada. 

45. (a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 

, . , , ton(T n + h) - \zn\-n 

decimales los valores de = i cuan- 

h 
do h es igual a 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001, 0.00001, y cuando 
hes igual a -0.1, -0.01, -0.001, -0.0001, -0.00001. £A 
qu6 valor parece que se aproxima el cociente conforme h 



tiende a 0? (b) Determine lim 



tan(l n + h) - tan i- k 



interpret&idolo como una derivada. 
46. (a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 



decimales los valores de 



sec(i n + h) ~ sec ~ n 



do h es igual a 0.1, 0.01, 0.001, 0.0001, 0.00001, y cuando 
h es igual a -0.1, -0.01, -0.001, -0.0001, -0.00001. <,A 
que" valor parece que se aproxima el cociente conforme h 

„„ ,. , sec(i k + h) - sec ~ n 

tiende a 0? (b) Determine lim § S 

a-*o h 

interpretandolo como una derivada. 
47. (a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 
cos x - cos ~ K 



decimales los valores de 



cuando x es 



igual a -2-a; -12- *t 

20 120 



200 
101 , 



199 ^ -Hzz n * y cuando * 



1200 
67 



2000 
1001 



es igual a ii* JL* £1* -H_*, = n. L A qud valor 
parece que se aproxima el cociente conforme x tiende a 



£ tf? (b) Determine 



lim 
tandolo como una derivada. 



interpre- 



48. (a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 



decimales los valores de 



cuando x es 



igual a -£* f *• i>* i£* ^* y cuand ° * 

es igual a - » * i *, i| *, «. *, «!» K . ^ que valor 
parece que se aproxima el cociente conforme x tiende a 



\ ff?(b) Determine lim 

J jc->*/3 

dolo como una derivada. 



sen x - sen 4- n 



■ interpretan- 



igUala !** £* §* H* H ^y cuando ^es igual 



a ii^ 
15 



£* is* ^* is* * A " u * valor p™* 

que se aproxima el cociente conforme x tiende a - /r? 

3 



(b) Determine 

X-i 

como una derivada, 



lim 



interpretdndolo 



50. (a) Utilice la calculadora para tabular con cuatro cifras 



decimales los valores de 



cot x - cot - 



cuando x es 



2999 
4000 
3001 
4000 



K, y cuando x 



igual a &n, » *; ^^ 599* 

6 40 ' 80 * 400 * 800 ' 

es igual a %*, §* M* M* ^ , A qu , valor 
parece que se aproxima el cociente conforme x tiende 

3 _^ ,^ r^ - COt X - COt \ll 

a f «? (b) Determine lim = — ± — inter- 

4 *->3*/4 x - 4/r 

4 

pretandolo como una derivada. 

51. Encuentre una ecuacidn de la recta tangente a la griflca 
de la funcidn seno en el punto donde (a) x = 0, 



<b)* 



7t,(c)x = It. 



52. Encuentre una ecuacidn de la recta tangente a la graTica 

2' 



-It. 



{h)x = -I*;(c)jc = 1: 

2 6 

53. Encuentre una ecuaci6n de la recta tangente a la grifica 
de la funcidn tangente en el punto donde (a) x = 0; 



(b)jc 



r^;(c)jc 



4 -' 4 ' 

54. Encuentre una ecuacidn de la recta tangente a la gr£fica 
de la funcidn secante en el punto donde (a) x = -iz\ 
(b)x = -±x;(c)x = \k. 4 

4 4 

En los ejercicios 55 a 58, una particula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo a la ecuacidn, donde s centimetros es 
la distancia dirigida de la particula desde el origen a los t se- 
gundos. (a) iCudles son la velocidad instantdnea y la 
aceleracidn instantdnea de la particula a los t x segundos? (b). 
Determine la velocidad instantdnea y la aceleracidn ins- 
tantdnea a los ty segundos para cada valor de t v 



55. s s= 4 sen f ; f j es igual a 0, -?r, -n, 



K y n 



56. 



6 cos t\ t x es igual a 0, ~k, ~n, -n, y n 

6 2 6 ^ 



57. s = -3 cos t\ t x es igual a 0, ^n, \k, ~n, -% 1 n y n 



58. 



sen /; t x es igual a 0, \n, \n, \n, ~k, \k y n 



6 3"' 2 "'3 " T 6 
59. Si un cuerpo de peso W libras es arrastrado a lo largo de un 
piso horizontal a una velocidad constante por una fuerza de 
magnitud F libras y dirigida en un £ngulo de $ radianes con 
respecto al piano del piso, entonces F est£ dada por la 
ecuacidn 

r _ kW 



k sen 9 + cos 9 



162 CAP1TUL0 2 DERIVADA Y DIFERENCIACi6n 



donde k es una constante llamada coeficiente de friccidn. 
Si k = 0.5, determine la tasa instantanea de variacitfn de 
F con respecto a cuando (a) = ^ n; (b) 6 = ^ k. 

60. Se dispara un proyectil desde un canon que tiene un 
angulo de elevation de - a radianes y una velocidad ini- 
cial de v pies por segundo. Si R pies es el alcance del 
proyectil, entonces 



R = 



vo 



< a < n 



donde g pie/s 2 es la aceleracion debida a la gravedad. (a) 
Si v = 480, determine la tasa de variaci6n de R con 
respecto a a cuando a - ~ n (esto es, el a^igulo de ele- 



61. 



vacion tiene una medida en radianes de - n). Considere 

4 

g = 32. (b) Determine los valores de a para los que 
D a R > 0. 

Si k es un numero entero positivo, demuestre por induc- 
cidn matematica que 



62. 



D^senjc) = 



senjc si n = Ak 

cosx si n = Ak + 1 

-sen* si n - Ak + 2 

-cos* si n = Ak + 3 



Obtenga una f6rmula semejante a la del ejercicio 61 
D/(cos x). 



para 



2.8 DERIVADA DE UNA FUNCION COMPUESTA Y REGLA 
DE LA CADENA 

Para calcular la derivada de una funcion compuesta, se aplica la regla de 
la cadena, uno de los teoremas mds importantes en Calculo. Antes de es- 
tablecer este teorema, se presentaran tres ejemplos ilustrativos que 
muestran c6mo pueden emplearse los teoremas anteriores para determinar 
las derivadas de algunas funciones compuestas particulares. En cada ejem- 
plo ilustrativo, se escribe la expresi6n final de la derivada en cierta forma que 
podra parecerle inusual pero que puede ser facilmente asociada con la regla 
de la cadena. 



[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si 

F(x) = (4x 3 + l) 2 
se puede obtener F'(x) al aplicar la regla del producto como sigue: 

F(x) = (4x 3 + l)(4x 3 + 1) 

F'(x) = (Ax 3 + \)D x (Ax 3 + 1) + (Ax 3 + 1) D x (4x 3 + 1) 
= (Ax 3 + 1)(12a; 2 ) + (Ax 3 + l)(12;t 2 ) 



Asi, 



F\x) = 2(Ax 3 + 1)(12jc 2 ) 



(1) 



Observe que F es la funci6n compuesta fog, donde f(x) = x 2 y 
g(x) = Ax 3 + l;estoes, 

F(x) - f(g(x)) 

= f(*x 3 + 1) 

= (Ax 3 + l) 2 



Como/'(x) = 2xyg'(x) = \2x 2 , se tiene de (1) 

F'(x) = f(g(x)) g'(x) 



(2) 
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D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 si 

G(x) = sen 2x 

para determinar G'(jc) se puede emplear la regla del producto con las iden- 
tidades trigonometricas 

sen 2x = 2 sen jc cos jc y cos 2x — cos 2 jc - sen 2 jc 

Se tiene 

G(x) = 2 sen jc cos x 

G'(x) = (2 sen x) D x (cos x) + (2 cos jc) D^sen jc) 

= (2 sen jc)(-sen jc) + (2 cos jc)(cos jc) 

= 2(cos 2 jc - sen 2 jc) 

Por tanto, 

G\x) = (cos2jc)(2) (3) 

Si se consideran f(x) - sen jc y g(x) = 2jc, entonces G es la funcion 
compuesta/ o g; esto es, 

G(jc) = f(g(x)) 
= f(2x) 
= sen 2jc 

Debido a que/'(jc) = cos jc y g'(x) = 2, se puede escribir (3) en la forma 

G'(x) = f(g(x))g'(x) (4) 

4 
t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Si 

//(jc) = (cosjcr 1 

se puede calcular H'{x) usando primero la identidad (cos jc) -1 = sec jc. 

//(jc) = secjc 
H\x) - secjctanjc 

1 sen jc 



cos jc cos JC 
= (-1) -~— (-sen*) 

COS Z JC 

En consecuencia, 

//'(jc) = hl(cosjcr 2 ](-senjc) (5) 

Con/(jc) = jc" 1 y ^(jc) = cos jc, //es la funcion compuesta/ o g; esto es, 

H{x) = f(g(x)) 
- /(cos jc) 
= (cosjc)" 1 
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Puesto que f'(x) = -1 • x 2 y g'(x) = -sen x, se puede expresar (5) en la 
forma 



H\x) = f\g{x))g\x) 



(6) 



Observe que los miembros derechos de (2), (4) y (6) se expresan 
como /'(<?(*)) g\x), que es exactamente el miembro derecho de la regla de la 
cadena, la cual se establece en el teorema siguiente. 



2.8 J Teorema Regla de la cadena 



Si la funcuSn g ea diferenciable en x y la funeion/es diferenciable en 
g(x\ entonces la funcitfn compuesta/ o g es diferenciable en x, y 



(f°gYtx) = /'(£(*» tf'M 



(7) 



La demostracion de la regla de la cadena para todas las funciones di- 
ferenciables es sofisticada, por lo que se presenta en la seccion suplementa- 
ria de esta secci6n. Una demostracion simplificada concerniente a funciones 
que satisfacen una hipotesis adicional se bosqueja en el ejercicio 57. 

A continuaci6n se presentaran ejemplos y ejemplos ilustrativos que le 
ayudaran a familiarizarse con el enunciado de la regla de la cadena. 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 



Sean 



fix) 



_ r 10 



y g(x) = 2x 3 - 5x 2 + 4 



Entonces la funci6n compuesta f ° g esta definida por 

(/ ° 8)W = /(*(*)) 

= (2x 3 - 5x 2 + 4) 10 

Para aplicar (7) se necesita calcular f'(g(x)) y g'(x). Como f(x) = x 
f\x) = 10x 9 ,asi 

f(g(x)) = lOfefr)] 9 

f'(g(x)) = 10(2;c 3 - 5x 2 + 4) 9 



10 



Ademas, como g(x) = 2x 3 - 5x 2 + 4, 

g'(x) = 6x 2 - IOjc 

Por tanto, de (7), (8) y (9) se tiene 

(f°8)Xx) = f'(g(x))g'(x) 

= 10(2jc 3 - 5x 2 + 4) 9 (6jc 2 



IOjc) 



(8) 



(9) 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Sean 

/(*) = sen* y g(x) = x 2 + 3 
Entonces la funci6n compuesta/ ° g esta definida por 



(/ ° 8)to = f(g(x)) 

= sen(x 2 + 3) 
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A fin de aplicar (7), se calcula fXg(x)) y g'(x). Como f(x) - sen jc, 
f(x) = cos x. En consecuencia, 

fXg(x)) = cosfeCx)] 

fXg(x)) = cos(x 2 + 3) (10) 

Puesto que g(x) = x 2 + 3, 

gXx) = 2x (11) 

Por tanto, de (7), (10) y (1 1) se obtiene 

(/°*)W =f(g(x))gXx) 

= [cos (x 2 + 3)](2x) 

= 2xcos(jc 2 + 3) ^ 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 

Para determinar h\x), sean 

2 



Suponga que 



fix) = x 5 y g(x) = 



jc - 1 
Entonces 

-2 



fix) = 5x 4 y gXx) = 



(x - l) 2 
Como h(x) = f(g(x)) y de la regla de la cadena se tiene 

hXx) = fXg(x)) • gXx) 

2 \ -2 



'(t 



l J ix-\) 2 
-160 



(* - I) 6 



Cuando se calculan derivadas por medio de la regla de la cadena, en 
realidad no se escriben las funciones / y g como se hizo en los ejemplos 
ilustrativos 4, 5 y 6, pero se deben tener en mente. Por ejemplo, en el ejem- 
plo ilustrativo 6, como h(x) es la quinta potencia de un cociente, cuando se 
aplica la regla de la cadena primero se utiliza la regla de la potencia y des- 
pues la regla del cociente. Se puede escribir el calculo como sigue: 

Kx) = | t^ 5 



- W 



(x - l) 2 



-160 

(x - l) 6 
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W EJEMPLO 1 Determine /'(jc) mediante la regla de la cadena si 



f(x) = 



4jc 3 + 5x : 



Ix + 8 



Solucion Se escribe f(x) = (4x 3 + 5x 2 - Ix + 8) _1 y se aplica la 
regla de la cadena para obtener 

f\x) = -1(4jc 3 + 5x 2 - Ix + 8)~ 2 • D x (4x 3 + 5x 2 - Ix + 8) 
= -1(4jc 3 + 5x 2 - Ix + 8)- 2 (12jc 2 + 10* - 7) 

-12jc 2 - IOjc + 7 ^ 

(4jc 3 + Sx 2 - Ix + 8) 2 



► EJEMPLO 2 Calcule 

</ T /2x + A 4 " 
dx [ V3jc - lj 

Solucion De la regla de la cadena, 



d_ 
dx 



(mi - « 



2jc + 1 



= 4 



dx\3x - 

2x + 1\(3* - 1)(2) -(2* + 1)(3) 
(3x-l) 2 



3jc - 1, 

4(2* + l) 3 (-5) 
" (3*-l) 5 

20(2x + l) 3 . 

(3* -l) 5 

Si se utiliza la notation de Leibniz para la derivada, la regla de la cadena 
puede enunciarse como sigue: , 

Si y es una funcion de w, definida por y = f(u) y -r- existe, y si u es 



dw 



</« 



una funcion de jc, definida por u = g(*) y -j- existe, entonces y es una fun- 



cion de * y -~ existe la cual esta dada por 
#* mi dx 



(12) 



Observe de esta ecuacion la forma conveniente para recordar la regla de la 

cadena. El enunciado formal sugiere la "division" simbolica de du en el nu- 

merador y denominador del miembro derecho. Sin embargo, recuerde de la 

dy 
section 2.1 cuando se introdujo la notation de Leibniz -j L , se enfatizo que 

dy ni dx se les ha dado significado independiente. Por tanto, debe considerar- 
se a (12) como una ecuacion que implica una notation especial de dife- 
renciacion. 

Para escribir la regla de la cadena en otra forma, considere que 
u = g(x). Entonces 

(/ o 8)(x) = /GO (/ o g)'(x) = DJ{u) f(g(x)) = f(u) g'(x) = D x u 
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Con estas sustituciones (7) se transforma en 



D x [f{u)] = f'WD x u 



Se utilizara esta forma de la regla de la cadena para establecer f6rmulas de 
diferenciaci6n importantes. En particular, se tiene de los teoremas 2,7. 1-2.7.6 
las formulas siguientes que implican las derivadas de las funciones trigono- 
metricas. Si u es una f unci on diferenciable de jc, entonces 



Dj(scnu) = oo$uD x u 
D x (ian u) - sec 2 w D x u 
D x ($ecu) = wcuiimuD x u 



D x (cosu) = -senuDjU 
D x (cotu) - -csc 2 uDjfU 
D x (cscu) - -CSCUCOttuD*** 



► EJEMPLO 3 Calcule F'(t) si 

F(t) = tan(3r 2 + It) 
Solution Al utilizar la regla de la cadena se obtiene 



F\t) = sec 2 (3r 2 + It) • D t (3t 2 + It) 
= sec 2 (3f 2 + It) • (6t + 2) 
= 2(3 r + l)sec 2 (3r 2 + It) 



[-In, 271] por [-4, 4] 

f(x) = -senjcfcos(cosjc)] 

yNDER(sen(cos*),.x:) 

FIGURA 1 



► EJEMPLO 4 

y = sen(cosjc) 



dy 
Calcule -f~ si 
dx 




Solution Al aplicar la regla de la cadena se tiene 

dy 

■j- = cos(cos x)[D x (cos jc)] 

- cos(cosjc)[-senJc] 

= -sen jc[cos(cosjc)] A 

Por supuesto, los calculos de las derivadas de los ejemplos anteriores 
pueden apoyarse graficamente. Para confirmar la respuesta del ejemplo 4, se 
trazan las graficas de la funciones definidas por/(jc) = -sen jc[cos(cos jc)] 
y NDER(sen(cos jc), jc) en el rectangulo de inspecci6n de [-2k, 2k] por 
[-4, 4] como se muestra en la figura 1. Las graTicas son id^nticas. 



► EJEMPLO 5 Calcule 

D x (sec 4 2x 2 ) 

Solution Se empleara* dos veces la regla de la cadena. 

D x (sec 4 2x 2 ) = 4sec 3 2jc 2 [Z> c (sec2jc 2 )] 

= 4 sec 3 2jc 2 [(sec 2jc 2 tan 2jc 2 ) D x (2x 2 ) 

= (4sec 4 2jc 2 tan2x 2 )(4x) 

= 16jcsec 4 2x 2 tan2jc 2 
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W EJEMPLO 6 En el ejemplo 3 de la section 1 .3, se tuvo la situa- 
tion siguiente: en un bosque, un depredador se alimenta de su presa, y la po- 
blacion de depredadores es una funci<3n de jc, el numero de presas en el 
bosque, el cual es a su vez una funci6n g de f, el ntimero de semanas que han 
transcurrido desde que termino la temporada de caza. Estas funciones se 
expresaron como 

f(x) = ±x 2 - 2x + 50 y g(t) = At + 52 

donde < / < 15. Determine la tasa a la cual esta creciendo la poblacion 
de depredadores 1 1 semanas despues de que se cerro la temporada de caza. 
Utilice la regla de la cadena sin expresar /ogen terminos de t. 

Solution La tasa a la cual esta creciendo la poblaci<5n de depredadores 
11 semanas despues de cerrada la temporada de caza esta dada por 
(/ ° #)'( 1 !)• Se empleara la regla de la cadena para calcular (/ o g)\t). Como 

fix) = ±x-2 y g'{t) = 4 

(/ ° g)X0 = f'(g(t))g'(t) 

= [^(4t + 52)- 2] 4 

Por tanto, 



(/^)'(H) = ^(44 + 52) - 8 
= 8 

Conclusion: Once semanas despues de cerrada la temporada de caza, la 
poblaci<3n de depredadores esta creciendo a la tasa de 8 animales por 
semana. ^ 

Ahora se presentara una aplicacion de las funciones seno y coseno en 
el movimiento armonico simple, Se dice que un objeto, el cual se mueve so- 
bre una recta, tiene movimiento armonico simple si la medida de su ace- 
leracion es siempre proporcional a la medida de su desplazamiento a partir 
de un punto fijo sobre la recta, y su aceleracion y desplazamiento tie- 
nen sentidos opuestos. Los modelos matematicos que describen el mo- 
vimiento armonico simple, vibraciones u oscilaciones, estan dados por las 
funciones 

f(t) = a sen b(t - c) (13) 

y 

fit) = a cos b(t - c) (14) 

donde f(t) representa el desplazamiento del objeto despues de t unidades 
de tiempo, y a, b y c son constantes. 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Se mostrara que la funcion 
definida por la ecuacion (13) describe un movimiento armonico simple. 
El desplazamiento esta determinado por . 

f(t) = a sen b(t - c) 
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y la funcion que proporciona la aceleracion es /"(f). la cual se calcula 
a continuaci6n 

/'(f) = ab cos b(t - c) y /"(f) = -a2> 2 sen 2>(f - c) 

Por tanto, /"(f) = -b 2 f(t). Como -b 2 es una constante, la aceleracion 
es proporcional al desplazamiento. Ademas, como -b 2 es negativa, la ace- 
leracion y el desplazamiento tienen sentido opuesto. En consecuencia, el 
movimiento es armonico simple. A 

Un ejemplo de movimiento armonico simple se presenta cuando se 
suspende un cuerpo de un resorte, el cual vibra verticalmente. Sea s centime- 

ttros la distancia dirigida del cuerpo desde su posicion central, o de reposo, 
2£ despu£s de f segundos de tiempo. Vea la figura 2, donde un valor positivo de 

I _ ~\- T - ^ s indica que el cuerpo esta por arriba de su posicion central. Si en un siste- 

I I i > ° -^- ma de coordenadas cartesianas rectangulares se marcan los valores de s para 

valores especificos de f, y si la fricci6n no se toma en cuenta, entonces la 
grafica resultante tendra una ecuacion de la forma (13) o (14). Las constan- 
tes a, b y c estan determinadas por el peso del cuerpo y el resorte, asi como 
FIGURA 2 l a f° rma en Q ue se P one en movimiento al cuerpo. Por ejemplo, cuanto m£s 

se tire del cuerpo hacia abajo antes de liberarlo, tanto mayor sera a, la 
amplitud del movimiento. Adem£s, cuanto mds rigido sea el resorte, tanto 
mas rapido vibrara el cuerpo de modo que el menor valor sera el periodo 

9 IT 

del movimiento. Si P es el periodo, entonces P = - — - . La frecuencia de 

\b\ 

un movimiento armonico simple es el numero de vibraciones u oscila- 
ciones, por unidad de tiempo. Si n es la frecuencia del movimiento, en- 
tonces n = -p . 




s < 



► EJEMPLO 7 



Un cuerpo vibra verticalmente de acuerdo con la 
ecuacion 

5=8 COS ~ Kt 

donde s centimetros es la distancia dirigida del cuerpo desde su posicion 
central (el origen) a los f segundos y el sentido positivo es hacia arriba. 
(a) Determine la velocidad y la aceleracion del movimiento para cual- 
quier t. (b) Muestre que el movimiento es armonico simple, (c) determine 
la amplitud, el periodo y la frecuencia del movimiento. (d) Simule el 
movimiento hacia arriba y hacia abajo del resorte en la graficadora. (e) Tra- 
ce la grdfica de la ecuacitfn del movimiento. 

Solution 

(a) Si v centimetros por segundo es la velocidad y a centimetros por se- 
gundo por segundo es la aceleracion, entonces 



ds 

dt 


dv 
a ^ Tt 


8 (-sen \ Kt)( \ k) 


= -f7T(COS iflf)( J7t) 


- 1 n sen ~ nt 


= -f/r 2 cos \nt 
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(b) Del valor de s en la ecuacion dada y el valor de a del inciso (a), se ob- 
serva que 

a = -^K 2 s 

Como a es proporcional a s y de sentido opuesto, entonces el movi- 
miento es armonico simple. 

(c) La ecuaci6n dada es el caso especial de ( 14) donde a- 8, b = ±7ty 
c — 0. La amplitud del movimiento es a, la cual es 8; por tanto, el 

desplazamiento m£ximo es 8 cm. Si P es el periodo, P = - — - ; esto 

\ b \ 
es, P = 6. Por tanto, se necesitan 6 s para una vibraci6n completa del 
cuerpo. Como la frecuencia n esta dada por l/P, n = ± . Asi, se tiene 
^ de vibration por segundo. 

(d) Para simular el movimiento, suponga que el cuerpo se mueve sobre la 
recta x = 2. Con la graficadora en modo param&rico, sean 

x x (t) = 2 y yi(t) = 8 cos \nt 

El movimiento se efectua indefinidamente, sin embargo, se simulara el 
movimiento para < t < 12. En el rectangulo de inspecci6n de [0, 4] 
por [-10, 10], sean t min = 0, t^^ = 12 y r step = 0.05. Ahora presione 
la tecla I trace 1 (rastreo) y despues la teci&flecha a la izquierda man- 
teniendola oprimida hasta que el cursor este - en t = 0. La figura 3 mues- 
tra la pantalla de la graficadora como se ha indicado. Presione la tecla 
flecha a la derecha y mantengala oprimida para observar que el cuerpo, 
representado por el cursor, se mueve hacia arriba y hacia abajo a lo largo 
de la recta vertical x = 2. 

Note que inicialmente, cuando t = 0, la velocidad v es igual a cero, 
la aceleracion a es negativa y £ - 8 de modo que el cuerpo 
esta a 8 cm arriba del origen, la posici6n central. En el primer 1.5 s, la 
velocidad es negativa pero la rapidez, | v | , es creciente. Durante este 
tiempo, el cuerpo se mueve hacia abajo una distancia de 8 cm a su po- 
sici6n central porque cuando t - 1.5, s = 0. Observe que cuando 
t = 1.5, a = 0, de modo que la aceleracion del cuerpo es cero en su po- 
sici6n central. En el siguiente 1.5 s, el movimiento del cuerpo continua 
hacia abajo, cuando su rapidez es decreciente hasta despues de un total 
de 3 s, el cuerpo estd 8 cm debajo de su posicion central. Entonces el cuer- 
po cambia su direcci6n y su rapidez es creciente hasta que alcanza 
su posicion central; posteriormente, su rapidez decrece hasta que regresa 
a su position inicial despues de 6 s. Luego, el cuerpo cambia de direc- 
cion y el movimiento hacia arriba y hacia abajo se repite indefinidamente. 
La figura 4 muestra la grafica de la ecuaci6n de movimiento trazada 
en el rectangulo de inspeccion de [0, 30] por [-10, 10]. ^ 



To0 

X = 2 



Y = 8 



[0,4] por [-10, 10] 
x x (t) - 2, y x (t) - 8 cos iff* 

FIGURA 3 




[0, 30] por [-10, 10] 



FIGURA 4 



(e) 



En el ejemplo anterior no se considero la friccion, la cual ocasiona que, 
eventualmente, el cuerpo alcance el estado de reposo. En la seccion 5,4 se 
discutira el movimiento armonico amortiguado en el que se toma en cuenta 
la friccion, como una aplicacion de lafuncion exponencial natural. 



EJERCICIOS 2.8 



En los ejercicios 1 a 12, calcule la derivada de lafuncion. 

1. f{x) = (2x + t) 3 

2. f(x) = (10 - 5jc) 4 



3. F(x) = (jc 2 + 4x - 5) 4 

4. g(r) = (2r 4 + 8r 2 + l) 5 

5. fit) = (2t 4 - It 3 + 2t - l) 2 
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6. H(z) = (z 3 - 3z 2 + 1)~ 3 

7. f{x) = (x 2 + 4)" 2 

8. g(x) - senjc 2 

9. f(x) = 4 cos 3jc - 3 sen Ax 

10. G(jtr) = sec 2 * 

11. h{t) = \ sec 3 It - sec It 

12. /(jc) = cos(3jc 2 + 1) 

En los ejercicios 13 a 16, determine la derivada de lafuncion. 

13. A. (sec 2 jc tan 2 *) 14. — (2 sen 3 f cos 2 f) 
dx dt 

15. 4 (cot 4 t - esc 4 
dt 

16. ^- [(4jc 2 + 7) 2 (2* 3 + t) 4 ] 
dx 

En los ejercicios 37 a 24, calcule la derivada de la funcion y 

apoyhju respites ta trazando las grdficas de su re spues t a y de la 

derivada numeric a en x en el mis mo rectdngulo de inspeccion. 

"■»»-m)' "•*» = (frl)' 

19. git) = sen 2 (3/ 2 - 1) 

20. gix) = tan 2 * 2 

21. fix) = (tan 2 jc - x 2 ) 3 

22. G(x) = (2 sen jc - 3 cos jc) 3 

23. F(x) = 4cos(sen3jc) 

24. f(x) = sen 2 (cos2jc) 

£rt /<?£ ejercicios 25 y 26, obtenga una ecuacion de la recta 
tangente a la curva dada en el punto indicado, y apoye su 
respuesta trazando la grdfica de la curva y la recta tangente en 
el mismo rectdngulo de inspeccion. 

25. y = (jc 2 - l) 2 en el punto (2, 9) 

26. y — 4 tan 2jc en el punto ( | n, 4) 

En los ejercicios 27 a 30, la ecuacion describe el movimiento de 
un cuerpo suspendido de un resorte que vibra verticalmente, 
donde s centimetros es la distancia del cuerpo desde su posi- 
cion central (el origen) a los t segundos y el sentido positivo es 
hacia arriba. (a) Calcule la velocidad y la aceleracion del 
movimiento para cualquier t. (b) Muestre que el movimiento es 
armonico simple, (c) Determine la amplitude el periodo y la 
frecuencia del movimiento. (d) Simule el movimiento hacia 
arriba y hacia abajo del resorte en la graficadora. (e) Trace 
la grdfica de la ecuacion del movimiento. 



6 sen 4 nt 

4 



28. s = 3 cos \nt 



27. * - *— i 

29. s = 4 cos K(2t - ~) 

30. s = 8sen/r(3f + ~) 

En los ejercicios 31 y 32, una particula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo con la ecuacion de movimiento dada, don- 
de s metros es la distancia dirigida de la particula desde el 
origen a los t segundos. Determine (a) la velocidad y (b) la 
aceleracion de la particula a los t segundos, y (c) muestre que 
el movimiento es armonico simple. 



31. s ~ b cosikt + c), donde b,ky c son constantes. 

32. s = A sen Inkt + B cos 2nkt, donde A, B y k son 
constantes. 

En los ejercicios 33 a 36, una particula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo con la ecuacion de movimiento dada, 
donde a los t segundos, s pies es la distancia dirigida de la 
particula desde el origen, v pies por segundo es la velocidad 
y a pies por segundo por segundo es la aceleracion de la par- 
ticula. (a) Determine v y a en terminos de t. (b) Muestre que 
el movimiento es armonico simple, (c) Simule el movimiento en 
la graficadora. 

33. s = 5 sen m + 3 cos nt 

34. s = sen(6f - ^n) + sen(6f + ^n) 



35. s 



10 sen^ It 



36. s = S cos 2 6t - 4 

37. (a) Para el pendulo del ejemplo 6 de la seccion 2.7, mues- 
tre que otra ecuacion que define hid) es 



hid) = 20 sen 2 \0 



Sugerencia: utilice una identidad trigonometrica. A partir 
de esta ecuacion calcule la tasa instant^nea de variacion de 



hiB) con respecto a 0cuando (b) 
(d) = X ~K. 



'w;(c) 9 : 



38. Si K unidades cuadradas es el area de un triangulo rec- 
tangulo, 10 unidades es la longitud de la hipotenusa, y a 
es la medida en radianes de un angulo agudo, entonces 
K = 25 sen 2a. Determine la tasa instantanea de varia- 



cion con respecto a a, cuando (a) a - | n\ (b) a 

(c) a = \n. 



r*; 



39. La ley de Dulong establece que si P atmosferas es la pre- 
sion absoluta de un vapor saturadoa una temperatura de 
T grados Celsius, entonces 



f 40 + T \ 5 
\ 140 ) 



T > 80 



Calcule la tasa instantanea de variacion de P con respecto 
a T t cuando (a) T = 100; (b) P = 32. 

40. Si a los r segundos, q coulombs es la carga en un capacitor 
e / amperes es la corriente en el capacitor, entonces i es la 
tasa de variacion de q cop respecto a /. Suponga que para 
cierto capacitor 

A 

q = - — cos(o)r + <f>) 

donde A, 0) y <f> son constantes. Exprese i en terminos de t. 

41. Se construye un pendulo de torsion al suspender hori- 
zontalmente un disco metalico uniforme mediante un 
alambre desde su centro. Si se desplaza el pendulo y des- 
pues se impulsa de manera perpendicular a dicho despla- 
zamiento se obtendra el movimiento armonico angular 
simple. Suponga que a los t segundos el desplazamien- 
to angular de radianes desde la posicion inicial esta 
dado por la ecuacion 

= 0.2 cos Kit - 0.5) 
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42. 



43. 



44. 



45. 



46. 



47. 



48. 



49. 



Determine con aproximacidn de decimos de radian por 
segundo, que tan rapido cambia el dngulo a los 3.1 s. 

Denote la funcion obtenida como modelo matematico en 
el ejercicio 28 de la secci6n 1.3 por V. Determine con 
aproximacidn de decimos la tasa instantanea de varia- 
cion de V(x) con respecto a x cuando (a) x = 0.9, 
(b)jc = 1.0,y(c)jc = 1.1. 

La fuerza electromotriz para un circuito electrico con un 
generador simplificado es E(t) volts a los t segundos, don- 
de E(t) - 50 sen 120tt/. Calcule la tasa instantanea de 
variacion de E(t) con respecto a t cuando (a) / = 0.02 s 
y (b) / = 0.2 s. 

Una onda producida por un sonido simple tiene la ecua- 
cion P(t) = 0.003 sen 1 800pr, donde P(t) dinas por 
centimetro cuadrado es la diferencia entre la presi6n at- 
mosferica y la presion del aire en el timpano del oi'do a los 
t segundos. Determine la tasa instantanea de variacion de 
P{t) con respecto a / cuando / es igual a (a) g s; (b) | s; 
(c) \ s. 

La ecuacion de demanda para un juguete particular es 
p 2 x - 5 000 donde x es el numero de juguetes que se 
venden por mes, cuando p d61ares es el precio por juguete. 
Se espera que en t meses el precio del juguete sera p do- 
lares, donde 20p = t 2 + It + 100 y / e TO, 6]. ^,Cual 
es la tasa de variacion esperada de la demanda despues 
de 5 meses? No exprese x en terminos de /, utilice la re- 
gla de la cadena. 

Para el derrame de petroleo y la funcion A del ejercicio 54 
de la seccion 1.8 haga lo siguiente: (a) Demuestre que A 
es diferenciable en 2. (b) Obtenga A'(t). Determine la 
tasa a la que el area de la grieta esta cambiando a los 
(c) 0.4 min, (d) 2 min y (e) 3.2 min. 

Sean /(*) = x 3 y g(x) = f(x 2 ), Calcule (a) f'(x 2 ); 
(b)g'(x). 

Sean f(u) = u 2 + 5u + 5 y g{x) = (x + ])/(jc - 1). 
Determine la derivada de / ° g en dos formas: (a) pri- 
mero calcule (f ° g)(x) y luego obtenga (/ ° #)'(■*); 
(b) utilice la regla de la cadena. 

Obtenga la formula para la derivada de la funcion coseno 
empleando la fbrmula de la derivada para la funci6n seno, 
la regla de la cadena y las identidades 



50. Utilice la regla de la cadena para demostrar que (a) la de- 
rivada de una funci6n par es una funci6n impar, (b) la 
derivada de una funcion impar es una funcion par, supo- 
niendo que las derivadas existen. 

51. Emplee el resultado del ejercicio 50(a) para demostrar 

que si g es una funcion par y g\x) existe y si h(x) = 
(f ° g)(x) y f es diferenciable en cualquier numero en- 
tonces/i'(0) = 0. 



52. 



Suponga que / y g son funciones tales que f'(x) ~ — 

y(f°8)(x) = 
g'(x) = g(x). 



x. Demuestre que si g'(x) existe, entonces 



53. Sea 



/(*) = 



k 2 sen — 



Si JC g£ 

si x = 



x) y 



sen x ~ cos( ±n - x) 



(a) Demuestre que / es continua en 0. (b) Calcule f'(x). 
(c) Demuestre que/' es discontinua en 0. 

54. Si/" y g" existen y si h = f ° g, exprese h" (jc) en termi- 
nos de las derivadas de/y g. 

55. Discuta el movimiento armonico simple del cuerpo del 
ejercicio 27, como se hizo en el inciso (d) del ejemplo 7. 

56. Siga las instrucciones del ejercicio 55 para el movimiento 
armonico simple del cuerpo descrito por la ecuacion del 

ejercicio 28. 

57. Suponga que/y g son dos funciones tales que (i) g\x x ) y 
f\g{x\)) existen y (ii) para todo x * x { de algun interva- 
lo abierto que contenga a x y , g(x) - gC^) ^ 0. Entonces 

(/°g)(*)-(/°g)(-*i) 
x - x { 

= (f ° g)M - (f Q gKxQ g(x) - g(xQ 
g(x) - g(x x ) x - x { 

(a) Demuestre que conforme x — > x { , g(x) -> g(jc ( ) y en 
consecuencia que (/ ^)'(^i) = f'(g(xi))g'(xi) sim- 
plificandose asi la demostracion de la regla de la cadena 
bajo la hipotesis adicional (ii). (b) Explique por que la 
demostracion de la regla de la cadena dada en el inciso 
(a) se aplica si /(jc) = x 2 y g(x) = x 3 , pero no se aplica 
si/(x) = x 2 yg(x) = sgn*. 



2.9 DERIVADA DE LA FUNCION POTENCIA PARA EXPONENTES 
RACIONALES Y DIFERENCIACION IMPUCITA 

En la seccion 2.4 se mostro que la derivada de la funcion potencia, definida por 
fix) =x r (1) 

estd dada por la fdrmula siguiente, donde r es un entero positivo o negativo: 
f'(x) = rx'-l (2) 
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Ahora se demostrara que esta formula se cumple cuando r es un numero 
racional, con ciertas estipulaciones cuando x = 0. 

Primero considere que x * 0, y r = l/q, donde q es un numero en- 
tero positivo. Entonces la ecuacion (1) se puede escribir como 

fix) = x x ^ (3) 

De la definicion 2,1.3, 

m - ^ <« + A *f - xUq ( 4) 

A fin de evaluar el limite en (4) se debe racionalizar el numerador. Para lo- 
grar esto se emplea la formula siguiente: 

a n - b n = (a - b)(a n ~ l + a n ~ 2 b + a n ~ 3 b 2 + ... + ab n ~ 2 + b n ~ l ) (5) 

Puede considerar esta formula de sus cursos anteriores al de Calculo. Si 
no, refierase al suplemento de la seccion 1 .5 donde se obtuvo como la ecua- 
cion (12). 

El numerador de la fraccion en (4) se racionaliza al aplicar (5) donde 
a = (x + Ax) 1 ^, b = x l fa y n = q. De modo que -se multiplica el nume- 
rador y el denominador por 

[(x + Ajc) 1 ^"^ + [(x + Ax) 1 ^- 2 ^ + . . . + (jc 1 ^)^" 1 ) 

Entonces, de (4),/'(jt) es igual a 

.. [(x + Ajc) 1 ^ - x l ti][(x + Ax)^' 1 ^ + (x + Ax)^ 2 ^x 1 ^ + . . . + jc<r l)/(? ] 

lim (o) 

Ax ~>° Ax[(x + Ax)^~ l) ^ + (x + Ax)^~ 2 ^x x ^ + . . . + x^-Vfo] 

Ahora, si se aplica (5) al numerador, se obtiene (x + Ax)^^ - x^, lo cual 
es Ax. Asi, de (6), 

fix) = lim — ■ 

Ax ~> Ax[{x + Axya-Wv + (x + Ax)^~ 2 ^ 'x [ ^ + . . . + x^' 1 ^] 

= lim 

A *->° (x + Ajc) (< H>/9 + (x + Ax)^~ 2 ^x { ^ + . . . + xb-^l 

= lim — 

Ax->0 x (q~\)lq + x (q~2)lq + + x (q-\)fq 

como hay exactamente q terminos en el denominador de la fraccion anterior, 
1 



fix) = 



qx l-iUq) 



fix) = ix 1 ^" 1 (7) 

<? 

la cual es la formula (2) con r = \\q. Con esto se ha completado una 
etapa crucial de la demostracion. A continuation se debe mostrar que la fun- 
ci6n definida por (3) es diferenciable; ademds, que su derivada esta dada 
por (7). 
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Ahora, en (I) con jc * 0, sea r = pjq, donde p es cualquier numero 
entero diferente de cero y q es cualquier numero entero positivo; esto es, r es 
cualquier numero racional excepto cero. Entonces, (1) se puede escribir como 

f{x) = xPte <=> f(x) = (x x h)P 

De la regla de la cadena y de la regla de la potencia para niimeros enteros 
positivos y negativos, se tiene 

f(x) = p(x l hP' 1 • D x (x^) 

Al aplicar la formula (7) para D x (x l ^ q ) se obtiene 

f\x) = p(x ]l ^)P- ] • -JC 1 '*" 1 

f( x ) = £xPte~ l b +x te- ] 

f'(x) = £-xPb- ] 
q 

Esta f6rmula es la misma que (2) con r — pjq. 

Si r - y jc * 0, (1) se transforma en/(jc) = jc°; esto es, /(jc) = 1. 
De modo que /'(-*) = 0, lo cual puede escribirse como/(jc) = • jc "" 1 . Por 
tanto, se cumple (2) sir = y jc * 0. En consecuencia, se ha mostrado que 
la formula (2) se cumple cuando r es cualquier numero racional y jc * 0. 

Ahora bien, esta en el dominio de la funcion potencia /si y solo si r 
es un numero positivo, porque cuando r < 0, /(0) no esta definido. En con- 
secuencia, se desea determinar para que valores positivos de r, /'(0) estar£ 
dado por la formula (2). Se deben excluir los valores de r para los cuales 
< r < 1 porque para estos valores de r, jc 7 "" 1 no es un numero real cuan- 
do jc = 0. Entonces, suponga que r > 1 . Por la definici6n de derivada, 



fix) = Hm 



(K 



^o x - 



= limjc'" 1 

x->0 

Cuando r > I, limjc''" 1 existe y es igual a cero, suponiendo que r es 

numero tal que x r ~ l esta definido en algun intervalo abierto que contiene a 0. 
Por ejemplo, si r - |, entonces jc r ~' = jc 1 / 2 , el cual no esta definido en 
cualquier intervalo abierto que contenga a (ya que jc 1 / 2 no existe cuan- 
do jc < 0). Sin embargo, si r = |, jc'" 1 = jc 2 ' 3 , el cual esta definido en 
cualquier intervalo abierto que contenga a 0. Por tanto, la formula (2) pro- 
porciona la derivada de la funcion potencia cuando jc = 0, suponiendo 
que r es un numero para el cual jc' -1 esta definido para algtin intervalo que 
contiene a 0. De este modo se ha demostrado el teorema siguiente. 



2.9.1 Teorema Regla de diferenciacion de la funcion 
potencia (para exponentes rationales) 



Si / cs la ftincidn potencia definida por fix) = x r , donde r es cual- 
quier ntimero racional, entonces /cs diferenciable y 

f\x\ = ^ ' 

Para obtener f(0) a partir de esta f6rmula 1 r debe ser un ntimero tal 
que x r ~ ] est6 definido en algun intervalo abierto que contenga a 0. 



2.9 DERIVADA PE LA FUNCION POT1ENCIA PARA EXPONENTE5 RACIQNALES Y ... 1 75 

► EJEMPLO 1 Calcule/'Wsi 

f(x) = 4^ 
Solution Del teorema 2.9.1 conf(x) = 4jc 2/3 se tiene 
f(x) = 4 • f Or 2 ' 3 " 1 ) 

= 8--1/3 



8 



El proximo teorema se deduce inmediatamente a partir del teorema 
2.9.1 y de la regla de la cadena. 



2,9.2 Teorema 



Si/y $ son dos funciones tales que/(jt) = [#(*)!', donde r es cualquier 
numero rational, y si g\x) exists entonces/es diferenciable, y 



/'to = r[g(x)]^g\x) 



A/W ' 



/'« = - 



[-6, 6] por [4, 4] 

5 sen t cos t 



V4 sen 2 ? + 9 cos 2 / 



y NDER ( -J 4 sen 2 / + 9 cos 2 /, /) 
FIGURA 1 



► EJEMPLO 2 Determine/'^) si 

f(t) = V4 sen 2 t + 9 cos 2 t 

Solution Se escribe /(f) = (4 sen 2 t + 9 cos 2 f) 1 ' 2 y se aplica el teo- 
rema 2.9.2. 

f(t) = ~{4 sen 2 t + 9 cos 2 0" 1/2 • D t (4 sen 2 t + 9 cos 2 r) 

_ 8 sen t • Z> f (sen t) + 18 cos ; ■ D f (cos f) 



2a/4 sen 2 r + 9 


cos 2 


f 


8 sen t cos t + 18 cos t{- 


sen 





2-yJA sen 2 f + 9 cos 2 


f 




-10 sen / cos t 






2^4 sen 2 t + 9 cos 2 t 




5 sen f cos t 







V4 sen 2 f + 9 cos 2 t 

Como es usual, los calculos del ejemplo anterior pueden apoyarse 
graficamente. En particular, la grafica de la figura 1, la cual muestra que 
la graiica de la respuesta y la grdflca de la derivada num£rica de / pare- 
cen la misma, apoya el calculo del ejemplo 2. 

Ahora se tratara otra t^cnica de diferenciacion llamada diferen- 
ciacion (o derivation) implfcita, la cual esta basada en la regla de la cadena. 

Si/ = {(*, y) | y - 3x 2 + 5x + 1 ) , entonces la ecuacion 

y = 3x 2 + 5* + 1 
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define a la funcion explicitamente. Sin embargo, no todas las funciones 
pueden ser definidas explicitamente mediante una ecuaci6n. Por ejemplo, no 
se puede resolver la ecuacion 

x 6 - 2x = 3y 6 + y 5 - y 2 (8) 

para y en terminos de jc. No obstante, pueden existir una o mas funciones 
tales que si y - f(x), entonces la ecuaci6n (8) se satisface; es decir, funcio- 
nes tales que la ecuaci6n 

x 6 - 2x = 3[f(x)] 6 + [/(jc)1 5 - [f(x)] 2 

se cumple para todos los valores de x en el dominio de /. En este caso, la 
funcion /esta definida impUcitamente por la ecuacion dada. 

Con la suposici6n de que (8) define a y como al menos una funcion 
diferenciable de jc, la derivada de y con respecto a x puede determinarse 
mediante la diferenciacidn impUcita. 

La ecuaci6n (8) es un tipo especial en el que aparecen x y y debido a 
que puede escribirse de modo que todos los terminos que contienen x 
estdn en un miembro de la ecuaci6n y todos los terminos en y se ubiquen en 
el otro miembro. Esta ecuaci6n sirve como primer ejemplo para ilustrar el 
proceso de diferenciacion implicita. 

El miembro izquierdo de (8) es una funcion de jc, y el miembro dere- 
cho es una funci6n de y. Sea F la funci6n definida por el miembro izquierdo 
y G la funcion definida por el miembro derecho. Asi, 

F(x) = x 6 - 2x y G(v) = 3y 6 + y 5 - y 2 

donde y es una funci6n de jc, por decir y - f(x), De este modo, (8) puede 
escribirse como 

Fix) = G(f(x)) 

Esta ecuacion es satisfecha por todos los valores de x del dominio de / para 
los cuales G(f(x)) existe. 

Entonces, para todos los valores de x para los cuales /es diferenciable, 
se tiene 

D x (x 6 - 2x) = D x (3y 6 + v 5 - v 2 ) (9) 

La derivada del miembro derecho de (9) se puede determinar facilmente, por 
lo que se obtiene 

D x (x 6 - 2x) = 6x 5 - 2 (10) 

Por medio de la regla de la cadena se determina la derivada del miembro 
derecho de (9). 

DA-iy 6 + y 5 - y 2 ) = I8y 5 - g + 5/- £ - iy ■ % (li) 

Al sustituir los valores de (10) y (1 1) en (9) se obtiene 

6jc 5 - 2 = (18v 5 + 5y 4 - 2v)^ 

dy_ = 6jc 5 - 2 

dx 18v 5 + 5v 4 - 2v 
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Observe que al emplear la diferenciacion implicita se ha obtenido una ex- 

dy 
presi6n para -~- que contiene a las variables x y v. En el ejemplo ilustrativo 

siguiente se utiliza el metodo de diferenciacion implicita para determinar 

dy 

-~- de un tipo mas general de ecuacion. 



Considere la ecuacion 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

3jc 4 v 2 - Ixy 3 = 4 - 8v (12) 

y suponga que existe al menos una funci6n diferenciable / tal que si 
y — fM, entonces la ecuacion (12) se satisface. Al diferenciar ambos miem- 
bros de (12) (teniendo en mente que v es una funcion diferenciable de jc) 
y aplicando la regla del producto, la regla de la potencia y la regla de la 
cadena, se obtiene 

12jc 3 y 2 + 3x\2yD x y) - 7y 3 - lx(3y 2 D x y) = - 8 D x y 

D x y(6x 4 y - 2\xy 2 + 8) = 7v 3 - 12jc 3 y 2 

7v 3 - 12jc 3 y 2 ^ 



D x y = 



6jc 4 v - 2Uv 2 + 8 



Recuerde que se supuso que tanto (8) como (12) definen al menos una 
funcion diferenciable de jc. Puede suceder que una ecuaci6n en jc y y no 
impliquen la existencia de cualquier funcion de valores reales, como es el 
caso para la ecuacion 

jC 2 + y 2 + 4 = 

la cual no se satisface por cualesquiera valores reales de jc y y. Ademas, es 
posible que una ecuacion en jc y y pueda ser satisfecha por muchas funcio- 
nes diferentes, de las cuales algunas son diferenciable s y otras no. Una 
discusion general esta* m£s alia del alcance de este texto, pero puede encon- 
trarse en un libro de Calculo avanzado. En las discusiones siguientes 
cuando se indique que una ecuaci6n en jc y y define a y implfcitamente como 
una funcion de jc, se supondra que al menos una de estas funciones es 
diferenciable. El ejemplo 5, el cual se tratara posted ormente, ilustra el 
hecho de que la diferenciacion implicita proporciona la derivada de dos 
funciones diferenciables definidas por la ecuacion dada. 

W EJEMPLO 3 (a) Utilice la diferenciacion implicita para deter- 
minar la pendiente de la recta tangente a la curva jc 3 + y 3 = 9 en el punto 
(1, 2). (b) Encuentre una ecuacion de la recta tangente y apoye la respuesta 
graficamente trazando la curva y la recta tangente en el mismo rectangulo de 
inspeccion. 

Solucion 

(a) Al diferenciar implfcitamente con respecto a jc se obtiene 

3jc 2 + 3y 2 ^ = 
J dx 

dy _ x^_ 

dx y 2 

En el punto (1,2), —■ = -~. 
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[-6, 6] por [-4, 41 
y = ^9 - x 2 y y = - 
FIGURA 2 



(9 - x) 



(b) Una ecuacion de la recta tangente es 

y- 2 = -!(*- 1) 
jc + 4y - 9 = 

La figura 2 muestra las graficas de 



^9" 



y = i(9 -x) 



trazadas en el rectangulo de inspection de [-6, 6] por [-4, 4]. La recta 
es tangente a la curva en el punto (1,2), lo que apoya la respuesta. ^ 



► EJEMPL0 4 



Dada x cos y + y cos x - 1 =0, calcule 



dx' 



Sollicion Al diferenciar implicitamente con respecto a x se tiene 

*/y £?y 
1 • cosy + jc(-seny)-r- + -^-(cosjc) + y(-senjc) - 
dx dx 



-r~ (cos x - x sen y) = y sen x - cos y 

dy __ y sen jc - cos y 
dx cos jc - x sen y 



P" EJEMPLO 5 Dada la ecuacion jc 2 + y 2 = 9, determine 

dy 
(a) — - mediante la diferenciacion implicita; (b) dos funciones definidas 
dx 

por la ecuacion; (c) la derivada de cada una de las funciones del inciso (b) por 

medio de la diferenciacion explicita. (d) Verifique que el resultado obtenido 

en el inciso (a) es acorde con el resultado del inciso (c). 

Solution 

(a) Al diferenciar implicitamente se obtiene 

2x + 2y^- = 
dx 



dy_ 
dx 



(b) Si la ecuacion dada se resuelve para y, entonces 

y = V9 - x 2 y y = -V9 - x 2 
Sean/] y/ 2 las dos funciones para las que 

/,(*) = V9 - x 2 y f 2 (x) = -V9 - x 2 

(c) Comof x (x) = (9 - jc 2 ) 1 / 2 y f 2 (x) = -(9 - jc 2 ) 1 ' 2 , de la regla de la 
cadena se obtiene 

/iW = t(9 " x 2 r 1/a (-2x) ./ 2 '(*) = -{(9 - x 2 )V 2 (-2x) 



4¥ 



4^ 
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(d) Paray = /i(jc), donde/i(jc) = V9 - x 2 , se deduce del inciso (c) que 
— _*_ 

y 

lo cual es acorde con la respuesta del inciso (a). 

Para y = fiix), donde^W = ~ V9 - x 2 , se deduce del inciso (c) que 

/2'W = 



X 

— -X. 

y 

lo cual es acorde con la respuesta del inciso (a). A 

El ejemplo siguiente muestra como calcular la segunda derivada para 
funciones definidas implicitamente. 

► EJEMPLO 6 Dado que 

4jc 2 + 9y 2 = 36 

d 2 v 
determine — £ mediante diferenciacion implicita. 

dx 2 F 

Sollicion Al diferenciar implicitamente con respecto a jc se tiene 

dy 
8jc + 18y~- = 

^ = =^- (13) 

dx 9y {l * } 

d 2 v 
Para calcular — L se obtiene la derivada de un cociente teniendose en 

dx 2 
mente que y es una funcion de jc. Asi, 



('£) 



d 2 y 9y(~4) - (-4*) 
"dx 2 = 81? 

dy 
Si se sustituye el valor de — de (13) en esta ecuacion se obtiene 
dx 

, 2 -36y + (36jc) ^ 
d L y _ 9y 

dx 1 ~ 81y 2 

-36y 2 - 16jc 2 
81y 3 

-4(9y 2 - 4x 2 ) 
81y 3 



180 CAPITUL0 2 DERIVADA Y DIFERENCIACldN 



Puesto que cualesquiera valores de x y y que satisfacen esta ecuacion deben 
tambien satisfacer la ecuacion original, entonces se puede sustituir 
9y 2 +■ 9x 2 por 36 para obtener 



d 2 y 
dx 2 



-4(36) 

16 

9y3 



EJERCICIOS 2.9 



En los ejercicios 1 a 12, obtenga la derivada de lafuncion. 

1. f(x) = 4jc i/2 + 5jT i/2 

2. f(x) = 3jc 2 ' 3 - 6jc" 3 + jc" 1 ' 3 

3. gix) = Vl + 4jc 2 4. /(s) = ^2 - 3s 2 
5. /(jc) = (5 - 3jc) 2/3 ' ' x 3 

1 



7. s(y) 



-v/25 - 



6. gix) = ^4x 2 - 1 
8. f(x) = (5-2JC 2 )" 1 / 3 



9. /i(r) = 2 cos V7 ' 10. /(jc) = 4 sec ^ 

11. g(r) = cot V37 12. g(jc) - V3.sen jc 

En /05 ejercicios 13 a 16, calcule la derivada y apoye la res- 
puesta trazando las grdficas de la respuesta y la derivada nu- 
mirica en el mismo rectdngulo de inspection. 

13. = A(j^en£_) u ±1 

AVVl-sen/,/ dx\\ 

15. D X (^J9 + V9~^T) 16. Dj V^ tan J±) 

En /05 ejercicios 17 a 32., determine —por medio de dife- 



renciacion implicita. 



17. * 2 + y 2 



16 



19. jc 3 +. y 3 = 8jc> 



21. ! + I 



1 



x y 
23. VI + V7 = 4 
25. jc 2 y 2 - jc 2 + y 2 
27. y = cos(jc - y) 
29. sec 2 jc + csc 2 y = 4 



<£c 

18. 4jc 2 - 9y 2 = 1 
20. x 1 + y 2 = Ixy 

22. - - - = 2x 
x y 

24. 2jc 3 y + 3jcy 3 = 5 

26. (2* + 3) 4 = 3y 4 

28. x = sen(jc + y) 

30. cotxy + xy = 



31. jc sen y + y cos jc = 1 32. cos(jc + y) = y sen jc 

En los ejercicios 33 a 36, encuentre una ecuacion de la recta 
tangente o de la recta normal, segun se indica, y apoye la 
respuesta trazando la rectd y la curva en el mismo rectdngulo 
de inspection. 

33. La recta tangente a la curva y = ^x 2 + 9 en el punto 

(4,5). 

34. La recta normal a la curva y = 3c v 16 + * 2 en el origen. 

35. La recta normal a Ja curva 9jc 3 - y 9 = 1 en el punto 

(1,2). 



36. La recta tangente a la curva 16jc 4 + y 4 = 32 en el pun- 
to (1,2). 

37. ^En que punto de la curva jcy = (1 - jc - y) 2 la recta 
tangente es paralela al eje jc? 

38. Dos rectas que pasan por el punto (-1, 3), son tangentes a 
la curva jc 2 + 4y 2 - 4jc - 8y + 3 = 0. Encuentre una 
ecuacion de cada una de las rectas. 

En los ejercicios 39 a 42, haga lo sigufente: (a) Encuentre dos 

funciones definidas por la ecuacion; (b) dibuje las grdficas de 

cada una de las funciones obtenidas en el inciso (a); (c) dibuje 

la grdfica de la ecuacion; (d) calcule la derivada de cada una 

de las- funciones obtenidas en el inciso (a) y determine los 

dy 
dominios de las derivadas; (e) obtenga — mediante diferen- 

dx 

ciacion implicita de la ecuacion dada, y verifique que el resul- 

tado asi obtenyio es acorde con los resultados del inciso (d); 

if) encuentre una ecuacion de cada recta tangente en el valor 

indicadodex v 

39. y 2 = 4jc - 8; x l = 3 



40. 
41. 
42. 



y 2 - jc 2 = 16; 



+ y L 



9;x, = 
25; jci 



-3 
-5 
4 



43. Dado que jc 2 + y 2 = 1, demuestre que 

44. Sea x 1 ' 2 + y l ^ 2 - 2, pruebe que — j- 



dx 2 



1 

v.3/2 ' 



+ y J 



<t 2 y 

1, muestreque — £• 

dx 2 



46. Seajc 2 + 25y 2 = 100, demuestreque 



-2jc 

y 5 ' 

d 2 y 



_4_ 

dx 2 25y 3 ' 

47. Una particula se mueve a lo largo de una recta de acuer- 
do con la ecuacion de movimiento s =. ^4t 2 + 3 , con 
t > 0. Determine el valor de t para el cual la medida de 
la velocidad es (a) 0; (b) 1; (c) 2. 

48. Una particula se mueve a lo largo de una recta de acuer- 
do con la ecuacion de movimiento s = v5 + t 2 , con 

• t > 0. Determine el valor de •/ para el cual la medida de 
la velocidad es (a) 0; (b) 1 . 

49. Suponga que se produce un liquido mediante un proceso 
quimico y que la furicion de costo total C esta dada por 
C(jc) = 6 + 4 Vjc , donde C(jc) dolares es el costo total 
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50. 



51. 



52. 



53. 



al producir x litros del liquido. Determine (a) eJ costo mar- 
ginal cuando se producen 16 litros, y (b) el numero de litros 
producidos cuando el costo marginal es de $0.40 por litro. 

El numero de dolares del costo total por producir x uni- 
dades de cierto articulo eSta dado por C{x) = 40 + 3jc + 
9 V2jc . Determine (a) el costo marginal cuando se pro- 
ducen 50 unidades, y (b) eJ numero de unidades produci- 
das cuando el costo marginal es $4.50. 

Una companfa inmobiliaria renta cada departamento a p 
dolares por mes cuando x departamentos son rentados, y 
p = 30 V300 - 2x . Si R(x) dolares son las utilidades 
totales recibidas por la renta de los jc departamentos, en- 
tonces R(x) = px, ^Cuantos departamentos deben rentar- 
se antes de que las utilidades sean cero? Nota: como jc es 
el numero de departamentos rentados, jc es un numero 
entero no negative Sin embargo, para aplicar el Calculo, 
suponga que x es un numero real no negative 

La produce ion diaria de una fabric a es fix) unidades 
cuando el capital invertido es jc miles de dolares, y 
f{x) = 200 -J2x + 1 . Si la capitalization actual es de 
$760 000, utilice ta derivada para estimar la variation 
de la production diaria si el capital invertido es aumenta- 
do en $1000. 

Un avion vuela en forma paralela al suelo a una altura de 
2 km y con una rapidez de 4 ^-km/min. Si el avion vuela 
directamente sobre la Estatua de la Libertad, ^a que tasa 
esta variando la distancia de la recta visual entre el avion y 
la estatua 20 s despues? 



2km 



54. 



r- 



A las 8 a.m. un barco, que navega hacia el norte a 24 nudos 
(millas nauticas por hora), se encuentra en un pun to P. A 
las 10 a.m. un segundo barco, que navega hacia el este a 32 
nudos, esta en el punto P. iA que tasa esta cambiando 
la distancia entre los dos barcos (a) a las 9 a.m.; (b) a las 
Ua.m.? 



ft 



24 m.n\ 



i — - 32mrL — **/» 

(a) 9 A. M. 






4K 



-32m,n.- 



(b) 1 1 A. M. 



55. En el ejercicio 41 de la section 2.2, aplico la definition de 
derivada para demostrar que 

Ul 



A<l*l) = 



si jc * 



Ahora utilice la regla de la cadena y los teoremas de dife- 
renciacion para la demostracion. Sugerencia: considere 



56. Determine D x 2 ( \x\) cuando exista. Considere la suge- 
rencia del ejercicio 55. 

En los ejercicios 57 y 58, calcule la derivada de la funcion, 
Considere la sugerencia del ejercicio 55. 

57. f(x) = \x 2 - 4| 58. gix) = x\x\ 

59. Si fix) = | jc | 3 , determine/'^) y/"U) cuando existan. 

60. Sea g(x) = \fix) \ . Demuestre que si f'(x) y g'ix) exis- 
ten, entonces \g\x)\ = \f'(x)\. 

61. Se deja caer una pelota desde una ventana que se encuen- 
tra a h pies sobre el piso y rebota de modo que rsegundos 
despues de que la pelota cae, su altura es sit) pies', donde 



sit) 



h | cos 1 1 
(1 - t) 2 



Determine la tasa a la que la altura de la pelota esta cam- 
biando a los (a) 1 .4 s, (b) 1 .6 s, (c) 1 .8 s y (d) 2.2 s^ 

62. Demuestre que la suma de las intercepciones jc y y de la 
recta tangente a la curva jc 1 ' 2 + j 1 ' 2 = k 1 ' 2 , donde k es 
una constante, es igual a k. 

63. Encuentre las ecuaciones de las rectas tangentes a la 
curva jc 2 ' 3 + y 2 ' 3 = 1 en el punto donde x = -~. Apo- 
ye la respuesta trazando las rectas y la curva en el mismo 
rectangulo de inspeccion. 

64.' Suponga que g(x) = V9- jc 2 y Mjc) = f(g(x)\ donde 
/es diferenciable en 3. Demuestre que h'(0) = 0. 

d 2 y dh 

65. Demuestre que si 'xy = 1, entonces — f ■• — f = 4. 

4 dx 2 dx 2 

66. Sea /la funcion potencia definida por/(jc) = jc r , donde r 
es cualquier numero racional* Bajo la suposicion de que 
/es diferenciabte; utilice la diferenciaci6n implicita para 

demostrar que'/'(Jc) = rx r ~ ] . Sugerencia: sea r = i-, 

donde p y q son numeros enteros y q > 0. Despu6s sus- 
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tituya f(x) por y y escriba la ecuacion como y q 

dy 



Emplee la differentiation implicita y determine 



dx 



67. Para una demostracion rigurosa deJ teorema 2.9.1, la 
regla de diferenciacibn de la potencia (para potencias ra- 
tionales), ^pudo haberse empleado el procedimiento del 



ejercicio 66 en lugar del que se presento en la seccibn? 
Explique su respuesta. 

68. Calcule (/ o g)'(0) si f( x ) = jc 6 + lx 3 y g(x) = x ll \ 
Explique por que no se puede emplear la regla de la ca- 
dena para efectuar este calculo. 



.y pies 



2.10 TASAS DE VARIACION RE LAC I ON AD AS 

Un problema de tasas de variation relacionadas es aquel que involucra 
tasas de variacion de variables relacionadas. En aplicaciones del mundo real 
que implican tasas de variacion relacionadas, las variables tienen una rela- 
tion especifica para valores de /, donde t es una medida de tiempo. En ge- 
neral, esta relation se expresa mediante una ecuacion, la cual representa un 
modelo matematico. Esta section se inicia con un ejemplo ilu strati vo que 
muestra el camino paso a paso de c6mo se resuelven la mayoria de los 
problemas de tasas de variacion relacionadas. 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Una escalera de 25 pie de lon- 
gitud esta apoyada contra una pared vertical como se muestra en la figura 1 . La 
base de la escalera se jala horizontalmente alejandola de la pared a 3 pie/s. 
Suponga que se desea determinar que tan rapido se desliza hacia abajo la par- 
te superior de la escalera sobre la pared cuando su base se encuentra a 15 pie 
de la pared. 

Paso I Primero defina las variables comenzando cbn /. 

r: el numero de segundos del tiempo que ha transcurrido desde que 

la escalera comenzo a deslizarse hacia abajo sobre la pared. 
x: el numero de pies de la distancia desde la base de la escalera a la 

pared a los / segundos. 
v: el numero de pies de la distancia desde el piso a la parte superior 

de la escalera a los r segundos. 
Paso 2 Escriba cualquier hecho numerico acerca de x, y y sus derivadas 
con respecto a /. 
Como la base de la escalera es jalada horizontalmente alejandola de 

la pared a 3 pie/s, — = 3. 




Paso 3 Escriba lo que desea determinar. 

dy 
Se desea determinar — cuando jc = 15. 
dt 

Paso 4 Escriba una ecuacion que relatione a x y v. 
Del teorema de Pitagoras, 

v 2 = 625 - x 2 

Paso 5 Derive los dos miembros de (1) con respecto a / 



(1) 



"1- 


= -2x% 

dt 


dy 

dt 


_x dx 

v dt 



(2) 
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Paso 6 Sustituya los valores conocidos de x, y y — en la ecuaci6n anterior 



dy 
y resuelvala para — . 



dx 



Cuando* = 15, de{l) y = 20. Como -^ = 3, se obtiene de (2) 



dy_ 
dt 



>=20 



20 

= -2 

4 



El signo menos indie a que y decrece conforme f aumenta. 
Paso 7 Escriba una conclusion. 

Conclusion: La parte superior de la escalera se desliza hacia aba- 
jo sobre la pared a la tasa de 2.25 pie/s cuando la base est! a 15 pie 
de la pared. ^ 



Ahora se hara un resumen de los pasos del ejemplo ilustrativo anterior. 
Ellos le daran un procedimiento a seguir. Conforme lea los ejemplos siguien- 
tes, refierase a estos pasos para ver c6mo se aplican. 



Sugerencias para resolver un problema de tasas de 
variation relacionadas 



Lea el problema cuidadosamente de modo que Jo entienda. Para poder 
entenderlo, con finecoencia cs titil inventar un ejemplo espeeffico 
que contemple una situacion semejante en la que tod as las cantidades 
sean conocidas. Olra ayuda es dibujar una figura, si es factibte, como 
en el ejemplo ilustrativo 1 y los ejemplo 1, 2 y 4. Despue's aplique los 
siguientes pasos. 

1, Defina las variables de la ecuaeion que obtendrl Debtdo a que 
estas representan numeros, las definiciones de las variables deben 
indicar este heeho. For ejemplo, si el tiempo se mide en segundos, 
entonces la variable / debe definirse como el ntimero de segun- 
dos de tiempo o, equivalentemente, t segundos es el tiempo. Ase- 
guxese de defintr primero t t y las otras variables deben indicar su 
dependencia de /. 

2, Escriba los hechos nume'ricos conocidos acerca de Jas variables y 
de sus derivadas con re spec to a /■ 

3, Escriba lo que se desea determinar. 

4, Escriba una ecuaeion que relacione las variables que dependen de t 
Esa ecuaeion ser£ un modelo matemdtico de la situaci6n. 

5, Derive con respecto a / los dos miembros de la ecuacion obtenida 
en el paso 4 para relacionar las tasas de variacitin de las variables, 

6, Sustituya los valores de Las canlidades conocidas en la ecuaci6n del 
paso 5. y despeje la cantidad deseada. 

7, Escriba una conclusitfn que consist a de una o mas oraciones com- 
pletas y que responda las preguntas del prqblema* No olvide que la 
conclusion debe contener las unidades correctas de medici6n. 
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16 m 



FIGURA 2 



W EJEMPLO I Cierta cantidad de agua fluye a una tasa de 
2 m 3 /min hacia el interior de un deposito cuya forma es La de un cono in- 
vertido de 16 m de altura y 4 m de radio. ^Que tan rapido sube el nivel del 
agua cuando esta ha alcanzado 5 m de profundidad? 

Solucion Refierase a la figura 2. 

Paso 1 Se definen las variables, primero t y despues las otras variables en 
terminos de t. 

t: el niimero de minutos del tiempo que ha transcurrido desde 
que el agua comenzo a fluir dentro del tanque. 

h: el numero de metros de la altura del nivel del agua a los t minutos. 

r: el numero de metros del radio de la superficie del agua a los t 
minutos. 

V: el numero de metros cubicos del volumen de agua en el tanque 
a los t minutos. Observe que V, r y h % son funciones de t. 

Paso 2 Puesto que el agua fluye dentro del tanque a una tasa de 2 m 3 /min, 

entonces ^- = 2. 
dt 

dh 
Paso 3 Se desea determinar -=£- cuando h = 5. 

dt 

Paso 4 En cualquier tiempo, el volumen del agua en el tanque puede expre- 

sarse como el volumen de un cono, como indica la figura 2. 



V - 1 7tr 2 h 



(3) 



dV 



Como se establecio en los pasos 2 y 3, se conoce — , y se desea 

determinar ~~. Por tanto, se necesita una ecuacion que involucre 

aVy/i. Asi, primero se expresa r en terminos de h observando 
que, de los triangulos semejantes de la figura 2, se tiene 



16 



'-i» 



Si se sustituye este valor de r en (3), se obtiene 



- m 



(h) 



v = JL«*3 



Paso 5 Al diferenciar los dos miembros de esta ecuacion con respecto a f, 
resulta: 

dt 16 dt 

Paso 6 Ahora se sustituye 2 por — y se resuelve la ecuaci6n para — , 
obtiendose 



dh 
dt 



32 
ith 1 



Asi, 



dhl 32 

dt \ h=5 25k 



* 0.4074 
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Al convertir metros a centime tros se tiene: 0.4074 m/min = 
40.74 cm/min. 
Paso 7 A continuaci6n se escribir£ la conclusi6n. 

Conclusion: El nivel del agua sube a una tasa de 40.74 cm/min 
cuando el agua ha alcanzado una profundidad de 5 m. A 



zkm / 



\\ 



vkit 



FIGURA 3 



w EJEMPLO 2 Dos automoviles, uno va hacia el este a una tasa 
de 90 km/h, y el otro hacia el sur a 60 km/h, se dirigen hacia la intersec- 
ci6n de dos carreteras. ^A que" tasa se estan aproximando uno al otro en el 
instante en que el primer automovil est£ a 0.2 km de la interseccion y el se- 
gundo se encuentra a 0.15 km de dicha interseccion? 

Solucion Consulte la figura 3, donde el punto P es la interseccion de las 
dos carreteras. 

Paso 1 

t: el numero de horas del tiempo que ha transcurrido desde que 
los automoviles empezaron a aproximarse a P. 

x: el numero de kilometros de la distancia a partir del primer 
automovil a P a las / horas. 

y: el numero de kilometros de la distancia a partir del segundo 
autom6vil a P a las / horas. 

z: el numero de ki!6metros de la distancia entre los dos auto- 
moviles a las t horas. 
Paso 2 Como el primer carro se acerca aPa una tasa de 90 km/h, y x esta 

decreciendo conforme / crece, entonces -^ = -90. De la misma 

dt 



manera, -~- - -60. 
dt 

Paso 3 Se desea determinar ^f- cuando x - 0.2 y y = 0.15. 

dt 

Paso 4 Del teorema de Pitagoras 

z 2 = x 2 + y 2 



(4) 



Paso 5 Al diferenciar los dos miembros de (4) con respecto a t, se obtiene 



2 Z ^ = 2x^- + 2v^ 
dt dt dt 



dz 
dt 



dx , dy 

x ~ + y~ 
dt J dt 



(5) 



Paso 6 Cuando x = 0.2 yv = 0.15, de (4) se tiene que z = 0.25. En (5) se 
sustituyen -~ por -90, -^ por -60, x por 0.2, y por 0.15 y 
z por 0.25 para obtener 



dz] 

dtl z =0.25 



(0.2)(-90) + (0.l5)(-60) 
0.25 

-108 



Paso 7 



Conclusion: En el instante en cuestion, los carros se aproximan 
uno al otro a una tasa de 108 km/h. ^ 
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W EJEMPLO 3 Suponga que en cierto mercado, jc miles de ca- 
nastillas de naranjas se surten diariamente cuando p d61ares es el precio por 
canastilla. La ecuacion de oferta es 

px - 20/? - 3jc + 105 = 

Si el suministro diario decrece a una tasa de 250 canastillas por dia, ^a que* 
tasa esta variando el precio cuando la oferta diaria es de 5 000 canastillas? 

Solucion Sea t dias el tiempo que ha transcurrido desde que el sumi- 
nistro diario empeztf a decrecer. 

Las variables pyx est&n definidas como funciones de t en el enunciado 
del problema. 

Debido a que el suministro diario esta decreciendo a una tasa de 250 

canastillas por dia, entonces -p = - : ___ ; esto es, — = - — . Se desea 
^ dt 1 000 dt 4 

determinar -£ cuando jc = 5. De la ecuacion de oferta dada, al diferen- 
dt 

ciar implicitamente con respecto a t se obtiene 

p d± +x ± _20^ -3^ =0 
r dt dt dt dt 



dp 
dt 



- p dx_ 
20 ' dt 



Cuando x = 5, se deduce de la ecuacion de oferta que p = 6. Debido a 



quef = 



1 



se tiene de la ecuacion anterior 



dp 
dt 



p=6 



5-20 

!_ 

20 



H) 




FIGURA4 



Conclusion: El precio de una canastilla de naranjas est& decreciendo a la 
tasa de $0.05 por dia cuando la oferta diaria es de 5 000 canastillas. 4 

W EJEMPLO 4 Un avion vuela hacia el oeste con una velocidad 
de 500 pie/s a una altura de 4 000 pie y un rayo de luz de un faro de rastreo 
ubicado en tierra, incide en la parte inferior del avion. Si la luz se mantiene 
sobre el avion, ^que tan rdpido gira el rayo de luz cuando el avion se en- 
cuentra a una distancia horizontal de 2 000 pie al este del faro. 

Solution Consulte la figura 4, en la que el faro esta* en el punto L y en 

un instante particular el avion se encuentra eh el punto P. 

Sea t segundos el tiempo que transcurre desde que la luz del faro in- 

cidio en el avion. 

jc: el numero de pies hacia el este de la distancia horizontal del avion des- 
de el faro a los t segundos. 

6: el numero de radianes del angulo de elevacion del avion desde el faro a 
los t segundos. 

Puesto que -r- = -500, y como se desea determinar -r~ cuando 

x = 2 000, se considera 



tan0 = 



4 000 
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Al diferenciar los dos miembros de esta ecuacion con respecto a / se obtiene 



EJERCICIOS 2.10 



se c2 S dO ^_±000dx 



dt 



dt 



dx 



Si se sustituye =j- por -500 en la ecuaci6n anterior y al dividir entre 

i a dt 

sec z 6 se tiene 

2 000 000 



dO ^ _____ 
dt x 2 sec 2 6 



(6) 



Cuando x = 2 000, tan = 2. Como sec 2 0=1 + tan 2 0, sec 2 - 5. Al 
sustituir estos valores en (6) se tiene, cuando x - 2 000, 



dd_ 
dt 



2000 000 
4 000 000(5) 

j_ 

10 



Conclusion: En el instante dado, la medida del angulo esta creciendo a la 
tasa de ~ rad/s, y £sta es la rapidez con la que esta girando el faro. 4 



En los ejercicios 1 a 8, x y y son funciones de la tercera va- 
riable t. 



1. Si 2x + 3y - 8 y ^ 
dt 



2, obtenga — — . 
at 



2. Si - = 10 y ^ = -5, calcule &. 

y J dt dt 

3. Si xy - 20 y -— - 10,encuentre — cuando x = 2. 

7 J dt dt 

4. Si 2 sen x + 4 cos y = 3 y — — = 3, obtenga — en 

5. Si sen 2 * + cos 2 y = | y — = -1, calcule -- en 



6. Si x 2 + y 2 ^ 25 y ~ = 5, calcule 



<*/ 



7. Si VI + V? = 5 y ^ 
jc - 1. 

8. Si>>(tanji + 1) = 4 y -£ 
dox = /r. 






dx 



cuando 



3, obtenga — cuando 
a/ 



-4, determine -7- cuan- 
dt 



En los problemas de tasas de variation relacionadas de los 
ejercicios siguientes, defina pretisamente todas las variables 
como cantidades (numeros y unidades de medicion). Utilice la 
variable t para representar el tiempo y defina las otras va- 
riables de modo que dependan de t. Asegurese de escribir una 
conclusion. 

9. Un nino vuela una cometa a una altura de 40 pie, y lo hace 
moviendose horizontalmente a una tasa de 3 pie/s. Si la 
cuerda esta tensa, <,a que tasa se afloja cuando la longitud 
de la cuerda suelta es de 50 pie? 




40 pie 



10. Se infla un globo esferico de modo que su volumen se 
incrementa a una tasa de 5 m 3 /min. <,A que" tasa aumenta 
el diametro cuando este es de 12 m? 

11. Se esta* formando una bola de nieve de modo que su volu- 
men se incrementa a una tasa de 8 pie 3 /min. Determine 
la tasa a la que el radio aumenta cuando el didmetro de la 
bola es de 4 pie. 

12. Suponga que cuando el diametro de bola de nieve, del 
ejercicio 11, es de 6 pie se detiene su crecimiento y co- 
mienza a derretirse a una tasa de 1 pie 3 /min. Calcule la 
tasa a la que el radio varia cuando 6ste es de 2 pie. 

13. Se deja caer arena en un monticulo de forma conica a una 
tasa de 10 m 3 /min. Si la altura del montfculo siempre es 
el doble del radio de la base, <,a que tasa se incrementa la 
altura cuando 6sta es de 8 m? 

14. Una lampara se encuentra suspendida a 15 pie sobre una 
calle horizontal y reeta. Si un hombre de 6 pie de esta- 
tura camina alejandose de la ldmpara a una tasa de 
5 pie/s, i,que tan rdpido se alarga su sombra? 
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15. En el ejercicio 14, ^a que tasa se desplaza la punta de la 
sombra del hombre? 

16. Un hombre de 6 pie de estatura camina hacia un edificio a 
una tasa de 5 pie/s, si en el piso se encuentra una lampa- 
ra a 50 pie del edificio, ^que tan rapido se acorta la som- 
bra del hombre proyectada en el edificio cuando el esta" a 
30 pie de este? 




17. Suponga que un tumor en el cuerpo de una persona es de 
forma esferica. Si cuando el radio del tumor es de 0.5 cm, 
este crece a una tasa de 0.001 cm por dia, ^cual es la tasa 
de crecimiento del volumen del tumor en ese tiempo? 

18. Una bacteria celular es de forma esferica. Si el radio de la 
bacteria crece a una tasa de 0.01 (im (micra) por dia cuando 
el radio de esta es de 1.5 |im, ^cual es la tasa de crecimien- 
to del volumen de la bacteria en ese tiempo? 

19. Para el tumor del ejercicio 17, ^cual es la tasa de crecimien- 
to del area de la superficie cuando el radio es de 0.5 cm? 

20. Para la bacteria del ejercicio 18, <,cudl es la tasa del area de 
la superficie de la bacteria cuando su radio es de 1.5 |im? 

21. Un tanque para almacenar agua tiene la forma de un cono 
invertido y se esta vaciando a una tasa de 6 m 3 /min. La 
altura del cono es de 24 m y su radio mide 12 m. Deter- 
mine que tan rapido disminuye el nivel del agua cuando 
esta tiene una profundidad de 10 m. 

22. La longitud de un abrevadero es de 12 pie y sus extre- 
mos tienen la forma de un triangulo isbsceles invertido 
que tiene una altura de 3 pie y su base mide 3 pie. Se intro- 
duce agua al abrevadero a una tasa de 2 pie 3 /min. ^Que" 
tan rapido sube el nivel del agua cuando 6sta tiene una 
profundidad de 1 pie? 



23. La ley de Boyle para la expansion de una gas es PV = C, 
donde P es la presion expresada como el numero de libras 
por unidad cuadrada de area, V es el numero de unidades 
cubicas del volumen del gas y C es una constante. En cier- 
to momento, la presion es de 3 000 lb/pie 2 , el volumen es de 
5 pie 3 y el volumen crece a una tasa de 3 pie 3 /min. De- 
termine la tasa de variation de la presion en ese momento. 

24. La ley adiabatica (sin perdida ni ganancia de calor) para la 
expansion del aire es PV lA = C, donde P es la pre- 
sion expresada como el numero de libras por unidad cua- 
drada de area, V es el numero de unidades cubicas del 
volumen y C es una constante. En un instante especifico, 
la presi6n es de 40 lb/pulg 2 y esta creciendo a una tasa de 
8 lb/pulg 2 cada segundo. Si C = 5/16, ^cudl es la tasa 
de variacion del volumen en ese instante? 

25. Se arroja una piedra en un estanque tranquilo, forman- 
dose ondas circulares concentricas que se dispersan. Si el 
radio de la region afectada crece a una tasa de 16 cm/s, 
^a que" tasa crece el area de la region afectada cuando su 
radio es de 4 cm? 




26. Cierta cantidad de aceite fluye hacia el interior de un de- 
posito que tiene forma de cono invertido a una tasa de 
37rm 3 /min. Si el deposito tiene un radio de 2.5 m en su parte 
superior y una altura de 10 m, ^que tan rapido varia el nivel 
del aceite cuando este ha alcanzado 8 m de profundidad? 

27. Un automovil se desplaza a una tasa de 30 pie/s y se 
aproxima a un crucero. Cuando el automovil esta a 120 pie 
del crucero, un camion que viaja a una tasa de 40 pie/s 
pasa por el crucero. El autom6vil y el camion se encuentran 
sobre carreteras que son perpendiculares. ^Que tan rapido 
se separan el automovil y el camion 2 s despues de que el 
camino deja el crucero? 



HP* — 60 pic - 



acpie 
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28. 



29. 



Una cuerda esta atada a un bote sobre la superficie del 
agua y una mujer, en el muelle, tira del bote a una tasa de 
50 pie/min. Si sus manos estan a 16 pie sobre el nivel del 
agua ^que tan rapido se aproxima el bote al muelle cuando 
la cantidad de cuerda suelta es de 20 pie? 




Esta semana, en una fabrica se produjeron 50 unidades 
de un articulo determinado, y la cantidad producida au- 
menta a una tasa de 2 unidades por semana. Si C(x) dola- 
res es el costo total por producir x unidades y C{x) = 



0.08.x 



x 2 + \0x + 48, determine la tasa actual a la 



que el costo de produccion crece. 

30. La demanda de cierto cereal para el desayuno esta dada 
por la ecuacion de demanda px + 50p = 16 000, don- 
de x miles de cajas de cereal son demandadas cuando el 
precio por caja es de p centavos. Si el precio actual de la 
caja de cereal es de $1.6 y este se incrementa a una tasa 
de 0.4 centavos cada semana, calcule la tasa de variacibn de 
la demanda. 

31. La ecu acion de ofe rta para cierta mercancia es x = 
1 000 yj 3 p 2 + 20 p , donde cada mes se suministran x 
unidades cuando p dolares es el precio por unidad. De- 
termine la tasa de variation de la oferta si el precio actual 
es de $20 por unidad y el precio crece a una tasa de $0.50 
por mes. 

32. Suponga que y trabaj adores se necesitan para producir x 
unidades de cierta mercancia, y x = Ay 2 . Si la pro- 
duction de la mercancia este ano es de 250 000 unidades 
y la produccion crece a una tasa de 18 000 unidades por 
ano, £cual es la tasa actual a la que la fuerza laboral debe 
incrementarse? 

33. La ecuacion de demanda para cierto tipo de camisa es 
2px + 65p - 4 950 = 0, donde x cientos de camisas 
son demandadas por semana cuando p dolares es el precio 
por camisa. Si una camisa se vende por $30 esta semana, 
y el precio crece a una tasa de $0.20 por semana, calcule 
la tasa de variation de la demanda. 

34. La medida de uno de los angulos agudos de un triangulo 
rectangulo decrece a una tasa de ~ n rad/s. Si la longi- 
tud de la hipotenusa es constante y de 40 cm, determine 
que tan rapido varia el area del triangulo cuando la me- 
dida del angulo agudo es de - n rad. 

6 

35. Dos camiones, uno de los cuales viaja hacia el oeste y el 
otro hacia el sur, se aproximan a un crucero. Si los dos 



camiones se desplazan a una tasa de k km/h, muestre que 
ellos se aproximan a una tasa de k ^[2 km/h cuando cada 
uno de ellos se encuentra a m kilometros del crucero. 



36. 



37. 



38. 




Un deposito horizontal para agua mide 16 m de longitud y 
sus extremos son trapecios isosceles con una altura de 4 m, 
base menor de 4 m y base mayor de 6 m. Se vierte agua en 
el depdsito a una tasa de 10 m 3 /min. iQn€ tan rapido 
sube el nivel del agua cuando esta ha alcanzado una pro- 
fundidad de 2 m? 




En el ejercicio 36, si el nivel del agua decrece a una tasa 
de 25 cm/min cuando el agua tiene una profundidad de 
3 m, i& que tasa sale el agua del deposito? 

Una escalera de 7 m de longitud esta apoyada sobre una 
pared. Si la base de la escalera se empuja horizontalmente 
hacia la pared a una tasa de 1 .5 m/s, ^que tan rdpido se 
desliza hacia arriba la parte superior de la escalera sobre la 
pared cuando su base se encuentra a 2 metros de la pared? 
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39. 



40. 



41. 



Una escalera de 20 pie de longitud esta recargada sobre un 
terraplen inclinado a 60° con respecto a la horizontal. Si la 
base de la escalera se mueve horizon talmente hacia el te- 
rraplen a una tasa de 1 pie/s, que tan rapido se desliza la 
parte superior de la escalera cuando la base esta a 4 pies 
del terraplen. 

Una escalera de 30 pie de longitud esta apoyada contra una 
pared, de modo que su extremo superior se desliza hacia 
abajo a una tasa de y pie/s, ^cual es la tasa de variacion de 
la medida del angulo agudo formado por la escalera con ei 
piso cuando el extremo superior esta a 1 8 pie sobre el piso? 



42. 




I pie 



Un avion que vuela con rapidez constante a una altura de 
10 000 pie sobre una trayectoria recta que lo llevara di- 
rectamente sobre un observador en tierra. En un instante 
dado, el observador nota que el angulo de elevacion del 
avion es de j tt rad y aumenta a una tasa de -^ rad/s. 
Determine la rapidez del avion. 




10 0O0 pie 






43. 



44. 



45. 



Un bote esta ubicado a 4 millas de la costa y tiene un 
radar transmisor que gira 32 veces por minuto. ^Que tan 
rapido se desplaza la onda emitida por el radar a lo largo 
de la costa cuando dicha onda forma un angulo de 45° 
con la costa. 




Despues de la explosion de despegue, un transbordador 
espacial se eleva verticalmente y un radar, ubicado a 
1 000 yd de la rampa de lanzamiento, sigue al transborda- 
dor. i,Que tan rapido gira el radar 10 segundos despues de 
la explosion de despegue si en ese instante la velocidad 
del transbordador es de 100 yd/s encontrandose este a 
500 yd del suelo? 




Se vierte agua en un deposito que tiene forma de cono 
invertido a una tasa de 8 pie 3 /min. El cono tiene una altura 
de 20 pie y un diametro de 10 pie en la parte superior. Si 
hay una fuga en la parte inferior del deposito y el nivel del 
agua sube a una tasa de 1 pulg/min cuando el agua tiene 
una profundidad de 16 pies, iqu6 tan rapido escapa el agua 
del deposito? 

Muestre que si el volumen de un globo decrece a una tasa 
proporcional al area de su superficie, el radio del globo 
se contrae a una tasa constante. 
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 2 



1. Defina la recta tangente a la grafica de una funcion en el 

puntoP(x„ /(*,)). 

2. Defina la recta normal a una grafica en un punto dado. 

3. Defina la derivada de una funcion / en un numero x del 
dominio de/. 

4. Establezca dos formulas que proporcionen /'(*i). la de- 
rivada de la funcion/en el numero Jtj. 



^Cual es la interpretation geomdtrica de la derivada de la 
funcion/en el numero x{! 

iCudX es la notation de Lagrange para la derivada de la 
funcion/en el numero x{! ^Cual es la notation de Leibniz 
para la derivada? 

i,Es posible que~una funcion sea diferenciable en un nu- 
mero y no sea continua en ese numero? Si la respuesta es 
si, de un ejemplo. Si la respuesta es no, establezca la razon. 
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8. i,Es posible que una funcidn sea continua en un numero y 
no sea diferenciable en ese numero? Si la respuesta es si, 
d6 un ejemplo, si la respuesta es no, establezca la razdn. 

9. Enuncie el teorema que proporciona la relacidn entre di- 
ferenciabilidad y continuidad de una funcidn en un 
numero. 

10. Establezca tres razones por las que una funcidn no sea 
diferenciable en un numero c y dibuje la graTica de tal 
funcion en cada caso. 

11. Defina la derivada por la derecha y la derivada por la 
izquierda de una funcidn /en el numero x,. 

12. Invente un ejemplo de una funcion que no sea diferencia- 
ble en un numero x x debido a que las derivadas por la dere- 
cha y por la izquierda de x x no son iguales aunque las dos 
derivadas laterales existan. 

13. Invente un ejemplo de una funcidn que no sea diferenciable 
en un numero X] , para la cual la grafica de la funcidn en el 
punto donde x = x { tiene una recta tangente vertical. 

14. Invente un ejemplo de una funcidn que no sea continua ni 
diferenciable en un numero particular de su dominio. 

15. <,Que es el cociente de diferencias simetricas de la funcion 
/en el numero a? 

16. ^Cu&l es la mejor aproximacidn a f\a) para una tolerancia 
especifica: el cociente de diferencias simetricas o el co- 
ciente de diferencias estindar? 

17. Defina la derivada numerica de una funcion / en un 
numero a. 

18. <,Por que es mas importante ahora la derivada numerica 
que antes del advenimiento de las computadoras elec- 
tronicas? 

19. i,La derivada numerica de una funcion en un numero siem- 
pre proporciona una aproximacidn de la derivada real de la 
funcion en el numero? Si la respuesta es si, explique por 
que\ Si la respuesta es no, de un ejemplo de una funcion 
que justifique su respuesta. 

20. <,Cdmo se puede apoyar en la graficadora la derivada de 
una funcidn calculada analiticamente? 

21. Enuncie los tres teoremas que permiten diferenciar cual- 
quier funcion polinomial. 

22. Si la funcidn h es el producto de las funciones / y g, es- 
tablezca la regla de diferenciacidn para el producto que 
expresa la derivada de h en terminos de/ g y sus derivadas. 

23. Si la funcion h es el cociente (f/g) de las funciones / y 
g, establezca la regla de diferenciacidn para el cociente 
que expresa la derivada de h en terminos de /, g y sus 
derivadas. 

24. Si / es una funcidn, <,que se entiende por la segunda deri- 
vada de/? ^Que se entiende por la tercera derivada de/? 

25. ^Cuantas derivadas diferentes tiene una funcidn polinomial? 

26. ^Cual es la notation de Leibniz para la segunda derivada? 

27. Suponga que una particula se mueve a lo largo de una recta 
de acuerdo a la ecuacion s = f(t). Defina la velocidad y la 
aceleracion de la particula en t = t x . 



28. <,Cual es la diferencia entre la velocidad y la rapidez en el 
movimiento rectilineo? 

29. Si s = f{t) es la ecuacion de movimiento de una particula 
sobre una recta horizontal, ^cdmo se puede simular el mo- 
vimiento en la graficadora? 

30. Efectue la sugerencia 29 si un objeto (por ejemplo, una 
pelota o una piedra) se mueve sobre una recta vertical. 

31. Si s = f{t) es una ecuacidn de movimiento de un obje- 
to que se mueve sobre una recta vertical, describa como 
determinaria analiticamente lo siguiente: que tan alto 
llegara el objeto y cu&nto tiempo le tomara alcanzar el 
punto mas alto; la velocidad instantanea del objeto en un 
tiempo particular; la rapidez del objeto en un tiempo 
particular; la velocidad instantanea del objeto cuando 
este vuelve al punto inicial. 

32. Interprete la derivada de una funcidn / como una tasa de 
variacidn. 

33. Suponga que V{x) proporciona el volumen de un sdlido en 
terminos de la medida x. Interprete V'(x{) como una tasa 
de variacidn. 

34. En economia, suponga que C{x) proporciona el costo total 
de x unidades de cierta mercancia y que R{x) es la utilidad 
total recibida cuando x unidades son vendidas. Interprete 
el costo marginal, C'(jc), y la utilidad marginal, R\x), 
como tasas de variacidn. 

35. ^Cdmo aplican los economistas la derivada para aproxi- 
mar el costo de produce ion de una unidad adicional des- 
pu£s de que se nan producido k unidades y cdmo aproximan 
la utilidad por la venta de una unidad adicional despues 
de que se han vendido k unidades? 

36. Proporcione ejemplo s en los que se aplique la derivada 
como tasa de variacidn en dos disciplinas diferentes de la 
geometria y de la economia. 

37. Enuncie los teoremas que proporcionan las derivadas de 
sen x, cos x, tan jc, cot x, sec x y esc jc, donde x es un nu- 
mero real. 

38. Indique dos de los lfmites importantes del capitulo 1 que se 
utilizan para demostrar los teoremas que proporcionan la 
derivada de sen x y cos jc. 

39. Para aplicar los teoremas de la sugerencia 37 a fin de ob- 
tener las derivadas de las funciones trigonometricas de 9, 
donde 6 es la medida de un angulo, <,por qu6 6 debe me- 
dirse en radianes? 

40. ^Cdmo se aplican las derivadas de las seis funciones tri- 
gonometricas para dibujar sus graTicas? 

41. i,Por que es necesario el C£lculo para dibujar de manera 
formal las graficas de las seis funciones trigonometricas, 
las cuales pueden obtenerse en cursos previos al de Calculo 
solo aplicando consideraciones intuitivas? 

42. Si la funcidn h es la composicidn de las funciones / y 
g, esto es, h = / °~g, £en que numeros deben ser di- 
ferenciables las funciones / y g si h es diferenciable en el 
numero X(? 
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43. Enuncie la regla de la cadena que proporciona la formu- 
la para la derivada de la composicion de las funciones 

fyg- 

44. lnvente un ejemplo que muestre como se utiliza la regla de 
la cadena para calcular la derivada de una funcion h, la 
cual es la composicion de dos funciones siendo una de 
ellas una funcion trigonometrica. 

45. lnvente un ejemplo que muestre como se aplica la regla de 
La cadena para calcular la derivada de la funcion h, la cual 
es la composicion de dos funciones algebraicas, siendo 
s61o una de ellas un polinomio. 

46. i,Que" condiciones son necesarias para que el movimien- 
to de una particula sobre una recta horizontal sea ar- 
monico simple"? 

47. Enuncie la formula para la derivada de la funcion poten- 
cia para exponentes racionales. 

48. lnvente un ejemplo que muestre el calculo de la deriva- 
da de la funcion compuesta / ° g, donde / es la funcion 
potencia para un exponente racional no entero y g es una 
funcion trigonometrica. 

49. ^Como se calcula la derivada de la funcion valor absoluto 
empleando teoremas de diferenciacion en lugar de la defi- 
nici6n de derivada? Mu6strelo al calcular la derivada de 
|*-5|. 

50. Distinga entre la definition de funcion explicita y fun- 
cion implicita. 



51. lQu6 significa diferenciacion implicita? 

52. ^Cdmo se aplica la regla de la cadena cuando se utiliza di- 

dy 
ferenciaci6n implicita para determinar —=- a partir de 

una ecuaci6n en jc y y? 

dy 

53. Cuando se calcula -—■ mediante diferenciaci6n impli- 

dx 
cita a partir de una ecuacion en x y y, i,para que funcio- 

dy 
nes —~- es la derivada? 
dx 

54. i,Que es un problema de tasas de variacion relacionadas! 
lnvente un ejemplo. 

55. Cuando se definen las variables en la soluci6n de un pro- 
blema de tasas de variacion relacionadas, ^cual es la va- 
riable que debe definirse primero y por que? 

56. Despues de definir la primera variable en la solucion de 
un problema de tasas de variacion relacionadas, i,como 
se deben definir las otras variables? 

57. En la solucion de un problema de tasas de variacion re- 
lacionadas, cuando se obtiene una ecuacion que relacio- 
na las variables, ^,con respecto a que variable se debe 
diferenciar? 

58. i,C6mo se utiliza la diferenciaci6n implicita en la solucion 
de un problema de tasas de variacion relacionadas? 



► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 2 



En 
1. 

2. 



los ejercicios I a 14, calcule la derivada de la funcidn. 
f{x) = 5jc 3 - lx 2 + 2x - 3 
g(x) = 5(* 4 + 3jc 7 ) 



3. g(x) = 4- + -=- 4. f(x) = -\ 



5. 

7. 
8. 

9. 

11. 
12. 
13. 
14. 
En 
15. 
16. 
17. 

19. 
20. 



Fix) 



4 



x* 
2 



-1/2 



6. G(x) = 



*2 
X* 



4jc + 4 



1 



Git) = (3r 2 - 4)(4r* + t - 1) 
fix) = (jc 4 - 2jc)(4jc 2 + 2x + 5) 
jc 3 + 1 



8ix) 



1 



10. h(y) 



f(s) = (2s 3 - 3s + 7) 4 
F(x) = (4jc 4 - 4x 2 + l)~ m 
Fix) = (x 2 - 1) 3/ V - 4) 1/2 
g (x) = (x 4 -x)~ 3 i5 - x 2 )- 1 
los ejercicios 15 a 20, determine la derivada. 
D x [{x + l)senjc - jccosjc] 
D r (sen 2 3r) 
^:(Vtan4r) 

D^jsen (cos 3w) - sen w cos 3w] 
D x [tan 2x sec jc + tan (2 sec jc)] 



18. ^co.1) 



En los ejercicios 21 a 24, calcule la derivada de la funcidn 
y apoye la respuesta trazando las grdficas de la respuesta y 
la derivada numerica en x en el mismo rectdngulo de ins- 
peccion. 



21. 



22. g(x) 



V4 - *2 



23. g(x) = 



tan jc 
1 + JC 



24. f(x) 



1 + x 2 



En los ejercicios 25 a 28, obtenga 



25. 
26. 



■ 2 + 4 y 2 



y 3 = 
+ 2y 3 = x - 2y 



dy_ 
dx' 



27. tanjc + tany = xy 

28. sen(jc + y) + sen(* - y) = 1 

Los ejercicios 29 y 30 tratan acerca de la funcidn continua f 
cuyo dominio es el conjunto de todos los numeros reales y su 
grdfica se presenta en la figura adjunta. Suponga que cada 
parte de la grdfica que parece ser un segmento de recta es un 
segmento de recta. En cada ejercicio haga lo siguiente: 
(a) Definafa trozosr Calcule (b)f'_i~2), (c)f' + (-2), (d)f'_iO), 
(e)f' + (0), (f)f'J2) y fgJ/' + (2). (h) iEn qui numeros f no es 
diferenciable? 
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29. 



y = x 2 -4 




30 




y = U+3) 2 -4 



En los ejercicios 31 y 32, dibuje la grdfica de una June ion con- 
tinuafcuyo dominio sea el conjunto de todos los h&meros rea- 
les, la cual satisface las propiedades indicadas. 

31. La funci6n/es diferenciable en cualquier ntimero excepto 
en -2 y 2;/(jc) > si jc < -2;/(-2) = 0; <f(x) < 3 
si -2 < x < 2;/(0) = 3;/(2) = 0;/(jc) < si x > 2; 
/V(-2) = l;/'(0) = 0;/'_(2) = -l;/' + (2) =-2; 

/<*> ' f<-V = -oo. 



lim 



x + 2 



32. La funcion / es diferenciable en cualquier ntimero excep- 
to en -1, 0, y 1; el contradominio de / es (-oo, + «}); 
/(-l) = 0; /(0) = 1; /(l) = 3; fJL-l) = 1; /' + (-l)- 

2;/'_(l) = 0;/\(l) = 1; lim f{x) " # Q) - = +oo. 

. x->0 X 

33. Determine una ecuacion de la recta tangente a la curva 
y = jc 3 - 3jc - 1 en el punto (2, 1) y apoye su respuesta 
trazando la recta y la curva en el mismo rectangulo de 
inspection. 

34. Obtenga una ecuacibn de la recta normal a la curva 
y = — en el punto (3, 2) y apoye su respuesta tra- 
zando la recta y la curva en el mismo rectangulo de ins- 
peccion. 



35. Encuentre ecuaciones de las rectas tangentes a la curva 
v = 2jc 3 + 4jc 2 - jc que tengan pendiente i-,y apoye su 
respuesta trazando las rectas y la curva en el mismo rec- 
tangulo de inspecci6n. 

Determine una ec uacidn de La recta normal a la curva 
jc - v = *Jx + y en el punto (3, 1). 

Obtenga ecuaciones de las rectas tangente y normal a la 
curva 2 jc 3 + 2v 3 - 9jcv = en el punto (2, 1). 

Encuentre ecuaciones de las rectas tangente y normal a la 
curva v = 8 sen 3 2jc en el punto ( — /r, 1 ) y apoye su res- 
puesta trazando las rectas y la curva en el mismo rectan- 
gulo de inspeccibn. 

Demuestre que la recta tangente a la curva v = -jc 4 + 
2jc 2 + jc en el punto (1, 2) tambien es tangente a la curva 
en otro punto, y determine ese punto. 

40. Demuestre que las rectas tangentes a las curvas 
4v 3 - jc 2 v - jc + 5v = 



36. 



37. 



38. 



39, 



jc 4 - 4v 3 + 5jc + v = 

son perpendiculares en el origen. 
d*y 



41. Encuentre ~-~ si v = ^3 - 2jc 



42. 



dx* 

Sea -r - y*, donde k es una constante y y es una fun- 
di 



d*y 
de jc. Exprese — ~ en termmos de y y it. 
ax 3 

43. Sea /(jc) - ~x 4 + fjc 3 + \x 2 + 8x + 2. Para que 
valores de jc se tiene que/"(jc) > 0? 

44. Determine la tasa de variation de y con respecto a jc en el 
punto (3, 2) si ly 2 - jcy 3 - 4. 

En los ejercicios 45 y 46, una particula se mueve a lo largo de 
una recta horizontal de acuerdo a la ecuacion dada, donde s 
metros es la distancia dirigida de la particula desde un punto O 
a los t segundos. El sentido positivo se considera hacia la de- 
recha. Determine los intervalos de tiempo en los que el mo- 
vimiento es hacSd ia derecha y en los que es a la izquierda. 
Tambien determine cudndo la particula cambia su sentido, 
Muestre el compbftdmiento del movimiento mediante una fi- 
gura similar a la figura 2 de la seccion 2.5, eligiendo los va- 
lores de t al azar pew de modo que incluya los valores de t 
donde la particula cdnibia de sentido. Apoye los resultados 
simulando el mdvimietlto de la particula en la graficadora. ■ 



45. 



46. s = 



2r 3 + 3t 2 
- 1 



12/ 



- 2r + 5 



En los ejercicios 47 y 48, una particula se mueve a lo lar- 
go de 1 una recta hotitdtttal de acuerdo a la ecuacion dada, 
donde a los t s&gundds s metros es la distdritla dirigida de la 
particula desde el origen, v metros por se&Undo es la velo- 
cidad, y a metros por segundo por segundo es la aceleracion 
de la particula. Calcule v y a en tirminos de t. Elabore una 
tabla semejante a la tabla 3 de la seccion 2.5 que proporcio- 
ne una descripcion de la posicidn y movimiento de la par- 
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ticula. Incluya en la tabla los intervalos de tiempo en los 
que la particula se mueve a la izquierda y en los que se 
mueve a la derecha; los intervalos en los que la velocidad 
es creciente y en los que es decreciente; los intervalos en 
los que la rapidez es creciente y en los que es decreciente; 
y la posicion de la particula con respecto al origen duran- 
te estos intervalos de tiempo. Muestre el comporta- 
miento del movimiento mediante una figura similar a la 
figura 10 de la seccion 2.5. Apoye los resultados simu- 
lando el movimiento de la particula en la graficadora. 



47. 
48. 



9t + 6t* - t* 

- 3t 2 - 9t + 13 



t > 
t > 



En los ejercicios 49 v 50, una particula se mueve a lo largo de 
una recta horizontal de acuerdo a la ecuacidn dada, donde s pies 
es la distancia dirigida de la particula desde el origen a los t 
segundos. Determine el tiempo cuando la aceleracidn instan- 
tdnea es cero, desputs calcule la distancia dirigida de la par- 
ticula desde el origen v la velocidad instantanea en ese tiempo. 



49. 
50. 

51. 



s = 9t 2 



9* 



+ 2V2? + 
+ 2f" 2 



t > 
/ > 



Un excursionista perdido en un bosque es descubierto des- 
de un helic6ptero. Los rescatistas lanzaron una valija 
con alimentos al excursionista desde una altura de 200 pie. 
(a) Utilice la ecuacion (10) de la secci6n 2.5 para escribir 
una ecuacion del movimiento de la valija, y simular el 
movimiento en la graficadora. (b) Determine la velocidad 
instantanea de la valija en 1 s y en 3 s. (c) Calcule el tiem- 
po que le tomara a la valija llegar al suelo. (d) ^Cual es la 
rapidez de la valija al momento de tocar el suelo? 




200 pie 






«*rttfS£ 



*i 



52. Realice el ejercicio 51 considerando ahora que la valija 
con alimentos se lanza hacia abajo desde el helic6ptero con 
una velocidad inicial de 20 pie/s. 

53. Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde la par- 
te superior de un edificio de 112 pie de altura con una 
velocidad inicial de 96 pie/s. (a) Emplee la ecuacion (10) 
de la seccion 2.5 para escribir una ecuacion del movimien- 
to de la pelota, y simular el movimiento en la graficadora. 



(b) Estime qu6 tan alto llegara la pelota y cuanto tiempo le 
tomari alcanzar el punto mis alto, (c) Confirme las esti- 
maciones del inciso (b) analfticamente. (d) Estime cuanto 
tiempo le tomara a la pelota llegar al suelo. (e) Confirme 
la estimaci6n del inciso (d) analiticamente. (f) Calcule la 
velocidad instantanea de la pelota a los 2 s y a los 4 s, 
(g) Determine la rapidez de la pelota a los 2 s y a los 
4 s. (h) Obtenga la velocidad instantanea de la pelota 
cuando 6sta alcanza el suelo. 
En los ejercicios 54 a 56, una particula se mueve a lo largo de 
una recta horizontal de acuerdo a la ecuacidn de movimiento 
dada, donde a los t segundos, s metros es la distancia dirigida 
de la particula desde el origen, v metros por segundo es la 
velocidad, v a metros por segundo por segundo es la acele- 
racidn de la particula. (a) Calcule v v a en terminos de t. 
(b) Muestre que el movimiento es armdnico simple, (c) Simule 
el movimiento en la graficadora. 

54. s ~ 5 - 2cos 2 r 

55. s - cos It + 2 sen 2/ 

56. s = sen(4f + ~n) + sen(4f + \-n) 

3 o 

57. Un fabricante puede obtener una ganancia de $200 por 
cada articulo que no exceda a los 800 articulos produ- 
cidos cada semana. La ganancia disminuye $0.20 por 
artfculo que exceda los 800. (a) Obtenga un modelo ma- 
tematico que exprese la ganancia semanal del fabricante 
como una funcion del ntimero de artfculos producidos 
cada semana. Aunque la variable independiente, por de- 
finici6n, represente un numero entero no negativo, consi- 
dere que 6sta denota un numero real no negativo a fin de 
que se cumplan los requisitos necesarios para la conti- 
nuidad. (b) Demuestre que la funci6n del inciso (a) es 
continua en su dominio. (c) Determine si la funci6n del 
inciso (a) es diferenciable en 800. 

58. La ley de Stefan establece que un cuerpo emite energia 
radiante de acuerdo a la formula R - Jfc7"\ donde R es la 
medida de la tasa de emisi6n de la energia radiante por uni- 
dad cuadrada de area, T es la medida de la temperature 
Kelvin de la superficie, y k es una constante. Calcule (a) la 
tasa promedio de variacion de R con respecto a T cuando T 
crece de 200 a 300; (b) la tasa instantanea de variaci6n de 
R con respecto a T cuando T = 200. 

59. Si A unidades cuadradas es el area de un triangulo rectan- 
gulo is6sceles para el cual cada cateto mide x unidades de 
longitud, calcule (a) la tasa promedio de variaci6n de A con 
respecto a x cuando x vaiia de 8.00 a 8.01; (b) la tasa 
instantanea de variaci6n de A con respecto a x cuando 
x = 8.00. 

60. Si v = jc 2 ' 3 , calcule la tasa relativa de variacion de v con 
respecto a jc cuando (a) x - 8, y (b) x = c, donde c es 
una constante. 

61. La ecuaci6n de oferta para una calculadora es 
v = m 2 + V>n» donde lOOv calculadoras se suminis- 
tran cuando el precio de cada calculadora es m d61ares. 
Obtenga (a) la tasa promedio de variaci6n de la oferta 
con respecto al precio cuando dste se incrementa de $16 
a $17; (b) la tasa de variaci6n instantanea (o marginal) de 
la oferta con respecto al precio cuando 6ste es de $16. 
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62. El teorema del residuo de Algebra elemental establece que 
si P(x) es un polinomio y x y r son cualesquiera dos niime- 
ros reales, entonces existe un polinomio Q{x) tal que 
P(x) = Q(x)(x - r) + />(r). <,Cual es el valor de lim Q(x)1 

x-*r 

63. Utilice la definition de derivada para calcular /'(-5) si 
3 



fix) = 



jc + 2' 



64. Utitice la definici6n de derivada para calcular /'(jc) 
si/(jc) - 3jc 2 - 5x + 1. 

65. Utilice la definiti on de derivada para calcular f\x) si 
fix) = V** - 3 . 

66. Utilice la definici 6n de derivada para calcular /'(5) 

si/(jc) = yJ3x + 1 . 

67. Determine / rr (/r) si /(jc) = ^2 + cos x . 

68. Calcule/"(jc) si /(jc) = 3 sen 2 jc - 4 cos 2 jc. 

69. Encuentre/'(jc) si fix) = (\x + l\ - \x\) 2 . 

70. Obtenga/'(-3)si/(jt) = i\x\ - x) 3 fix~ . 

En los ejercicios 71 y 72, la ecuacion describe el movimiento de 
un cuerpo suspendido de un resorte que vibra verticalmente, 
donde s centimetros es la distancia dirigida del cuerpo desde 
su position central (el origen) a los t segundos y el sentido po- 
sitivo es hacia arriba. (a) Obtenga la velocidad y la acelera- 
cion del cuerpo para cualquier t. (b) Muestre que el movimiento 
es armonico simple, (c) Determine la amplitud, el periodo y la 
frecuencia del movimiento. (d) Simule el movimiento hacia 
arriba y hacia abajo del resorte en la graficadora. (e) Trace la 
grdfica de la ecuacion de movimiento. 

71. s = 5sen-i-/rf 72. s = 6cos/r(4f - |) 

En los ejercicios 73 y 74, una particula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo a la ecuacion de movimiento dada, donde 
a los t segundos, s pies es la distancia dirigida de la particula 
desde el origen, v pies por segundo es la velocidad y a pies 
por segundo es la aceleracion. (a) Calcule vyaen terminos de 
t. (b) Muestre que el movimiento es armonico simple, (c) Simule 
el movimiento en la graficadora. 



73. 
74. 
75. 



2cos(3f + j/r) + 4sen(3r - |/r) 
3 - 6sen 2 4r 



Si una particula se mueve a lo largo de una recta de acuer- 
do a la ecuaci6n de movimiento s - cos 2t + cos f, de- 
muestre que el movimiento no es arm6nico simple. 

76. Una particula se mueve a lo largo d e una rect a de acuerdo a 
la ecuaci6n de movimiento s = «Ja + bt 2 , donde a y b 
son constantes positivas. Demuestre que la medida de la 
aceleraci6n de la particula es inversamente proporcional a 
s 3 para cualquier /. 

77. Si C(jc) dolares es el costo total por fabricar jc sillas, y 
C(x) = x 2 + 40jc + 800, determine (a) la funci6n de 
costo marginal; (b) el costo marginal cuando se producen 
20 sillas; (c) El costo real por producir la silla 21. 

78. La utilidad total recibida por la venta de x lamparas es 
R(x) dolares y R(x) = IOOjc - Ijc 2 . Calcule (a) la fun- 
cion de utilidad marginal; (b) la utilidad marginal cuando 
jc = 15; (c) la utilidad real por la venta de la lampara 16. 



79. En un lago, un pez depredador se alimenta de un pez pe- 
queno, y la poblacion de depredadores en cualquier tiem- 
po es una funcion del numero de peces pequenos en el 
lago en ese tiempo. Suponga que cuando hay x peces pe- 
quenos en el lago, la poblaci6n de depredadores es 

y ~ (ao'ooo * 2 ~W X + 40, S ' la tem P orada de P esca 
termino hace t semanas, jc = 300f +- 375. ^A que tasa 
crece la poblacion de depredadores 10 semanas despu^s 
de que se cerro la temporada de pesca. No exprese y en 
terminos de f, utilice la regla de la cadena. 

80. La ecuacion de demanda para cierta barra de dulce es 

pjc + jc + 20p = 3 000 

donde 1 OOOjc barras de dulce son requeridas por semana 
cuando p centavos es el precio por barra. Si el precio actual 
es de 49 centavos por barra y el precio por barra crece a una 
tasa de 0.2 centavos cada semana, determine la tasa de 
variacion de la demanda. 

81. Un barco zarpo a mediodia y viaja hacia el oeste a 
20 nudos. A las 6 p.m. un segundo barco zarp6 del mismo 
puerto y navega hacia el noroeste a 15 nudos. cQ u & t 311 
r^pido se alejan los dos barcos cuando el segundo ha re- 
corrido 90 millas nauticas? 




82. Un recipiente mide 80 m de longitud y su seccion tranversal 
es un trapecio isosceles con lados iguales de 10 m, base 
mayor de 17 m y base menor de 5 m. En el instante en que 
el agua ha alcanzado una profundidad de 5 m, determine 
la tasa a la cual el agua escapa si su nivel disminuye a una 
tasa de 0.1 m/h. 

83. Un embudo de forma c6nica tiene un diametro de 10 pulg 
en su parte superior y 8 pulg de profundidad. El agua entra 
al embudo a una tasa de 12 pulg 3 /s y sale de el a una tasa 
de 4 pulg 3 /s. t,Que tan rapido se eleva la superficie del 
agua cuando esta tiene una profundidad de 5 pulg? 



[ 




lOjwIg 



8 pulg 



y- 



5 pulg 
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84. Conforme el Ultimo carro de un tren pasa debajo de un 
puente, un automovil cruza, por encima del puente, las vias 
del ferrocarril en forma perpendicular a 30 pie encima de 
ellas. El tren se desplaza a una tasa de 80 pie/s y el auto- 
m6vil a una tasa de 40 pie/s. lQuq tan rapido se separan 
el tren y el autom6vil despues de 2 s? 




85. 



86. 



87. 



Un hombre de 6 pie de estatura camina hacia un edificio a 
una tasa de 4 pie/s. Si hay una lampara en el pi so a 40 pie 
del edificio, ^que tan rapido disminuye la sombra del 
hombre proyectada en el edificio cuando el esta a 30 pie 
del edificio? 

Una persona tiene una quemadura en su piel de forma 
circular. Si el radio de la quemadura decrece a una tasa de 
0.05 cm por dia, cuando este es de 1 .0 cm, ^cual es la tasa 
de decrecimiento del area de la quemadura en ese instante? 

Sea 



fix) = 



x 2 + 2 
20 - x 2 



si jc < 3 
si 3 < x 



(a) Dibuje la grafica de /. (b) Determine si / es conti- 
nua en 3. (c) Determine si/es diferenciable en 3. 

Sea 



/(*) = 



32 



si jc < 4 
si 4 < jc 



(a) Dibuje la grafica de / (b) Determine si / es continua 
en 4. (c) Determine si/es diferenciable en 4. 

89. Sea/(jc) = |jc| 3 . (a) Dibuje la graiica de/. (b) Calcule 

lim/(jc) si existe. (c) Obtenga/'(0) si existe. 

jt->0 

90. Sea fix) = x 2 sgn jc. (a) ^En que numeros es / diferen- 
ciable? (b) £Es/' continua en su dominio? 

91. Sea 

ax 2 + b si jc < 1 

1 



fix) 



si 1 < jc 



determine los valores de a y b tales que /'(l) exista. 
92. Suponga que 



fix) 



x si x < 1 

ax 2 + bx + c si 1 < x 



Determine los valores de a, b y c tales que/"(l) exista. 



93. Demuestre que la recta tangente en cualquier punto (jc t , y x ) 
de la circunferencia 



es perpendicular a la recta que pasa por el punto (jcj, j, ) y el 
centra de la circunferencia. 



94. 



Si /<*) = \ yg{x) 



4x- 



-, calcule la deri- 

V2jc 3 - 6jc + 1 
derivada de / o g en dos formas: (a) primero obtenga 
(/ ° g)(x) y despu6s calcule (/ ° g)'(x); (b) utilice la regla 
de la cadena. 

95. Suponga que /(jc) = 3jc + \x\ y g(x) = | x - i | jc | . 
Demuestre que f'(0) ni g'(0) existen pero que 
(/ ° g) '(0) existe. 

96. D6 un ejemplo de dos funciones / y g de modo que / sea 
diferenciable en g(0), que g no sea diferenciable en 0, y que 
/ ° g sea diferenciable en 0. 

97. D6 un ejemplo de dos funciones / y g de modo que / 
no sea diferenciable en g(0), que g sea diferenciable en 
0,y/ogsea diferenciable en 0. 

98. Sea 

' si jc < 
jc" si < jc 



fix) 



donde n es un niimero entero positive (a) ^Para que" va- 
lores de n es / continua para todos los valores de jc? 
(b) ^Para que valores de n es /diferenciable para todos los 
valores de jc? (c) ^Para que* valores de n es /' continua en 
todos los valores de jc? 



99. Si/'(jc) existe, demuestre que 



lim 



xf(xQ ~ xj(x) 



= /(*]) ~ *l/'(*l) 



100. 



101. 



102. 



Sean/ y g dos funciones cuyos dominios son el con- 
junto de todos los numeros reales. Ademds, suponga 

que (i) g(x) = xf(x) + I; (ii) g(a + b) = g(a) ■ g(b) 
para toda a y b; (iii) lim/(jc) = 1. Demuestre que 
g\x) = g(x). x " >0 

Si las dos funciones / y g son diferenciables en el nu- 
mero JC], i,es la funci6n compuesta/ o g necesariamen- 
te diferenciable en el niimero *,? Si la respuesta es si, 
demuestrelo. Si la respuesta es no, de* un contraejemplo. 

Suponga que g(x) = \f(x) |. Si/ (n) (x) existe y /(jc) ^ 0, 
demuestre que 



g 



> {n) (x) 



fix) 
\fix) 



f (n \x) 



103. Demuestre que £>/(sen x) - sen(x + ^nn). Suge- 
rencia: utiljce induccion matemauca y las f6rmulas 
sen(x + ~n) ~ cos x o cos(jc + ]-k) = -sen x des- 
pues de cada diferenciaci6n. 



104. Si y 



1 -2* 



demuestre por medio de induccion 



d n y 

matematica que — -j- 

M dx n 



2 n n\ 



(I - 2jc)" 



Comportamiento de las 
lu|€ionp y de sus 
graficas, ^idrerextrepos 
y aproximaciones 



Capitulo 




v\s\on p^\_\nv\n\r 



3*1 V^lores mdximo^y mip^os 

^0 fbncrones 
3-2 Apljcadones que invofucrdn 

."■"■'"■■■ fniefvotq ceirado 
3.$ Teofemd del^-Rolley teorermb : 

del valbr me^dip 
3.4 FunciQnes cr^ientes y 

d^tec?^^ la ':■ 

ftffexiop y GriJei%dela ; ; 

s^gunda d&fiva&g 
3*6 Trazo d$ Ids gfqficas.de 

farieipnes y;de $ii$ derivadas 
3>7 tifmtes djMfifinifefev 
%8 '■ ! : ; fej5trrneri: pdf 6 e\ v frdzo '■ d& las 

gr6ficas.de functoaes 
3*£ Aplicadones adrcionaies 

sobre extremes absolute* 
3*10 Aproximaciones medtante el 

metodade Newtarv de ia 

reecta tangente y de 
v difefencidles 




La interpretacion de la derivada como la pendien- 
te de la recta tangente proporciona informacion 
acerca del comportamiento de las funciones y 
de sus graficas. Se inicia la seccion 3.1 con la definicion 
y determinacion de valores de funcion maximos y minimos. 
Las aplicaciones del mundo real de maximos y minimos se 
presentan en muchos campos diversos como lo 
averiguara cuando estudie las secciones 3.2 y 3.9. En 
particular, se determinara la viga mas resistente que 
pueda cortarse de un tronco cilindrico asi como las 
dimensiones de la caja que requiere la minima cantidad 
de material para un volumen especifico. 

Uno de los teoremas mas importantes en Calculo es el 
teorema del valor medio el cual se trata en la seccion 3.3. 
Este teorema se utiliza en la demostracion de muchos 
teoremas tanto del Calculo Diferencial como del Calculo 
Integral, asi como de otras materias como el Analisis 
Numerico. 

En las secciones 3.4 a 3.6 se aplica la derivada en 
tecnicas para graficar funciones. Estas tecnicas son impor- 
tantes debido a que proporcionan medios de confirmacion 
anafitica que pueden aplicarse a las conjeturas obtenidas a 
parti r de la graficadora. 

En ocasiones, el comportamiento de cierta grafica 
no es evidente, si pasa o no por ciertos puntos, segun se 
muestra en la pantalla de la graficadora, de modo que 
se necesita el Calculo para determinar propiedades es- 
pecificas de las graficas. Por ejemplo, la derivada revela 
los intervalos en donde la funcion es creciente y en 
dande es decreciente. La derivada tambien permite 
localizar los puntos donde la recta tangente es 
horizontal, asi como determinar los intervalos en los 
que la grafica esta por arriba de la recta tangente 
y los intervalos en los que esta por debajo de la 
recta tangente. 
En la seccion 3.7 se estudiaran los limites al 
infinite y se aplica ran en la determinacion de 
asintotas horizontales de las graficas. En la 
seccion final del capitulo se estudian tres 
procesos numericos utilizados para 
aproximar valores de funcion. 
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3.1 VALORES MAXIMOS Y MINIMOS DE FUNCIONES 

Una aplicacion importante de la derivada es determinar ddnde una funcion 
alcanza sus valores mdximos y minimos {extremos). En esta section se ini- 
ciara el estudio de los valores extremos de una funcion con los extremos re- 
lativos, extremos absolutos y el teorema del valor extremo. Las aplicaciones 
de estos conceptos se presentan en la proxima section, 
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3.1.1 Definition de valor mdximo relativo 



La funcion/ tie ne un valor mdximo relativo en el numero c si existe 
un inter/ alo abierto que contienea c, en el que/estd definida, tal que 
f{c) s f(x) para tod a x en ese intervals 



Las figuras 1 y 2 muestran una portion de la grafica de una funcion que 
tiene un valor maximo relativo en c. 



3.1.2 Definition de valor mini mo relativo 



La funci6n/ tiene un valor mfnimo relativo en el numero c si existe 
un intervalo abierto que coniiene a c, en el que/esti defmida, tal que 
f(c) ^ f(x) para toda x en este intervalo. 









Las figuras 3 y 4 muestran una portion de la grafica de una funcion que 
tiene un valor mfnimo relativo en c. 

Si una funcion tiene un valor maximo relativo o mfnimo relativo en c, 
entonces se dice que la funcion tiene un extremo relativo en c. 

El teorema siguiente se utiliza para determinar los numeros posibles en 
los que una funcion tiene un extremo relativo. 



3,1,3 Teorema 



Si f(x) existe para todos los valores de x en el intervalo abierto (a, b), 
y si / tiene ui^fxtremo relativo en c, donde a < c < b, y ademaV 

/'(c) existe, entonces f'(c) = 0. 

- - :; 

La demos tracion de este teorema se dara al final de esta section. En ter- 
minos geometricos, el teorema establece que si / tiene un extremo relativo 
en c, y si /'(c) existe, entonces la grafica de/debe tener una recta tangente 
horizontal en el punto donde x = c. Observe que esta situation se presenta 
en las graficas de las figuras 1 y 3. El teorema tambien indica que si/es una 
funcion diferenciable, entonces los unicos numeros posibles c para los cua- 
les/puede tener un extremo relativo son aquellos en los que /'(c) = 0. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

f(x) = x 2 - 4x + 5 



Sea /la funcion definida por 



Entonces f'(x) = 2x - 4. Como f'{2)^ = 0, / puede tener un extremo 
relativo en 2. Puesto que /(2) _ = 1 y 1 < f(x) cuando x < 2 o x > 2, la 
definition 3.1.2 garantiza que /tiene un valor mfnimo relativo en 2. La fi- 
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fix) 



4x + 5 



FIGURA 5 




f(x) = (x - l) 3 + 2 
FIGURA6 




gura 5 muestra la graTica de /, una parabola cuyo v£rtice esta" en el punto 
(2, 1 ) en donde la grafica tiene una recta tangente horizontal. ^ 

Observe que /'(c) puede ser igual a cero aunque/no tenga un extremo 
relativo en c, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 



/<*> = 



2x - 1 si x <. 3 
8 - jc si 3 < x 

FIGURA 7 



Considere la funcion / defi- 



1 ' EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 

nida por 

/(jc) = (jc - l) 3 + 2 

Entonces/'(;c) = 3(jc — l) 2 . Debido a que/'(l) = 0,/ puede tener un extre- 
mo relativo en 1. Sin embargo, como/(l) = 2 y 2 > /(jc) cuando jc < 1, y 

2 < /(jc) cuando jc > 1, no se puede aplicar ninguna de las definiciones 
3.1.1 y "3. 1 .2. De modo que /no tiene un extremo relativo en 1 . La graTica de 
esta funcion, mostrada en la figura 6, tiene una recta tangente horizontal en 
el punto (1, 2), lo cual es consistente con el hecho de que la derivada sea 
cero en ese punto. 4 

Una funci6n puede tener un extremo relativo en un numero en el que la 
derivada no exista. Esta situation se presenta para las funciones cuyas gri- 
ficas se muestran en las figuras 2 y 4, asi como para la funcibn del ejemplo 
ilustrativo siguiente. 



EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 



Sea/ la funci6n definida por 



m = 



2jc - 1 si x < 3 
8 - jc si 3 < jc 



La grafica de esta funci<5n se presenta en la figura 7, la cual muestra que / 
tiene un valor maximo relativo en 3. La derivada por la izquierda en 3 esta" 
dada por/'_(3) = 2, y la derivada por la derecha en 3 esta" determinada por 
/' + (3) = -1. Por tanto, se concluye que/'(3) no existe. 4 

El ejemplo ilustrativo 3 muestra por que la condition "/'(c) existe" debe 
incluirse en la hip6tesis del teorema 3.1 .3. 

Es posible que una funci6n pueda estar definida en un numero c donde 
f'(c) no exista y sin embargo, /no tenga un extremo relativo en ese numero. 
El ejemplo ilustrativo siguiente presenta una de estas funciones. 



I ' EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 



Sea/ la funci6n definida por 
fix) = JC 1 ' 3 
+- x El dominio de/es el conjunto de todos los numeros reales, y su derivada es 
1 



/'to = 



3jc 2 ' 3 



si jc * 



Adem£s, /'(0) no existe. La figura 8 muestra la grafica de / La funcibn no 
tiene extremos relativos. 4 

En resumen, si una funci<5n / esta" definida en un ntimero c, una con- 
dici6n necesaria para que /tenga un extremo relativo en c es que /'(c) = 




I II I I i I I I > JC 



fix) = x» 
FIGURA 8 
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o que /'(c) no exista. Tenga en cuenta que esta condition es necesaria pero 
no suficiente. 



3.1.4 Definition de numero critico 



Si c es un numero del dominio de la funckfo/; y si /'(c) = o/ J (c) 
no existe, entonces c es un numero critico de/ 

Debido a esta definition y a la discusion anterior, una condition nece- 
saria, pero no suficiente, para que una funcion tenga un extremo relativo en 
c es que c sea un numero critico. 

W EJEMPLO I Sea /la funcion definidapor 

fix) = x 4 + 4jc 3 - 2x 2 - Ylx 

(a) Estime graficamente con aproximacitfn de decimos los numeros criticos 
de/ 

(b) Confirme analiticamente las respuestas del inciso (a). 

Solution 

(a) Como fix) es un polinomio, fix) existe en todo numero. Por tanto, los 
unicos numeros criticos son aquellos valores de jc para los que/'(jc) = 0, 
esto es, las coordenadas jc de los puntos de la graTica de/para los que la 
recta tangente es horizontal. La figura 9 muestra la grafica de/trazada en 
el rectangulo de inspection de [-10, 10] por [-10, 10]. En la graficadora, 
la recta tangente parece horizontal en los puntos (-3.0, -9.0), (-1.0, 7.0) 
y (1.0, -9.0). De este modo, se estima que los numeros criticos son -3.0, 
-1.0 y 1.0. 

(b) Se calcula/'(jc\ se iguala a cero y se despeja jc. 

4jc 3 + 12jc 2 - 4jc - 12 = 

jc 3 + 3jc 2 - jc - 3 = 

jc 2 (jc + 3) - (jc + 3) = 

(jc + 3)(jc 2 - 1) = 




[-10, 10] por [-10, 10] 

fix) = jc 4 + Ax 3 - 2x 2 - \2x 

FIGURA 9 



+ 3=0 


JC 2 


-1=0 


jc = -3 




JC 2 = 1 
JC = ±1 



De este modo se ha confirmado que los numeros criticos son -3, -1 y 1 . M 



► EJEMPLO 2 

(a) Determine los numeros criticos de la funcion definida por 

f(x) = jc 4/3 + 4jc*' 3 

Apoye las respuestas del inciso (a) graficamente en dos formas: (b) trace la 
graTica de/; (c) trace la graTica de NDER(/(jc), jc). 

Solution 

(a) fix) = f jc 1 ' 3 + f jc" 2 ' 3 
= \x~ 2l \x + 1) 
4(jc + 1) 
3jc 2 ' 3 
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[-5, 5] por [-5, 5] 

f(x) = x* n +■ 4x u * 

FIGURA 10 




t-5, 5] por [-5, 5] 

NDERU 4/3 + 4x u \ x) 

FIGURA 11 



Cuando x ~ -\,f'(x) = 0, y cuando x = 0, f'(x) no existe. Tanto -1 
como estan en el dominio de /; por tanto, los Mimeros criticos de / 
son-1 y 0. 

(b) La figura 10 muestra la grafica de/trazada en el rectangulo de inspec- 
ci6n de [-5, 5] por [-5, 5]. La grafica parece tener una rectatangente 
horizontal en el punto (-1, -3) y una recta tangente vertical en el punto 
(0, 0). Por tanto, la pendiente de la recta tangente es cuando x = -1 y 
la recta tangente no tiene pendiente cuando x = 0. Estos hechos apo- 
yan las respuestas del inciso (a). 

(c) La figura 1 1 presenta la grafica de NDER(/(x), x) trazada en el rectan- 
gulo de inspection de [-5, 5] por [-5, 5]. Como la grafica de/'(*) inter- 
secta al eje x en (-1, 0), /'(-l) = 0. La grafica de /'(*) tiene al eje y 
como asintota vertical, lo cual indica que /'(0) no existe. De nuevo, 
esto apoya las respuestas del inciso (a). 4 



► EJEMPLO 3 

definida por 



Determine los numeros crfticos de la funcitfn 



g(x) = sen x cos x 

Solution Como sen 2* = 2 sen x cos *, 

g(x) - ^sen 2x 
gXx) = ^(cos2*)2 
= cos2x 

Puesto que g'(x) existe para toda x, los unicos numeros criticos son aquellos 
para los que g\x) = 0. Como cos 2x = cuando 

2x = ^n + kn donde k es cualquier niimero entero 

asi, los numeros criticos de g son \n + \kn, donde k es cualquier nu- 
mero entero. ^ 

Con frecuencia se trata con funciones definidas en un intervalo dado, y 
se desea determinar el valor de funcion mas grande o mas pequeno en el in- 
tervalo. Estos intervalos pueden ser cerrados, abiertos o cerrados en un extre- 
mo y abiertos en el otro. El valor mas grande de la funcion en un intervalo 
se denomina valor mdximo absolute, y el valor mas pequeno de la funcion 
en el intervalo se llama valor minimo absolute A continuation se dan las 
definiciones precisas. 



3.1.5 Definition de valor mdximo absolute en un intervalo 



La funcitin /tiene un rater mdximo absolute en un interval*) si existe 
algun numero c en el intervalo tal que f(c) £ f(x) para toda x del inter- 
valo. El numero /(c) es el valor max i mo absolute de/en el intervalo. 



3 . K6 Definition de valor minimo absolute en un intervalo 



La funcion / tiene un valor minimo absolute* en un intervalo si 
existe algun numero c en el intervalo taKjue/(c) ^ f(x) para toda x del 
intervalo. E! numero f(c) es el valor minimo absoluto de / en el in- 
tervalo. 
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1 4 

f(x) = 2x x €[1,4) 

FIGURA 12 



Un extreme* absoluto de una funci6n en un intervalo es un valor maxi- 
mo absoluto o un valor minimo absoluto de la funcion en el intervalo. Una 
funci6n puede o no tener un extremo absoluto en un intervalo particular. En 
cada uno de los ejemplos ilustrativos siguientes se dan un intervalo y una fun- 
ci6n, y se determinan los extremos absolutos de la funci6n en el intervalo, si 
es que existe alguno. 



' EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

deflnida por 

fix) = 2x 



Suponga que/es la funcion 



La graTica de/en el intervalo [1, 4) se presenta en la figura 12. Esta funcion 
tiene un valor minimo absoluto de 2 en [1, 4). No existe un valor mdximo ab- 
soluto de/en [1, 4) porque \im_f(x) - 8, pero/(;c) siempre es menor que 
8 en el intervalo dado. * 4 




f(x) = -x 2 *€(-3,2] 
FIGURA 13 



-1 



T 



fix) 



\-x £ 
FIGURA 14 



*eH,l) 



Considere la funci6n / defi- 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 

nida por 

fix) = -x 2 

La grafica de/en el intervalo (-3, 2] se muestra en la figura 13. Esta funcion 
tiene valor maximo absoluto de en (-3, 2]. No existe un valor minimo abso- 
luto de/en (-3, 2] debido a que lim f(x) = -9, pero/(;c) siempre es mayor 
que -9 en el intervalo dado. ^ 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 

1 - x l 



La funci6n/ deflnida por 



no tiene valor maximo absoluto ni valor minimo absoluto en el intervalo 
(-1, 1). La figura 14 muestra la grafica de/en (-1, 1). Observe que 



lim fix) = -oo 



lim f(x) 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 



Sea/ la funci6n deflnida por 



fix) = 



X + 1 

x 2 - 6x + 7 



si x < 1 

si 1 < x 



La graTica de/en [-5, 4] se presenta en la figura 15. El valor mdximo absoluto 
de/en [-5, 4] ocurre en 1, y/(l) = 2; el valor minimo absoluto de/en 
[-5, 4] ocurre en -5, y/(-5) = -4. Observe que/ tiene un valor maximo rela- 
tivo en 1 y un valor minimo relativo en 3, Tambien note que 1 es un numero 
crftco de / porque /'(l) no existe, y 3 es un numero critico de / porque 
/'(3) = 0. 4 



\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 9 



La funcion / deflnida por 



Ax) = 
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■ 6* + 7 si 1 < x 
FIGURA 15 



no tiene valor maximo absoluto ni valor minimo obsoluto en [2, 4], La figura 
16 muestra la grafica de / en este intervalo. Como lim f(x) = -oo; 
f(x) puede hacerse menor que cualquier numero negativo tomando 
x > y menor que una 5 positiva adecuada, Tambien se tiene que 
+ oo , de modo que f(x) puede hacerse mayor que cualquier 

numero positivo tomando x - 3 > y menor que una S positiva con- 
veniente, *4 



x e [-5, 4] 



lim f{x) 

x~*3 + 



Se puede hablar del extreme absoluto de una funcion cuando no se ha 
especificado ningiin intervalo. En tal caso se hace referenda al extremo ab- 
soluto de la funcion en su dominio. 



La grafica de la funcion / 



i I i i i 

4 5 



A 



fix) = —I— x e[2,4],* * 3 

x - 3 



FIGURA 16 




i — i 1 — ►- x 



f(x) = x 2 - Ax + 
FIGURA 17 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 10 

definida por 

fix) = x 2 - Ax + 8 

es la parabola mostrada en la figura 17. El punto mas bajo de la para- 
bola es el punto (2, 4), y la parabola abre hacia arriba. La funcion tiene un 
valor minimo absoluto de 4 en x = 2. No existe el valor maximo absoluto 
de/. < 

Con referenda a los ejemplos ilustrativos 5-10, se aprecia que el lini- 
co caso en el que existen tanto el valor maximo absoluto como el valor 
minimo absoluto de la funcion es en el ejemplo ilustrativo 8, donde la fun- 
cion es continua en el intervalo cerrado [-5, 4]. En los otros ejemplos ilus- 
trativos no se tiene un intervalo cerrado o no se tiene una funcion continua. 
Si una funcion es continua en un intervalo cerrado, un teorema, llamado 
teorema del valor extremo, asegura que la funcion tiene un valor maximo 
absoluto y un valor minimo absoluto en el intervalo. La demostracion de este 
teorema, mas alia del alcance de este texto y puede encontrarse en algun li- 
bro de Calculo avanzado. 



3.1-7 Teorema del valor extremo 



Si la funcidn / es continua en el intervalo cerrado [a % b], entonccs / 
tiene un valor maximo absoluto y un valor minimo absoluto en [a, b\. 

El teorema del valor extremo establece que la continuidad de una fun- 
cion en un intervalo cerrado es una condicion suficiente para garantizar que la 
funcion tiene un valor maximo absoluto y un valor minimo absoluto en el 
intervalo. Sin embargo, no es una condicion necesaria. Por ejemplo, la fun- 
cion cuya gr&fica se muestra en la figura 1 8 tiene un valor maximo absoluto 
en x = c y un valor minimo absoluto en x = d, aunque la funcion es dis- 
continua en el intervalo abierto (-1 , 1 ). 

Un extremo absoluto de una funcion continua en un intervalo cerrado 
debe ser un extremo relativo o un valor de funcion en un extremo del inter- 
valo. Debido a que una condicion necesaria para que una funcion tenga un 
extremo relativo en un numero c es que c sea un numero critico, de modo que 
el valor maximo absoluto y el valor minimo absoluto de una funcion /con- 
tinua en un intervalo cerrado [a, b] puede determinate mediante el procedi- 
miento siguiente: 
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FIGURA 18 



Tabl 


%1 








X 


-2 


-1.41 


1.41 


3 


fix) 


3 


4.66 


-6.66 


8 




[-2,3]por[-10, 10] 

f(x) = * 3 - 6x - 1 

FIGURE 19 



1- Determine los valores de La funcidn en los ndraeros criticos de/ 

en (a t b). 
2* Determine los valores de/(a) y f(b), 
3. El mayor de los valores determiiiados en los pasos 1 y 2 es el 

valor mix i mo absoluto* y cl menor de los valores es el valor 

mmimo absolute. 



W EJEMPLO 4 Determine los extremos absolutos de/en [-2, 3] si 

fix) = x 3 - ex - i 

y apoye la respuesta graTicamente. 

Sol UC i6n Como/es continua en [-2, 3], puede aplicarse el teorema del 
valor extreme Para determinar los numeros criticos de /, primero se calcula 

fix): 

f'(x) = 3a: 2 - 6 

Debido a que f'(x) existe para todos los numeros reales, los unicos numeros 
criticos seran los valores de x para los que/'(x) = 0, Al igualar/'(;t) a cero 
y resolver para x se tiene 



3x 2 



6 = 

x = ±42 
x = ±1.41 



De modo que los numeros criticos de / son aproximadamente ±1.41 
y cada uno de estos numeros esta en el intervalo cerrado [-2, 3]. Los valores 
de funcion de los numeros criticos y de los extremos se muestran en la tabla 1 . 

Por tanto, el valor mdximo absoluto de/en el intervalo [-2, 3] es 8, el 
cual ocurre en el extremo derecho 3, y el valor minimo absoluto de/en el in- 
tervalo [-2, 3] es aproximadamente -6.66, el cual ocurre en el numero cri- 
tico 1.41. 

La figura 19 muestra la graTica de/trazada en el rectangulo de inspec- 
cion de [-2, 3] por [-10, 10]. Esta graTica apoya las respuestas dadas. A 




[1,5] por [-1,3] 



fix) = (x - 2) 213 
FIGURA 20 



► EJEMPLO 5 

/en [1,5] si 

fix) = (x - 2) 2 ' 3 



Estime graficamente los extremos absolutos de 



y confirme las respuestas analiticamente. 

Soluciotl La grafica de/trazada en el rectangulo de inspeccion de [1, 5] 
por [-1,3] se muestra en la figura 20. De la grafica, el valor minimo absoluto 
es y ocurre en x = 2. El valor maximo absoluto se tiene en el extremo de- 
recho 5, y en la calculadora, se estima que/(5) = 2.08. 

Al aplicar el teorema del valor extremo se confirman las respuestas 
analiticamente, puesto que/es continua en [1, 5]. Como 

fix) = 



3(* - 2) 



1/3 



3. 1 VALORE5 MAXIMOS Y MINIMOS DE FUNCIONES 205 



Tabla 2 no existe valor de jc para el cual/'Oc) = 0. Sin embargo, como/'(*) no existe 

x T~! 2 5 en 2, se concluye que 2 es un niimero critico de/; de modo que el valor mf- 

/(x) j o V? nimo absoluto ocurre en 2 o en un extremo del intervalo. Los valores de fun- 

ci6n de estos numeros se muestran en la tabla 2. 

De la tabla se concluye que el valor minimo asbsoluto de/en [1, 5] es 
y el valor maximo absoluto es %/9 ~ 2.08, lo que confirma las respues- 
tas anteriores. ^ 

Antes de demostrar el teorema 3.1.3, como se indico, se probara un teo- 
rema preliminar que se utilizara en la demostracion del teorema 3.1.3, asi 
como en las demostraciones de otros teoremas. 



3.1.8 Teor 



(i) Si Urn fix) existe y es positive, entonces existe on intervalo 

abierto que conuene a c tal que /(jc) > para toda jc # c del 
intervalo. 

(U) Si \lmf(x) existe y es negarivo, entonces existe un intervalo 

X-+C 

abierto qufe contiene a c tal que /(jc) < para toda x ^ c del 
intervalo. 

Demostracion del inciso (i) Sea lim/(jc) = L, donde, por hipote- 
sis, L > 0. Al aplicar la definition de limite (1.5.1) con € = \L, se tiene 
que existe 8 > tal que 

si < |jc - c| < 8 entonces |/(jc) - l\ < \L (1) 

Como < | jc - c | < 8 equivale a la proposicion 

jc esta en el intervalo abierto (c - 8, c + 8) donde x ^ c (2) 

y |/00 - L | < \ L equivale a la desigualdad continua 

\L<f(x) < \L (3) 

Si se sustituyen (2) y (3) en (1), se tiene la proposici6n 

si jc esta en el intervalo abierto (c - 8, c + 8), donde jc =£ c, 

\L < f(x) < \ 



entonces \L < /(jc) < \L 



Como L > 0, esta proposicion significa que f(x) > para cada jc * c del 
intervalo abierto (c - 5, c + 8). ■ 

La demostraci6n del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) y se deja 
como ejercicio (vea el ejercicio 57). 

Demostracion del teorema 3.1 .3 Se desea probar que si/(jc) exis- 
te para todos los valores de jc del intervalo abierto (a, b), y si / tiene un ex- 
tremo relativo en c, donde a < c < b, y si f'(c) existe, entonces f'(c) = 0. 

Suponga que f'(c) * 0. Entonces f'(c) > o f'(c) < 0. Si f'(c) > 
entonces 



lim 

JC— »c 



/(*) - /(c) >Q 
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Por tanto, por el teorema 3.1.8 (i), existe un intervalo abierto / que contiene 
a c tal que 



fix) - f(c) 



> 



x - c 
para toda x * c en /. Adem£s, 

f( x ) - f( c ) = (x - c) f{x) ~ f(c) si x * c 



(4) 



(5) 



De (4), el cociente del miembro derecho de (5) es positivo si x est£ en /. Por 
tanto, de (5) se concluye que si x esta en /, entonces f(x) - fie) y x - c 
tienen el mismo signo; esto es 



f(x) > f(c) si X > c 



(6) 



fix) < fie) si x < c 



(7) 



De (6), / no puede tener un valor maximo relativo en c y de (7) / no puede 
tener un valor minimo relativo en c, lo cual contradice la hipotesis de que / 
tiene un extremo relativo en c. 

Si /'(c) < 0, se obtiene una contradiction semejante. Se le pedira que 
pruebe esto en el ejercicio 58. 

Asi, la suposicion de que /'(c) ^ conduce a una contradicion, por tan- 
to, /'(c) = 0. ■ 



EJERCICIOS 3.1 



En los ejercicios 1 a 8, (a) trace la grdfica de la funcion y es ti- 
me los numeros criticos de la funcion grdficamente. (b) Con- 
firme las respuestas del inciso (a) analiticamente. 

1. f(x) = x 3 + lx 2 - 5* 

2. g(x) = 2r 3 - lx 1 - 16* + 1 

3. g(x) = x 615 - 12r l/5 

4. /(*) = * 7 ' 3 + x^ - 3*" 3 
x + 1. 



5. fix) 



fix) 



2x 



x l - 5jc + 4 

7. G(x) = (x - 2)\x + l) 2 

8. F{x) = (5 + x) 3 (2 - x) 2 

En los ejercicios 9 a 14, (a) determine los numeros criticos de la 
funcion f analiticamente. Apoye las respuestas del inciso (a) en 
dos formas: (b) trace la grdfica de f; (c) trace la grdfica de 
NDER (f(x), x). 

9. f(x) - x 4 + ll* 3 + 34* 2 + 15* - 2 



10. fix) = x A + 4* 3 - 2x 2 

11. f(t) = it 2 - 4) 2 ' 3 

12. fiw) = (w 3 - 3w 2 + 4) 



\2x 



1/3 



13. fix) 

14. /(*) 



+ 2* + 5 



En los ejercicios 15 a 18, determine los numeros criticos de la 
funcion. 

15. f(x) - sen 2* cos 2x 

16. fix) = sen 2x + cos 2x 

17. Fix) = sec 2 3* 

18. G(jc) = tan 2 4* 

En los ejercicios 19 a 38, (a) dibuje la grdfica de la funcion en 
el intervalo indicado; (b) determine los extremos absolutos de 
la funcion en el intervalo, si existe alguno, y determine los va- 
lores dexen los que ocurren los extremos absolutos. 

19. fix) = 4 - 3*; (-1,2] 



20. fix) 



2x + 4;(-oo,+oo) 



1 



21. gix) = -i;C-2, 31 

x 

22. fix) = I; (2,3) 

23. fix) = 2 cos *;[-f;r, I a) 

24. Gix) = -3sen*;[0, |a) 

25. fix) = V3 + x ; [-3, +oo) 

26. /(*) = V4 - jc 2 ; (-2, 2) 
4 



27. A(jc) 



28. *(*) = 



(x - 3) 2 
3* 



r; [2, 5) 



-;(-3,2) 
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29. Fix) - \x - 4 | + I; (0,6) 

30. fix) = |4 - ^|;(-oo, +oo) 

31. g(x) = V4~T7l; [0, 3) 
| x + I | si x * -1 , 



32. /(jc) 



33. f{x) 



[-2, I] 



si x * 5 



jc- 5 *" " ' ;[3,5] 
2 si x = 5 

34. F(jc) = U{x) - U{x - 1) donde 

JO si x < . 



£/(*) 



;HJ) 



I si ^ jc 

35. /(*) = x- M;(l,3) 

36. *<*) = 2x + I2x - IB; (1,2] 

37. s(jc) = sec3jc;[-£;r, ^it\ 

38. /(jc) - tan2*;[-±JF, \n] 

En los ejercicios 39 a 46, determine los extremos absolutes de 
la funcion en el intervalo indicado mediante el metodo del 
ejemplo 4 y apoye las respuestas grdficamente. 

x A - 8jc 2 + 16; [-4,0] 
x A -,8jc 2 + 16; [-3, 2] 

x 4 - 8jc 2 + 16; [0,3] 



39. (a) fix) 
(b) fix) 

40. (a) fix) 



(b) fix) = x A - 8* 2 + 16; [-1,4] 

41. fit) = 2 sen t\ [-/r, a] 

42. g{t)- icsc2f;[-l*, Iff] 



43. «W - 



w + 2 



; [-1, 2] 



44. /(r) = l±j;[-5,2] 

45. fix) = ix + l) 2 ' 3 ; [-2, 1] 

46. *<*) = 1 - (jc-3) 2/3 ;[-5,4] 

En los ejercicios 47 a 52, (a) estime grdficamente los extre- 
mos absolutos de lafuncidn en el intervalo indicado. (b) Con- 



firme las respuestas analiticamente mediante el metodo del 
ejemplo 5. 

47. fix) = x 3 + 5x - 4; [-3,-1] 

48. gix) = jc 3 + 3jc 2 - 9jc; [-4,4] 

49. git) = 2 sec \t-A-\n, \n\ 

50. fit) = 3cos2r;[lff, | n] 

51. fix) = ix- l) 1/3 + 4; [0, 2] 
jc + 1 



52. fix) 



[0,1] 



2jc - 3' 

En /e>s ejercicios 53 a 56, (a) dibuje la grdfica de lafuncidn en 
el intervalo indicado. (b) Determine los extremos absolutos de 
lafuncidn en el intervalo. 

a/w=|M si : 3 /** 2 ;[-3,3] 

4-jc si 2 < jc < 3 



54. fix) = 



55. Fix) 



2x - 7 si -I ^ jc < 2 

L - x 2 si 2 < jc < 4 

3jc - 4 si -3 < jc < 1 

x 2 - 2 si I < jc < 3 



;[-i,4] 



; [-3, 3] 



56. Gix) = j 4 - <* + 5 >' si " 6 * * * ~ 4 ;[-6,01 

1 12 - (jc + I) 2 si-4 < jc < 

57. Demuestre el inciso (ii) del teorema 3. 1 .8. 

58. Demuestre el teorema 3.1.3 con la suposicion de 

que fie) < 0. 

59. Si la funci6n / es diferenciable en todo numero y 
/'(c) - 0, i,puede concluirse que / tiene un extremo re- 
lativo en c? Explique su respuesta. 

60. Si la funci6n / tiene un extremo relativo en el nu- 
mero c, ^puede concluirse que /'(c) - 0? Explique su 
respuesta. 

61. Describa como obtendria analiticamente los extremos 
absolutos de una funcion continua en un intervalo cerrado. 



3.2 APLICACIONES QUE INVOLUCRAN UN EXTREMO 
ABSOLUTO EN UN INTERVALO CERRADO 

Ahora se aplicar£ el teorema del valor extremo a problemas en los que la so- 
lucion es un extremo absoluto de una funcion en un intervalo cerrado. Como 
se dijo en la seccion anterior, el teorema 3.1.7 asegura que una funcion conti- 
nua en un intervalo cerrado tiene un valor maximo absoluto y un valor 
mfnimo absoluto en el intervalo. Se mostrarl el procedimiento para obtener 
los extremos absolutos de una funcidn en el ejemplo ilustrativo siguiente, 
al considerar la situacion discutida en el ejemplo 4 de la seccion 1 .3 y en el 
ejemplo ilustrativo 2 de la seccion 1.9. 



[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Un fabricante de cajas de 
carton quiere elaborar cajas abiertas a partir de trozos rectangulares de carton 
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(10-2x)pulg — * 
10 pulg - 

FIGURA 1 




con dimensiones de 10 pulg por 17 pulg, cortando cuadrados en las cuatro 
esquinas y doblando los lados hacia arriba. Se desea determinar la longitud 
del lado de los cuadrados que se deben cortar de modo que la caja tenga el 
mayor volumen posible. La figura 1 muestra uno de los trozos de carton in- 
dicados y la figura 2 representa la caja. En el ejemplo 4 de la section 1.3 se 
mostro que si x pulgadas es la longitud de los lados de los cuadrados que 
se cortaran y V(x) pulgadas^cubicas es el volumen de la caja, entonces 

V(x) = 170x - 54x 2 + 4X 3 

y el dominio de Ves el intervalo cerrado [0, 51. Como Ves continua en [0, 5], 
se sabe, por el teorema del valor extremo, que en este intervalo V tiene un 
valor maximo absoluto, el cual ocurre en un numero critico o en un extremo 
del intervalo. Para obtener los niimeros crfticos se calcula V'(x) y se deter- 
minan los valores de x para los que V'(x) = o V'(x) no existe. 

V'(x) = 170 - 108* + 12x 2 

V'(x) existe para todos los valores de x . Al igualar V'(x) a cero y despe- 
jar x se tiene 

2(6* 2 - 54x + 85) = 



■2jc) pulg 



FIGURA 2 



54 ± V(-54) 2 - 4(6)(85) 
X ~ 12 

De donde se obtiene x = 6.97 y jc = 2.03. De modo que el unico valor cri- 
tico de V en [0, 5] es 2.03. Como V(0) = y V(5) = 0, mientras que 
^(2.03) = 156.03, el valor maximo absoluto de V ocurre cuando x = 2.03. 
Este resultado puede apoyarse en la graficadora como se hizo en el ejemplo 4 
delasecci<5n 1.3. 

Conclusion: El mayor volumen posible es 156.03 pulg 3 , y se obtiene cuan- 
do la longitud de los lados de los cuadrados que se cortaran es de 2.03 pulg. A 




FIGURA 3 



w EJEMPLO 1 Los puntos A y B estan en las orillas de un rio 
recto de 3 km de ancho y son opuestos uno del otro. El punto C esta en la 
misma orilla que B pero a k kil6metros de B no abajo. Una compania telefo- 
nica desea tender un cable de A a C donde el costo por kildmetro de cable en 
tierra es de $10 000 y el de cable subacuatico es de $12 500. Sea P un punto 
en la misma orilla que By C de modo que el cable se tienda de A a P y luego 
a C. Consulte la figura 3. (a) Si x kil6metros es la distancia de B a P, obtenga 
una ecuaci6n que defina a C(x) si C(x) dolares es el costo total del cable ten- 
dido y establezca el dominio de C. (b) Si k = 2, estime en la graficadora el 
valor de x para el cual el costo del cable tendido sea el menor costo posible. 
Despu^s confirme la estimaci6n analfticamente. 

Solution 

(a) La distancia de P a C es (k - x) kiltfmetros, y, del teorema de Pitagoras, 
la distancia de A a P es V3 2 + x 2 kil6metros. Por tanto, 



C(x) = 12 500^9 + x 2 + \0000(k - x) 



(1) 



El dominio de C es [0, k]. 
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[0, 2] por [0, 60 000] 

C(x) = 12 500^9 + x 2 +10000(2-*) 

FIGURA 4 



(b) Con k - 2 en la ecuacion (1), se tiene 



C(x) = 12 500^9 + x 2 + 10 000(2 - x) 



(2) 



con x E [0, 2]. La grafica de esta ecuacion trazada en el rectangulo 
de inspeccion de [0, 2] por [0, 60 000] se muestra en la figura 4, la cual 
indica que el valor minimo absoluto de C en [0, 2] ocurre en el extremo 
derecho. Al utilizar la tecla I trace! (rastreo) de la graficadora, se obtiene 
C(2) = 45 069. Por tanto, se estima que el costo del cable tendido es 
minimo cuando x = 2 y el costo minimo es de $45 069. 

Ahora se confirmard analiticamente esta estimacion. Como C es con- 
tinua en [0, 2], se aplica el teorema del valor extremo; por lo que C tiene 
un valor maximo absoluto y un valor minimo absoluto en [0, 2], Se de- 
sea determinar el valor minimo absoluto. De la ecuacion (2), 



C\x) = 



12 500* 



10 000 



V9 + x 2 

C'(x) existe para todos los valores de x. Al igualar C'(x) a cero y resolver 
para x se tiene 



12 500* 



10 000 = 



V9 + x 2 
12 500* - 10 000^9 




(3) 



El numero -4 es una raiz extrana de la ecuaci6n (3), y 4 no estd en 
el intervalo [0, 2], lo cual indica que no existen numeros criticos de C 
en [0, 2]. Por tanto, el valor minimo absoluto de C en [0, 2] debe ocu- 
rrir en algun extremo del intervalo. Si se calcula C(0) y C(2), se obtiene 

<X0) = 57 500 y C(2) = 45 069 

De modo que el valor minimo absoluto de C en [0, 2] es 45 069 cuan- 
do x = 2, lo cual confirma lo estimado anteriormente. 

Conclusion: El costo del cable es minimo cuando este se tiende direc- 
tamente de A a C bajo el agua. ^ 




[0,10] por [120 000, 140 000] 



)V9~ 



C(x)= 12 500V9 + x L +10000 (10 -x) 
FIGURA 5 



Haga el inciso (b) del ejemplo 1 considerando 



► EJEMPLO 2 

ahora que k = 10. 

Solution Con k = 10 en la ecuacion (1 ), se tiene 



C(x) = 12 500^9 + x 2 + 10 000(10 - x) 



(4) 



para x e [0, 10]. La figura 5 muestra la grafica de esta ecuacion trazada en 
el rectangulo de inspeccion de [0, 10] por [120 000, 140 000]. Las coordena- 
das del punto mas bajo de la curva son, aproximadamente, (4, 122 500). Por 
tanto, se estima que el costo del cable tendido, en este caso, es minimo cuan- 
do x = 4 y el costo minimo es de $122 500. 
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Esta estimaci6n se confirma analfticamente en la misma forma en que 
se hizo en el ejemplo 1. De la ecuacion (4), la expresion para C'(x) es igual a 
la que se obtuvo de la ecuaci6n (2). Por tanto, otra vez se obtiene x = ±4 
cuando C'(x) se iguala a cero y se resuelve para x. Como 4 esta en el inter- 
valo cerrado [0, 10], ahora 4 es un numero cntico de C. Si se calculan C(0), 
C(4)y C( 10) se obtiene 

C(0) = 137 500 C(4) = 122 500 C(10) = 130 504 

En consecuencia, el valor minimo absoluto de C en [0, 10] es 122 500 cuando 
x = 4, lo cual confirma lo estimado anteriormente. 

Conclusion: En este caso, el costo del cable es minimo cuando se tiende 
de A a P el cual debe estar a 4 km de B. 4 

Para la funci6n C definida por la ecuaci6n (1) con x G [0, k], se mostro 
en el ejemplo 1 que cuando k = 2, el valor minimo absoluto de C ocurre en 
el extremo derecho del intervalo [0, 2] mientras que en el ejemplo 2, cuando 
k = 10, se mostro que el valor minimo absoluto de C ocurre en el interva- 
lo abierto (0, 10). En el ejercicio 36 se le pedird que determine los valores de 
k para los que el valor minimo absoluto de C ocurrira en un numero del in- 
tervalo abierto (0, k). 




W EJEMPLO 3 Un terreno rectangular se encuentra en la orilla 
de un rio y se desea delimitar de modo que no se utilice cerca a lo largo de la 
orilla. Si el material para la cerca de los lados cuesta $12 por pie colocado y 
$18 por pie colocado para al lado paralelo al rio, determine las dimesiones 
del terreno de mayor area posible que pueda limitarse con $5 400 de cerca. 
Apoye graTicamente a la respuesta. 

Solucion Sean x pies la longitud de los lados del terreno no paralelos al 
rio, y pies la longitud del lado paralelo al rio y A pies cuadrados el area del 
terreno. Refierase a la figura 6. En consecuencia, 



A = xy 



(5) 



Como el costo del material para cada lado no paralelo al rio es de $12 por 
pie colocado y la longitud de estos lados es x pies, entonces el costo total de 
la cerca para cada uno de estos lados es 12x dolares. De manera similar, el 
costo de la cerca del tercer lado es 18y d61ares. Por tanto, 



12r + 12jc + 18y = 5 400 



(6) 



A fin de expresar A en terminos de solo una variable, se resuelve (6) para y 
en tenninos de x y se sustituye este valor en (5), obteniendose A como una 
funci6n de x, Asi 



A(x) = x(300 - f x) 



(7) 



De (6), si y = 0, x = 225, y si x = 0, y = 300. Puesto que x y y no de- 
ben ser negativos, el valor de jc que hard de A un maximo absoluto, debe estar 
en el intervalo cerrado [0, 225]. Como A es continua en el intervalo [0, 225], 
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[0, 225] por [0,20 000] 

A(x) = *(300 - |x) 

FIGURA 7 



por el teorema del valor extremo, A tiene valor maximo absoluto en el inter- 
valo. De (7), se tiene 



*-x 2 




A(x) = 30Oc 3 
A\x) = 300 - f x 

Como A'(x) existe para todo x, los ntimeros criticos de A se determinan al 
considerarA'(*) = 0, de lo que se obtiene 

x = 112.5 

El linico numero critico de A es 1 12.5, el cual se encuentra en el inter- 
valo cerrado [0, 225]. Por lo que el valor maximo absoluto de A debe ocurrir 
enO, 112.5 o225. Debido a que A(0) = 0,A(225) = 0yA(112.5) = 16875, 
el valor maximo absoluto de A en [0, 225] es 16 875, el cual ocurre cuan- 
do x = 1 12.5 y 3^ = 150 (obtenido de (6) al sustituir 1 12.5 por x). 

Con el fin de apoyar graficamente la respuesta, se traza la grafica de la 
funcion A definida por la ecuacion (7) en el rectangulo de inspection de 
[0, 225] por [0, 20 000], como se muestra en la figura 7. Se determina que el 
punto mas alto de la grafica es (1 12.5, 16 875), lo cual confirma la respuesta. 

Conclusion: El terreno de mayor area posible que se puede encerrar con 
$5 400 de cerca tiene un area de 16 875 pie 2 , obtenido cuando la longitud del 
lado paralelo al rfo mide 150 pie y la longitud de cada lado no paralelo al rio 
es de 1 12.5 pie. A 



W EJEMPLO 4 En el ejemplo 6 de la secci6n 1 .3, se tuvo la si- 
tuation siguiente: En una comunidad de 8 000 personas, la tasa a la cual se 
difunde un rumor es conjuntamente proportional al numero de persona que 
han escuchado el rumor y al numero de personas que no lo nan escuchado. 
Cuando 20 personas han escuchado el rumor, 6ste se difunde a una tasa de 
200 personas por hora. Determine analiticamente cuantas personas han escu- 
chado el rumor cuando este se difunde a la mayor tasa posible. 

Solution En la section 1 .3 se obtuvo el modelo matematico 

fix) = ^(8 000* -x 2 ) 

donde f(x) personas por hora es la tasa a la que se difunde el rumor cuando 
x personas lo han escuchado. Puesto que la comunidad tiene una poblacion de 
8 000, x esta en el intervalo cerrado [0, 8 000]. A fin de aplicar el concepto 
de continuidad, se considerara que x es cualquier numero real de este inter- 
valo. Como/(;c) es un polinomio, entonces/es continua en [0, 8 000], por 
lo que puede aplicarse el teorema del valor extremo. Al calcular/'(*) se tiene 

f'(x) = ^(8 000 -2x) 
El unico numero critico de/se tiene cuando f'(x) = 0, yes* = 4 000. Como 

/(0) = /(4 000) = 20 050.1 /(8 000) = 

el valor maximo absoluto de / ocurre cuando x = 4 000. Este valor de x es 
acorde con el que se obtuvo graTicamente en la section 1.3. 

Conclusion: El rumor se difunde a la mayor tasa posible cuando 4 000 
personas, la mitad de la poblacion, han escuchado el rumor. 4 
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W EJEMPLO 5 En el ejemplo 4 de la section 2.2 se tuvo la situa- 
ci6n siguiente: En la planeaci6n de una cafeteria, la ganancia diaria se estim6 
en $16 por lugar si la capacidad es de 40 a 80 lugares. Sin embargo, si la ca- 
pacidad es mayor que 80 lugares, la ganancia diaria por lugar disminuira en 
$0.08 veces el niimero de lugares que exceden a 80. ^Cual debe ser la capa- 
cidad de la cafeteria de modo que se obtenga la maxima ganancia diaria? 

Sol UC ion En la secci6n 2.2 se obtuvo el modelo matematico 



P(x) = 



16* 



22.40* - 0.08* 2 



si 40 < x < 80 
si 80 < x < 280 



donde P(x) d61ares es la ganancia diaria de la cafeteria cuando su capacidad 
es de x lugares. Ademas, en la section 2.2, se considerd que x toma todos los 
valores reales de su dominio [40, 280] y se mostrd que P es continua en ese 
intervalo cerrado y que no es diferenciable en 80. 

De la continuidad de P en [40, 280], el teorema del valor extremo garan- 
tiza que P tiene un valor mdximo absoluto en ese intervalo. Como P'(80) no 
existe, 80 es un niimero critico de P. Para determinar cualquier otro nume- 
ro critico de P, se calcula P'(x): 



P'(x) = 


16 

22.40 - 0.16* 


si 40 < x < 80 
si 80 < x < 280 


'(x) = cuando 




22.40 - 0.16x = 






x = 140 





Por lo que 140 es un niimero critico de P. Enseguida se calcula P(x) en los 
extremos del intervalo [40, 280] y en los numeros crfticos de P: 

P(40) = 640 P(80) = 1 280 P(140) = 1 568 P(280) = 

Por tanto, el valor maximo absoluto de P es 1 568 y ocurre cuando x = 140. 

Conclusion: La capacidad de la cafeteria debe ser de 140 lugares, lo 
que proporcionard una ganancia diaria de $1 568. ^ 




> 12 cm 



W EJEMPLO 6 (a) En la graficadora, estime las dimensiones 
del cilindro circular recto de mayor volumen que pueda inscribirse en un 
cono circular recto cuyo radio mide 5 cm y su altura es de 12 cm. (b) Confir- 
me analiticamente las estimaciones del inciso (a).- 

Solucion 

(a) Sean r centimetros la longitud del radio del cilindro, h centfmetros su 
altura y V centimetros ctibicos su volumen. 

La figura 8 muestra el cilindro inscrito en el cono, mientras que la 
figura 9 presenta una secci6n plana que contiene al eje del cono. 

Si r — y h = 12, se tiene un cilindro degenerado, el cual es el eje 
del cono. Si r - 5 y h = 0, tambten se tiene un cilindro degenerado, el 
cual es la base del cono. El niimero r esta en el intervalo cerrado [0, 5], y 
el ntimero h pertenece al intervalo cerrado [0, 12]. 

La formula siguiente expresa V en terminos de r y h: 



V = 7tr 2 h 



(8) 



3.2 APLICACIONES QUE INVOLUCRAN UN EXTREMO ABSOLUTO EN UN INTERVALO CERRADO 213 



A fin de expresar V en terminos de solo una variable se necesita otra 
ecuacion que contenga a r y h. De los triangulos semejantes de la figura 
9, se tiene 




FIGURA 9 




[0, 5] por [0, 150] 

V<*) - ^K(5r 2 - r 3 ) 

FIGURA 10 



12 



h = 



A = 11 
5 

60 - I2r 



(9) 



Si se sustituye de (9) en la formula (8), se obtiene V como una funcion de 
r, lo que se escribe como 



V(r) 



_ 12 



K(5r 2 



r') 



[0, 5] 



(10) 



La figura 10 muestra la grafica de V trazada en el rectangulo de inspec- 
tion de [0, 5] por [0, 150]. En la graficadora, se determina que el punto 
mas alto es (3.33, 139.63). Por tanto, se estima que el radio del cilindro 
circular recto mide 3.33 cm y, en consecuencia, de (9) se estima que su 
alturaesde4.01 cm. 
(b) Para confirmar analfticamente las estimaciones, se aplica el teorema 
del valor extremo ya que V, definida por la ecuacion (10), es continua en 
el intervalo cerrado [0, 5]. Se desea determinar los valores de r y h que 
proporcionen el valor maximo absoluto de V. De (10) se tiene 



V'(r) = f /r(10r 



3r 2 ) 



Con objeto de determinar los numeros criticos de V, se considera 
V'(r) = y se despeja r: 



r(10 - 3r) = 

r = 



r= f 



Como V'{r) existe para todos los valores de r, los unicos numeros criti- 
cos de V son y y, los cuales estan en el intervalo cerrado [0, 5]. El 
valor maximo absoluto de V en [0, 5] debe ocurrir en 0, ~ o 5. De (10) 
se obtiene 



V(0) = 



V(^) = 



V(5) = 



Por tanto, el valor maximo absoluto de V es ^-K » 139.63, el cual 
se obtiene cuando r = y ~ 3.33. Cuando r = y, se obtiene de (9), 
h = 4, Estos resultados confirman las estimaciones anteriores y pro- 
porcionan los valores exactos de r y h. 



Conclusion: 

cono dado tiene un volumen de ~ n cm 3 , lo que ocurre cuando r - y cm y 
h = 4 cm. 



El cilindro circular recto de mayor volumen inscrito en el 

40" ir r»m3 



EJERCICIOS 3.2 



En estos ejercicios defina precisamente todas las variables como 
numeros. Asegtirese de escribir una conclusion al final de coda 
ejercicio. 

1. Determine un numero del intervalo [ ~, 2] tal que la suma 
del numero y su reciproco sea (a) un minimo y (b) un 
maximo. Apoye graficamente las respuestas. 

2. Determine un numero del intervalo [-1 , 1 ] tal que la dife- 
rencia del numero menos su cuadrado sea (a) un maximo 
y (b) un minimo. Apoye graTicamente las respuestas. 



En los ejercicios 3 a 14, confirme analiticamente la estima- 
tion obtenida en la graficadora en el inciso (c) del ejercicio 
indicado de la section 1.3. 



3. 


Ejercicio 13 


4. 


Ejercicio 14 


5. 


Ejercicio 15 


6. 


Ejercicio 16 


7; 


Ejercicio 17 


8. 


Ejercicio 18 


9. 


Ejercicio 19 


10. 


Ejercicio 20 


11. 


Ejercicio 25 


12. 


Ejercicio 26 


13. 


Ejercicio 27 


14. 


Ejercicio 28 
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15, 



16. 



17. 



18. 



19. 



20. 



21. 



<,Cuantos estudiantes deben asistir a la excursi6n t del ejer- 
cicio 37 de la section 2,2, para que la escuela reciba el 
maximo ingreso bruto? 

i,Cuantos estudiantes deben asistir a la excursidn, del ejer- 
cicio 38 de la section 2.2, para que la escuela reciba el 
maximo ingreso bruto? 

Del modelo matem£tico obtenido en el ejercicio 30 de la 
section 2.2, determine cuantos naranjos deben plantarse 
por acre en California de modo que se obtenga el mayor 
niimero de naranjas. 

£ Cuantos miembros proporcionardn el mejor ingreso, de- 
bido a las cuotas anuales, al club privado del ejercicio 40 
de la secci6n 2.2? 

(a) Encuentre dos numeros no negativos cuya suma sea 
1 2 tales que su producto sea un maximo absolute, y apoye 
graTicamente las respuestas. (b) Determine dos mimeros 
no negativos cuya suma sea 12 tales que la suma de sus 
cuadrados sea un mmimo absolute, y apoye gr£ficamente 
las respuestas. 

Suponga que se tiene un cuerpo suspendido por debajo de 
la recta horizontal AB mediante un alambre en forma de Y. 
Si la distancia entre los puntos A y B es de 8 pie, (a) estime 
en la graficadora con aproximaci6n de pies, la longitud 
mas corta del alambre que pueda emplearse. (b) Confirme 
la estimation del inciso (a) analiticamente. 

Una isla est£ ubicada en el punto A, 4 km mar adentro del 
punto ma's cercano B de una playa recta. Una mujer, en la 
isla, desea ir al punto C, a 6 km de B playa abajo. La mu- 
jer puede dirigirse hacia el punto f\ entre B y C, en un 
bote de remos a 5 km/h y despues caminar en forma recta 
de P a C a 8 km/h. (a) Estime en la graficadora la ruta de 
A a C que ella pueda recorrer en el menor tiempo. (b) 
Confirme la estimaci6n del inciso (a) analiticamente. 




22. Resuel va el ejercicio 2 1 considerando ahora que el punto C 
esta a 3 km de B playa abajo. 

23. (a) Utilice la graficadora para estimar las dimensiones del 
cilindro circular recto de mayor area lateral que pueda ins- 
cribirse en una esfera cuyo radio mide 6 pulg. (b) Confir- 
me analiticamente la estimaci6n del inciso (a). 



26. 



28. 




24. (a) Utilice la graficadora para estimar las dimensiones del 
cilindro circular recto de mayor volumen que pueda ins- 
cribirse en una esfera cuyo radio mide 6 pulg. (b) Confir- 
me analiticamente la estimation del inciso (a). 

25. Dada la circunferencia cuya ecuaci6n es x 2 + y 2 = 9, 
determine (a) la distancia mds corta del punto (4, 5) a un 
punto de la circunferencia, y (b) la distancia m£s grande 
del punto (4, 5) a un punto de la circunferencia. (c) Apoye 
las respuestas de los incisos (a) y (b) graficamente. 

(a) Determine el area del rectangulo mas grande que ten- 
ga dos vertices en el eje x y los otros dos en la parabola 
y = 9 - jc 2 , por arriba del eje jc. (b) Apoye gr&ficamente 
la respuesta del inciso (a). 




27. Considere que la disminucion de la presion sanguinea de 
una persona depende de la cantidad de cierta sustancia ad- 
ministrada a la persona. De modo que si se administran 
jc miligramos de la sustancia, la disminuci6n de la presi6n 
sanguinea es una funci6n de x. Suponga que f(x) define 
esta funcitfn y que 



fix) = ^(k 



x) 



si jc G [0, k], donde k es una constante positiva. Deter- 
mine el valor de jc que ocasiona la mayor disminucion de 
la presion sangufnea. 

Al toser el radio de la traquea de una persona disminu- 
ye. Suponga que el radio normal de la traquea es de R 
centimetros, mientras que al toser, el radio de la misma es 
de r centimetros, donde R es una constante y r es una va- 
riable. La velocidad del aire a traves de la traquea puede 
expresarse como una funcion de r, y si V(r) centimetros 
por segundo es esta velocidad, entonces 

V(r) = kr 2 (R - r) 
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29. 



donde k es una constante positiva y r esta" en el intervalo 
[ ~R, R]. Determine el radio de la traquea cuando se tose 
de modo que la velocidad del aire a trav6s de la traquea 
sea maxima. 

La resistencia de una viga rectangular es conjuntamente 
proporcional a su anchura y al cuadrado de su espesor. 
Determine las dimensiones de la viga de mayor resistencia 
que pueda cortarse de un tronco con forma de cilindro 
circular recto cuyo radio es de 72 cm. 



72 cm 



30. 



31. 



32. 




La rigidez de una viga rectangular es conjuntamente pro- 
porcional a su anchura y al cubo de su espesor. Determine 
las dimensiones de la viga de mayor rigidez que pueda 
cortarse de un tronco con forma de cilindro circular recto 
cuyo radio es de a centimetros. 

Un trozo de alambre de 10 pie de longitud se corta en dos 
partes. Con una parte se hace una circunferencia y la otra 
se dobla en forma de cuadrado. ^Como debe cortarse el 
alambre de modo que (a) el area total de las dos figuras 
sea la minima posible; (b) el area total de las dos figu- 
ras sea la maxima posible. 

Resuelva el ejercicio 31 considerando ahora que una parte 
se dobla en forma de triangulo equildtero y la otra en for- 
ma de cuadrado. 



33. Si R pies es el alcance de un proyectil, entonces 
R 



v 2 sen 26 



S 



< 6 <> t K 



donde v pies por segundo es la velocidad inicial, g pie/s 2 
es la aceleracitfn debida a la gravedad, y 8 es la medida 



34. 



en radianes del angulo que el can6n forma con la hori- 
zontal. Determine el valor de 6 que hace maximo el alcan- 
ce del proyectil. 

Si un cuerpo que pesa W libras se arrastra a lo largo de un 
piso horizontal a una velocidad constante mediante una 
fuerza de F libras de magnitud y dirigida un angulo de 
6 radianes con respecto al piano del piso, entonces F esta 
dada por la ecuacion 



35. 



36. 



F = 



kW 



k sen 6 + cos 



donde k es una constante llamada coeficiente de friction 
y < £ < 1. Si < < }rK, determine cos 6 cuando 
F es minima. 

En una fabrica se elaboran dos productos, A y B. Si C es 
el costo total de producci6n de una Jornada de 8 horas, 
entonces C = 3x 2 + 42y, donde x es el numero de mi- 
quinas utilizadas en la elaboraci6n del producto ^4, y y es 
el numero de maquinas empleadas en la elaboration del 
producto B, y durante una Jornada de 8 horas trabajan 
15 maquinas. (a) Determine analiticamente cudntas de 
estas maquinas deben utilizarse para elaborar el producto 
A y cuantas para elaborar el producto B de modo que el 
costo total sea mfnimo. (b) Apoye las respuestas del inci- 
so (a) graTicamente. 

(a) En el ejemplo 1, £para que valores de k ocurrira el 
valor maximo absoluto de C en un numero del intervalo 
abierto (0, fc)? (b) Los ejemplos 1 y 2, y los ejercicios 21 y 
22 son casos especiales del siguiente problema mas ge- 
neral: Sea 



fix) = u 4a 1 + x 2 + v(b ~ x) 

donde x esta" en el intervalo [0, b] y u > v > 0. Demues- 
tre que para que el valor maximo absoluto de / ocurra en 
un numero del intervalo abierto (0, b) y se debe satisfacer 
la desigualdad siguiente: av < b Vw 2 - v 2 . 



3.3 TEOREMA DE ROLLE Y TEOREMA DEL VALOR MEDIO 

Como se indico en la introducci6n de este capitulo, uno de los teoremas mds 
importantes del Cdlculo es el teorema del valor medio, el cual se emplea en la 
demostracion de muchos teoremas tanto de Cdlculo Diferencial como de 
Calculo Integral asi como de otras materias como el Analisis Numerico. La 
demostraci6n del teorema del valor medio esta" basada sobre un caso espe- 
y cial conocido como teorema de Rolle, el cual se discutir& primero. 

El matemdtico frances Michel Rolle (1652-1719) demostr6 que si / 
es una funci6n continua en un intervalo cerrado [a, b] y diferenciable en 
el intervalo abierto (a, b) y y si f(a) y f(b) son iguales a cero, entonces exis- 
te al menos un numero c entre ay b para el Gual/'(c) = 0, 

A continuacion se vera" lo que significa geomStricamente este teorema. 
La figura 1 muestra la graTica de una funcion / que satisface las condiciones 
del parrafo anterior. Se aprecia intuitivamente que existe al menos un punto 




FIGURA 1 
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FIGURA 2 




de la curva entre (a, 0) y (b, 0) en el que la recta tangente es paralela al eje x\ 
esto es, la pendiente de la recta tangente es cero. Esta situacion se ilustra en 
la figura 1 en el punto P. De modo que la abscisa de P es c, para la cual 
/'(c) = 0. 

La funcion, cuya grafica se muestra en la figura 1, no solo es diferencia- 
ble en el intervalo abierto (a, b) sino que tambien lo es en los extremos del 
intervalo. Sin embargo, la condition de que / sea diferenciable en los extre- 
mos del intervalo no es necesaria para que la graTica tenga una recta tangen- 
te horizontal en algun punto del intervalo; la figura 2 ilustra esto. En la figura 2 
se aprecia que la funci6n no es diferenciable en a ni en b\ sin embargo, existe 
la recta tangente horizontal en el punto donde x '= c, y c esta entre ay b. 

No obstante, es necesario que la funci6n sea continua en los extremos 
del intervalo para garantizar una recta tangente horizontal en un punto inte- 
rior del intervalo. La figura 3 muestra la grafica de una funcion continua en 
el intervalo [a, b) pero discontinua en b\ la funcion es diferenciable en el in- 
tervalo abierto (a, b)y los valores de la funcion en los dos extremos son cero. 
Sin embargo, no existe un punto en el que la graTica tenga una recta tangen- 
te horizontal. 

A continuation se establecera y demostrard el teorema de Rolle. 



FIGURA 3 



3.3.1 Teorema de Rolle 



Sea /una funcion fal que 

(i) es continua en el intervalo cemdo [#, h\\ 
(ii) es diferenciabe en el intervalo abierto (a, b); 

(iii)/(a) = 0y/W = 0. 

Rntonces existe un nuntero c en el intervalo abierto (a t b) tal que 




FIGURA 4 



Demostracion Se consideraran dos casos. 

Caso I: f{x) - para toda* en [a, b]. 

Entonces/'(.x) = para toda x en (a, b); por tanto, cualquier niimero 
entre ay b puede considerarse como c. 

Caso 2: f{x) es diferente de cero para algun valor de x en el intervalo (a, b). 

Como/es continua en el intervalo cerrado [a, b] 9 entonces, por el teore- 
ma del valor extremo, / tiene un valor maximo absolute en [a, b] y un valor 
minimo absolute en [a, b], De (iii), fid) - y f(b) - 0. Ademas, fix) es 
diferente de cero para algun valor de x en el intervalo (a, b). En consecuencia, 
/ tendra un valor maximo absoluto positivo en c\ del intervalo (a, b), o un 
valor minimo absoluto negativo en c 2 del intervalo (a, £>), o ambos. Asi, para 
c = c\o c - c 2 , segiin sea el caso, existe un extremo absoluto en un punto 
interior del intervalo- [a, b]. Por tanto, el extremo absoluto /(c) es tambien un 
extremo relative y como /'(c) existe por hip6tesis, se deduce, por el teo- 
rema 3.1 .3, que /'(c) = 0. Esto demuestra el teorema. ■ 

Puede haber mds de un numero en .el intervalo abierto (a, b) para los 
cuales la derivada de/es cero. Esto se ilustra geometricamente en la figura 4, 
en la que se muestra una recta tangente horizontal en el punto donde x = c\ 
y tambien en el punto donde x = c 2 , por lo que/'(cj) = yf'ic 2 ) = 0. 
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El reciproco del teorema de Rolle no es valido. Esto es, no se puede con- 
cluir que si una funci<5n/es tal que /'(c) = 0, con a < c < b, entonces las 
condiciones (1), (ii) y (iii) se cumplen. Vea el ejercicio 36. 



► EJEMPLO 1 Sea 

f(x) = 4c 3 - 9x 

verifique que las tres condiciones de la hip6tesis del teorema de Rolle se sa- 
tisfacen para cada uno de los intervalos siguientes: [-|, 0], [0, |] y [-|, |]. 
Despu6s haga una eleccion adecuada para c en cada uno de estos intervalos 
de modo que f\c) = 0. Apoye la eleccion de c graficamente trazando en el 
mismo rectangulo de inspeccion las graficas de / y de la recta tangente hori- 
zontal en el punto (c,/(c)). 

Solution Al diferenciar/se tiene 

f\x) = \2x 2 - 9 

Como/'(*) existe para todos los valores de jc,/es diferenciable en el intervalo 
(-oo, +oo) y por tanto, continua en en el intervalo (-oo, +oo) Asi, las 
condiciones (i) y (ii) del teorema de Rolle se cumplen en cualquier intervalo. 
A fin de determinar los intervalos en los que se cumple la condition (iii), se 
obtienen los valores de x para los cuales/(jc) = 0. Si/(jc) = 0, entonces 



4x(x 



2 _ 



v = 



x = 



Con a = -\y b = 0, el teorema de Rolle se cumple en [- 1, 0]. De manera 
semejante, el teorema de Rolle se cumple en [0, |] y [- 1, |]. 

Con el fin de determinar valores adecuados para c, considere f\x) = 0, 
de donde se obtiene 



\2x 2 - 9 = 



[-1.5, 1.5] por [-8, 8] 

f{x) = 4jc 3 - 9x 

FIGURA 5 



--1V3 



x= iV3 






Por tanto, en el intervalo [-|, 0], una eleccion adecuada para c es -\ V3. 
En el intervalo [0, |] se toma c = ~ V3. En el intervalo [-|, |] exis- 
ten dos valores posibles para c: - -| V3 o ^ V3 . 

La figura 5, que muestra las graficas de / y de las rectas tangentes ho- 
rizontales en los puntos donde x = -^ V3 * -0.87 y x = I V3 ~ 0.87, 
trazadas en el rectangulo de inspeccion de [-1 .5, 1 .5] por [-8, 8], apoya las 
elecciones de c. ^ 

Ahora se aplicara* el teorema de Rolle en la dem'ostracion del teorema 
del valor medio. Debe conocer muy bien el significado de este teorema. 



3.3.2 Teorema del valor medio 



Sea /una ftmcion tal que 

(i) es continua en el intervalo cerrado fa, b]\ 
<li) es diferenciable en el intervalo abierto (a t b). 



Entonces exisle un niimero c en el intervalo abierto (a t b) tal que 
■ q — a 
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Antes de demostrar este teorema, se interpretara geome^ricamente. Para 

te. Para la grdfica de la funcidn/, -^-p — £^ es la pendiente del segmento 

b - a 

de recta que une los puntos A(a,f{a)) y B(b,f{b)). El teorema del valor me- 
dio establece que existe algiin punto de la grafica entre A y B en el que la 
recta tangente es paralela a la recta secante que pasa por A y B; esto es, existe 
algun numero c en el intervalo (a, b) tal que 



B(b,f(b)) 




FIGURA 6 



m = m^m 

a — a 

Refterase a la figura 6. 

Considere el eje x como el segmento AB y observe que el teorema del 
valor medio es una generalizaci6n del teorema de Rolle, el cual se emplea en 
su demostraci6n. 

Demostracion del teorema 3.3.2 Una ecuacion de la recta que 
pasa por los puntos A y B de la figura 6 es 

,, , fib) ~ f{a), 
b - a 

f(b) - f(a), , r, , 

<=> y - A-L-J. l±^-(x - a) + f(a) 

b - a 

Ahora, si F(x) mide la distancia vertical entre el punto (jc, /(jc)) de la grafica 
de la funcidn / y el punto correspondiente de la recta secante que pasa por A 
y B, entonces 



FW=/W- f(b) ~ f{a \ x - a) - f(a) 
b - a 



(1) 



Se mostrara que esta funci6n F satisface las tres condiciones de la hipo- 
tesis del teorema de Rolle. 

La funcion F es continua en el intervalo cerrado [a, b] porque es la suma 
de / y una funcion lineal, las cuales son continuas. Por tanto, F satisface la 
condici6n (i). Tambten F satisface la condici6n (ii) ya que/es diferenciable 
en (a, b). De (1), F(a) = Q y F(b) = 0. Por tanto, F satisface la condici6n 
(iii) del teorema de Rolle. 

La conclusion del teorema de Rolle establece que existe un numero c en 
el intervalo abierto (a, b) tal que F\c) = 0. Pero 



F\x) = 


/'(*) - 


b - 


a 






De modo que 










F\c) = 


f\c) - 


f(b)- 

b - 


/(a) 
a 






En consecuencia, existe un numero c en (a 


Wtal 


que 





= /'(c) - 


f(b) 
b 


- a 






» f\c) 


_ f(b) 
b 


- a 
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En la mayoria de los casos no se puede determinar el valor exacto del 
numero c garantizado por el teorema del valor medio. Sin embargo, el valor 
de c no es significativo porque el hecho crucial del teorema es que tal nilme- 
ro c existe. Por esta razon, se dice que el teorema del valor medio es un teo- 
rema de existencia. Muchos conceptos importantes en matemdticas estan 
basados en teoremas de existencia, otros ejemplos de estos teoremas son el 
teorema del valor intermedio y el teorema del valor extreme La conclusion 
de un teorema de existencia usualmente asegura la existencia de uno o mas 
numeros que tienen una propiedad especifica, y el conocimiento de que el nu- 
mero existe es m&s significativo que determinar tal numero. 

El ejemplo siguiente, presentado para mostrar que se cumplen las condi- 
ciones del teorema del valor medio, implica una funcion para la cual es posible 
calcular el valor del numero c garantizado por el teorema. 

► EJEMPLO 2 s^a 

f(x) - x 3 - x 2 - 2x 

verifique que se satisfacen las hip6tesis del teorema del valor medio para 
a = 1 y b = 3, Despues determine un numero c en el intervalo abierto (1,3) 
tal que 

J K J 3 _ 1 

Apoye la elecci6n de c graficamente trazando en el mismo rectdngulo de ins- 
pecci6n la grdfica de /, la recta tangente en el punto donde x = c y la recta 
secante que pasa por los puntos (1 , /(l)) y (3, /(3)). 

Solucion Como / es una funcion polinomial, / es una funcion continua 
y diferenciable en cualquier ndmero. Por tanto, se satisfacen las hipotesis del 
teorema del valor medio para cualesquiera ay b, 
Al diferenciar/se tiene 

f'(x) = 3x 2 - 2x - 2 

Como/(l) = -2y/(3) = 12, entonces 

/(3) - /(D = 12 - (-2) 
3-1 2 

= 7 

Si se considera/'(c) = 7 se obtiene 

3c 2 - 2c - 2 = 1 
3c 2 - 2c - 9 = 





= 


-(-2) ± -[( 


-2) 2 - 


4(3)(- 


-9) 






2(3) 






c 


= 


2 + vni 

6 


c = 


2 - - 


Jm 




2S. 


2.10 


as 


-1.43 





Debido a que -1 .43 no estd en el intervalo abierto (1,3), el unico valor posi- 
ble para ces 2.10. 
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La figura 7 muestra la grafica de /, la recta tangente en el punto donde 
x = 2.10 y la recta secante que pasa por los puntos (1, -2) y (3, 12) trazadas 
en el rectdngulo de inspeccion de [0, 5] por [-5, 15]. El hecho de que la recta 
tangente es paralela a la recta secante apoya la eleccion de c como 2. 10. 4 




[0, 5] por [-5, 15] 

f(x) = x 2 - x 2 - 2x 

FIGURA 7 




[-3, 3] por [-1.31 
M = x 2 * 
FIGURA 8 



► EJEMPLO 3 



Sea 



trace la grafica de /. Muestre analiticamente que no existe ningun numero c 
en el intervalo abierto (-2, 2) tal que 



f(c) = 



1(2) ~ /(-2) 
2 - (-2) 



^Que condicion de la hipotesis del teorema del valor medio no cumple/cuan- 

do a = -2 y b = 2? 

SolllClon La grafica de / trazada en el rectdngulo de inspeccion de 
[-3, 3] por [-1,3] se muestra en la figura 8. 
Al diferenciar/se tiene 



fix) 



- lr-l/3 



De modo que 



f\c) = 



Ademas, 



/(2) - /(~2) 
2 - (~2) 



3c i/3 

41/3 _ 41/3 



= 



No existe ningun numero c para el cual 



3c^ 3 



= 0. 



La funcion/es continua en el intervalo cerrado [-2, 2]; no obstante, /no 
es diferenciable en el intervalo abierto (-2, 2) porque /'(0) no existe. Por 
tanto, la condicion (ii) del teorema del valor medio no es satisfecha por / 
cuando a - -2 y b = 2. M 

El ejemplo siguiente muestra el poder del teorema del valor medio. 



w EJEMPLO 4 Utilice el teorema del valor medio para demos- 
trar que si x > 0, entonces sen x < x. 

Solution Si x > 1 , entonces como sen x < 1 , sen x es en verdad me- 
nor que x. Considere entonces que < x < 1 y sea 

f(x) - x - sen* 

entonces 

f'(x) = 1 - cosx 
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Como / es continua y diferenciable en cualquier numero, se concluye, por 
el teorema del valor medio con a = y b = x, que existe algun numero c 
para el cual < c < x < 1, tal que 

r(c) _ /(*) - /(O) 

JK) ~ x-0 
Debido a que/(0) = yf'(c) = 1 - cos c, de la ecuacion anterior se tiene 

jc(1 - cose) = f(x) < c < 1 

En el miembro izquierdo de esta ecuaci6n los dos factores son positivos. De 
modo que 

< f(x) 
< x - sen* 
sen* < x 4 

En los ejercicios 28 a 30 se le pedira que demuestre algunas otras des- 
igualdades mediante un metodo semejante al del ejemplo anterior. 

A fin de seguir mostrando el poder del teorema del valor medio, se mos- 
trara su uso en la demostracion del teorema siguiente, el cual se necesitara en 
el capitulo 4. 



3.3.3 Teorema 



Si/es una funci6n tal que/'(*) - para todos los valores de x en un 
intervalo /, entonces/es constante en /. 

Demostracion Suponga que / no es constante en el intervalo /. Enton- 
ces existen dos niimeros diferentes x± y x 2 en /, donde x\ < x 2 , tales que 
f( x \) * fix 2 )- Puesto que, por hipotesis, f'(x) = para toda x en /, enton- 
ces/'(*) = para toda x en el intervalo cerrado [x h x 2 ]. En consecuencia, / 
es diferenciable en toda x del intervalo [x\, x 2 ] y por lo que/es continua en 
[*!, x 2 ]. Por tanto, las hipotesis del teorema del valor medio se satisfacen, de 
modo que existe un numero c, con x\ < c < x 2 , tal que 

fie) = £l*ll^fi*2} (2) 

x x - x 2 

Pero como/'U) = para toda x en el intervalo [x x , x 2 ], entonces f'(c) = 0, 
y de (2) se deduce que f(x{) = fix 2 ). Recuerde que se supuso que 
fi x \) * ft*?)- En consecuencia, se tiene una contradiccidn, y por tanto, /es 
constante en /. ■ 

En la proxima section se vera otra aplicacion del teorema del valor 
medio al demostrar el teorema 3.4.3. 



EJERCICIOS 3.3 



En los ejercicios 1 a 4, verifique que las Ires condiciones de la 1. f{x) - x 2 - 4x + 3; [1, 3] 

hipotesis del teorema de Rolle son satisfechas por la funcion en 2. fix) — * 3 - 2x 2 - x + 2;[1,2] 

el intervalo indicado. Despite s obtenga un valor adecuado para ~ f , . __ ? • m ] 1 

c que satisfaga la conclusion del teorema de Rolle. Apoye la * 2^3 

eleccion de c grdficamente trazando en el mismo rectdngulo de ' *^ x ' ~ cos *' *■ 2 ' 2 

inspeccion las grdjicas defyde la recta tangent e horizontal en En los ejercicios 5 a JO, haga lo siguiente: (a) trace la grdfica 

el punto (c, /(c)). de la funcion en el intervalo indicado; (b) verifique las tres 
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condiciones de la hipdtesis del teorema de Rolle, y determine 
que condiciones son satisfechas y cudles, si las hay, no se sa- 
tisfacen; (c) si las tres condiciones del inciso (b) son satisfe- 
chas, entonces determine un punto de la grdfica en el que 
exista una recta tangente horizontal y apoye grdfwamente la 
re spues ta. 

5. fix) = x 4j3 - 3jc 1/3 ;[0,3] 

6. fix) = x 314 - 2x l/4 ;(0,4] 



7. fix) 



x 2 - x - 12 



x - 13 
8. fix) = 1 - |*| ; [-1,1] 



; (-3, 4] 



9. fix) 



10. fix) 



x l - 4 
[5jc - 8 

3jc + 6 

x - 4 



six < 1 . 

si I < x ' 

si jc < 1 
si 1 < x 



[-2, |] 



;[-2,4] 



En los ejercicios 11 a 20, verifique que las hipdtesis del teore- 
ma del valor medio son satisfechas por la funcion en el inter- 
valo indicado [a, b]. Despues obtenga un valor adecuado para 
c que satisfaga la conclusion del teorema del valor medio. 
Apoye la eleccion de c grdficamente trazando en el mismo 
rectdngulo de inspeccion la grdfica de f en el intervalo cerra- 
do, la recta tangente en el punto (c, /(c)), y la recta secante que 
pasa por los puntos ia t fid)) y ib, fib)), observando que la 
recta tangente y la recta secante son paralelas. 

11. fix) = x 2 + 2x - 1; [0, 1] 

12. fix) = x 3 + x 2 ~ jc; [-2, I] 

13. fix) = Ji^fl), 1] 



14. fix) 
15. 



x l + Ax 
x - 7 



; [2, 6] 



fix) = Videos?*; [-iff, iff] 



Vl - sen x ; [0, iff] 



16. fix) = 

17. fix) = jc 2 ; [3, 5] 

18. fix) - jc 2 ; [2, 4] 

19. fix) = sen*; [0, iff] 

20. fix) = 2cosjc;[iff, |ff] 

Para cada una de las funciones de los ejercicios 21 a 24, no 
existe numero c en el intervalo (a, b) que satisfaga la conclu- 
sidn del teorema del valor medio. En cada ejercicio, determi- 
ne que parte de la hipdtesis del teorema del valor medio no se 
cumple. Dibuje la grdfica de f y la recta que pasa por los 
puntos ia,fia))yib, fib)). 

4 



21. fix) 

22. f(x) 

23. fix) 

24. fix) 



ix - 3) 2 
2x - 1 



\a .= \,b - 6 



3* 

3(jc 



;a = l,b = 2 

4, b = 5 



- 4 
Af^a 



2x + 3 
15 - 2x 



si jc < 3 
si 3 <, x 



;a = -Ub 



25. Si fix) = x 4 - 2x 3 + 2x 2 - x, entonces fix) = Ax 3 - 
6JC 2 + 4jt — 1 . Demuestre mediante el teorema de Rolle 



que la siguiente ecuacidn tiene al menos una rafz en el 
intervalo abierto (0, 1): 

■Ax 3 - 6x 2 + Ax - 1 = 

26. Demuestre mediante el teorema de Rolle que la ecuaci6n 
x 3 + 2x + k = 0, donde k es cualquier constante, no 
puede tener mas de una rafz real. 

27. Utilice el teorema de Rolle para demostrar que la ecuaci6n 

Ax 5 + 3x 3 + 3x - 2 = 

tiene exactamente una rafz en el intervalo abierto (0, 1). 
Sugerencia: primero muestre que el intervalo (0, 1) con- 
tiene al menos una raiz de la ecuacidn. Despues muestre 
que la suposicion de que el intervalo contiene mas de una 
rafz conduce a una contradicci6n. 

28. Emplee el teorema del valor medio para demostrar que si 
jc > 0, entonces 

jc 2 
cosjc > 1 - 4r* 

2 

/ x 2\ 

Sugerencia: sea fix) = cos jc - 11 - —I y aplique el 

que el teorema del valor medio a la funcion /para a = 
y b = x como se hizo en el ejemplo 4. 

29. Use el teorema del valor medio para demostrar que si 
jc > 0, entonces 

JC 3 

senjc > jc - — 
6 

Consulte la sugerencia para el ejercicio 28. 

30. Utilice el teorema del valor medio para demostrar que si 
jc > y r > 1 , donde r es un ndmero racional, entonces 

(1 + jc) r > 1 + tjc - 

Vea la sugerencia para el ejercicio 28. 

31. Emplee el teorema del valor medio para demostrar que si 
. a < b, entonces la media aritm6tica de a y b, i(a + b), 

esta en el intervalo abierto (a, b). Sugerencia: considere 
fix) = x 2 . 

32. Use el teorema del valor medio para demostrar que si 
< a < b, entonces la media geom6trica de los dos nu- 
meros a y br 4ab* est£ en el intervalo abierto (a, b). 

Sugerencia: sea/(jc) = — . 

33. El lfmite de velocidad en una autopista particular de Cali- 
fornia es 65 mi/h, Suponga que en un punto A un oficial 
de caminos midi6 la velocidad del conductor y 30 minu- 
tos despueX a 35 millas de A, un segundo oficial tamblen 
midi6 la velocidad del conductor. Aunque los dos oficia- 
les determinaron que el conductor se mantuvo bajo el lf- 
mite de velocidad en los puntos A y B, el segundo oficial 
detuvo al conductor por conducir a alta velocidad. Utilice 
el teorema del valor medio para yerificar que en realidad el 
conductor rebasod lfmite de velocidad en algun punto. 
Sugerencia: suponga que la ecuacidri de movimiento del 
conductor es fit) y que / es una funci6n diferenciable. 
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34. Si f{x) = sen 2 * + cos 2 *, utilice el teorema 3.3.3 para 37. 
demostrar que/C*) - 1 para todo x en el [-2tt, 2tt]. 

35. Si la funcion / es continua en el intervalo cerrado [a, b] 
y /(•*) = 1 para todo x del intervalo abierto (a, b\ de- 
muestre que 

fb) = x- a + f(a) 

para toda x en la [a, b]. 

36. El reciproco del teorema de Rolle no es verdadero. In- 
vente un ejemplo de una funcion para la cual la conclu- 
si6n del teorema del Rolle es verdadera de modo que (a) 
la condicion (i) no se satisfaga pero las condiciones (ii) y 
(iii) si; (b) la condici6n (ii) no se cumpla pero las condicio- 
nes (i) y (iii) si; (c) la condicion (iii) no se satisfaga pero 
las condiciones (i) y (ii) si. Dibuje la graTica mostrando la 
recta tangente horizontal en cada caso. 



38. 



39. 



Utilice el teorema de Rolle para demostrar que si toda 
funcidn polinomial de segundo grado tienen a lo mas dos 
raices reales, entonpes cada funci6n polinomial de tercer 
grado tiene a lo mas tres raices reales. Sugerencia: 
muestre que la suposicibn de que un polinomio de ter- 
cer grado tiene cuatro raices reales conduce a una con- 
tradiccion. 

Empleeel metodo del ejercicio 37 e induction mate- 
matica para demostrar que un polinomio de n-6simo grado 
tiene a lo mas n raices reales. 

Suponga que s - f(t) es una ecuacion de movimiento de 
una particula que se desplaza sobre una recta, donde / 
es una funcion diferenciable. Explique por que se puede 
concluir que en algun instante de cualquier intervalo 
de tiempo, la velocidad instantanea sera igual a la velo- 
cidad promedio durante ese intervalo de tiempo. 



3.4 FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES, Y CRITERIO 
DE LA PRIMERA DERIVADA 

En esta section y en las siguientes, se aplicara* la derivada a fin de obtener 
propiedades de las graiicas de las funciones. Estas propiedades no solo se 
utilizaran para analizar el comportarniento de las funciones sino que tambi6n, 
en la secci6n 3.9, para determinar extremos absolutos de funciones para las 
que no se cumple el teorema del valor extremo. Se iniciara* esta secci6n con 
una discusion sobre funciones crecientes y decrecientes. 
y Consulte la figura 1, la cual presenta la grdfica de una funcion /continua 

para toda jc del intervalo cerrado [x\ , xy]. La figura muestra que cuando un pun- 
to se mueve a lo largo de la curva de A a B, los valores de funci6n aumentan 
conforme la abscisa aumenta, y que cuando el punto se desplaza de B a C, los 
valores de funci6n disminuyen conforme la abscisa aumenta. Entonces, se 
dice que/es creciente en el intervalo cerrado [jcj, x 2 ] y que/es decreciente 
en el intervalo cerrado [x 2 , jc 3 ]. A continuation se presentan las definiciones 
precisas de funcion creciente y funci6n decreciente en un intervalo. 




FIGURA 1 



3*4.1 Definicion de funcion creciente 



Una runci6n ddinida en un intervalo es creciente en ese intervalo si 
y solo si 

f&\) < f&z) stempreqiie jr t < * 2 

donde xy y x 2 son dos numeros cualesqutera del intervalo. 

La funci6n de la figura 1 es creciente en los intervalos cerrados si- 



guientes: lx u x 2 ]; \x 3 , x 4 ]; [x 5 , x 6 ];[_X(„ x 7 ]; [* 5 , x-,]. 



\ 



3.4,2 Definicion de funcion decreciente 



Una funcion definida en un intervalo es decreciente en ese intervalo 
si y solo si 

/(*[) > f(xi) siempre que xy < x 2 
donde *j y x% son dos numeros cuale&quiera del intervalo. 
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La funci6n de la flgura 1 es decreciente en los intervalos cerrados si- 
guientes: [x 2 ,x 3 ]\ [x 4 ,x 5 ]. 

Si una funcion es creciente o decreciente en un intervalo, entonces se 
dice que es monotona en ese intervalo. 

Antes de establecer un teorema que proporciona un criterio para deter- 
minar si una funcion es monotona en un intervalo, se ver£ lo que ocurre 
geom£tricamente. Refterase a la flgura 1 , y observe que cuando la pendien- 
te de la recta tangente es positiva, la funcion es creciente, y que cuando la 
pendiente es negativa, la funcion es decreciente. Puesto que f'(x) es la pen- 
diente de la recta tangente a la curva y - /(jc), / es creciente cuando 
f'(x) > 0, y es decreciente cuando /'(jc) < 0. Tambien, como/'(*) es la tasa 
de variation (o raz6n de cambio) de los valores de funcion f(x) con respecto 
a x, cuando f'(x) > 0, los valores de funcion aumentan conforme jc aumen- 
ta; y cuando /'(jc) < 0, los valores de funcion disminuyen cuando jc aumenta. 




/(-*) 



[-5, 5] por [-5, 5] 

y fix) = 3x 2 



3x> 



6x 



FIGURA 2 



3,4,3 Teorema 



Sea/ una funcidn continua en et intervalo cerrado la, b] y diferenciable 
en el intervalo abierto (a, b): 

(i) si/'(jr) > para toda x en (a, b\ entonces /es creciente en [a, by, 
(ii) si /'(*) < para coda x en (a, b\ entonces /es decreciente en [a t b). 

Antes de demostrar este teorema se presentara un ejemplo ilustrativo 
que mostrara su significado. 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

ficas de 

f(x) = x 3 - 3jc 2 y /'(jc) = 3jc 2 - 6jc 



La flgura 2 muestra las gra- 



trazadas en el rectangulo de inspection de [-5, 5] por [-5, 5]. Observe que 
cuando jc < 0, f'(x) > y / es creciente en el intervalo (-oo, 0]; cuando 
< jc < 2, /'(jc) < y / es decreciente en el intervalo [0, 2]; y cuan- 
do x > 2, /'(jc) > y/es creciente en el intervalo [2, +oo). 4 

Dtfnostracion del teorem* 3.4.3 (i) Sean x { y x 2 dos numeros 
cualesquiera del intervalo [a, b] tales que x { < x 2 . Entonces /es continua en 
[*\* x 2 ] y diferenciable en (x { , jc 2 ). Por el teorema del valor medio, existe un 
numero c en (jq, jc 2 ) tal que 



f\c) = 



f(x 2 )-f(xQ 

x 2 - X] 



Como x\ < x 2 entonces jc 2 - jci > 0. Tambi6n,/'(c) > por hipotesis. Por 
tanto, /(jc 2 ) - f(x { ) > 0, de modo que/(jc 2 ) > f(x[). Asf, se ha mostrado 
que f(x[) < f(x 2 ) siempre que x { < x 2 > cuando *] y jc 2 son dos ntimeros 
cualesqu^era del intervalo [a, b\. Por tanto, por la defmicidn 4.3.1,/es cre- 
ciente en [a, b]. 

La demostracion del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) y se deja 
comd ejercicio (consul te el ejercicio 51). ■ 



Se aplicara" el teorema 3.4.3 en la demostraci6n del criterio de la pri- 
mera derivada para extremos relativos de una funci<3n. 
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3,4.4 Teorema Criterio de lo primera derivada para 
extremos relatives 



Sea /una funcion continua en todos los puntos del intervalo abierto 
(a, b) que contiene al ntfmero c, y suponga que f exisce en todos los 
puntos de (a, b) excepto posiblemente en a 

(i) si/'OO > para todos los valores de x en algun intervalo abierto 
que contenga a c como su extreme derecho, y si /'(*) < para 
todos los valores de x de algun intervalo abierto que contenga a 
c eomo su extreme izquierdo, entonces/ tiene un valor maximo 
relativo en c; 

(U) &if'(x) < para todos los valores de x en algun intervalo abierto 
que contenga a c como su extremo derecho, y si /'(*) > para 
todos los valores de x de algtin intervalo abierto que contenga a 
c como su extremo izquierdo > entonces / tiene un valor mfnimo 
relativo en c. 



/'(c) = 



/'to < 




FIGURA 3 





FIGURA 5 



Como se hizo con el teorema 3.4.3, se presentara un ejemplo ilustrativo 
para mostrar el contenido del teorema 3.4.4 antes de su demostraci6n. 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Consulte otra vez la figura 
2. Observe que/'(*) > para todos los valores de x de algun intervalo abier- 
to que tiene a como su extremo derecho, y que f'(x) < para todos los 
valores de x de algun intervalo abierto que contiene a como su extremo 
izquierdo. Ademas, / tiene un valor mdximo relativo en 0. Esto ilustra el 
inciso (i) del teorema 3.4.4. 

Tambien en la figura 2, observe que f'(x) < para todos los valores 
de x de algun intervalo abierto que tiene a 2 como su extremo derecho, y que 
f'(x) > para todos los valores de x de algun intervalo abierto que contiene a 
2 como su extremo izquierdo; ademas, / tiene un valor mfnimo relativo en 2. 
Esto ilustra el inciso (ii) del teorema 3.4.4. *4 

Demostracion del teorema 3.4.4 (i) Sea (d, c) (donde d > a) el 
intervalo abierto que contiene a c como su extremo derecho para el cual 
f\x) > para toda x del intervalo. Del teorema 3.4.3 (i), /es creciente en 
[d, c]. Sea (c, e) (donde e < b) el intervalo abierto que contiene a c como su 
extremo izquierdo para el cual/'(x) < para toda x del intervalo. Por el teo- 
rema 3.4.3 (ii),/es decreciente en [c, e]. Puesto que/es creciente en [d, c], se 
sabe de la definition 3.4.1 que si x\ esta en [d, c] y x\ * c, entonces 
f(*\) < f( c )- Tambien, como/es decreciente en [c, e], se sabe de la defini- 
cion 3.4.2 que si x 2 esta* en [c, e] y x 2 * c, entones/(c) > fix 2 )- Por tanto, de 
la definicion 3. 1.1, /tiene un valor maximo relativo en c. 

La demostracion del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) y se deja 
como ejercicio (consulte el ejercicio 52). ■ 

El criterio de la primera derivada para extremos relativos establece 
que si / es continua en c y f\x) cambia de signo algebraico de positivo a ne- 
gativo al pasar por c conforme x crece, entonces / tiene un valor maximo 
relativo en c\ y si/'(x) cambia de signo algebraico de negativo a positivo al 
pasar por c conforme x crece, entonces /tiene un valor mfnimo relativo en c. 

Las figuras 3 y 4 ilustran los incisos (i) y (ii), respectivamente, del crite- 
rio de la primera derivada cuando /'(c) existe. La figura 5 muestra la graTica 
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i 



T 



FIGURA 6 



de una funcion / que tiene un valor maximo relativo en un numero c, pero 
f'(c) no existe; Sin embargo, f'(x) > cuando jc <cy f'(x) < cuando 
x > c. En la figura 6, se tiene la grafica de una funcion / para la que c es un 
numero critico, y f'(x) < cuando x < c y f'(x) < cuando x > c\ f no 
tiene un extremo relativo en c. 

Otras ilustraciones del criterio de la primera derivada se tienen en la 
figura 1 . En x 2 y x 4 la funcion tiene un valor mdximo relativo, y en x$ y x 5 
la funcion tiene un valor minimo relativo; aunque jc 6 es un numero critico, no 
se tiene un extremo relativo en x 6 . 

A continuaci6n se resume el procedimiento para obtener los extremos 
relativos de una funcion. 

Para determinar analfticamente los extremos relativos de/: 

1. Cateule/'U), 

2* Determine los wiimeras criticos de/, es decir, los valores de x para 

los cuales/ r Ct) = Oo para los quc/'U) no existe, 
3. Aplique el criterio de la primera derivada (teorema 344). 

Los ejemplos siguientes muestran cdmo se aplica este procedimiento. 



► EJEMPLO I 



Trace la grafica de la funci6n definida por 




[-3,5]por[-2.61 

f(x) = jc 3 - 6x 2 + 9x + 1 

FIGURA 7 



/(*) 



k 3 - 6x 2 + 9x + 1 



Determine a partir de la grafica los extremos relativos de/, los valores de x en 
los que ocurren los extremos relativos, los intervalos en los que/es creciente, 
y en los que / es decreciente. Confirme analfticamente la informaci6n ob- 
tenida graficamente. 

Solucion La figura 7 muestra la grafica de / trazada en el rectangulo 
de inspeccion de [-3, 5] por [-2, 6]. A partir de la grafica, se determina que/ 
tiene un valor maximo relativo de 5 en x = 1, y un valor minimo relativo de 
1 en x - 3. Tambien, a partir de la grafica se determina que/es creciente en 
los intervalos (-oo, 1] y [3, +oo), y es decreciente en el intervalo [1,3], 

Ahora se confirmara esta informacion mediante el criterio de la prime- 
ra derivada calculando primero la derivada de/: 

f(x) = 3x 2 - 12a: + 9 

Los unicos niimeros criticos son aquellos para los qucf'(x) - 0: 

3x 2 - \2x + 9 = 

3(x - 3)(x - 1) = 

x — 3 x — 1 

Por tanto, los niimeros criticos de/son 1 y 3. Para determinar si /tiene un 
extremo relativo en estos niimeros, se aplica el criterio de la primera derivada 
y los resultados se presentan en la tabla 1 . 



Tablal 










fix) 


fix) 


Conclusion 


x < 1 




+ 


/es creciente 


X = 1 


5 





/tiene un valor maximo relativo 


1 < x < 3 




- 


/es decreciente 


jc = 3 


1 





/tiene un valor minimo relativo 


3 < x 




+ 


/es creciente 
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Las conclusiones de la tabla confirman la information determinada 

graficamente. 4 



► EJEMPLO 2 

fix) = x 4i3 + 4jc 1/3 



Sea 



Determine los extremos relativos de / y los valores de x en donde ellos ocu- 
rren. Tambien determine los intervalos en los que / es creciente y en los que 
es decreciente. Apoye las respuestas graficamente. 

Solution Al diferenciar/se tiene 



fix) 



jc 1 ' 3 + 
= ix- 2 ^(x 



4-2/3 

3* 

+ 1) 



Como f{x) no existe cuando x = 0, y f'(x) = cuando x = -1, entonces 
los numeros cnticos de/son -1 y 0. Se aplica el criterio de la primera deri- 
vada y se resumen los resultados en la tabla 2. En la tabla, la abreviacion n.e. 
significa no existe. 



Tabla 2 




[-7,5, 7.5] por [-5, 5] 

fix) = x 413 + 4x l/3 

FIGURA 8 






/(*> 


/'W 


Conclusion 




x < -I 




- 


/es decreciente 




JC = -I 


-3 





/tiene un valor mi'nimo reiativo 




-1 < jc < 




+ 


/es creciente 




jc = 





n.e. 


/no tiene un extremo reiativo en jc = 


= 


< jc 




+ 


/es creciente 





La informacion de la tabla se apoya al trazar la grafica de / en el rec- 
tangulo de inspection de [-7.5, 7.5] por [-5, 5], como se muestra en la 
figura 8. 4 



► EJEMPLO 3 



fix) = 



Dada 

si jc < 3 
si 3 < jc 



determine los extremos relativos de/y los valores de jc en los que ellos ocu- 
rren. Tambien determine analiticamente los intervalos en los que/es crecien- 
te y en los que/es decreciente. Dibuje la grafica. 

SoluCIOn Al calcular/'(jc) se obtiene 
I 2jc si jc < 3 



fix) = 



-1 si 3 < jc 



FIGURA 9 



Observe que/es continua en 3. Como/'_(3) = 6 y /' + (3) = -l,/'(3) no 
existe. Por tanto, 3 es un numero critico de /. Otro numero critico de / es 
porque fix) = cuando jc = 0. En la tabla 3 se resumen los resultados 
obtenidos al aplicar el criterio de la primera derivada. La gr&fica de / se 
muestra en la figura 9, 
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Tabla3 










/(*> 


/'(*) 


Conclusidn 


x < 
jc = 

< x < 3 

x = 3 
3 < jc 


-4 

5 




+ 

n.e. 


/es decreciente 

/tiene un valor minimo relativo 

/es creciente 

/tiene un valor maximo relativo 

/es decreciente 




Grafica de/' 
FIGURA 10 



Como se hizo en los ejemplos ilustrativos 1 y 2, ahora se mostrara en los 
dos ejemplos siguientes como puede obtenerse el comportamiento de una 
funcion a partir de la graTica de su derivada. 



W EJEMPLO 4 La figura 10 muestra la graTica de la derivada de 
una funcion /cuyo dominio es el conjunto de los numeros reales. A partir de la 
grafica determine los numeros criticos de/, los intervalos en los que/es cre- 
ciente y en los que/es decreciente, y los extremos relativos de/ 

Solution De la graTica, se observa que/'(jc) existe en cualquier numero 
real y que/'(-2),/'(l) y/'(5) son iguales a cero. Por tanto, -2, 1 y 5 son nu- 
meros criticos de/ Como/ '(jc) < Ocuandox < -2 o 1 < x < 5, /es decre- 
ciente en los intervalos (-oo, -2] y [1, 5]. Debido a que f'(x) > cuando 
-2 < x < 1 o x > 5,/es creciente en los intervalos [-2, 1] y [5, +oo). La 
tabla 4 resume estos hechos, adem£s de que / tiene valores minimos relati- 
vos en x = -2 y jc = 5, y/ tiene un valor mdximo relativo en jc = 1, obte- 
nidos al aplicar el criterio de la primera derivada. 



Tabla 4 




Grafica de g ' 
FIGURA 11 





f\x) 


Conclusidn 


jc < -2 


- 


/es decreciente 


x = -2 





/tiene un valor minimo relativo 


-2 < x < 1 


+ 


/es creciente 


x = t 





/tiene un valor maximo relativo 


1 < x < 5 


- 


/es decreciente 


x = 5 





/tiene un valor minimo relativo 


5 < x 


+ 


/es creciente 



W EJEMPLO 5 Siga las instrucciones del ejemplo 4 para la fun- 
cion g, continua en su dominio el cual es el conjunto de los numeros reales, 
para la cual la figura 1 1 muestra la graTica de su derivada. 

Solution De la grafica, como g'(-l) = 0, -1 es un numero critico de g. 
Debido a que el eje y es una asintota vertical de graTica de g', g'(0) no existe, 
aunque este en el dominio de g. En consecuencia, tambie'n es numero 
critico de g. Como g'Oc) > cuando jc < -1 o jc > 0, g es creciente en los 
intervalos (-oo, -1] y [0, +oo). Ya que #'(jc) < cuando -1 < jc < 0, g es 
decreciente en el intervalo [-1, 0]. Estos hechos se resumen en la tabla 5, te- 
niendo en cuenta que se aplico el criterio de la primera derivada para deter- 
minar los extremos relativos. 
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TablaS 










g\x) 


Conclusion 


x < -1 




+ 


g es creciente 


x = -1 







g tiene un valor maximo relativo 


-1 < X < 





- 


g es decreciente 


x = 




n.e. 


g tiene un valor mmimo relativo 


< x 




+ 


g es creciente 



En la seccion 3.6, se obtendran algunas propiedades adicionales de la 
funcion /del ejemplo 4 y de la funcion g del ejemplo 5 a partir de las graficas 
de sus derivadas; despues, a partir de estas propiedades, asf como de las obte- 
nidas en esta seccion, se dibujaran posibles graficas de/y g. 



EJERCICIOS 3.4 



En los ejercicios 1 a 18, (a) trace la grdfica, y determine a par- 
tir de ella: (b) los extremos relativo s de f (c) los valores de x 
en los que ocurren los extremos relativos, (d) los intervalos en 
los que f es creciente, (e) los intervalos en los que f es decre- 
ciente. Confirme analiticamente la informacion obtenida grd- 
ficamente. 

1. f(x) = x 2 - 4x - 1 

2. f(x) = 3jc 2 - 3* + 2 



3. fix) = x 3 - x 2 - x 




4. f(x) = x 3 - 9x 2 + 15 - 5 




5. fix) = \x 4 - jc 3 + x 2 6. fix) = 


x* - 4j 


7. fix) = 4 sen i jc; x G [-2k, 2k] 




8. fix) = 2cos3jc;jc e [-k,k] 




9. fix) = Jx~ - -j= 10. fix) = 


x - 2 

x + 2 



11. /(JC) = (1 - JC) 2 (1 + JC) 3 

12. /(jc) = ix + 2)\x - l) 2 

13. fix) = x - 3jc 1/3 



-jc 1 ' 3 
+ ]0x 114 



14. f(x) = 4* - 6X 2 ' 3 
16. /(jc) = jc 2/3 (jc - l) 2 
18. fix) = jc 5/3 - 10jc 2/3 



15. fix) = r 

17. /(jc) = jc 

£>i /05 ejercicios 19 a 32, haga lo siguiente analiticamente: (a) 
determine los extremos relativos de f; (b) determine los valo- 
res de x en los que ocurren los extremos relativos; (c) determine 
los intervalos en los quefes creciente; (d) determine los intervalos 
en los quefes decreciente. Apoye las respuestas grdficamente. 

19. fix) = 2jc 3 - 9x 2 + 2 

20. fix) = x 3 - 3jc 2 - 9x 



21. 


fix) = 


1 r 5 5 r 3 
5* 3* 


+ 4x + 


1 






22. 


fix) = 


jc 5 - 5jc 3 - 


20* - 2 








23. 


fix) = 

fix) = 


1 

x + — 
x z 


24. 
26. 


fix) = 
fix) = 


2x + 


1 

2x 


25. 


2x^/3 - x 


Ws- 


- x 2 



27. fix) = 2 - 3(x - 4) 2/3 

28. fix) = 2 - (jc - 1) 1/3 



29. fix) = isec4jc;x e [-!«, iff] 

30. fix) = 3 csc 2r; jc e [-/r, ;r] 

31. /(jc) = * 1/3 (jc + 4)" 2/3 

32. fix) = ix + l) 2 l\x - 2) 1 ' 3 

En los ejercicios 33 a 38, haga lo siguiente analiticamente: (a) 
determine los extremos relativos de la funcion; (b) determine 
los valores de x en los que ocurren los extremos relativos; (c) 
determine los intervalos en los que la funcion es creciente; 
(d) determine los intervalos en los que la funcion es decrecien- 
te. (e) Dibuje la grdfica de la funcion a partir de las respuestas 
de los incisos ia)-(d). 



33. fix) 



2x + 9 


si x < -2 


x 2 + 1 


si -2 < x 


5 - 2x 


si jc < 3 


3jc - 10 


si 3 < jc 



34. fix) = 



3jc + 5 si jc < -1 

35. /(*) = J 2 + l si -1 < jc < 2 
7 - jc si 2 < jc 



12 - (jc + 5) 2 
36. fix) = \ 5 - x 



^100 - (jc - 7) 2 



8 



(jc + 9) 2 

37. /(*)= _V25-(jc+4) 2 



38. fix) 



[ix -2? -1 

4 - (jc + 5) 2 
12 - (jc + l) 2 



si jc < -3 

si -3 < x < -1 

si -1 < x < 17 

si jc < -7 

si -7 < jc < 

si < jc 



si jc < -4 
si -4 < x 



En los ejercicios 39 a 44, la figura adjunta muestra la grdfica 
de la derivada de una funcion f continua en su dominio, el cual 
es el conjunto de los numeros reales. A partir de la grdfica, 
determine ia) los numezos criticos de f (b) los intervalos en 
los que f es creciente, (c) los intervalos en los que f es decre- 
ciente, y id) kis numeros donde ocurren los extremos relativos 
def 
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39. 




40. 




41. 




42. 




43. 




44. 




45. Dado que la funcion /es continua para todos los vaiores 
dejc,/(0) = 0,/(4) = 2,/(8) = 0,/'(x) > Osix < 4, y 
f\x) < si x > 4, dibuje una grafica posible de / en 
cada uno de los siguientes casos donde la condici6n adi- 
clonal se satisface: (a) f es continua en 4; (b)f\x) = ~ 



si x < 4 y f'(x) 



-I si x > 4; (c) 



lim f'(x) 

x->4 + 



-oo, yf'(a) * f'(b) si a * b. 



lim f\x) 

>4~ 



46. 



Dado que la funcion / es continua para todos los vaiores 
dejt,/(3) = 2J\x) < Osi* < 3, yf'(x) > si x > 3, 
dibuje una grafica posible de/en cada uno de los siguien- 
tes casos donde la condici6n adicional se satisface: 
(a)/'es continua en 3; (b)f'(x) = -lsix < 3y/'C0 = 1 
si x > 3; (c) lim /'(*) = -1, lim f'(x) = 1, y 



lim f\x) 

->3+ 



lim f'{x) 

;r->3" 
f\a) * f'{b) si a * b. 

47. Encuentre ay b tales que la funcion definida por 



fix) 



+ ax 2 + b 



tenga un extremo relativo en el punto (2, 3). 

48. Encuentre a,byc tales que la funcion definida por 

f(x) = ax 2 + bx + c 

tenga un valor maximo relativo de 7 en x = 1 y la grafica 
de y = /(jc) pase por el punto (2, -2). 

49. Encuentre a,b,cyd tales que la funcion definida por 

f(x) = ax 3 + bx 2 + ex + d 

tenga un extremo relativo en los puntos (1, 2) y (2, 3). 

50. Sea /(jc) = x p {\ - x) q , donde p y q son numeros enteros 
positivos mayores que 1, demuestre cada una de las si- 
guientes proposiciones: 

(a) Si p es par,/tiene un valor minimo relativo en 0; 

(b) Si q es par,/tiene un valor minimo relativo en 1; 

(c) / tiene un valor maximo relativo en p/(p + q) inde- 
pendientemente de que p y q sean impares o pares. 

51. Demuestre el teorema 3.4.3(ii). 

52. Demuestre el teorema 3.4.4(ii). 

53. Si/(jc) = jc*, donde k es un rnimero entero positivo impar, 
demuestre que /no tiene extremos relativos. 

54. Demuestre que si/es creciente en [a, b] y si g es creciente 
en [f(a), f(b)]> entonces si g ° /existe en [a, b], g ° /es 
creciente en [a, b\. 

55. La funcion /es creciente en el intervalo L Demuestre que 
(a) si g{x) = -/(*), entonces g es decreciente en l\ (b) si 
h{x) = 1//(jc) y/(jc) > en 7, entonces h es decreciente 
en 1. 

56. La funcion /es diferenciable en cada mimero del intervalo 
cerrado [a, b}. Demuestre que si f'(a) • f'(b) < 0, enton- 
ces existe un mimero c en el intervalo abierto {a, b) tal que 

f\c) = 0. 

57. Si/'OO existe en cada mimero del intervalo abierto (a, b) que 
contiene al mimero c yf'(c) ~ 0, £,puede concluirse que/ 
tiene un extremo relativo en cl Explique su respuesta. 

58. Describe como se aplica el criterio de la primera deriva- 
da para determinar los extremos relativos de una funci6n. 



3.5 CONCAVIDAD, PUNTOS DE INFLEXION Y CRITERIO DE LA SEGUNDA DER1VADA 231 



B(x 2 ,y 2 ) 



3.5 CONCAVIDAD, PUNTOS DE INFLEXION Y CRITERIO 
DE LA SEGUNDA DERIVADA 

La segunda derivada, igual que la primera derivada, proporciona information 
acerca del comportamiento de una funcion y su grafica, como se vera en esta 
section. 

Consulte la figura 1 , la cual muestra la grafica de una funcion / cuyas 
derivadas primera y segunda existen en el intervalo cerrado [x\, x-j]. Debido a 
que/y/' son diferenciables en dicho intervalo, entonces/y/' son continuas 
en [x h x 1 ]. 

Si se considera que el punto P se mueve a lo largo de la grafica de la figura 
1 desde A hasta G, entonces la position de P varia cuando x crece de X) a x-j. 
Conforme P se mueve a lo largo de A a B, la pendiente de la recta tangente a 
la grafica es positiva y decreciente; esto es, la recta tangente a la graTica gira 
en el sentido de las manecillas del reloj, y la grafica se encuentra debajo de su 
recta tangente. Cuando el punto P esta en B, la pendiente de la recta tangente 
es cero y sigue decreciendo. Conforme P se desplaza de B a C, la pendiente de 
la recta tangente es negativa y sigue decreciendo; la recta tangente continua 
girando en el sentido de las manecillas del reloj, y la grafica esta debajo de su 
recta tangente. Se dice que la grafica es concava hacia abajo de A a C. A me- 
dida que P se mueve a lo largo de la graTica de C a D, la pendiente de la recta 
tangente es negativa y creciente; esto es, la recta tangente gira en sentido 
contrario al giro de las manecillas del reloj, y la grafica esta por arriba de su 
recta tangente. En el punto £>, la pendiente de la recta tangente es positiva y 
creciente; la recta tangente sigue girando en sentido contrario al giro de las 
manecillas del reloj, y la grafica esta por arriba de su recta tangente. Se dice 
que la grafica es concava hacia arriba de C a E. En el punto C la grafica 
cambia de concava hacia abajo a concava hacia arriba. El punto C se denomi- 
na punto de inflexion. Enseguida se presentan estas definiciones formalmente. 





3.5.1 Definicion de concavidad hacia arriba 



Se dice que la graTica de una funci6n es concava hacia arriba en el 
punto (c T f(c)) si ejcisten /'(c) y un intervalo abierto / que contiene a c 
tat que para todos los valores de x * c en /, el punto (x/W) -^e la gra- 
fica esti arriba de la recta tangente a la griflca en (c,/(c)), 



FIGURA 2 



A /(c)) 




FIGURA 3 



3.5*2 Definicion de concavidad hacia abajo 



Se dice que la graTica de una funcion es concava hacia abajo en el 
punto (c t f(c)) si &risten/'(c) y un imervalo abierto / que contiene a c 
tal que para todos los valores de x ^ c en /, el punto (x,f{x)) de la gra- 
fica esta" debajo de la reeta tangente a la graTica en (c,/(c)). 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 2 presents una 
porcion de la grafica de una funcion / concava hacia arriba en el punto 
(c, /(c)), y la figura 3 muestra una porcion de la grafica de una funcion que 
es concava hacia abajo en el punto (c,f(c)\ M 

La grafica de la figura 1 es concava hacia abajo en todos los puntos 
(*»/(*)) P ara l°s cuales x esta en alguno de los dos intervalos abiertos siguien- 
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FIGURA 4 




FIGURA 5 



tes: (x h x$) o (jc 5 , jc 6 ). De manera semejante, la grdfica de la figura 1 es con- 
cava hacia arriba en todos los puntos (x, f(x)) para los cuales x esta en 
(x 3 ,x 5 ) o en (jr 6l jr 7 ). 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si / es la funcion definida 

por f{x) = jc 2 , entonces f\x) = 2x y /"(jc) = 2. Por lo que f"{x) > 
para toda jc. Ademds, como la grafica de/, mostrada en la figura 4, esta arriba 
de todas sus rectas tangentes, la graTica es c6ncava hacia arriba en todos 
sus puntos. 

Si g es la funcion definida por g(x) = -jc 2 , entonces g\x) == -2x y 
g"(x) = -2. En consecuencia, g'\x) < para toda jc. Tambien, debido a que 
la graTica de g, presentada en la figura 5, esta debajo de sus rectas tangentes, 
g es concava hacia abajo en todos sus puntos. 4 

La funcitfn / del ejemplo ilustrativo 2 es tal que/"U) > para toda jc, 
y la grafica de / es concava hacia arriba en todo numero. Para la funcion g 
del ejemplo ilustrativo 2, g"(x) < para toda jc, y la grafica de g es concava 
hacia abajo en todo numero. Estas dos situaciones son casos especiales del 
teorema siguiente. 



3.5.3 Teorema 



Sea/ una frincitio que es diferenciable en algun intervalo abierto que 
contiene a c + Entonces 

(l> si/' r (c) > Ja graTica de/es concava hacia arriba en (c T /(c)). 
00 si /"(c) < 0* la graTica de/es cdneava hacia abajo en (c, /(<:)). 



Demostracibn de (i) 

r(c) = lim f'M-f'ic) 

x^c X - C 

Como /"(c) > 0, 

Mm f ' (x) ~ /,(C) >0 

Jr-»c X - C 

Entonces, por el teorema 3.1.8(i) ejriste un intervalo abierto / que contiene a c 
tal que 



/'(*)-/'(<:) >Q 



(1) 




para cada x * c en /. 

Ahora considere la recta tangente a la grafica de/en el punto (c,/(c)). 
Una ecuacion de esta recta tangente es 



y = /(c) + /'(c)(jc - c) 



(2) 



FIGURA 6 



Sea x un numero del intervalo / tal que jc & c y sea Q el punto de la grafica 
de/cuya abscisa es jc. A travel de Q dibuje una recta paralela al eje v, y sea T 
el punto de intersection de esta recta con la recta tangente (vea la figura 6). 

Para demostrar que la grafica de/es concava hacia arriba en (c,f(c)) se 
debe mostrar que el punto Q esta arriba del punto T o, equivalentemente, que 
la distancia dirigida YQ > para todos los valores jc & c en /. TQ es igual a 
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FIGURA 7 




FIGURA 8 




FIGURA 9 




la ordenada de Q menos la ordenada de T La ordenada de Q es/(jt) y la orde- 
nada de Tse obtiene de (2); asi 



TQ = f(x) - [/(c) + fXc)(x - c)] 
TQ = [f(x) - /(c)] - f'ic)ix - c) 



(3) 



Por el teorema del valor medio, existe algiin niimero d entre x y c tal que 

m = m^m 

J v x - c 

Esto es 

fix) ~ f( c ) = /'W)(* - c) para alguna d entre xy c 
Al sustituir de esta ecuacion en (3) se tiene 



TQ =f%d)0c-c) -f'ic)ix-c) 
TQ = ix- c)[f%d) - fie)} 



(4) 



Puesto que d esta entre x y c, d esti en el intervalo /, de modo que conside- 
rando x = d en la ecuaci6n (1) se obtiene 



/'(<*) ~ /'(O 



> 



(5) 



FIGURA 10 



Para demostrar que TQ > 0, se probara* que los dos factores del miem- 
bro derecho de (4) tienen el mismo signo. Si x - c > 0, entonces x > c. 
Adem£s, como d esta entre xy c, entonces d > c; por tanto, de la desigual- 
dad iS\f\d) - f\c) > 0. Si x - c < 0, entonces x < c, por lo que d < c; 
por tanto, de (5), fid) - fie) < 0. En consecuencia, x - c y fid) - fie) 
tienen el mismo signo, por tanto, TQ es un numero positive Asi, la grafica 
de/es c6ncava hacia arriba en el punto (c,/(c)). 

La demostracion del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) por lo 
que se omite. ■ 

El reciproco del teorema 3.5.3 no es valido. Por ejemplo, si/es la fun- 
cion definida por/(jt) = jc 4 , entonces la grafica de/es c6ncava hacia arriba 
en el punto (0, 0) pero como/"(jc) = 12jc 2 ,/"(0) = (vea la figura 7). En 
efecto, una condici6n suficiente para la que la grafica de una funci6n / sea 
concava hacia arriba en el punto (c, /(c)) es que /"(c) > 0, pero esta no es 
una condicion neoesaria. De la misma forma, una condicion suficiente -pero 
no necesaria- para que la graTica de una funcion / sea c6ncava hacia abajo 
en el punto ic,f(c)) es que /"(c) < 0. 

Si existe un punto en la grafica de una funcion en que el sentido de la 
concavidad cambia, y la graTica tiene una recta tangente en este punto, enton- 
ces la grafica cruza su recta tangente en ese punto, como se muestra en las 
figuras 8, 9 y 10. A dicho punto se le llama punto de inflexion. 



3.5.4 Definicion de punto de inflexion 



El punto (c,/(r)) es un punto de inflexion de la graTica de la funcion 
/ si la grafica tiene una recta tangente en ese punto, y si existe un in- 
tervalo abierto / que coniiene a c tal que si x esta" en /, entonces 

(1) /"(*) < Osii < cy/%r) > Osljf > c; o 
(ii) /"(*) > Osi* < cyf"(x) < Osi* > c. 
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h(x) 



4 - x si x < 1 
2 + x 7 si 1 < x 

F1GURA 11 




200 



100 



FIGURA 12 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 La figura 8 muestra un pun- 
to de inflexion en el que la condici6n (i) de la definition 3.5.4 se cumple; en 
este caso la grafica es concava hacia abajo en los puntos inmediatos ubicados a la 
izquierda del punto de inflexion, y es concava hacia aniba en los puntos localizados 
inmediatamente a la derecha del punto de inflexion. La condition (ii) se pre- 
senta en la figura 9, en donde el sentido de la concavidad cambia de concava hacia 
arriba a concava hacia abajo en el punto de inflexion. La figura 10 proporciona 
otro ejemplo de la condicion (i), donde el sentido de la concavidad cambia de con- 
cava hacia abajo a concava hacia airiba en el punto de inflexion. Observe que en la 
figura 10 la grafica tiene una recta tangente horizontal en el punto de inflexion.^ 

La grafica de la figura 1 tiene puntos de inflexion en C, E y F. 

Una parte crucial de la definicion de punto de inflexion es que la grafica 
debe tener una recta tangente en ese punto. Considere, por ejemplo, la fun- 
cion del ejemplo 2 de la section 1.6 definida por 



h(x) 



2 + x z 



si x < 1 
si 1 < x 



La grafica de h se muestra en la figura 11. Observe que h"(x) - -2 si x < 1 
y h"(x) = 2 si x > 1. De este modo, en el punto (1, 3) de la grafica el sen- 
tido de concavidad cambia de hacia abajo a hacia arriba. Sin embargo, (1, 3) 
no es un punto de inflexion porque la grafica no tiene una recta tangente en 
ese punto. 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Suponga que / horas des- 
pues de iniciar un trabajo a las 7 a.m. un obrero, en una linea de ensamble, ha 
realizado una tarea particular de/(/) unidades donde 

/(/) = 21/ + 9/ 2 - / 3 < / < 5 

La tabla 1 presenta los valores de funcion para valores enteros de /, de 1 a 5, y 
la figura 12 muestra la grafica de/en [0, 5]. 



Tabla 1 










t 


\ 


2 


3 


4 


5 


fit) 


29 


70 


117 


164 


205 



Al diferenciar dos veces/se tiene 
/'(/) - 21 + 18/ - 3/ 2 



/"(/) = 18-6/ 
= 6(3 - /) 



Observe que/"(/) > si < / < 3 y f"(t) < si 3 < / < 5. De la 
definicion 3.5.4(ii), La grafica de / tiene un punto de inflexion en / = 3. 
Del teorema 3.4,3, como /"(/) > cuando < / < 3, f\t) es creciente 
en [0, 3], y debido a que/"(/) < cuando 3 < / < 5,f'(t) es decreciente en 
[3, 5]. Por tanto, ya que/'(/) es la tasa de variacion de/(/) con respecto a /, se 
concluye que en las tres primeras horas (de 7 a.m. a 10 a.m.) el trabajador rea- 
liza la tarea a una tasa creciente, y durante las siguientes dos horas (de las 
10 a.m. al medio dia) el trabajador efectua la tarea a una tasa decreciente.' 
En / = 3 (10 a.m.) el trabajador es mas eficiente, y cuando 3 < / < 5 (des- 
pu£s de las 10 a.m.) hay una reduccion en la tasa de producci6n del traba- 
jador. El punto en el que el trabajador produce con mayor eficiencia se 
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denomina punto de rendimiento decreciente; este punto es un punto de in- 
flexion de la grafica de/. "4 

La definicion 3.5.4 expresa que la segunda derivada cambia de signo en 
un punto de inflexion, pero no indica nada acerca del valor de la segunda deri- 
vada en ese punto. Sin embargo, el teorema siguiente establece que si la se- 
gunda derivada existe en un punto de inflexion, debe ser cero. 



3*5.5 Teorema 



Suponga que la funcion / es diferenciable en algun iniervalo abierto 
que contiene a c r y (c,/(c)) es un punto de inflexi6n de la graTica de/ 
Entonces, si /"(c) existe, /"(c) = 0. 

Demostracion Sea g la funcion tal que g(x) = f'(x); entonces 
g'(x) = /"(*)• Como (c,f(c)) es un punto de inflexion de la grafica de/, enton- 
ces /"(jr) cambia de signo en c, por lo que g'(x) cambia de signo en c. Por 
tanto, por el criterio de la primera derivada, g tiene un ejrtremo relativo en c, 
y c es un niimero crftico de g. Puesto que g'(c) = /"(c), y como por hipotesis 
/"(c) existe, se deduce que g'(c) existe. Por tanto, por el teorema 3.1.3, 
g\c) ~ y/"(c) = 0, que es lo que se deseaba demostrar. ■ 

El reciproco del teorema 3.5.5 no es valido. Esto es, si la segunda deri- 
vada de una funcion es cero en un niimero c, la grafica de la funcion no 
necesariamente tiene un punto de inflexion donde x = c. Este hecho se de- 
muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

grafica se muestra en la figura 7, para la cual 



Considere la funcion /cuya 



f(x) = x 4 f\x) - 4x 3 f"(x) = I2jc 2 

Observe que /"(0) = 0, pero comof"(x) > si Jt < 0y/"(jc) > si x > 0, 
el origen no es un punto de inflexion. Ademas, la grafica es concava hacia 
arriba en cualquier niimero. A 

W EJEMPLO I La funcion del ejemplo 1 de la seccion 3.4 esta 
definida por 

f(x) = jc 3 - 6jc 2 + 9x + 1 

Encuentre el punto de inflexion de la grafica de/y determine donde la grafica 
es concava hacia arriba y donde lo es hacia abajo. Apoye la respuesta tra- 
zando en el mismo rectangulo de inspeccion la grafica de/y la tangente de 
inflexion (la recta tangente en el punto de inflexion). 

Sol UC i6n Las derivadas primera y segunda de/son 
f(x) - 3jc 2 - \2x + 9 y /"(*) = 6x - 12 

Como f"(x) existe para todos los valores de x, el unico punto de inflexion 
posible de/ocurre donde/"(jc) = 0, el cual ocurre en x = 2. Para determinar 
si se tiene un punto de inflexion en jc = 2, debe verificarse si/"(*) cambia de 



236 CAPITULO 3 COMPORTAMIENTO DE LAS FUNCIONES Y DE SUS ORAFICAS, ... 

signo, al mismo tiempo se determina la concavidad de la grafica para los 
intervalos respectivos. Los resultados se resumen en la tabla 2. 




[-1. 8.4] por [-1, 5.2] 

fix) = jc 3 - 6x 2 + 9x + 1 

FIGURA 13 



Tabla 2 












fix) 


/'(*) 


/*'(*) 


Conclusion 


x < 2 

x = 2 
2 < x 


3 


-3 




+ 


La grafica de/es concava hacia abajo 
La grafica de/tiene un pun to de inflexi6n 
La grafica de/es concava hacia arriba 



En el ejemplo 1 de la seccion 3.4, se mostr6 que/tiene un valor maxi- 
mo relativo en 1 y un valor minimo relativo en 3. La figura 13 muestra la gra- 
fica de/y la tangente de inflexion en el rectangulo de inspeccion de [-1, 8.4] 
por [-1, 5.2], lo cual apoya la informacion de la tabla 2. A 

La grdfica de una funcion puede tener un punto de inflexion en el punto 
donde la segunda derivada no existe, esto se ilustra en el ejemplo siguiente. 



► EJEMPLO 2 

fix) = JC 1 ' 3 



Dada 



encuentre el punto de inflexion de la grafica de/y determine donde la grafica 
es cdncava hacia arriba y d6nde lo es hacia abajo. Apoye las respuestas 
graficamente. 

Sol UC i6n Las derivadas primera y segunda de/son 



/'to = \x 



-2/3 



y /"(x) = ~\x 



-5/3 



De las ecuaciones anteriores se observa que /'(0) y /"(0) no existen. En el 
ejemplo ilustrativo 3 de la seccion 2.2, se mostro que el eje v es la recta tan- 
gente de la graTica de esta funcion en el origen. Ademas, 

/"to > si x < y /"(jc) < si x > 

Por tanto, de la definici6n 3.5.4 (ii),/tiene un punto de inflexion en el origen. 
La concavidad de la grafica se determina a partir del signo de/"to, los resul- 
tados se resumen en la tabla 3. 



[-3, 3] por [-2, 2] 



fix) 



.1/3 



FIGURA 14 



Tabla 3 





Ax) 


/'(*) 


/"(*) 


Conclusion 


x < 




+ 


+ 


/es crdciente; la grafica de/es 
concava hacia arriba 


jc = 





n.e. 


n.e. 


La grafica de/tiene un punto de 
inflexi6n 


< jc 




+ 




/es creciente; la grafica de/es 
concava hacia abajo 



La figura 14, que muestra la grafica de / trazada en el rectangulo de 
inspeccion de [-3, 3] por [-2, 2], apoya la informacion de la tabla 3. 4 

► EJEMPLO 3 s^ ~ 

f(x) = (1 - 2*) 3 



3,5 CONCAVIDAD, PUNTOS DE INFLEXION Y CRITERIO D€ LA SEGUNDA DERIVADA 237 




[-3, 3] por [-2, 2] 

f(x) = (1 - 2xf 

FIGURA 15 



Trace la grafica, y a partir de esta, estime el punto de inflexion y donde la gra- 
fica es concava hacia arriba y donde lo es hacia abajo. Confirme las esti- 
maciones analfticamente. 

Solution La figura 15 muestra la graTica de/trazada en el rect^ngulo de 
inspecci6n de [-3, 3] por [-2, 2]. De la grafica se estima que el punto de in- 
flexion esta en (0.5, 0), la graTica es concava hacia arriba para x < 0.5, y la 
grafica es concava hacia abajo para x > 0.5. Ahora se confirmaran estas 
estimaciones analfticamente. Las derivadas primera y segunda de/son 

f(x) = -6(1 - 2x) 2 y f"(x) = 24(1 - 2x) 

Comof"(x) ejriste para todos los valores de x, el tinico punto de inflexi6n 
posible es donde f"(x) — 0, esto es, en x ~ 0.5. De los resultados resumidos 
en la tabla 4,/"(*) cambia de signo, de + a -, en x = 0.5; de modo que la 
grafica tiene un punto de inflexion ahi. Observe tambidn que debido a que 
/'(0.5) = 0, la grafica tiene una recta tangente horizontal en el punto de 
inflexi6n. 





Tabla 4 












/(*) 


fix) 


fix) 


Conclusion 


x < 0.5 
jr = 0.5 

0.5 < jr 








+ 



La grafica de/es concava hacia arriba 
La grafica de /tiene un punto de 

inflexi6n 
La grafica de/es concava hacia abajo 



a c b 

FIGURA 17 



En la secci6n 3.4 se indico c<5mo determinar si una funcion tiene 
un extremo relativo en un numero cntico c al verificar el cambio de signo 
algebraico de la primera derivada en nrimeros de algun intervalo adecuado 
que tenga a c como extremo derecho y numeros de algun intervalo conve- 
niente que tenga a c como extremo izquierdo, al pasar por c conforme x crece. 
Otro criterio para extremos relativos, denominado criterio de la segunda de- 
rivada, involucra solo al numero critico c y a la segunda derivada. Antes de 
establecer el criterio, se presentara una discusion geom£trica informal la cual 
recurrira a su intuici6n. 

Suponga que / es una funci6n que tal que /" existe en algun intervalo 
abierto (a, b) que contiene a c, y que f'{c) - 0. Suponga tambien quef"(x) < 
si x esta en (a, b). Entonces, del teorema 3.5.3(ii) la graTica de/es concava 
hacia abajo en todos los punto de (a, b\ y del teorema 3.4.3(ii)/' es decreciente 
en [a, b]. La figura 16 muestra la grafica de una funci6n que tiene estas 
propiedades, y tambi6n se muestra en algunos puntos un segmento de la recta 
tangente. La pendiente de la recta tangente es decreciente en [a, b], lo cual es 
consistente con el hecho de que/' es decreciente en [a, b]. Observe que/ tie- 
ne un valor maximo relativo en c. 

Ahora suponga que/es una funcion que tiene las propiedades de la fun- 
cion del pdrrafo anterior excepto que/"(jc) > si x esta en (a, b). Entonces, 
por el teorema 3.5. 3(i), la grafica de/es concava hacia arriba en todos los 
puntos de (a, 6), y del teorema 3.4.3(i),/' es creciente en [a, b]. La grafica de 
una funcitfn que tiene estas propiedades se tiene en la figura 17. Las pendien- 
tes de la rectas tangentes, que se muestran en algunos puntos en la figura, 
son crecientes en [a, b], y/ tiene un valor minimo relativo en c. 

Ahora se establecera y demostrara' el criterio de la segunda derivada 
para extremos relativos, el cual confirma las observaciones geom6tricas de 
los dos pcirrafos precedentes. 
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3.5.6 Teorema Criterio de la segunda dertvada para 

ex.tr emos relativos 



Sea c un ntimero crilico de una funcidn/en el que f'(c) - 0, y supon- 
ga que/" existe para todos Los valores de x en un intervalo abierto que 
contiene a c* 

0) Si/%) < , entonces/tiene un valor maximo relativo en c, 
(ii) Si /"(c) > , entonces/tiene un valor minimo relativo en e> 

Demostracion del inciso (i) Por hipotesis, f"(c) existe y es negativa; 
de modo que 



/"(c) = lim 



fix)- f f (c) < Q 



Por tanto, por el teorema 3.1.8(ii), existe un intervalo abierto / que contiene a 
c tal que 



f'(x)-fjc) 



< 



(6) 



para toda jc ^ c en el intervalo. 

Sea /] el intervalo abierto que contiene todos los valores de jc en / para 
los que x < c; por tanto, c es el extremo derecho del intervalo abierto /j. 
Sea I2 el intervalo abierto que contiene todos los valores de jc en / para los 
que jc > c; de modo que c es el extremo izquierdo del intervalo abierto 7 2 . 

Entonces, si jc esta en /[, jc - c < 0, y de la desigualdad (6), 
/'(*) " fX c ) > o, equivalentemente, f\x) > f'(c). Si jc esta en 
/ 2 , jc - c > 0, y de (6), f'(x) - f\c) < o, equivalentemente, /'(jc) < /'(c). 

Pero como/'(c) = 0, se concluye que si jc est^ en I\,f'(x) > 0, y si jc 
esta en 7 2 , /'(jc) < 0. Por tanto, /'(jc) cambia de signo algebraico de positivo a 
negativo al pasar por c, conforme jc crece; de modo que, por el criterio de pri- 
mera derivada,/tiene un valor maximo relativo en c. 

La demostracion del inciso (ii) es semejante a la del inciso (i) y se deja 
como ejercicio (refierase el ejercicio 56). ■ 



► EJEMPLO 4 



/to 



JC 4 + f JC 3 



Sea 
4jc 2 



determine los extremos relativos de/aplicando el criterio de la segunda de- 
rivada. Utilice esta informacion para dibujar la grafica de/ Apoye los resul- 
tados en una graficadora. 

Sol UC i6n Se calculan las derivadas primera y segunda de/: 

f'(x) = 4x 3 + 4x 2 - 8x /"(jc) = X2x 2 + 8jc - 8 
Al considerar/'(jc) = se obtiene 

4jc(jt + 2)(jc - 1) = 

jc = jc=-2 jc^I 

Por tanto, los numeros criticos de/son -2, y 1. Para determinar si existe 
o no un extremo relativo en alguno de estos numeros criticos, se considera 
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el signo de la segunda derivada en ellos. Los resultados se resumen en la 
tabla 5. 



fix) = x A + |jc 3 - 4x 2 
FIGURA 18 













i 


V 





[-15, 15) por [-11, 9] 

f(x) = x 4 + \ jc 3 - Ax 2 

F1GURA 19 



O 

fix) = X* 

FIGURA 20 



H 1— ► X 



Tabla 5 












fix) 


A*) 


fix) 


Conclusion 


x = -2 
x = 
JC = 1 


32 
3 

_5 

3 







+ 
+ 


/tiene un valor minimo relativo 
/tiene un valor m£ximo relativo 
/tiene un valor minimo relativo 



A partir de la informacion de esta tabla y localizando algunos puntos 
mas, se dibuja la grafica de/, mostrada en la figura 18. La figura 19, que pre- 
senta la grafica de/trazada en el rectangulo de inspeccion de [-15, 15] por 
[-1 1, 9], apoya los resultados. A 

Si f"(c) = y f\c) = 0, nada puede concluirse acerca de un ejctremo 
relativo de / en c. Los tres ejemplos ilustrativos siguientes justifican esta 
afirmacion. 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Si m = x\ entonces 
f'(x) - 4x 3 yf"(x) = 12jc 2 . De modo que, /(0), /'(0) y/"(0) son iguales a 
cero. Al aplicar el criterio de la primera derivada se aprecia que/tiene un va- 
lor minimo relativo en 0. La grafica de/se muestra en la figura 20. 4 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Si g(x) = -x\ entonces 

g'(x) = -4x 3 y g"(x) ~ -\2x 2 . Por tanto, ^(0), g'(0) y g"(0) son iguales a 
cero. En este caso g tiene un valor maximo relativo en 0, como puede verse 
al aplicar el criterio de la primera derivada. La figura 21 muestra la grafica 
deg. 4 

\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 Si h{x) = x\ entonces 
h\x) = 3x 2 y h"(x) = 6jc, por lo que fc(0), fc'(0) y ^"(0) son iguales a cero. 
La funcion h no tiene extremo relativo en porque si x < 0, h(x) < h(Q)\ y 
si jc > 0, h(x) > h(0). La grafica de h se presenta en la figura 22. 4 

Los ejemplos ilustrativos 6-8 proporcionan ejemplos de tres funciones 
para las cuales su segunda derivada tiene un valor de cero en un punto cuya 
primera derivada es cero; en ese numero, una funcion tiene un valor mini- 
mo relativo, otra funcion tiene un valor maximo jelativo, y la tercera funcion 
no tiene valor extremo relativo. 

W EJEMPLO 5 Para la funcion seno, determine los extremos re- 
lativos aplicando el criterio de la segunda derivada, y encuentre los puntos 
de inflexion de su grafica. Tambien determine las pendientes de las tangen- 
tes de inflexion. Trace la grafica de la funcion seno en un intervalo de longitud 
2k que contenga el punto de inflexion que posea la menor abscisa positiva. 
En el mismo rectangulo de inspeccion, trace la tangente de inflexidn. 

Solution Sean 

f(x) ~ sen x f\x) — cos* f"(x) = -sen x 
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h(x) = jc 3 
FIGURA 22 



[0, 2ff] por [-2, 2] 
fix) - sen* 
FIGURA 23 



Las funciones /, /' y /" estan definidas para toda jc. Los niimeros criticos se 
obtiene al considerar/'O) = 0: 

cos x = 

jc = -it + kit k es cualquier numero entero 

A fin de determinar si existe o no un extremo relativo en alguno de estos nu- 
meros criticos se obtiene el signo de la segunda derivada en cada uno de ellos. 



f'X\n+ kit) - — -'» 
= -cos kit 



sen( l -it + kit) 



_ I -1 si A: es un entero par 
I 1 si A; es un entero impar 

Los resultados obtenidos al aplicar el criterio de la segunda derivada se re- 
sumen en la tabla 6. 

Tabla 6 



x — - k + kit (k es un entero par) 
x = - k + kn (k es un entero impar) 



fix) f'(x) f"(x) Conclusion 



1 - / tiene un valor maximo relativo 

~1 + /tiene un valor minimo relativo 




Para determinar los puntos de inflexion se considera/"(jc) = 0: 

- sen jc = 

jc = kit A; es cualquier entero 

Como/"(jc) cambia de signo en cada uno de estos valores de jc, la grafica tie- 
ne un punto de inflexion en cada punto que tiene alguna de estas abscisas. En 
cada punto de inflexion, 

f'(kit) = cos kit k es cualquier entero 

1 si A; es un entero par 
-1 si A; es un entero impar 

Por tanto, las pendientes de las tangentes de inflexi6n son +1 o -1. 

La figura 23 muestra la grafica de la funcion seno y la tangente de in- 
flexion en el punto (it, 0) trazadas en el rectangulo de inspecci6n de [0, 2it] 
por [-2, 2]. 4 



EJERCICIOS 3.5 



En los ejercicios ] a 8, encuentre los puntos de inflexion de la 
funcidn y determine donde la grafica es cdncava hacia arriba 
y donde lo es hacia abajo. Apoye las respuestas trazando en el 
mismo rectangulo de inspeccion la grafica de la funcidn y las 
tangentes de inflexion. 

1. f{x) = 2x 3 + 3x 2 - 12* + 1 

2. g{x) = jc 3 - 6jc 2 + 20 



3. g{x) = jc 4 - 8x 3 


4. fix) - jc 4 - 2x 3 


e p( Y \ _ 2 


(% G(r\ — 


3. r\x) y 

x 2 + 3 


O. U{X) 

x 1 + 4 



7. fix) = 2sen3jc;jc G [-±it, ~n\ 

8. fix) = 3 cos 2x; x G [-it, it] 

En los ejercicios 9 a 16, trace la grafica de la funcidn y a partir 
de la grafica estime el punto de inflexion y donde la grafica es 
cdncava hacia arriba y en donde lo es hacia abajo. Confirme 
las estimaciones analiticamente. 



9. fix) = x 3 + 9jc 
11. G(jc) = (x - 1) 3 ~ 
13. /(jc) = (jc + 2) 1/3 



10. gix) = 2jc 3 - 1 
12. F(x) - (jc + 2) 3 
14. gix) = (jc - I) 1 / 3 
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15. gix) - tan lx;x G (-K, k) 

16. f{x) = cot 2x; x G (0, I k) 

En los ejercicios 17 a 22, encuentre el punto de inflexion de 
la grdfica de lafuncion, si existe alguno, y determine donde la 
grdfica es concava hacia arriba y donde lo es hacia abajo. 
Dibuje la grdfica. 



17. f(x) = 

18. f(x) = 

19. gix) = 

20. g(x) = 

21. Fix) = 

22. Gix) = 



x l - 1 si x < 2 
7 - x 2 si 2 < Jt 

2 + x 2 si x < 1 

4 - x 2 si 1 < Jt 

x 2 si Jt < 
-jt 2 si < Jt 

-jt 3 si jt < 
jt 3 si < Jt 

jt 3 si Jt < 
Jt 4 si < Jt 

jt 2 si Jt < 

jt 4 si < Jt 



En los ejercicios 23 a 30, dibuje una porcion de la grdfica de al- 
guna funcion f que pase por el punto donde x - c si se satis- 
facen las condiciones dadas. Suponga que f es continua en 
algun intervalo abierto que contiene a c. 

23. (a) /'(Jt) > Osix < c;/'(jt) < Osix > c; 

f'\x) < Osijt < c;/"(x) < six > c 

(b) / r (jt) > si jt < c;/'(x) < si Jt > c; 

f'\x) > Osijt < c\f\x) > Osijt > c 

24. (a) f'{x) > OsiJt < c;/'(x) > Osijt > c\ 

fix) > OsiJt < c\f\x) < Osijt > c 

(b) fix) < Osijt < c;/'(x) > si jt > c; 

fix) > OsiJt < c;/"(x) < six > c 

25. (a) f\c) = 0;/'(c) = 0;fix) > Osix < c; 

f"(x) < si x > c 
(b) fie) = 0;fix) = 0;/"(jt) > 0; six < c\ 
fix) > Osix < c 

26. (a) /'(c) = 0;/'(x) > six < c- fix) > six > c 
(b) f\c) = 0;/'(x) < six < c; fix) > six > c 

27. (a) f\c) = 0;/'(c) = -1 ;/"(*) < Osix < c; 

fix) > Osix > c 
(b) /'(c) no existe; fix) > Osix < c; 
fix) > si x > c 

28. (a) fie) = 0;/'(c) = I;/"(jc) > Osix < c\ 

fix) < si x > c 
(b) /'(c) no existe; fix) < Osix < c; 
fix) > Osix > c 

29. lim fix) - +c»; lim /'(x) = 0; 
fix) > Osix < c;/"(x) < Osix > c 

30. lim fix) = +oo; lim fix) = -oo; 
/"(x) > Osix < c;/"(x) > Osix > c 



£« /o.s ejercicios 31 a 38, encuentre los extremos relativos de la 
funcion aplicando el criterio de la segunda derivada. Utilice 
esta informacion para dibujar la grdfica de la funcion. Apoye 
los resultados en la graficadora. 



31. 
32. 



fix) - 
Kx) = 
gix) = x 4 - 



-4x 3 + 3x 2 + 18x 
2x 3 - 9x 2 + 27 



±x 5 - 

5 



2 3 
— x 
3* 



33. gix) = x 4 - - 3 x* - \x 2 34. /(x) = 

35. fx) = cos 3x; x €: [- ~n, ^n] 

36. g(x) = 2 sen 4x; x G [0, \ n) 

37. /j(^) = 4x 1/2 + 4x" 1/2 38. fx) = xV^TI 

39. Dibuje la grafica de alguna funcion / para la cual /(x), 
Z'U) y fix) existan y sean (a) positivos para toda x; (b) 
negativos para toda x. 

40. Para la funcion coseno, encuentre (a) los extremos relati- 
vos aplicando el criterio de la segunda derivada; (b) los 
puntos de inflexion de su grafica; (c) las pendientes de 
las tangentes de inflexion, (d) Trace la grafica de la fun- 
cion coseno en un intervalo de longitud 2k que contenga 
el punto de inflexion que posea la menor abscisa positiva. 
En el mismo rectangulo de inspeccidn, trace la tangente 
de inflexion. 

En los ejercicios 41 y 42, encuentre (a) los puntos de inflexion 
de la grdfica de lafuncion, y ib) las pendientes de las tangen- 
tes de inflexion, (c) Trace la grdfica de Id funcion en un inter- 
valo de longitud n que contenga el punto de inflexion que 
posea la menor abscisa positiva. En el mismo rectangulo de 
inspeccidn, trace la tangente de inflexion. 

41. La funcion tangente. 42. La funcion cotangente. 

En los ejercicios 43 y 44, (a) encuentre los extremos relativos 
de lafuncion aplicando el criterio de la segunda derivada. ib) 
Trace la grdfica de lafuncion en un intervalo de longitud In. 

43. La funcion cosecante. 44. La funcion secante. 

En los ejercicios 45 a 50, dibuje una porcion de la grdfica de 
una funcion f que pase por los puntos (c, /(c)), id, fid)) y 
ie*fe)) si se satisfacen las condiciones dadas. Tambien dibuje un 
segmento de la recta tangente en coda uno de estos puntos, si 
existe la recta tangente. Suponga que c < d < e v que f es 
continua en algun intervalo abierto que contiene ac,dye. 

45. (a) f\c) - Ox fid) = Ufid) = 0-fie) = 0; 

fix) > si x < d\ fix) < si x > d 
ib) fc) = 0; fid) - -Ufid) = 0; fie) = 0; 
f(e) = 0; fix) < si x < d\ fix) > 
sid < x < e\f\x) < si x > e 

46. (a) /'(c) = O;/'(<0 = -Ufid) = 0; /'(c) = 0; 

fix) < si x < d\ fix) > si x > d 
ib) fc) = 0; fid) = 1; fid) = 0; fie) = 0; 
/"(c) - 0; fix) > si x < d\ fix) < 
si d < x < e',f\x) > si x > e 

47. (a) /'(c) = 0;/"(c) = 0; fid) = -Ufid) = 0; 

fie) = 0; fix) > si x < c; fix) < si 
c < x < d\ fix) > si x > d 
ib) fc) = 0; lim f'(x) = +°o; lim fix) = +oo; 

fie) = 0; fix) > si x < d\ fix) < si 
x > d 
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48. 



49. 



50. 



51. 



52. 



53. 



54. 



(a) f\c) = Q;f"(c) = 0; f\d) = 1; f\d) = 0; 
f(e) = 0; f"(x) < si x < c\ f"(x) > 

si c < x < d; f\x) < si x > d 

(b) f\c) = 0; lim_/'(Jc) = -oo; Urn f'(x) = -*>; 
f'(e) = 0; /"CO < si x < d\ f"(x) > si x > d 

(a) /'(c) no existe; /V) = -1 ;/"(</) = 0; 
/;(<?) = 0;/"(jc) > Osi* < c;/"U) < 
si c < x < d\ f"(x) > si x > d 

(b) f\c) = 0; /'(d) no existe; /'(e) = 
f"(e) = 0; /"(*) < si * < d; f"(x) < 
sid < x < e\ f"(x) > Osi* > e 

(a) /'(c) = 0;/'(d) = -1 ;/"(<© = 0; /'(e) no existe; 
/"(*) < Osijc < <*;/"(*) > 

sid < x < e; /"CO < Osi* > e 

(b) f(c) = 0; /"(c) = 0; /(d) no existe; 
f\e) = 0;/"C0 < Osijc < c;/"(jc) > 
sic < * < d\f"{x) > Osijr > d 

Si /CO = a* 3 + bx 2 , determine a, y b de modo que la 
grafica de/tenga un punto de inflexion en el punto (1, 2). 
Apoye la respuesta graficamente. 

Si /CO = a* 3 + bx 2 + ex, determine a, b,y c de modo 
que la grafica de / tenga un punto de inflexion en el 
punto ( 1 , 2) y de modo que la pendiente de la tangente de 
inflexidn sea igual a -2. Apoye la respuesta graficamente. 

Si /CO = ax 3 + bx 2 + ex + d, determine a, b, c y d 
de modo que / tenga un extremo relativo en el punto 
(0, 3) y que la grafica de/tenga un punto de inflexion en 
el punto (1,-1). Apoye la respuesta graficamente. 

Si /CO = ax 4 + bx 3 + ex 2 + dx + e, determine a, b, 
c, d y e de modo que la grafica de/tenga un punto de in- 
flexion en el punto (1, -1), que contenga al origen y sea 
sim6trica con respecto al eje y. Apoye la respuesta gra- 
ficamente. 



55. 



56. 



57, 



58. 



60. 



Suponga que y V2 y - 1 V3 son numeros criticos 
de una funcion/y que /"CO = x \L~x 2 + ID . En cada 
uno de estos numeros, determine si / tiene un extremo 
relativo y, en caso de ser asi, si es un ma*imo relativo o 
un minimo relativo. 



Demuestre el inciso (ii) del criterio de la segunda deri- 
vada para extremos relativos. 

Suponga que la grafica de una funcion tiene un 
punto de inflexion en el punto (c,/(c)). ^Que puede con- 
cluirse acerca de (a) la continuidad de / en c\ 
(b) la continuidad de /' en c; (c) la continuidad de 
/" en cl 

Suponga que / es una funcion para la cual f"{x) existe 
para toda x de algun intervalo abierto / y que en un nu- 
mero c de I, f"(c) = y /"'(c) ejriste y es diferente de 
cero. Demuestre que el punto (c, /(c)) es un punto de in- 
flexion de la grafica de/ Sugerencia: la demostracion es 
semejante a la del criterio de la segunda derivada. 

59. (a) Explique por que un punto de inflexion de la grafica 
de una funcion que representa la productividad de un tra- 
bajador puede interpretarse como un punto de rendi- 
miento decreciente. (b) Suponga que un trabajador de 
una fabrica que elabora marcos para pinturas puede hacer 
v marcos en x horas despues de haber iniciado a las 
8 a.m., y 

Sx 2 - x 3 



3x + 



< x < 4 



Determine en qu£ tiempo el trabajador se desempena con 
mayor eficiencia; esto es, ^cuando el trabajador alcanza 
el punto de rendimiento decreciente? 

Explique cuando se utilizaria el criterio de la segunda 
derivada para determinar extremos relativos y cuando 
empleana el criterio de la primera derivada. En su expli- 
cacion, indique las ventajas y desventajas de cada criterio. 



3.6 TRAZO DE LAS GRAFICAS DE FUNCIONES 
Y DE SUS DERIVADAS 

En las secciones 3.4 y 3.5 se indico como pueden determinarse propiedades 
de las graficas de funciones a partir de sus derivadas. Ahora se mostrara como 
estas propiedades pueden determinarse a partir de la grafica de la derivada y 
despues emplearse para dibujar una posible grafica de la funcion original. 




Grafica de/' 
FIGURA 1 



W BJEMPLO 1 La grafica de la derivada de la funcion del ejem- 
plo 4 de la seccion 3,4 se muestra en la figura 1 . A partir de esta grafica deter- 
mine las abscisas de los puntos de inflexion de la grafica de / y donde la 
grafica es concava hacia arriba y donde lo es hacia abajo. Dibuje una posi- 
ble grafica de/que tenga estas propiedades asi como las propiedades obtenidas 
en el ejemplo 4 de la seccion 3.4. Suponga que los unicos ceros de/son 3.5 y 6. 

Sol UC ion La segunda derivada /" evaluada en el numero c es la pen- 
diente de la recta tangente en el punto donde x = c de la grafica de /'. En 
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consecuencia, como la grafica de /' tiene rectas tangentes horizontales en 
x = -1 y en jc = 3,/"(-l) = y/"(3) = 0. En la figura 1 se observa que 
/' es creciente, es decir,/"(jt) > cuando x < -1 y cuando x > 3; por tanto, 
por el teorema 3.5.3(i), la grafica de/es concava hacia arriba para estos valo- 
res de jc. Ademas,/' es decreciente, esto es,/"(jt) < cuando -1 < x < 3; 
por tanto, por el teorema 3.5.3(ii), la grafica de/es concava hacia abajo para 
estos valores de x. Mas aun, de la definition 3.5.4, se puede concluir que la 
grafica de/ tiene puntos de inflexion donde x = -1 y x = 3. Estos hechos se 
resumen en la tabla 1 . 



Tablal 








f'Xx) 


Conclusidn 


x < -1 


+ 


La grafica de/es concava hacia arriba 


x = -1 





La grafica de/ tiene un punto de inflejri6n 


-1 < x < 3 


- 


La grafica de/es concava hacia abajo 


x = 3 





La grafica de/ tiene un punto de inflexi6n 


3 < x 


+ 


La grafica de/es concava hacia arriba 



Ahora refi£rase a la tabla 2, la cual contiene los hechos de la tabla 1 an- 
terior y de la tabla 4 de la section 3.4. 



Tabla 2 




Grafica de/ 
FIGURA 2 




+- x 



Grafica de g' 
FIGURA 3 





/'to 


f'Xx) 


Conclusion 


x < -2 


- 


+ 


f es decreciente; la grafica de/es c6ncava 
hacia arriba 


x = -2 





+ 


/ tiene un valor minimo relativo; la grafica 
de/es concava hacia arriba 


-2 < x < -1 


+ 


+ 


/ es creciente; la grafica de/es concava 
hacia arriba 


x = -1 


+ 





/ es creciente; la grafica de/tiene un punto 
de inflexi6n 


-1 < X < 1 


+ 


- 


/ es creciente; la grafica de/es concava 
hacia abajo 


X = 1 





- 


/ tiene un valor maximo relativo; la grafica 
de/es concava hacia abajo 


1 < x < 3 


~ 


— 


/ es decreciente; la grafica de/es concava 
hacia abajo 


* = 3 


- 





/ es decreciente; la grafica de/tiene un 
punto de inflexion 


3 < x < 5 


_ 


+ 


/es decreciente; la graTica de/es concava 
hacia arriba 


* = 5 





+ 


/ tiene un valor minimo relativo; la grafica 
de/es c6ncava hacia arriba 


5 < jt 


+ 


+ 


/ es creciente; la grafica de/es c6ncava 
hacia arriba. 



Puesto que los unicos ceros de/son 3.5 y 6, estos numeros son las unicas 
intercepciones x de la grafica. Con esta informacion y las propiedades de la 
tabla 2, se dibuja una posible grafica de/ la cual se muestra en la figura 2. "4 

W EJEMPLO 2 La figura 3 muestra la grafica de la derivada de la 
funcion g del ejemplo 5 de la seccion 3.4. A partir de esta grafica determine las 
abscisas de los puntos de inflexion de la grafica de g y donde la grafica de g es 
concava hacia arriba y d6nde lo es hacia abajo. Dibuje una posible grafica de 
g que tenga estas propiedades asf como las propiedades obtenidas en el ejem- 
plo 5 de la secci6n 3.4. Suponga que los unicos ceros de g son -2 y 0. 
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Sol UC l6n De la grafica de g\ g' es decreciente, es decir, g'\x) < 

cuando x < y cuando x > 0. Por tan to, la grafica de g es concava hacia 
abajo para estos valores de x. La grafica de g nunca es concava hacia arriba. 
Como g'(0) no existe, tampoco existe g"{0). Puesto que g"(x) no cambia de 
signo, la grafica de g no tiene puntos de inflexion. Esta informacion se incor- 
pora a la de la tabla 5 de la seccion 3.4 para obtener la tabla 3. 



Tabla3 




Grafica de g 
FIGURA 4 





g'(x) 


*"<*) 


Conclusion 


x < -1 


+ 


- 


g es creciente; la grafica de g es concava 
hacia abajo 


x = -1 





~ 


g tiene un valor maximo relativo; la grafica 
de g es cdncava hacia abajo 


-1 < jc < 


_ 


" 


g es decreciente; la grafica de g es concava 
hacia abajo 


x = 


n. e. 


n. e. 


g tiene un valor minimo relativo 


< jc 


+ 




g es creciente; la grafica de g es c6ncava 
hacia abajo 



>- x La figura 4 muestra una posible grafica de g dibujada a partir de las pro- 

piedades de la tabla 3 y del hecho de que los linicos ceros de g son -2 y 0. 4 

En los dos ejemplos anteriores se obtuvo la gr&fica de una funcion a par- 
tir de la grafica de su derivada. En el ejemplo siguiente, se dibujaran las deri- 
vadas primera y segunda de una funcion a partir de la grafica de la funcion. 



(-3, 4) 




(1,-2) 



Grafica de/ 
FIGURA 5 



W EJEMPLO 3 En la figura 5 se muestran la grafica de una fun- 
ci6n /y segmentos de las tangentes de inflexi6n. A partir de la figura, determi- 
ne la informacion siguiente e incorporela en una tabla semejante a las tabla 2 
y 3: (i) los intervalos en los que/es creciente; (ii) los intervalos en los que/ 
es decreciente; (iii) los extremos relativos de/; (iv) los intervalos donde la 
grafica de / es c6ncava hacia arriba; (v) los intervalos donde la grafica de / 
es concava hacia abajo; (vi) las abscisas de los puntos de inflexion de la grafi- 
ca de / A partir de la informaci6n de la tabla, dibuje posibles graficas 
de/'y/". 

Soluci6n De la figura se obtiene la informacion siguiente: 

(i) /es creciente en (-oo, -3], 11, 3] y [3, +oo); 

(ii) /es decreciente en [-3, 1]; 

(iii) /tiene un valor maximo relativo de 4 en jc = -3, y un valor mini- 
mo relativo de -2 en jc = 1 ; 

(iv) la grafica de / es concava hacia arriba para jc en los intervalos 

(-l,2)y(3,+oo); 
(v) la grafica de / es concava hacia abajo para x en los intervalos 
(-oo,-l)y(2 1 3); 

(vi) la graTica de/ tiene puntos de inflexion donde x — -1, jc = 2 y 
x = 3. ' 

En la tabla 4, se incorpora esta informacion junto con los signos de 
/' y/" en los intervalos especificados en (i)-(vi). 
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Tabla4 




GraTica de/' 
FIGURA 6 



O 

GraTica de/" 
FIGURA 7 





Z'U) 


/"W 


Conclusidn 


jc < -3 


+ 


- 


/es creciente; ta grafica de/es c6ncava 
hacia abajo 


jc = -3 





" 


/tiene un valor maximo relative*; la grafica 
de/es concava hacia abajo 


-3 < x < -1 


_ 


— 


/es decreciente; la grafica de/es concava 
hacia abajo 


x = -1 


~ 





/es decreciente; la grafica de/ tiene un 
punto de inflexi6n 


-1 < * < 1 


" 


+ 


/es decreciente; la grafica de/es concava 
hacia arriba 


X = 1 





+ 


/tiene un valor mi'nimo relativo; la grafica 
de/es concava hacia arriba 


1 < jc < 2 


+ 


+ 


/es creciente; la grafica de/es concava 
hacia arriba 


jc = 2 


+ 





/es creciente; la graTica de/ tiene un 
punto de inflexion 


2 < * < 3 


+ 


~ 


/es creciente; la grafica de/es concava 
hacia abajo 


* = 3 








La grafica de/ tiene un punto de inflexion 
con una recta tangente horizontal 


3 < jc 


+ 


+ 


/es creciente; la graTica de/es concava 
hacia arriba. 



A partir de la tabla se han dibujado en las figuras 6 y 7 posibles graTicas 
de/' y/", respectivamente. A 



EJERCICIOS 3.6 



En los ejercicios 1 a 6, lafigura adjunta muestra la grafica de 
la derivada de una funcion f cuyo dominio es el conjunto de los 
numeros reales y la cual es continua en cada numero. Estas grd- 
ficas son las tnismas que las mostradas en el ejercicio indi- 
cado de la section 3.4. A partir de la grafica, determine las 
abscisas de los puntos de inflexion de la grafica de f y donde 
la grafica defes concava hacia arriba y donde lo es hacia aba- 
jo. Incorpore esta informacidn y la information obtenida en el 
ejercicio correspondiente de la seccidn 3.4 en una tabla simi- 
lar a las tab las 2 y 3 de esta seccidn. Dibuje un posible grafica 
defque tenga las propiedades de la tabla si los unicos ceros de 
f son los indicados en cada ejercicio. 

1. Refierase al ejercicio 39 de la seccidn 3.4. Los ceros de/ 

son -4,-1, 2y 4. 




Refierase al ejercicio 41 de la seccion 3.4. Los ceros de/ 
son y 4. 




2. Refierase al ejercicio 40 de la seccion 3.4. Los ceros de/ 
son -1, 2 y 4. 




■► Jc 
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4. Refierase al ejercicio 42 de la secci6n 3.4. Los ceros de/ 7. El cero de/es 0. 

son-1 y 1. ? 





^ 1 — >■ x 



8. El cero de/es 0. 



5. Refierase al ejercicio 43 de la seccion 3.4. El cero de/es 1 . 





9. Los ceros de/son -2, y 2. 
y 



6. Refierase al ejercicio 44 de la seccion 3.4. Los ceros de/ 
son -3 y 0. 





10. Los ceros de/son y 4. 



En los ejercicios 7 a 18, lafigura adjunta muestra la grdfica de 
la derivada de una funcion f cuyo dominio es el conjunto de los 
numeros reales y la cual es continua en todo numero. A partir 
de la grdfica, determine la informacidn siguiente e incorpdrela 
en una tab la similar a las tab las 2y 3 de esta seccidn: (i) los in- 
tervals en los quefes creciente; (ii) los intervalos en los quef 
es decreciente; (Hi) los extremos relativos de f; (iv) los interva- 
los donde la grdfica de f es concava hacia arriba; (v) los 
intervalos donde la grdfica defes cdncava hacia abajo; (vi) las 
abscisas de los puntos de inflexion de la grdfica de f. Dibuje 
una posible grdfica de f que tenga las propiedades de la tabla 
si los unicos ceros def 'son los indicados en cada ejercicio. 
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11. Losceros de/sonO y 3. 



14. Los ceros de/son y 3. 





^ 1 b—i ► x 



12. Los ceros de/son -4, -2, 1 y 5. 



15. Los ceros de/son -2, y 2. 





H 1 > M^ — V 



I ^ 1 ^ I >- X 




13. Los ceros de/son -3, -1 y 1. 



16. Los ceros de/son 1 y 3. 





H 1 1 *~ x 



2 3 
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17. Los ceros de/son -2, y 2. 



20. 





(-2, -2) 



21. 



18. Los ceros de/son -3, y 3. 





*• x 



(-2,-2) 



22. 



f— - i> J 




£>i /as ejercicios 19 a 26, se muestran en lafigura adjunta la 
grdfica de unafuncionfy algunos segmentos de las tangentes 
de inflexion. A partir de lafigura determine la siguiente infor- 
mation e incorporela en una labia semejante a la labia 4: 
(i) los intervalos en los quefes creciente; (ii) los intervalos en 
los quefes decreciente; {Hi) los extremos relativos def; (iv) los 
intervalos donde la grdfica de f es concava hacia arriba; 
(v) los intervalos donde la grdfica defes concava hacia abajo; 
(vi) las abscisas de los puntos de inflexidn de la grdfica de f 
A partir de la information de la tabla f dibuje posibles grdficas 
def'yf'\ 

19. 



H.2) 



23. 



24. 





(2,-2) 




*- x 
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25. 




26. 



(-2.5, 4) 




27. 



Si f(x) - 3X 2 + x | x | demuestre que /"(0) no existe, sin 
embargo, la gr£fica de / es cdncava hacia arriba en todo 
numero. Apoye este resultado graTicamente trazando la 
grafica de/ y la graTica de NDER2 (/(*), x) en rectangulos 
de inspeccion separados. 



28. Dada f(x) = x r - rx + k, donde r > y r * I, de- 
muestre que: (a) si < r < 1, entonces / tiene un valor 
mdxirno relativo en 1; (b) si r > 1, entonces /tiene un va- 
lor minimo relativo en 1 . 

29. Dada/(*) = x 3 + 3rx + 5, demuestre que: (a) si r > 
entonces/ no tiene extremos relativos; (b) sir < 0, enton- 
ces / tiene un valor maximo relativo y un valor minimo 
relativo. 

30. Dada f(x) = x 2 + rx~\ demuestre que, independien- 
temente del valor de r,/ tiene un valor minimo relativo y 
no tiene ningtin valor maximo relativo. 

31. Dibuje la graTica de la ecuacion x 2 ^ + y 2 ^ = 1. La 
grafica no es la de una funcion. Sin embargo, la porcibn de 
la grafica del primer cuadrante es la graTica de una fun- 
cion. Obtenga esta porcibn por medio de las propiedades 
de las graTicas que se nan estudiado en este capitulo, 
y despuds complete la grafica mediante las propiedades 
de simetrfa. Recuerde, la concavidad juega un papel im- 
portante. Apoye los resultados trazando las graTicas de las 
dos funciones 



/,(*) = (1 - x 2 ^ 2 



y f 2 (*) = -(i - ^ 2/3 ) 3/2 



32. 



en el mismo rectangulo de inspeccion. 

Explique como pueden determinarse las propiedades de la 
graTica de una funcion a partir de las gr^ficas de las deri- 
vadas primera y segunda de la funci6n. 

33. Explique c6mo puede emplearse la grafica de una funci6n 
para dibujar posibles graficas de las derivadas primera y 
segunda de la funcibn. 
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Tablal 



X 










1 

2 


1 

1.6 


3 


1.8 


4 


1.882353 


5 


1.923077 


10 


1.980198 


100 


1.999800 


1000 


1.999998 



En la secci6n 1.7 se estudiaron limites infinitos donde los valores de funcion 
crecian o decrecian sin limite conforme la variable independiente se aproxi- 
maba a un numero real. Ahora se considerar&n limites de funciones cuando la 
variable independiente crece o decrece sin limite. Se inicia con la funci6n 
definida por 



m - 



2x 2 

x 2 + 1 



Considere que x toma los valores 0, 1,2, 3, 4, 5, 10, 100, 1 000, y asi suce- 
sivamente, permitiendo que x crezca sin limite. Los valores de funcion co- 
rrespondientes, exactos o aproximados mediante calculadora a seis cifras 
decimales, se muestran en la tabla 1. Observe en la tabla que conforme x 
crece, a travel de valores positivos, los valores de funci6n cada vez se acercan 
mis a 2. Este hecho esta apoyado por la figura 1, la cual muestra la recta 
v = 2 y la grafica de / trazadas en el rectangulo de inspecci6n de [0, 6] por 
[-1, 3]. Ahora se examinara como se aproxima/(x) a 2 para valores especificos 
de x. En particular, 

2 -/(4) = 2 - 1.882353 
= 0.117647 
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[0,6] por [-1,3] 



fix) 



2x 2 



FIGURA1 



Por tanto, la diferencia entre 2 yf{x) es 0.1 17647 cuando jc = 4. Ademas, 

2 -/(100) = 2 - 1.999800 
= 0.000200 

En consecuencia, la diferencia entre 2 y /(jc) es 0.000200 cuando x = 1 00. 

Al continuar asi, intuitivamente se aprecia que los valores de/(jc) pue- 
den hacerse tan cercanos a 2 como se desee tomando x suficientemente 
grande. En otras palabras, la diferencia entre 2 y/(jc) puede hacerse tan pe- 
quefia como se quiera tomando cualquier numero x mayor que algiin nu- 
mero positivo suficientemente grande. O, avanzando un paso mas, para 
cualquier € > 0, sin importar que tan pequena sea, se puede determinar 
un numero N > tal que si jc > N, entonces |/(jc) - 2 | < €. 

Cuando la variable independiente jc crece sin limite a travel de valores 
positivos, se escribe "jc — > + oo". Del ejemplo anterior se puede decir que 



lim -j£— 



= 2 



Tablal 



X 


r ( . 2x 2 

fix) = — 

x + 1 


-1 


1 


-2 


1.6 


-3 


1.8 


-4 


1.882353 


-5 


1.923077 


-10 


1.980198 


-100 


1.999800 


-1 000 


1.999998 




[-6,0] por [-1,3] 



fix) 



2x l 



y = 2 
FIGURA 2 



3,7.1 Definition del limite de f(x) cuando x crece sin 
limite 



Sea / una funci6n que estil defmida en todo numero de algun inter- 
valo abierto (a, + oo). El limite de f(x) cuando x crece sin limite, 
es L t to que se escribe como 

lim /(jc) = L 

si para cualquier € > 0, sin importar qu£ tan pequena sea, existe un 
numero N > tal que 



x > N entonces |/(jc) - l\ < € 



Nota: Cuando se escribe x — > +oo, no tiene un significado similar al 
que se tiene cuando se escribe, por ejemplo, x — > 1000. El simbolo 
jc — > +oo indica s61o el comportamiento de la variable x. 

Ahora considere la misma funci6n de modo que x tome los valores -I, 
-2, -3, -4, -5, -10, -100, -1000, y asf sucesivamente, permitiendo que x 
decrezca sin limite a traves de valores negativos. La tabla 2 proporciona los 
valores de funcion de/(;t) correspondientes. 

Observe que los valores de funci6n son los mismos para los numeros 
negativos que para los mimeros positivos. Vea la figura 2, la cual muestra la 
recta y = 2 y la grafica de / trazadas en el rectangulo de inspeccion de 
[-6,0] por [-1,3]. 

Intuitivamente se observa que conforme jc decrece sin limite, f(x) 
se aproxima a 2; esto es, |/(jc) - 2 | puede hacerse tan pequena como se 
desee tomando cualquier numero jc men or que algun numero negativo que 
tenga valor absoluto suficientemente grande. Formalmente se dice que para 
cualquier € > 0, sin importar que tan pequena sea, se puede determinar 
un niimero /V < tal que si jc < N, entonces \f(x) - 2 | < €. Utilizando 
el simbolo x — > -oo para denotar que la variable x decrece sin limite esto 
se expresa como 



lim 



2jc 2 



+ 1 



= 2 
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3.7.2 Definition del limite de f[x) cuando x decrece sin 
limite 



Sea/ una funci6n que esta" definida en todo ntimero de algun intervaJo 
abierto (-oq, a). EI limite de fix ) cuando x decrece sin If mite, 
es L 9 lo que se escribe como 

Km/M = I 

si para cualquier € > 0, sin importar qu£ tan pequefia sea, enisle un 
numero N < la! que 



si x < N entonces \f(x) - L\ < € 



Nota: Como en la nota posterior a la definition 3.7.1, el simbolo 
x — » -oo indica solo el comportamiento de la variable jc. 

Los teoremas de limites 2, 4, 5, 6, 7, 8, 9 y 10 de la seccion 1.5 y el teo- 
rema 12 de limites de la seccion 1 .7 son validos cuando "* — » a" se sustituye 
por "x — > +oo" o "jc — > -oo". Ademas, se tienen los teoremas de limites 
siguientes. 



re ma 13 de limites 



Si r es cualquier numero entero positive, en to rices 
1 



(i) ifm ^ = 
(ii) lim i = 



Demostracion de (i) Para demostrar el inciso (i) se debe probar que 
se cumple la definici6n 3.7.1 para/(;c) = \jx r y L = 0; esto es, se debe 
demostrar que para cualquier € > existe un numero N > tal que 



v-° 



si x > N entonces 
o si x > N entonces | x j r > — 



< € 



o equivalentemente, puesto que r > 0, 

ii / ] \V r 
si x > N entonces \x\ > I — J 

Para que lo anterior se cumpla, se toma N = (1/e) 1 ^- Asi, 



» - ar 



y x > N entonces 



x r 







< € 



Esto demuestra el inciso (i). ■ 

La demostracion del inciso (ii) es analoga a la demostracion del inciso 
(i) y se deja como ejercicio (vease el ejercicio 62). 
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[0,1001 por [-1,3] 
2x + 5 

y - ^ 
FIGURA 3 




[-80, 0] por [-0.25, 0] 



/(*) - 



2x* 



+ 5 



4* J - 1 
FIGURA 4 



► EJEMPLO 7 Sea 

/W 2x + 5 
Determine lim f(x) y apoye la respuesta graficamente. 

Sol UC l6n A fin de aplicar el teorema 13 de limites, se divide el nume- 
rador y el denominador entre jc, obteniendose 

3 



4 - 



lim 



4jc - 3 
2x + 5 


lim x- 

*-+" 2 + 1 
a: 

lim 4 - lim 3 


lim - 

*-* + <*> JC 




lim 2 + lim 5 

JC-+ + M J-4 + OO 

4-3-0 


lim i 

jt-* + ~ JC 



2 + 5-0 

= 2 

Se apoya la respuesta al trazar la grafica de / y la recta y = 2 en el 
rectangulo de inspeccion de [0, 100] por [-1,3], como se muestra en la 
figura 3. ^ 

► EJEMPLO 2 Se7 ~ 

Determine lim /(jc) y apoye la respuesta gr&ficamente. 

Solution Con el fin de aplicar el teorema 13 de limites, se divide el 
numerador y el denominador entre la potencia mas grande de x que ocurra 
en el numerador o denominador, la cual es jc 3 . 



lim 



2x 2 - x + 5 
4x 3 - 1 


1 __L + J_ 

lim * * 2 . xi 

'-*— 4 L 

* 3 

lim 2 • lim lim 


— =- + lim 5 

X L x->—» 


lim -L 




lim 4 - 
2-0-0 + 5-0 


lim -L 

*-*-- JC J 





= 

La figura 4, que muestra la grafica de/en el rectangulo de inspeccion 
de [-80, 0] por [-0.25, 0], apoya la respuesta, ^ 



► EJEMPLO 3 

3x + 4 



Sea 



*W = 



V2* 2 - 5 
Determine lim g(x) y apoye la respuesta grdficamente. 
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Solution Como el mayor exponente de x es 2 y se tiene bajo el signo 
radical, se divide el numerador y el denominador entre V? ", que equivale 
a | jc | . Al efectuar la division se tiene, 



lim 3x + 4 = lim 



3jc + 4 



*^ + ~ 42^ 



- + " V2^ 2 - 5 



3jc + 4 



lim -i-~ 



rl Ul 



Debido a que jc — » +oo, jc > 0; por tanto, | jc | = jc. Asi se tiene 




[2, 100] por [2,3] 
3* + 4 



fix) 



FIGURA 5 



lim 



*- >+ ~ Vic 



3*^ = lim 

2 _ c *-»+« 



3£ 4 



lim 3 + lim 4 • lim ( — J 
J lim 2 - lim 5 ■ lim (-Q 

y !-> + « X— > + » *" > + "'\JC / 



3 + 4-0 

*~ V2 - 5 • 
3 

" V2 

A fin de apoyar graficamente la respuesta, se trazan las graficas de g y 
de la recta y = 3/V2 en el rectangulo de inspection de [2, 100] por [2, 3], 
como se muestra en la figura 5. 4 

W EJEMPLO 4 Para la funcion del ejemplo 3, determine 
lim g(x) y apoye la respuesta graficamente. 

Solution De nuevo se inicia dividiendo el numerador y el denomina- 
dor entre | x \ . 



3jc { 4 



lim 



3jc + 4 
42x^1 



lim 

x— »-« 



Puesto que x — > - oo, jc < 0; por tanto, | jc | = -jc. Se tiene, entonces, 



i*. + A. 
Hm 3x + 4 = Um ^ =2L 



x - > — V2^ 



-^ 



lim (-3) - lim -4 • lim 



lim 2 - lim 5 ■ lim -^ 

x->— x->-~ jc->-« jc^ 
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4 • 




[-100,-2] por [-2.5,-1.5] 

3jc + 4 



sU) = 



4lx 2 - 5 

'-* 

FIGURA6 



V2 - 5 ■ 
3 

V2 



La figura 6 muestra la grafica de g y la recta y = -3/V2 en el rec- 
tangulo de inspection de [-100,-2] por [-2.5,-1.5], la cual apoya la 
respuesta. ^ 

A continuation se consideraran limites "infinitos" al infinito mediante 
definiciones formales para cada uno de los siguientes limites: 



lim fix) = + oo 
lim f(x) = -co 



lim fix) = +oo 
lim /(jc) = -oo 



Por ejemplo, lim /(*) = +oo si la funcion / est& definida en algun in- 
tervalo abierto (a, + oo) y si para cualquier niimero N > existe un nri- 
mero M > tal que si x > M, entonces fix) > N, Las otras definiciones 
se dejan como ejercicio (consulte el ejercicio 61). 



► EJEMPLO 5 



Determine 



lim -^— - 

*->+~ jc + 1 



Solution Si se divide el numerador y el denominador entre jc 2 , se obtiene 



lim 



= lim 



1 



'A 



x + 1 

x X* 

Al evaluar el limite del denominador se tiene 

lim ( - + -V) = lim - + lim -L 

= + 
= 

Por tanto, el limite del denominador es 0, y el denominador se aproxima a 
a travel de valores positivos. 

El limite del numerador es 1, y asi, por el teorema 12(i) de limites 
(1.7.4), se tiene 



lim 



♦+~ x + 1 



+ 00 



► EJEMPLO 6 



Calcule 



lim 



2x 



jc-»+~ 3jc + 5 

Solution 



lim 



2x 



3x + 5 



= lim 



jt-»+« 3_ 5 
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Urn f{x) = b 
FTGURA 7 



lim f(x) = b 
FIGURA 8 



\}™j{x) = b 
FIGURA 9 



Los limites del numerador y del denominador se consideran por separado: 

lim f 1 - 1 ) = lim - - lim ] lim f 1 + ~ ) = lim - + lim 

x->+~\JC / *-> + » JC *-» + «<. *-» + «. y x X / Jf->+™ X Jt-> + « 



y = b 



y = b 



y = b 



= - 
= -1 



-0 + 

= 



Por tanto, se tiene el limite de un cociente en el que el limite del nume- 
rador es -1 y el limite del denominador es 0, cuando el denominador se 
aproxima a a traves de valores positivos. Por el teorema 12 (iii) de limites, 



lim 



2x 



3* + 5 



En la seccion 1 .7 se estudiaron las asintotas verticales de una grafica 
como una aplicacion de los limites infinitos. Las asintotas horizontales pro- 
porcionan una aplicacion de Los limites al infinito. 



3.7.4 Definition de asintota horizontal 



La recta y - b es una asintota horizontal de la grifica de la funci6n 
/si al menos una de las proposiciones stguientes es verdadera: 

(I) lim f(x) = b, y para algun ntimero N, si x > N t entonccs 

(ii) lim f{x) - b, y para algiin numero N t si x < N, entonces 
J\xt . -v 



Km/to - b 
FIGURA 10 



y = b \> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Cada una de las figuras 7 a 10 
muestra la grafica de una funcion para la cual la recta y = b es una asintota 
horizontal. En las figuras 7 y 8, se aplica el inciso (i) de la definicion 3.7.4, y 
para las figuras 9 y 10, el inciso (ii) es verdadero. Los dos incisos (i) y (ii) se 
cumplen para la funcion de la figura 1 1 . 

La figura 12 muestra la grafica de una funcion / para la cual 
lim f(x) — b, pero no existe ningun numero N tal que si x > TV, enton- 
ces f(x) * b. En consecuencia, la recta y = b no es una asintota horizontal 
de^ la grafica de /. Un ejemplo de este tipo de funciones se presenta en el 
ejercicio 63 de la seccion 5.4. ^ 



lim f(x) = b y lim f{x) 
FTGURA 11 




y = b 



FIGURA 12 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Al principio de esta seccion se 
motivo la definicion de limites al infinito con la funcion definida por 



fix) = 



2x 2 



+ 1 



y se mostro que lim f(x) y lim f(x) son igual a 2. Por tanto, la recta 

X— > + « X — >-« 

y - 2 es una asintota horizontal de la gr&fica de / La grafica trazada junto 
con la recta y = 2 en las figuras 1 y 2 apoyan este hecho. A 



► EJEMPLO 7 

de la funci6n definida por 



Obtenga las asintotas horizontales de la giifica 



fix) = 



VI^Ti 
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y utilicelas para dibujar la grafica de/. Apoye los resultados trazando la gra- 
fica defy las asintotas en el mismo rectangulo de inspeccion. 

Solution Primero se considerara el limite lim /(jc). 

X — >+» 

lim /(jc) = lim . 
Al dividir el numerador y el denominador entre Vjc^ se tiene 




fix) = 



lim 



V^TT 



= lim 



= lim 



X 2 X 2 



X 



Puesto que x — > +oo, x > 0; por tanto, \x\ = x. Asi, 
lim 



lim . A 
*-»■*- V* 2 + 1 



1 + 



1 



lim 1 



lim I + lim 



I 



/l + 



- 1 

En consecuencia, por la definicion 3.7.4(i), la recta y — 1 es una asintota 
horizontal de la grafica de/. 

Ahora se considerara el limite lim /(*), de nuevo se dividira el nume- 

X— >-oo 

rador y el denominador entre V*^ que equivale a | jc | . Como jc — » -oo, 
x < 0; por lo que | jc | = -x. Entonces se tiene 



FIGURA 13 



■■ 



[-3, 3] por [-2, 2] 

ft*) - ~^= 

■ix 2 + 1 

y = \ y y = -\ 

FIGURA 14 



lim f(x) - lim 



1 + 



1 



lim (-1) 



lim 1 + lim —*■ 



-1 

VTTT) 

= -1 

De acuerdo con la definicion 3.7.4(ii), la recta y = -1 es una asintota ho- 
rizontal de la grafica de/. 

Con las dos asintotas horizontales como guias, de dibuja la grafica de/ 
obteniendose la figura 13. Con el fin apoyar los resultados obtenidos, se 
traza la graTica de/y las rectas y = 1 y y = -I en el rectangulo de inspec- 
ci6n de [-3, 3] por [-2, 2], como se muestra en la figura 14. 4 
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A continuacidn se definira el termino asintota oblicua, aquella que no 
es vertical ni horizontal. Observe que la definicion de asintota horizontal es 
un caso especial. 



3.7.5 Definicion de asintota oblicua 



La grafka de [a funrion / tie ne la recta y = mx + b como una asin- 
tota oblicua si alguna de las proposiciones stguientes es verdadera; 

(i) Hni [fix) - (mx + bj] = 0, y para algtfn ntimero M > 0, 

f{x) * mx + b siempre que x > M\ 
(ii) lim \f{x) - (mx + b)] - 0, y para algfiu numero M < 0, 

f(x) * mx + b siempre que x < M . 



El inciso (i) de la definicion indica que para cualquier € > 0, existe un 
numero A^ > tal que 

si x > N entonces < \f(x) - (mx + b)\ < € 

esto es, se puede hacer que el valor de funcion/(jc) este tan cerca del valor de 
mx + b como se quiera tomando x suficientemente grande. Este enunciado es 
consistente con la nocion intuitiva de asintota de una grafica. Se tiene un 
enunciado similar al anterior para el inciso (ii) de la definicidn. 

La grafica de una funcion racional de la forma P(x)jQ(x), donde el 
grado del polinomio P(x) es mayor en 1 que el grado de Q(x) y Q(x) no es 
factor de P(x), tiene una asintota oblicua. Para demostrar esto, se considera 
f(x) = P(x)jQ(x) y se divide P(x) entre Q(x) a fin de expresar f(x) como la 
suma de una funcion lineal y una funci6n racional; esto es, 

m = mx + b + m. 

donde el grado del polinomio R(x) es menor que el grado de Q(x). Entonces 

f(x) -(mx + b)= gg (1) 

Cuando el numerador y el denominador de R(x)/Q(x) se dividen entre la 
potencia mas grande de jc que aparece en Q(x) y se tendra un termi- 
no constante en el denominador y todos los demas t6rminos del denominador, 
y cada termino del numerador, sera" de la forma kjx r donde k es 
una constante y r es un numero entero positivo. Por tanto, con forme x -> + oo, 
el limite del numerador sera cero y el limite' del denominador sera una 
constante, De este modo, lim R(x)lQ(x) — 0. En consecuencia, de (1) se 
tiene 

lim [f(x) - (mx + b)] = 

de donde se concluye que, por la definicion 3,7.5, la recta y = mx + b es 
una asintota oblicua de la graTica de/. 



► EJEMPLO 8 



Sea 
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Determine las asintotas de la graTica de h. Apoye los resultados trazando la 
grdfica de h y sus asintotas en el mismo rectangulo de inspecci6n. 



Solution Como 



lim h(x) = -oo 



lim h{x) = +oo 



la recta jc = 1 es una asfntota vertical. No existen asintotas horizontals 
porque si el numerador y el denominador de h(x) se dividen entre jc 2 , se 
obtiene 



1 + 




[-10, 13.5] por [-6, 9.7] 

h(x) = r 

x - 1 

jt = 1 y y = x + 1* 

FIGURA 15 



1 



y conforme jc -> +oo o jc — > -oo, el limite del numerador es 1 y el limite 
del denominador es 0. Sin embargo, el grado del numerador de h{x) es 
mayor en 1 que el grado del denominador, y cuando se divide el numerador 
entre el denominador se obtiene 

h(x) = x + 1 + —^- 



Por tanto, la recta v = jc + 1 es una asfntota oblicua. 

La figura 15, que muestra la grdfica de h y las asintotas trazadas en el 
rectangulo de inspecci6n de [-10, 13.5] por [-6, 9.7], apoya los resultados 
obtenidos. - 4 



EJERCICIOS 3.7 



En los ejercicios 1 a 10, haga lo siguiente: Con la ayuda de 
la calculadora, tabule los valores de /(jc) para los valores in- 
dicados de x. (a) lA que valor parece que se aproxima f(x) 
conforme x crece sin limite? (b) lA que valor parece que se 
aproxima fix) conforme x decrece sin limite? (c) Apoye las 
respuestas de los incisos (a) y (b) trazando la grdfica de f 
(d) Confirme la respuesta del inciso (a) determinando el 
lim /(jc). (e) Confirme la respuesta del inciso (b) determi- 

jr-> + ™ 

nando el lim /(jc). 

x— ►-■*> 

1. /(jc) = 4"; x es igual a 1, 2, 4, 6, 8, 10, 100, 1 000 y jc 
es igual a -1, -2, -4, -6, -8, -10, -100, -1 000. 

2. f{x) - —■ ; jc es igual a 1, 2, 4, 6, 8, 10, 100, 1 000 y jc 
es igual a -1, -2,-4, -6, -8, -10, -100, -1 000. 

3. f{ x ) = -1- ; jc es igual a 1, 2, 4, 6, 8, 10, 100, 1 000 y jc 

es igual a -1,-2, -4, -6, -8, -10, -100, -1 000. 

4. fix) = -\\x es igual a 1, 2, 4, 6, 8, 10, 100, 1 000 y jc 

es igual -1, -2, -4, -6, -8, -10, -100, -1 000. 



5. /W = - 



3x 2 



x l + 1 



; jces igual a 0, 1,2, 4, 6, 8, 10, 100, 1 000 



6. fix) 



-; jc es igual a 2, 4, 6, 8, 10, 100, 1 000 



x 5 + 2 
y x es igual a -2, -4, -6, -8, -10, -100, -1 000. 

fix) = A 2 X x + _\ \x es igual a 2, 6, 10, 100, 1 000, 10 000, 

100 000 y jc es igual a -2, -6, -10, -100, -1 000, -10 000, 
-100 000. 

5x - 3 



8. fix) 



r ;jcesiguala2,6, 10, 100, 1 000, 10 000, 



10jc + 1 ' 

100 000 y jc es igual a -2, -6, -10, -100, -1 000, -10 000, 
-100 000. 

9. fix) = ±AP~ ; jc es igual a 2, 6, 10, 100, 1 000, 10 000, 

100 000 y jc es igual a -2, -6, -10, -100, -1 000, -10 000, 
-100 000. 

JC 2 

10. fix) = -^-r ; jc es igual a 2, 6, 10, 100, 1 000, 10 000, 

j JC + 1' & 

100 000 y jc es igual a -2, -6, -10, -100, -1 000, -10 000, 
-100 000. 
- En los ejercicios 11 a 30 determine el limite y apoye la respues- 
ta grdficamente. 



y jc es igual a -1, -2, -4, -6, -8, -10, -100, -1 000. 



11. 
13. 
15. 

17. 



lim 

t— » + «■ 


It + 
5t - 


1 
2 






lim 


2x + 7 
4- 5jc 






lim 


lx 2 


- 2jc 


+ 


1 


3x 2 


+ 8jc 


+ 


5 


lim 


x + 4 







*->+- 3jc z - 5 



12. 
14. 
16. 
18. 



6jc 



!_»-* 3jc + 1 
1 + 5jc 
, 2 - 3jc 
4s 2 + 3 



lim 



lim 



j->— 2s 2 - 1 
" + 5 



lim 
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19. 


lim 




_v-> + = 


21. 


lim 




*-»-« 


23. 


lim 




?-»+« 


25. 


lim 




j — >-e 


27. 


lim 



2* 2 - 


3? 




J + 


1 




4* 3 + 


2* 2 


- 5 


8* 3 


+ j: + 


2 


2^ 3 - 


4 





5j + 3 



V* 2 + 4 



22. 
24. 
26. 

28. lim 



lim 

— >+« 


* 2 - 2*<+ 5 


7* 3 + jc-+ 1 


lim 

— » + oc 


3* 4 - lx 2 + 2 


2jc' 4 + 1 




5* 3 - 12fjc + 7 



4* 2 



Vj 2 + 4 



jc + 4 



29. 



lim 



2w + 3 



w + 5 



30. 



lim ^i 



2/ 



£h los ejercicios 3 J a 34, realice lo siguiente: (a) trace la grd- 
fica de la funcion f y haga una proposition acerca del com- 
portamiento aparente de fix) conforme x crece sin limite. (b) 
Confirme analiticamente la respuesta del inciso (a) calculando 
el lim /(jc). 



31. fix) = V* 2 + 1 - x 

32. f(x) = 4x 2 + x - x 



33. f(x) = V3* 2 + x - 2x 

^jx + tJx + 4* 



34. f(x) 



V-FT7 



En los ejercicios 35 a 46, determine las asintotas de la grdfica 
de la funcion y utilicelas para dibujar la grdfica. Apoye los 
resultados trazando la grdfica y las asintotas en el mismo rec- 
tdngulo de inspection. 



35. f(x) = 



2x + 1 



36. h{x) = 1 + -y 



37. g(x) = 1 

39, f(x) =-- 

41. G(x) = - 

43. A(jc).= 

45. fix) = 



Ax 1 



: 2 -9 
2x 



6x 2 + 11* - 10 
4* 2 



38. f(x) 

40. g(x) = 

42. Fix) = 

44. hix) = 



4 - 3x 

x + 1 



-3jc 



V?TT 



fx 2 "^. 



46. fix) 



V* 2 + 5x + 6 



En los ejercicios 47 a 54, determine las asintotas de la grdfica 
de la funcion. Apoye los resultados trazando la grdfica y las 
asintotas en el mismo rectangulo de inspection. 

- 2 - 2 - 3jt + 2 



47. f(x) 
49. fix) = 
51. fix) = 



jc - 1 

x 2 -8 
jc - 3 

x 2 - 4x - 5 ' 

x + 2 



48. fix) 
50. fix) 



x + 4 

x 2 -3 



5, /W = g±$ 



53. fix) 



x 3 + 2x 2 + 4 



54. /(*) 



x s - 4 



£>i /as ejercicios 55 y 56, evalue los limites de los inciso s (a)-(h) 
a partir de la grdfica de la funcion f mostrada en lafigura ad- 
junta y cuyo dominio es (-oo, + oo). 



55. (a) lim /(jc) 
(d) j™_/<*) 
(g) 7m fix) 

x->4 



(b) lim fix) (c) lim fix) 

x->Q- x->0 + 

(e) lim/(jc) (f) Vim fix) 

x->l>+ x->3 

(h) lim fix) 




>- * 



4a) lim fix) 

x— »-» 


(b) lim /(*) 


(c) lim fix) 

JC-»H + 


(d) lim/(jc) 

jc— »0 


(e) lim/(jc) 

j— >1 


(f) Um/(jc) 

*->2 


(g) lim/(jc) 

x->3 


(h) lim fix) 






£« /ojf ejercicios 57 y 58, dibuje la grdfica de una funcion f 
que tenga las propiedades dadas y cuyo dominio sea 
(-oo, + oo). 



57. fi-4) = 0; fi-2) = 0; /(0) 
/(5) = 0; lim fix) 



+ oo; lim /(jc) = 0: 

x->0 

-oo; lim fix) 
lim fix) = -oo 



-3;, lim /(jc) 
Hm /(jc) 

->2 J 



3; /(2) = -3; /(4) - 0; 
0; lim fix) = 



+ oo; 



0; lim /(jc) 



lim /(jc) = 

x->2 + 

+ oo; lim/(jc) = 0; 

jc— >5 



58. fi-5) = 0; /(-3) = 0; fi-2) = 0; /(0) = 0; /(2) 
/(3) - 0; /(4) = 0; lim /(jc) = -oo; lim fix) 

x — > - » j: — > -5 

lim /(jc) = 

Jc->-2 



lim /(jc) 

x->-3 



1; 



lim /(jc) = -oo 
-»o- 
lim fix) = +oo; lim /(jc) = 0; lim /(jc) = -oo 

x-*0+ jt-»2 *->3 

lim /(jc) = 
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59. Demuestre que 



lim 



X^ + oo X ~ 1 

aplicando la definition 3.7. 1 ; esto es, para cualquier € > 
existe un numero N > tal que si jc > W, entonces 



1 



1 < € 



60. Demuestre que 

8* +- 3 



Lim 



2x - 1 



= 4 



aplicando la definition 3.7.2; esto es, para cualquier € > 
existe un numero N < tal que si jc < N, entonces 



8x + 3 
2x - 1 



4 < e 



61. Escriba una definici6n formal para cada uno de los, si- 
guientes lfmites: 

(a) lim f(x) = -oo; (b) lim /(jc) = +oo; 

x— ► + « x— »-<■> 

(c) lim /(jc) = -oo. 

62. Demuestre el inciso (ii) del teorema 13 de lfmites (3.7.3). 



63. Demuestre que lim (jc 2 - 4) - +oo probando que 

X-H-™ 

para cualquier N > existe una M > tal que si 
jc > M, entonces jc 2 - 4 > N. 

64. Demuestre que lim (6 - jc - jc 2 ) = -oo aplicando la 

definition del ejercicio 6 1 (a). 

En /ctf ejercicios 65 a 68, establezca en palabras lo que signi- 
fied el simbolismo indicado sin emplear las palabras limite, se 
aproxima, infinito, crece sin limite o decrece sin limite y sin 
emplear simbolos tales como € , N y M. 

65. lim /(jc) = L 66. lim /(jc) = L 

x— * + «■ x— >-« 

67. (a) lim /(jc) = +oo;(b) lim /(jc) = +oo 

*->+«> jt->-« 

68. (a) lim /(jc) = -oo; (b) lim /(jc) = -oo 

JC-> + « Jf— ►— ™ 

69. Si TV es la medida del peso de un objeto a una distancia 
de jc unidades de la superficie de la Tierra, entonces 



"-(•&]*• 



donde R unidades es la longitud del radio de la Tierra y 
W Q es la medida del peso del objeto a nivel del mar. De- 
termine lim W e indique el significado de este resultado 

X— > + » 

en un viaje espacial. 



3.8 RESUMEN PARA EL TRAZO DE LAS GRAFICAS 
DE FUNCIONES 



Ahora se resumiran los pasos que deben seguirse cuando se dibuje la grdfica 
de una funci6n /. En este resumen tambien se han incorporado las propie- 
dades estudiadas en este capftulo. 



1. Determine el dominio de/. 

2. Deterrni ne las intercepc iones xyy. Cuando de term i ne las i nter- 
cepciones x, tal vez necesite aproximar las rafces de la ecua- 
cibn/fcO = Oenlagraficadora. 

3. Pruebe la simetrfa con re&pecto al eje y y al origen. 

4. Verifique si la gr&fica tieite asfntotas horizon tales, verticales 
u oblictias. 

5. Calcute/'W y/"(x). 

6. Determine Los ntimeros crfticos de/. Estos son los valores de x 
del dominio de/para los que/'(x) no existe o/'(jc) = 0, 

7. Apliquc el criterio de la primera derivada o el criterio de la 
segunda derivada para determinar si en un numero crftico 
existe un valor mlximo relativo, un valor mini mo rclativo o 
no se tiene ningrin extreme relative. 

8. Determine los intervales en los que/es creciente obteniendo 
los valores de jc para los que /'(jc) es positiva; determine los 
intervales en los que / es decree iente obteniendo los valores 
de jc para los que /'CO es negativa* Al local izar los interva- 
les donde /es montftona, tambien verifique los ntimeros erf- 
ticos en los que /no tiene un extremo relativo- 
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0. Determine los mmicros crfticos de f\ esto es, los valores de jr 
para los que/ M (jf) no exi&te o/"(x) = 0, para ohtener los pun- 
tos de inflexion posibtes. En coda uno de estos valores de x 
, ; verifique si f"(x) cambia de signo y si Ja graTica tiene una recta 
■ tangente ah i a fin de determinar si en realidad se tiene un punto 
de inflexion. 
l(h Verifique ta coneavidad de la grafica. Obtenga los valores de 
x para los que f'Xx) es posiliva a fin de obtener puntos en los 
euales la grifica es c6ncava hacia arriba; para determinar 
Eos puntos en los que la grdfica es cdncava hacia abajo obten- 
ga los valores de x en los que/"0r) es negativa. 
11. Caleule la pendiente de cada una de las tangentes de inflexion, 
esto le sera de gran ayuda. 

Se sugiere que incorpore toda la information obtenida en los pasos an- 
teriores en una tabla como se mostro en las secciones 3.4-3.6 y en los ejem- 
plos siguientes. 



La funcion del ejemplo 8 de la seccion 3.7 esta 



► EJEMPLO I 

definida por 

m - 4^f 

Dibuje la graTica de / siguiendo el procedimiento sugerido anteriormente. 
Apoye los resultados en la graficadora. 

Sol UC i6n El dominio de / es el conjunto de todos los numeros reales 
excepto 1. La interception y es -3 y no se tienen intercepciones x. No hay 
simetria con respecto al eje y ni con respecto al origen. 

En el ejemplo 8 de la seccion 3.7, se determino que las rectas jc = 1 
y y = x + 1 son asintotas de la grafica. 

Ahora se calcularan/'(jc) y/"(jc). 

fYr x _ 2x(x - 1) - (x 2 + 3) 
JW ~ (x-l) 2 



x 2 - 2x - 3 
f'Xx) = 



(X - l) 2 

(2* - 2)(x - I) 2 - 2(x - \)(x 2 - 2* - 3) 



(x - l) 4 



8 



(x - I) 3 
Al considerar/'(Jc) = 0, se obtiene 

x 2 - 2x - 3 = 

(jc + 1)(jc - 3) = 

jc = — 1 jc — 3 

/"(jc) nunca es cero. Ahora se construye la tabla 1 considerando los puntos 
en los que jc = -1, jc = 1 y jc = 3, y los intervalos que excluyen estos va- 
lores de jc: 

jc<-1 -1 < jc < 1 1 < jc < 3 3<jc 
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m 



FIGURA 1 




[-10, 13.5] por [-6,9.7] 

/Or) = ii±2 
x - 3 

X — 1 y v = x + 1 

FIGURA 2 



_y 






Si 












n 


h 





[-4.7,4.7] por [-3.1,3.1] 

f{x) = TTT7 

jc = -2 y x - 2 

FIGURA 3 



Tablal 












fix) 


fix) 


rxx) 


Conclusidn 


X < -1 




+ 


~ 


/es creciente; la grafica de/es concava hacia abajo 


x = -1 


-2 





— 


/ tiene un valor m&ximo relativo; la graTica de / es 
concava hacia abajo 


-1 < JC < 1 




- 


- 


/es decreciente; la grafica de/es c6ncava hacia abajo 


X = 1 


n.e. 


n.e. 


n.e. 




1 < x < 3 




- 


+ 


/es decreciente; la grafica de/es c6ncava hacia arriba 


x = 3 


6 





+ 


/ tiene un valor minimo relativo; la graTica de / es 
concava hacia arriba 


3 < jc 




+ 


+ 


/es creciente; la grafica de/es concava hacia arriba 



Si se indican las asfntotas, las rectas tangentes horizontales, se loca- 
lizan algunos puntos, y considerando la informacion de la tabla 1, se dibuja 
la grdfica de/mostrada en la figura 1. 

La figura 2 (la misma que la figura 15 de la seccion 3.7) muestra la 
graTica de / y las asfntotas trazadas en el rectangulo de inspeccion de 
[-10, 13.5] por [-6, 9.7], la cual apoya los resultados. 4 



^ EJEMPL0 2 



Sea 



fix) = 



(a) Determine las asfntotas de la grdfica de/. (b) Trace la graTica de/y sus 
asfntotas en el mismo rectangulo de inspeccion. Estime a partir de la grafi- 
ca lo siguiente: los extremos relativos de/; los puntos de inflexion de la gra- 
fica de /; los intervalos en los que la grafica es creciente y en los que es 
decreciente; los intervalos donde la grafica es concava hacia arriba y los 
intervalos donde es concava hacia abajo. (c) Confirme las estimaciones del 
inciso (b) analfticamente. 

Solucion 

(a) El dominio de/es el conjunto de los niimeros reales excepto ±2. Como 
-2 y 2 se excluyeron del dominio, se calculan los If mites siguientes: 



lim -~ 

*-.2+ x 2 ~ 4 
r-2 



x^2~ x 2 - 4 



lim .. 

X-.-2+ x l - 4 



lim — s 

*->-2- x 2 - 4 



Por tanto, las rectas verticales jc = 2 y jc = -2 son asfntotas de la grafica. 
Como 



lim 



lim 



= 1 



llm 2 A 



= lim 



1 



entonces la recta y = 1 es una asfntota horizontal. La grafica no tiene 
asfntotas oblicuas. 
(b) La figura 3 muestra la grafica de/y las asfntotas trazadas en el rec- 
tangulo de inspeccion de [-4.7, 4.7] por [-3.1, 3.1]. A partir de la graTi- 
ca se pueden hacer las estimaciones siguientes: /tiene un valor maximo 
relativo en el origen; la grafica no tiene puntos de inflexion; / es cre- 
ciente en (-oo, -2) y (-2, 0], y /es decreciente en [0, 2) y (2, + oo); la 
grafica es concava hacia arriba cuando jc esta en (-oo, -2) o en (2, +00), 
y la grafica es concava hacia abajo cuando jc esta en (-2, 2). 
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(c) Para confirmar analiticamente las estimaciones del inciso (b), primero se 
calcula/'(jc) yf"(x): 



/'(*) 



2x(x 2 - 4) - 2x(x 2 ) ,„ , _ ~S(x 2 - 4) 2 + Sx[2(x 2 - 4)(2x)] 



(x z - AY 
-8jc 



(x 2 - 4) 4 



(jc 2 - 4) 2 



24jc 2 + 32 

(x 2 - 4) 3 



Al considerar/'(Jc) = se obtiene x = 0\f"(x) nunca es cero. La tabla 2 
se construye teniendo en cuenta los puntos en los que x = y jc = ±2, 
y los intervalos que excluyen estos puntos: 

x < -2 -2 < jc < < jc < 2 2 < x 

La informaci6n de la tabla 2 confirma las estimaciones. 



Tabla 2 





fix) 


/'(*) 


/"(*) 


Conclusion 


x < -2 




+ 


+ 


/es creciente; la graTica de/es crtncava hacia 
arriba 


x = -2 


n.e. 


n.e. 


n.e. 




-2 < x < 




+ 


~ 


/ es creciente; ta graTica de/es cdncava hacia 
abajo 


* = 








- 


/ tiene un valor maximo relative* 


< x < 2 




~ 


~ 


/ es decreciente; la graTica de / es cdncava 
hacia abajo 


x = 2 


n.e. 


n.e. 


n.e. 




2 < x 




" 


+ 


/ es decreciente; la graTica de / es concava 
hacia arriba 



W EJEMPLO 3 Dibuje la graTica de la funcidn definida por 

fix) = jc 2 ' 3 -- 2* 1 ' 3 

e indique los puntos de inflexi6n. Dibuje un segmento de cada tangente de 
inflexion. 

Solucion Al calcular/'U) yf"(x) se obtiene 



fix) = \x 



_ 2 r -l/3 _ 1-2/3 



f\x) = -\x-*b + lx- 



■5/3 



Como/'(0) no existe, es un numero critico de/. Los otros niimeros criticos 
de/se determinan al considerar/'(jc) = 0. 



= 



3JC 1 ' 3 3jc 2 ' 3 

2jc i/3 -2 = 
jc 1 ' 3 = 1 

JC = 1 

De este modo, 1 tambien es un numero critico. Se puede determinar si exis- 
te un extremo relativo en 1 aplicando el criterio de la segunda derivada. No 
se puede utilizar este criterio en el numero critico porque /'(0) no existe. 
Sin embargo, se aplica el criterio de la primera derivada en jc = 0. La tabla 3 
muestra los resultados obtenidos al emplear estos criterios. 



264 CAPJTUIQ3 COMPORTAMIENTO DE LAS FUNCIONES Y DE SUS GRAFICAS, . 



Debido a que f"(0) ncexiste, entonces (0,0) puede ser un punto 
de inflexi6n. Para obtener otros puntos de inflexion posibles se considera 
f"(x) = 0. 




m 



Ix 1 ' 



FIGURA 4 



= 



9jr 4/3 9jf 5/3 

-2x l/3 + 4 = 

x& - 2 

x = 8 

Para determinar si existen puntos de inflexion donde x = y x - 8, 
se verifica si f'\x) cambia de signo; y al mismo tiempo se revisa la conca- 
vidad de la graTica en los intervalos respectivos. La grafica debe tener una 
recta tangente en cada punto de inflexion. En el origen existe una recta tan- 
gente vertical porque 



\imf\x) = 

x^0 J 



lim 



2* 1 ' 3 



3x 



2/3 



La tabla 3 resume los resultados y a partir de ellos se obtiene la graTica 
de/dibujada en la figura 4, la cual muestra tambien un segmento de la tan- 
gente de inflexion en el punto (8, 0). La recta tangente en el otro punto de 
inflexi6n, el origen, es el eje y. 



7bbla3 












fix) 


/'(*) 


fix) 


Conclusion 


x < 




- 


- 


/es decreciente; la grifica de/es concava hacia abajo 


jc = 





n.e. 


n.e. 


/ no tiene extremo relativo; la grafica de / tiene un 
punto de inflexion 


< x < 1 




- 


+ 


/es decreciente; la grdfica de/es c6ncava hacia arriba 


X = 1 


-1 





+ 


/ tiene un valor minimo relativo; la grafica de / es 
c6ncava hacia arriba 


1 < x < 8 




+ 


+ 


/es creciente; la graTica de/es concava hacia arriba 


x = 8 





J. 





/es creciente; ta grafica de/tiene un punto de inflexion 


8 < x 




+ 


- 


/ es creciente; la grifica de / es concava hacia abajo 



Cuando trace la grafica del ejemplo 3 en la graficadora, observe que no 
revela el punto de inflexion en (8, 0) o el cambio de concavidad en ese 
punto. Esta situaci6n prevalece para las graficas de la mayorfa de las funciones 
trazadas en la graficadora. Sin embargo, frecuentemente, al trazar la grafica 
de NDER2, se puede estimar un punto de inflexi6n, y en consecuencia, 
donde la concavidad cambia. Esta informaci6n se puede confirmar analiti- 
camente. El ejemplo siguiente muestra este procedimiento. 



► EJEMPLO 4 

f(x) = 5jc 2/3 - x 513 



Sea 



(a) Trace las graficas de /, NDER(/(jc), jc) y NDER2(/(jc), jc) en rectangu- 
los de inspecci6n separados y estime lo siguiente: (i) los extremos relativos 
de/; (ii) los intervalos en los que/es creciente y en los que es decreciente; 
(iii) los intervalos donde la grafica de / es concava hacia arriba y donde 
lo es hacia abajo; (iv) los puntos de inflexi6n de la grafica de/. (b) Confirme 
las estimaciones del inciso (a) analfticamente. 
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, 10.8] por [-3,9.4] 
/(*) = 5* 2 ' 3 - x 5 ' 3 
FIGURA 5 




[_9.4, 9.4] por [-7.2, 5.2] 

NDER (5jc 2/3 - jc 5 ' 3 , x) 

FIGURA 6 




[-6, 6] por [-4, 4] 

NDER2 (5X 2 ' 3 - jc 5 ' 3 , x) 

FIGURA 7 



Solucion 

(a) La gr£fica de/trazada en el rectangulo de inspecci6n de [-8, 10.8] por 
[-3, 9.4] y la graTica de NDER(/(jc), jc) trazada en el rectangulo de 
inspecci6n de [-9.4, 9.4] por [-7.2, 5.2], se muestran en las figuras 5 
y 6, respectivamente. 

(i) De la figura 5 se estima que / tiene un valor minimo relativo en 
x = y de las figuras 5 y 6, /tiene un valor maximo en jc = 2. 

(ii) De la figura 6, como/'(jc) < cuando jc < y cuando jc > 2, se 
estima que/es decreciente en los intervalos (-oo, 0] y [2, + oo). 
Tambten de la figura 6, como f\x) > cuando < jc < 2, se 
estima que/es creciente en el intervalo [0, 2]. Estas estimaciones 
son consistentes con lo que se observa en la graTica de/de la fi- 
gura 5. 

(iii) De la figura 5, la graTica de/parece ser c6ncava hacia abajo cuan- 
do jc > 0. No se tiene seguridad acerca de la concavidad o de los 
puntos de inflexi6n cuando jc < 0. Por tanto, se necesita investi- 
gar la grafica de NDER2(/(jc), jc), la cual esta trazada en el rec- 
tangulo de inspecci6n de [-6, 6] por [-4, 4] en la figura 7. A partir 
de esta grafica, / "(jc) > cuando jc < -1 y /"(jc) < cuando 
-1 < jc < y cuando jc > 0. De este modo se estima que la grd- 
fica de/es c6ncava hacia arriba cuando jc < -1 y c6ncava hacia 
abajo cuando -1 < jc < y cuando jc > 0. 

(iv) Como /"(-l) = y la grafica de / cambia de concavidad en 
jc = -1, se estima que la graTica de/ tiene un punto de inflexi6n 
enjc = -1. 

(b) Ahora se confimardn las estimaciones analfticamente. Considerando 
/(jc) - 0, se obtienen los ceros de / los cuales son y 5, es decir, las 
intercepciones jc de la graTica. A continuaci6n se calculan/'(jc) y/"(jc): 



/'<*) = 



10-1/3 

3 * 



5 r 2/3 



/"(*) 



.10,-4/3 _ JO-1/3 



-^(2 - JC) 



■ l ix-*l\l 



9 ' 
+ X) 



Cuando jc = 0, /'(jc) y /"(jc) no existen. Al considerar /'(jc) = se 
obtiene jc = 2. Por tanto, los numeros criticos de / son y 2. A partir 
de/"(jc) = se obtiene jc = -1. Al construir la tabla 4 se consideraron 
los puntos en los que jc es igual a -1, y 2, y los intervalos siguientes: 



(-1,6) 




jc < -1 



-1 < jc < 



0<jc<2 2<jc 



fix) = 5* 2 ' 3 - x 51 ' 
FIGURA 8 



Tabla 4 





fix) 


fix) 


fix) 


Conclusion 


x < -1 




~ 


+ 


f es decreciente; la graiica de / es cdncava 
hacia arriba 


x = -1 


6 


-5 





/ es decreciente; la grafica de / tienen un 
punto de inflexion 


-1 < jc < 




— 


— 


/es decreciente; la grffica de/es cdncava 
hacia abajo 


x = 





n.e. 


n.e. 


/tiene un valor minimo relativo 


< x < 2 




+ 


- 


/es creciente; la grafica de/es concava ha- 
cia abajo 


x = 2 


3^4 - 4.8 





- 


/ tiene un valor maximo relativo; la grafi- 
~ ca de/es cdncava hacia abajo 


2 < x 








/es decreciente; la grafica de/es cdncava 
hacia abajo 
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A partir de la informacion de la tabla 4 y localizando algunos puntos, se 

dibuja la graTica de/mos.trada en la figura 8. La tabla y la grafica confirman 

. las estimaciones del inciso (a), ^ 



EJERCICIOS 3.8 



En los ej'ecicios 1 a 24, dibuje la grdfica de f determinando 
prime ro lo siguiente: los extremes relativos de f; los puntos de 
inflexion de la grdfica de f; los intervalos en los que f es cre- 
ciente y en los que es decreciente; los intervalos donde la grdfi- 
ca de f es cdncava hacia arriba y donde lo es hacia abajo; la 
pendiente de las tangentes de inflexion; y las asintotas vertica- 
les, horizontales y oblicuas, en caso de que tenga. Incorpore 
esta informacidn en una tabla similar a las de esta seccion. 
Apoye los resultados en la graficadora. 

1. f(x) = jc 4 - 3jc 3 + 3jc 2 + 1 

2. fix) = \x 4 - x 3 

3. fix) = {x 4 y „ 

4. f(x) = x 4 - 4jc 3 + 16* 



fix) 
fix) 



+ 3x l 



7. /<*) = 

8. fix) = 

9. f(x) = 

10. f(x) = 

11. fix) - 



{x 4 - 2x 3 

3jc 4 + 4jc 3 + 6x 2 

x 2 si x < 
2x 2 si < jc 



+ 2 
- 4 



2ix 
ix- 



-l) 3 
D 4 



si x < 1 

si 1 < jc 



si jc < 

si s jc 

si jc < 

si < jc 



3<x - 2) 2 



(2 - jc)- 

12. fix) = 3jc 5 + 5x 3 

13. fix) = (jc + l) 3 (jt - 2) 2 

14. fix) = jc 2 (jc + 4) 3 



si jc < 2 
si 2 < jc 



IS. fix) 



senjc si < x < Jtt 

sen(x - ~k) si ~k < jc s K 



16. fix) 



17. fix) 



cos x 
cos(^ 



si -k < x < 
jc) si < jc < % 



19. fix) = -j 
21. fix) 



jc - 1 

x 2 + L 



18. fix) = 



jc' - 1 

2jc 

X 2 + 1 



x z + 1 

jc- 3 
20. fix) = -ji— 



22. fix) 



x z - 1 



23. fix) = (jc + 1) 2/3 (jc - 2) 1/3 



24. fix) 



x 2 - 9 



En los ejercicios 25 a 32, (a) trace las grdficas de f 
NDER(/(jc), jc) y NDER2(/(jc), x) en rectdngulos de inspec- 
cidn separados y estime lo siguiente: (i) los extremos relati- 
vos def; (ii)los intervalos en los quefes creciente y en los que 
es decreciente; (Hi) los intervalos donde la grdfica es cdncava 
hacia arriba y donde lo es hacia abajo; (iv) los puntos de in- 
ftexidn de la grdfica de f (b) Confirme las estimaciones del 
inciso (a) anaiiticamente e incorpore la informacidn en una 
tabla semejante a la tabla 4 de esta seccion. A partir de la 
informacion de la tabla dibuje la grdfica defy compdrela con 
la grdfica deftrazada en el inciso (a). 



25. 


fix) = jc 4 + 2jc 3 - 13jc 2 - 14jc + 24 


26. 


fix) = 2x 4 - 15jc 3 + 32jc 2 - 12jc - 16 


27. 


fix) = |25 -jc 2 | 28. fix) = 3 3 V*~-x 


29. 


fix) = 4x j/i + jc 4/i . 30. fix) = x^A- x 



31. fix) = sen x + cos jc, jc e {-it, k] 

32. fix) = 3sen2x - 5cos2jc,jc e[-^ ±k] 

33. Antes de dibujar la grdfica de una funci6n aplicando Los 
pasos listados al principio de esta seccidn, £por qu6 es 
conveniente incorporar epta informacidn en una tabla? 



3.9 APLICACIONES ADICIONALES SOBRE EXTREMOS 
ABSOLUTOS 

A fin de aplicar el teorema del valor extremo para determinar los extre- 
mos absolutos de una funcion, la funci6n debe ser continua en un intervalo 
cerrado. En la seccidn 3.2 las aplicaciones trataron sobre tales funciones. 
Ahora se considerarin aplicaciones que involucran extremos absolutos para 
las cuales no puede emplearse el teorema del valor extremo. Sin embargo, 
primero se presentara" un teorema, el cual en ocasiones es titil para deter- 
minar si un extremo relativo es un extremo absolute 
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(c,f(c)) 




Para ilustrar el teorema, refierase a las funcidnes cuyas graTicas se pre- 
sentan en las figuras 1 y 2. Cada una de estas funciones es continua en el inter- 
valo / y tiene solo un extremo relative /(c), en /. En los dos casos el teorema 
siguiente garantiza que el extremo relativo es un extremo absoluto. 



3.9 T Teorema 



Suponga que la funci6n/es continua end intervaJo /que contiene aJ 
numert} c. Si f(c) es un extremo relativo de/en / y c es el tinico nuirie- 
ro en / para el cual / tiene un extremo relativo, entonces f(c) es un 



extremo absoluto de/en L 



: 



FIGURA 1 




FIGURA 2 




FIGURA 3 



La demostracion de este teorema se presentara al final de la secciqn. 

El teorema 3.9.1 se emplea en los ejemplos siguientes, los cuales tratan 
con aplicaciones en las que se requiere un extremo absoluto pero no puede 
aplicarseles el teorema del valor extremo. En el primer ejemplo se trata de la 
situation del ejemplo 5 de la seccion 1.3. Refierase a este ejemplo en este 
momento. 

W EJEMPLO I Si un envase de hojalata cerrado de 60 pulg 3 de 
volumen tiene forma de cilindro circular recto, determine analfticamente el 
radio de la base del envase si se emplea la minima cantidad de hojalata en 
su elaboracion. 

Solution La figura 3 muestra el envase cilindrico donde el radio de la 
base mide r pulgadas. Se determinant el radio de la base para el cual el area 
de la superficie total del envase es un minimo absoluto. En el ejemplo 5 de 
la secci6n 1 .3, se mostro que si S(r) pulgadas cuadradas es el area de la super- 
ficie totals entonces 



S(r) = 



120 



iKr 2 



El dominio de S es (0, -f oo) y S es continua en su dominio. 
Para terminar cualquier extremo relativo de S se calculan las derivadas 
primera y segunda de S: 



S'(r) = --^p + Anr S"{r) 



240 
.3 



+ An 



Observe que S'(r) no existe cuando /■ = Oy que no pertenece al dominio 
de S. Por tanto, los unicos numeros criticos son aquellos que se obtienen al 
considerar S'(f) = 0, de donde se tiene 



4k r 3 = 120 



= 3f30 



:VA1^. 'h 



En consecuencia, ^J3Q!k es un numero crftico de S. Se aplica el criterio de 
la segunda derivada, y los resultados se resumen en la tabla 1 . 



Tablal 










S'(r) 


S"(r) 


Conclusion _ 


r= M 





+ 


S tiene un valor minimo relativo 
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Debido a que 5 es continue en su dom inio y el tinico extremo relativo de 
S en su dominio se tiene en r *= ^30 Ik , se concluye, por el teorema 3.9.1, 
que este valor minimo relativo de S es su va lor mf nimo absoluto. 

Al aproximar a centdsimos se tiene ^/30/tf ~ 2.12 , lo cual es acorde 
con la respuesta del ejemplo 5 de la section 1.3. 

Conclusion: La minima cantidad de hojalata se empleara en la elaboration 
del envase cuando el radio de la base sea v30/;r pulg - 2.12 pulg. 4 



ypulg 




J pulg 



FIGURA 4 




[0, 20] por [1 000, 5 000] 



C(x) = 6x 2 + 



12 000 



FIGURA 5 



W EJEMPLO 2 Una caja cerrada con base cuadrada tiene un vo- 
lumen de 2 000 pulg 3 . El material de la tapa y de la base cuesta 3 centavos la 
pulgada cuadrada mientras que el material para los lados cuesta 1 .5 centavos 
la pulgada cuadrada. Estime en la graficadora las dimensiones de la caja de 
modo que el costo total del material sea minimo. Conflrme la estimation 
analfticamente. 

Solution Sean x pulgadas la longitud de un lado de la base cuadrada y 
C(x) dolaresel costo total del material. El area de la base es x 2 pulgadas 
cuadradas. Sea y pulgadas la profundidad de la caja. Vea la figura 4. Puesto 
que el volumen de la caja es el producto del area de la base y la profundidad, 
se tiene 

x 2 y = 2 000 

y = 25£ (1) 

X L 

El numero total de pulgadas cuadradas de las areas de la tapa y de la base 
es 2jc 2 , y el de los lados es 4xy. Por tanto, el numero de centavos del costo 
total del material es 

3(2jc 2 ) + l(4xy) 
Al sustituir y de (1 ), se tiene 

C(x) = 6x 2 + 6jc(^5) 

C(x) = 6x 2 + HOW 

El dominio de C es (0, +oo). La figura 5 muestra la graTica de C trazada 
en el rectangulo de inspeccion de [0, 20] por [1 000, 5 000]. Se estima que el 
punto mas bajo de la grafica se obtiene cuando x = 10. De (1), si x = 10, 
y = 20. Por tanto, se estima que el lado de la base del cuadrado debe medir 
10 pulg y la profundidad debe ser de 20 pulg para que el costo del material 
se mfnimo. 

Para confirmar la estimacion analfticamente, se calcula C'(x) y C"(x): 



C'(x) = 12jc - 



12 000 



C"(x) = 12 + 



24 000 



Observe que C'(x) no existe cuando x = y que no pertenece al do- 
minio de C. Por tanto, los tinicos numeros criticos son aquellos que se ob- 
tienen al considerar C'(x) = 0, de donde se tiene 

n 12 000 n 
12jc - = — = 



jc 3 = 1000 
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La linica solucidn real de esta ecuacidn es 10. De este modo, el unico 
numero critico es 10. Para determinar si C(10) es un valor mfnimo relativo 
para C, se aplica el criterio de la segunda derivada, y los resultados se resumen 
en la tabla 2. 



Tabla2 










C(x) 


C"(x) 


Conclusion 


x = 10 





+ 


C tiene un valor minimo relativo 



Como C es continua en su dominio y el unico extremo relativo de C se 
tiene en jc = 10, se concluye, por el teorema 3.9. 1, que el valor minimo relati- 
vo de C es su valor minimo absolute Por tanto, se ha confirmado la estimation. 

Conclusion: El costo del material ser& minimo cuando el lado de la base 
cuadrada mida 1 pulg y la profundidad mida 20 pulg. ^ 

En los ejemplos anteriores y en lof \jercicios de la secci6n 3.2, la varia- 
ble para la que se desea determinar un extremo relativo se expres6 como una 
funci6n de s61o una variable. En ocasiones este procedimiento es demasiado 
dificil o bastante laborioso, o en ocasiones es imposible. Con frecuencia, la 
informaci6n dada permite obtener dos ecuaciones que involucran tres varia- 
bles. En lugar de eliminar una de las variables, puede ser mas ventajoso 
diferenciar implfcitamente. El ejemplo siguiente ilustra este m6todo. El pro- 
blema es similar al del ejemplo 1, pero en este caso el volumen del en vase no 
se especifica. 




fcpulg 



FIGURA 6 



W EJEMPLO 3 Si un en vase de volumen fijo tiene la forma de 
un cilindro circular recto, determine la razon de la altura al radio de la base si 
se emplea la cantidad minima de material en su elaboracidn. 

Solution Se desea determinar una relaci6n entre la altura y el radio 
de la base de un cilindro circular recto, de modo que el area de la superficie sea 
un mfnimo absoluto para un volumen fijo. Por tanto, se considerara el volumen 
del cilindro como una constante. 

Sean Vunidades cubicas el volumen del cilindro (una constante). 

A continuaci6n se definen las variables. 

Sean r unidades la longitud del radio del cilindro; r > 0. Sean h unida- 
des la altura del cilindro; h > 0. Sean S unidades cuadradas el area de la 
superficie total del cilindro (refierase a la figura 6). 

Asi, se tienen las siguientes ecuaciones: 



S - Inr 1 + 
V = nr 2 h 



Inrh 



(2) 
(3) 



Puesto que V es una constante, se puede resolver (3) para r o para h en ter- 
minos de la otra y sustituirla en (2), lo que hace de S una funcion de una varia- 
ble. El m&odo alternativo consiste en considerar a S como una funcion de las 
dos variables r y h\ sin embargo, no son independientes una de la otra. Esto 
es, si se elige r como variable independiente, entonces S depende de r; tam- 
bien, h depende de r. 
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A] diferenciar S y V eoii'Tespecto a r, teniendo en mente que h es una 
funcion de r, se tiene 

^- = 4rrr + 2nh + 27tr^- (4) 

dr ! dr 

&- = Utrh + Kr*&. 
dr dr 

Como V es un constante, entonces — — = 0; por tanto, de la ecua- 
. • dr 

cion anterior, 

Inrh + Ttr 2 — = 
dr 

con r * 0. Si se divide entre r y se despeja — ~, se obtiene 

dr 

(5) 



dh _ _lh 
dr r 




sustituir de (5) en (4) se tiene 




f =2* 


2r + /i + r (- 


3] 



^ = 2;r(2r - « (6) 

dr 

Con objeto de determinar cuando S tiene un valor minimo relativo, se 
considera — - = 0, obteniendose 2r - h = 0, de donde, 

r = 1* 

A fin de determinar si esta relacion entre r y h hace de S un minimo relativo 
se aplica el criterio de la segunda derivada. De (6) se obtiene 



3-4-S) 


Al sustituir de (5) en esta ecuacion se tiene 


^-=2n 
dr 2 


[>-m 


= 4 + t) 


Los resultados del criterio de la segunda derivada se resumen en la tabla 3 


Tabla3 




$L L± Conclusion 
dr dr 2 


2 


+ S tiene un valor minimo relativo 



De (2) y (3), S es una funcion contiriiia de r en (0, +oo). Como el unico 
extremo relativo de S en (0, +oo) se tiene en r = }^h, se concluye, por el 
teorema 3.9. 1, que S tiene un valor minimo absoluto cuando hjr = 2. 




FIGURA 7 
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Conclusion: El area de la superficie total del envase sera - minimo, para un 
volumen especffico, cuando la razdn de la altura al radio de la base sea 2. 4 

En ocasiones, los problemas geomStricos que implican extremos abso- 
lutos son mas fdciles de resolver utilizando funciones trigonometricas como se 
muestra en el ejemplo siguiente. 

W EJEMPLO 4 Se inscribe un cilindro circular recto en una es- 
fera de radio dado. Determine la raz6n de la altura al radio de la base del ci- 
lindro de mayor superficie lateral. 

Solution Refierase a la figura 7, donde la medida del radio de la esfera 
es constante e igual a a. 

Sean 6 radianes la medida del £ngulo central subtendido por el radio del 
cilindro, r unidades la longitud del radio del cilindro, h unidades la altura 
del cilindro y 5 unidades cuadradas el area de la superficie lateral del cilindro. 
De la figura 7, 

r = a sen 6 y h = 2a cos 6 

Como 5 = 2nrh, 

S = 2k (a sen 0)(2acos 6) 
= 2;ra 2 (2sen 6 cos 6) 
= 2;ra 2 sen20 

Asi, 5 es una funcidn de 6 y su dominio es (0, ^k). 

Al obtener las derivadas primera y segunda de S, se tiene 



^- = 47ta 2 cos28 y 
dd J 

Considere — — = 0, entonces 
dO 

cos 20 = 



4l!L = -8;ra 2 sen20 
dO 2 



Como < 9 < \n, entonces 

4 

Se aplica el criterio de la segunda derivada y los resultados se resumen 
en la tabla 4. 



Tabla4 










ds 

de 


d 2 S 
d9 2 


Conclusion 


,-±. 





- 


S tiene un valor maximo relativo 



Como S es continua y tiene un unico extremo relativo en su dominio, se 
concluye que el valor maximo relativo es un valor maximo absolute 



Cuando 
r = a sen ±n 

= jV2a 



;*. 



h = 2a cos \ n 

4 „ 

= 42a 



Por tanto, h/r = 2. 
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Conclusion: Para el cilindro que tiene la superficie lateral de mayor area, la 
razon de la altura al radio es 2. ^ 

Se concluye esta secci6n con la demostracion del teorema 3.9.1. 

Demostracion del teorema 3.9. 1 - Se demuestra el teorema en el 
caso en que f(c) es un valor maximo relativo en el intervalo /. Una demos- 
traci6n semejante puede darse cuando/(c) es un valor minimo relativo. 

Como f(c) es un un valor maximo relativo de / en /, entonces, por la 
definition 3.1.1, existe un intervalo abierto J, donde J C /, y donde J contie- 
ne a c, tal que 

f(c) > f(x) para toda x e J 

Puesto que c es el unico numero en / para el que /tiene un valor maximo rela- 
tivo, se deduce que 



f(c) > f(k) sikeJyk^c 



(7) 



A fin de probar que /(c) es un valor maximo relativo de/en /, se demos- 
trara que si d es cualquier numero diferente de c en /, entonces /(c) > f(d). 
Suponga que 



f(c) < f(d) 



(8) 



Se probara que esta suposici6n conduce a una contradiction. Puesto que 
d ^ c, entonces c < do d < c. Considere el caso en el que c < d (la de- 
mostracion es similar si <i < c). 

Como / es continua en /, entonces / es continua en el intervalo cerrado 
[c, d\. Por tanto, por el teorema del valor extremo, / tiene un valor minimo 
absoluto en [c, d\. Suponga que este valor minimo absoluto ocurre en e, don- 
de c < e < d. De la desigualdad (7) e * c, y de las desigualdades (7) y (8) 
e ^ d. Por tanto c < e < d, y en consecuencia, / tiene un valor minimo re- 
lativo en e. Pero esta ultima proposicion contradice la hipotesis de que c es 
el unico numero en / para el cual / tiene un extremo relativo. Asi, la supo- 
sicion de que /(c) < f(d) es falsa. Por tanto, /(c) > f(d) si d e / y d * c, 
en consecuencia, /(c) es un valor rndximo absoluto de/en /. ■ 



EJERCICIOS 3.9 



En coda ejercicio defina todas las variables precisamente como 
numeros y no olvide escribir una conclusion. 

1. Para el envase del ejemplo 1, suponga que el costo del 
material para la tapa y la base es dos veces el de los lados. 
(a) Determine analiticamente la altura y el radio de la base 
de modo que el costo del material sea minimo. (b) Com- 
pare la respuesta del inciso (a) con la solucion grafica de 
esta situacidn obtenida en el inciso (c) del ejercicio 21 de la 
secci6n 1.3. <,La soluci6n grafica apoya la respuesta del 
inciso (a)? 

2. (a) Haga el ejemplo 1 si el envase es abierto en lugar de 
cerrado. (b) Compare la respuesta del inciso (a) con la 
solucion graTica de esta situacion en el inciso (c) del ejer- 
cicio 22 de la seccion 1.3. ^La solucidn grafica apoya la 
respuesta del inciso (a)? 



En los ejercicios 3 y 4, confirme analiticamente la estimacion 
obtenida con la graficadora en el inciso (c) del ejercicio indi- 
cado de la seccion 1.3. 



3. Ejercicio 23 4. Ejercicio 24 

5. Se va a cercar un terreno rectangular de 2 700 m 2 de area, 
y se utilizara una valla adicional para dividir el terreno a la 
mitad. El costo de la cerca empleado para dividir el terre- 
no a la mitad es de $24 por metro colocado, y el costo de la 
cerca para los lados es de $36 por metro colocado. (a) Uti- 
lice la graficadora para estimar las dimensiones del terre- 
no de modo que el costo total del material para la cerca 
sea minimo. (b) Confirme la estimacion del inciso (a) ana- 
liticamente. 

6. Un tanque rectangular abierto, cuyo volumen es de 
125 m 3 , tiene base cuadrada. El costo del material para la 
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7. 



9. 



10. 



11. 



base es de $24 por metro cuadrado y el del material para 
los lados es de $12. (a) Utilice la graficadora para estimar 
las dimensiones del tanque de modo que el costo del ma- 
terial sea minimo. (b) Confirme la estimaci6n del inciso (a) 
analiticamente. 

Un fabricante de cajas desea construir una caja cerrada 
que tenga un volumen de 288 pulg 3 , y cuya base de forma 
rectangular tiene el largo igual al triple de su ancho. (a) 
Utilice la graficadora para estimar las dimensiones de la 
caja construida con la minima cantidad de material, (b) 
Confirme la estimacion del inciso (a) analiticamente. 

Haga el ejercicio 7 considerando ahora que la caja se fa- 
bricara sin tapa. 

Si se excluyen los salarios, el numero de d61ares del costo 
por kilometro de la operation de un camion es 8 + -^x, 
donde x kilometros por hora es la velocidad promedio 
del camion, (a) Si los salarios combinados del conductor 
y del ayudante son $27 por hora, estime en la calculadora, 
con aproximacion de kilometros por hora, cual debe ser 
la velocidad promedio del camion para que el costo por 
kilometro sea minimo. (b) Confirme la estimacion del in- 
ciso (a) analiticamente. 

El numero de dolares del costo de combustible por hora 
para un barco carguero es de 0.02v 3 , donde v nudos (mi- 
llas nauticas por hora) es la velocidad promedio del barco. 
(a) Si hay costos adicionales de $400 por hora, estime en 
la graficadora, con aproximacion de nudos, a que veloci- 
dad promedio debe navegar el barco para que el costo por 
milla nautica sea minimo. (b) Confirme la estimaci6n del 
inciso (a) analiticamente. 

Un automovil viaja a una tasa de 30 pie/s y se aproxima a un 
crucero. Cuando el automovil esta a 120 pie del crucero, 
un camion, que viaja a una tasa de 40 pie/s en una carretera 
perpendicular a la carretera del automovil, pasa por el cru- 
cero. (a) Determine analiticamente en que tiempo, despues 
de que el camion deja el crucero, los vehiculos estan ma's 
cercanos. Apoye la respuesta del inciso (a) graficamente. 



12. 




Dos aviones Ay B vuelan horizontalmente a la misma al- 
tura de modo que la position de B esta al suroeste de A, 
20 km al oeste y 20 km al sur de A. Suponga que el avion 
A vuela hacia el oeste a 16 km/min y que el avion B vue- 
la hacia el norte a 21.3 km/min. (a) Determine en cuan- 
tos segundos los aviones estaran lo mas cerca posible y 
cual sera" la distancia mas corta. (b) Apoye las respuestas 
del inciso (a) graficamente. 



15. 



16. 




13. Determine una ecuacion de la recta tangente a la curva 



y — jc 3 - 



3x 2 + 5x que tenga la pendiente minima. 



14. Un generador de corriente directa tiene una fuerza elec- 
tromotriz de E volts y una resistencia interna de r ohms, 
donde E y r son constantes. Si R ohms es la resistencia 
externa, entonces la resistencia total es (r + R) ohms, y si 
P watts es la potencia, entonces 

o _ E 2 R 



(r + RV 

Demuestre que el consumo maximo de potencia ocurre 
cuando la resistencia externa es igual a la resistencia interna. 

En una comunidad particular, cierta epidemia se propaga 
de modo que x meses despues del inicio de la epidemia, P 
porcentaje de la poblacion esta infectada, donde 

D _ 30* 2 



(1 + x 2 ) 2 

<,En cudntos meses se infectara el numero maximo de per- 
sonas de la comunidad y que porcentaje de la poblacion 
sera este? 

Un cartel que contiene 32 pulg 2 de region impresa tiene 
un margen de 2 pulg en sus partes superior e inferior, 
mientras que en los lados los margenes son de |pulg. 
Determine las dimensiones del menor trozo de carton que 
pueda emplearse para realizar el cartel. 

En los ejercicios 17 y 18, se utiliza el termino econdmico com- 
petencia perfecta. Cuando una compahia opera bajo compe- 
tencia perfecta, existen muchas compahias pequenas; por lo 
que ninguna de ellas puede afectar el precio aumentando la 
production. Por tanto, bajo ei regimen de competencia per- 
fecta el precio de un articulo es constante, y la compahia puede 
vender lo que desee a ese precio constante. 

17. En condiciones de competencia perfecta, una compania 
puede vender los articulos que produce a $200 por unidad. 
Si C(x) dolares es el costo total de la producci6n diaria 
cuando se producen x articulos y C(x) — 2x 2 + 40 jc + 
1400, determine el numero de unidades que deben pro- 
ducing diariamente a fin de que la compania obtenga la 
maxima ganancia total diaria. Sugerencia: la ganancia 
total es igual al ingreso total menos el costo total. 

18. Una compania, que construye y vende escritorios, opera 
en condiciones de competencia perfecta y puede vender 
todos los escritorios que produce a un precio de $400 por 
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escritorio. Si se producen x escritorios y se venden cada 
semana, y C(x) ddlares es el costo total de la produc- 
tion semanal, entonces C(x) = 2x 2 + 80* + 6 000. 
Determine cuantos escritorios deben producirse semanal- 
mente para que el fabricante obtenga la maxima ganancia 
total semanal. i,Cual es la maxima ganancia total sema- 
nal? Considere la sugerencia del ejercicio 17, 

19. El termino en condiciones de monopolio, significa que 
existe un tinico productor de cierto artfculo, para el cual el 
precio y, en consecuencia, la demanda pueden ser con- 
trolados regulando la cantidad de articulos producidos. Su- 
ponga que en condiciones de monopolio, x unidades de 
un articulo son demandadas diariamente cuando el precio 
por unidad es de p ddlares y x = 140 - p. Si el ndmero 
de dolares del costo total por producir x unidades est£ 
dado por C(x) = x 2 + 20* + 300, determine la maxi- 
ma ganancia total diaria. 

20. Determine la distancia mfnima desde el punto P(2, 0) a un 
punto de la curva y 2 - x 2 = 1, y encuentre el punto de 
la curva mas cercano a P. 

21. Obtenga la distancia mfnima desde el origen a la rec- 
ta 3* + v = 6, y encuentre el punto P de la recta m&s 
cercano al origen. Despu6s demuestre que el origen esta en 
la recta perpendicular a la recta dada que pasa por P. 

22. Determine la distancia mfnima desde el punto A(2, ^ ) a 
un punto de la parabola y = x 2 y encuentre el punto B de 
la parabola mas cercano a A. Despu^s demuestre que A 
esta en la recta normal de la parabola en B. 



23. 



24. 



25. 



Una ventana tipo Norman consiste de un rectangulo coro- 
nado por un semicfrculo. Si el perimetro de una ventana 
Norman es de 32 pie, determine cuanto debe medir el ra- 
dio del semicfrculo y la altura del rectangulo de modo que 
la ventana admita la mayor cantidad de luz. 




J \jj 



Resuelva el ejercicio 23 considerando ahora que en la ven- 
tana el semicfrculo transmite solo la mitad de luz que el 
rectangulo por pie cuadrado de area. 

Una viga de acero de 27 pie de longitud se transporta por 
un pasillo de 8 pie de ancho hasta un corredor perpen- 
dicular al pasillo. i,Cual debe ser el ancho del corredor 
para que la viga pueda doblar la esquina? No considere la 
anchura horizontal de la viga. 



27. 



28. 



29. 




26. Si dos pasillos perpendiculares entre sf miden 10 pie 
y 15 pie, respectivamente, i,cu£l es la longitud de la viga 
de acero mas larga que pueda transportarse horizontalmen- 
te de modo que pueda doblar la esquina? No considere la 
anchura horizontal de la viga. 




Un embudo de volumen especifico tiene la forma de un 
cono circular recto. Determine la razon de la altura al radio 
de la base de modo que se emplee la minima cantidad de 
material en su construcci6n. 

Un cono circular recto se inscribe en una esfera de radio 
dado. Calcule la raz6n de la altura al radio de la base del 
cono de volumen maximo que pueda inscribirse en la esfera. 




Un cono circular recto se circunscribe a una esfera de 
radio dado. Obtenga la raz6n de la altura al radio de la base 
del cono de volumen minimo que pueda circunscribirse a 
la esfera. 
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30. Demuestre por el metodo de esta secci6n que la distancia 
minima desde el punto P^jcj, y{) a la recta / que dene la 
ecuacibn/Lc + By + C ~ Oes 

\Ax x + By^ + C\ 
V A 2 + B z 

Sugergncia: si s es el numero de unidades desde P x a un 
punto P(x, y) de /, entonces s sera un minimo absolute 
cuando s 2 sea un minimo absolute 

31. La secci6n transversal de un bebedero tiene la forma de 
un triangulo isosceles invertido. Si las longitudes de los 
lados iguales son 15 pulg, determine el tamano del £ngulo 



formado por estos lados que proporcione al bebedero su 
maxima capacidad. 



15 pulg 




3.10 APROXIMACIONES MEDIANTE EL METODO DE NEWTON, 
DE LA RECTA TANGENTE Y DE DIFERENCIAlf S 

Antes del advenimiento de las calculadoras y de las computadoras, las raices 
de una ecuacion de la forma f(x) = Oo, equivalentemente, los ceros de la 
funcion/, fueron aproximados por medio de tecnicas numericas que implican 
la derivada. Aunque tales aproximaciones son ahora facilmente realizadas 
por la graficadora mediante los procedimientos solve o zoom-in, se dedicard 
esta section a la discusion de tres tecnicas numericas. La primera de estas 
tecnicas, conocida como el metodo de Newton e ideada por Sir Isaac Newton 
en el siglo XVII, es caracterfstico en los procesos numericos empleados por 
las calculadoras. 

Se inicia el estudio del metodo de Newton considerando una interpre- 
tation geometrica de los conceptos involucrados. Refierase a la figura 1 , la 
cual muestra la grafica de la ecuacion y = f(x). El numero r es una intercep- 
cion x de la grafica. Para obtener una aproximacion de r, primero se elige un 
numero x\, elecci6n que debe ser razonablemente cercana a r. Despues se 
considera la recta tangente a la grafica de/en el punto {x\,f(x\)). La recta 
tangente, denotada por T h se presenta en la figura 1 , y la intercepcion x de T\ 
es x 2 . El ndmero x 2 sirve ahora como una segunda aproximacion de r. Luego, 
se repite el proceso con la recta tangente T 2 en el punto (jc 2 ,/(*2))- La inter- 
cepcion x de T 2 es x 3 . Este proceso se contimia hasta obtener el grado de 
aproximacion requerido. En esta graTica, parece que los mimeros x\, x 2 , jc 3 
etcetera, estan cada vez mas cercanos al numero r. Esta situacion ocurre 
para muchas funciones. 

A fin de obtener las aproximaciones sucesivas x 2 , x^ ... de la primera 
aproximacion x\ se utilizan las ecuaciones de las rectas tangentes. La recta 
tangente T\ en el punto (x\,f(x\)) tiene una pendiente de/'(*i). Por lo que una 
ecuacion de T\ es 



{x { J{x,)) ] 




FIGURA 1 



y - A x \) = f f (xi)(x ~ x{) 

La intercepcion x de Ty es jc 2 , y se determina x 2 considerando x - x 2 y 
y = en la ecuacion anterior. Asf, 



~/(*i) =f\x { ){x 2 - X[ ) 



x 2 = x { 



/'Ui) 



si f( Xl ) * 
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f\x 2 ) - 




FIGURA 2 




FIGURA 3 



Con este valor de x 2y una ecuacion de T 2 es 

y - f( x 2) = f'(x 2 )(x - x 2 ) 

Despues se considera en esta ecuacion x = jc 3 y y = 0, de donde se obtiene 

- f(x 2 ) = f'(x 2 )(x 3 - x 2 ) 
f(x 2 ) 



x l = x 2 ~ 



f'(x 2 ) 



si f\x 2 ) * 



Si se continua de esta manera se obtiene la formula general para la aproxi- 
macion x n+l en terminos de la aproximacion anterior x n : 



x n+[ 






si /'(*„) * o 



(1) 



Por supuesto, la formula (1) se puede adaptar facilmente para utilizarse en una 
computadora o en una calculadora programable. 

A partir de la formula (1) se puede obtener la (n + l)-esima aproxi- 
macion a partir de la H-esima aproximacion, considerando f\x n ) * 0. 
Cuando/'(;c„) = 0, la recta tangente es horizontal, y en tal caso, a menos que 
la recta tangente sea el eje x mismo, no se tendra intercepcion x. La figura 2 
muestra este hecho cuando f'(x 2 ) = 0. De modo que el metodo de Newton 
no es aplicable si f'(x n ) = para alguna x n . Tambi^n debe tener en mente 
que el valor de x n+ 1 obtenido a partir de (1) no necesariamente es una mejor 
aproximacion de r que x n . Si, por ejemplo, x\ no estl razonablemente cerca 
de r, entonces \f'(x]) \ puede ser pequeno de modo que la recta tangente T\ 
es aproximadamente horizontal Entonces x 2y la intercepcion x de T\, puede 
estar mds alejada de r que JC]. Vea la figura 3 en la que esta situacion ocurre. 

En el ejemplo ilustrativo siguiente se muestra como el metodo de Newton 
se aplica a una ecuacion para la cual se conoce la respuesta. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Utilice el m6todo de Newton 
para obtener la raiz positiva de la ecuacion x 1 = 9 comenzando con una pri- 
mera aproximacion de 4. Se escribe la ecuaci6n como x 2 - 9 = y se 
consideran 

f(x) - x 2 - 9 y f\x) = 2x 
De (1) se obtiene 

f(Xn) 



x n+l ~~ x n 



x n+\ — x n 



f'( x n) 



2x„ 



(2) 



Ahora se aplica (2) con valores de n y valores correspondientes de x n para 
obtener x n + j en una calculadora. Se inicia con ;q = 4. 



x 2 = x \ ~ 
= 4 - 



V - 9 
2x x 

16-9 
8 



x 3 = x 2 



x 2 2 -9 

2x 2 



= 3.125 



(3.125) 2 - 9 
2(3.125) 
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FIGURA4 



= 3.125 



x 4 = x 3 



*3 



= 3.0025 
= 3.0000 



2*3 
(3.0025) 2 



= 3.0025 

X 5 = X 4 



2(3.0025) 



= 3.0000 
= 3.0000 



jc 4 2 - 9 
2jc 4 

(3.0000) 2 



2(3.0000) 



Ciertamente, todas las aproximaciones sucesivas seran 3.0000. De modo que 
la raiz positiva de la ecuacion x 2 - 9 = es 3.0000 con cuatro cifras 
decimales. ^ 

Observe que cuando x n es una soluc ion de/(.x) = 0,f(x n ) = 0, Asi,de(l), 

v . - r /(*«> 



= *n 

= * n 







En consecuencia, todas las aproximaciones sucesivas seran iguales a x n . Note 
que esta situacion se presenta en el ejemplo ilustrativo 1, donde todas las 
aproximaciones despues de x 4 , incluyendola, tienen el mismo valor conside- 
rando cuatro cifras decimales. 

Tambien observe en (1) que jc„ +1 = x n implica que f(x n ) = 0. Por 
tanto, se puede concluir que cuando dos aproximaciones sucesivas son igua- 
les, se tiene una aproximacion para un cero de/. 

Sin embargo, es posible que para ciertas funciones, si la elecci6n inicial 
de x\ no est£ cerca del cero deseado, se pueden obtener aproximaciones para 
un cero diferente. Vea la figura 4, que muestra la grafica de una funcion para, la 
cual esta situacion puede ocurrir. Observe que la election de x\ indicada pr6- 
xima al cero deseado r proporciona aproximaciones sucesivas x 2 , x$, 
jc 4 , . . . proximas a otro cero s. De este modo, cuando se aplica el metodo de 
Newton debe hacer un bosquejo de la grafica de la funcion a fin de obtener la 
aproximacion inicial. Consulte la grafica conforme proceda para asegurarse 
de que se esta aproximando al cero deseado. 

En resumen, cuando utilice el metodo de Newton para resolver una 
ecuacion de la forma /(*) = 0, efectue lo siguiente: 



1. Haga una buena suposicidn para la primera aproximacitfn X\ f 
Una grifica de/ le ayudartf a obtener una eleccion razonable. 

2. Obtenga una segunda aproximaci6n x 2 con cl valor de xi en la 
fdrmula (I). Despuds ulilice x^ en (I) para conseguir una terce- 
ra aproximacion x& y asf sucesivamente, hasta que jy,j = x n para 
el grado requerido de aproximacion. 



► EJEMPLO I 

raiz real de la ecuacion 

jc 3 - 2x - 2 = 



Utilice el metodo de Newton para determinar la 



con cuatro cifras decimales. 
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f(x) = x - 2* - 2 
FIGURA 5 



Solution Sea/O) = jc 3 
tonces de (1) se tiene 



2x - 2; de modo que f\x) = 3x 2 - 2. En- 



hl - x n ~ 



2x h - 2 



3x n 



(3) 



La graTica de/se muestra en. la figura 5. Como la grafica de/ intersecta al 
eje x en un unico punto, existe una raiz real de la ecuaci6n dada. Debido a 
que/(l) = -3 y/(2) = 2, esta raiz se encuentra entre 1 y 2. Una elecci6n 
adecuada para la primera aproximaci6n es x^ = 1.5. La tabla 1 presenta los 
resultados obtenidos en una calculadora para las aproximaciones sucesivas 
calculadas a partir de (3) con esta x\. Se desea la raiz con una aproximaci6n 
de cuatro cifras decimales; por lo que se emplean cinco cifras decimales en 
los calculos. Como x$ y x 6 son iguales (con cinco cifras decimales), se re- 
dondea el niimero a cuatro cifras decimales para obtener 1 .7693 como la raiz 
requerida. 

Tabla I 



n 


X n 


jc, 3 - 2jc„ - 2 


^n+l 


1 


1.50000 


-0.3421 1 


1.84211 


2 


1.84211 


0.06928 


1.77283 


3 


1.77283 


0.00353 


1.76930 


4 


1.76930 


0.00001 


1.76929 


5 


1.76929 


0.00000 


1.76929 




y = sen x y y = 
FIGURA 6 



Tabla 2 



n 


x n 


3 sen jc„ - x n 
3 cos x n - 1 


x n+l 


I 


2.0000 


-0.3237 


2.3237 


2 


2.3237 


0.0441 


2.2796 


3 


2.2796 


0.0007 


2.2789 


4 


2.2789 


0.0000 


2.2789 



W 1 EJEMPLO 2 Utilice el metodo de Newton para determinar 
con tres cifras decimales la coordenada x del punto de interseccion en el pri- 
mer cuadrante de la recta y = |x y la curva y — senjc. 

Solution La figura 6 muestra la recta y la curva se desea determinar el 
valor positivo de x para el cual 

sen* = j* 
3 sen x - x = 

Sean 

f(x) = 3 sen x - x y f'(x) = 3 cos x - 1 



De la formula (1), 



fix*) 



3 sen x„ - x n 



3 cos x n 



1 



(4) 



De la figura 6, parece que una eleccion razonable de X] es 2. Se utiliza una 
calculadora para obtener las aproximaciones sucesivas a partir de la formula 
(4); estas se muestran en la tabla 2. Los resultados se expresan con cuatro 
cifras decimales. Observe que, con cuatro cifras decimales, jc 4 y JC5 son iguales 
a 2.2789. Por lo que para tres cifras decimales el valor positivo de x, para el 
cual sen x = {x,es 2.279. 4 
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fO, 9.4] por [0, 6.2] 

fix) = x 2 - 5jc + 8 

FIGURA 7 




f 1.825, 4.175] por [1.225, 2.775] 

f(x) - x 2 - 5jc + 8 

FIGURA 8 




[2.706, 3.294] por [1.806, 2.194] 

f(x) = x 2 - 5jc + 8 

FIGURA 9 



Los teoremas que establecen las condiciones para las cuales es aplicable 
el m£todo de Newton, asi como los teoremas relacionados a su aproximaci6n, 
pueden encontrarse en textos de andlisis numerico. 

Una de las maneras simples en que los valores de funcion pueden apro- 
ximarse se denomina aproximacidn lineal, la cual utiliza la recta tangente a la 
graTica de una funci6n diferenciable. Se inicia la discusi6n sobre aproxima- 
cion lineal con un ejemplo ilustrativo que muestra la idea Msica. 



La figura 7 muestra la gra- 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 

ficade 

f(x) = x 2 - 5x + 8 



y la recta tangente en el punto (3, 2) trazadas en el rectdngulo de inspecci6n 
de [0, 9.4] por [0, 6.2]. Si se aplica el procedimiento zoom in de la graficadora 
en el punto (3, 2) y se traza la recta tangente, se obtiene la figura 8 la cual 
presenta el rectangulo de inspeccion de [1.825, 4.175] por [1.225, 2.775]. 
Si se aplica otra vez zoom in y se traza la recta tangente, se obtiene la figura 9 
la cual muestra el rectangulo de inspeccion de [2.706, 3.294] por 
[1.806, 2.194]. Observe como la recta tangente se aproxima a la grafica de la 
funci6n cerca del punto de tangencia, De este modo, si x esta* en un pequefio 
intervalo abierto que contenga a 3, la coordenada v correspondiente de la 
grafica de la funcion puede ser aproximada por la coordenada y de la recta 
tangente. ^ 

Se utiliza el concepto del ejemplo ilustrativo anterior para una funcion 
general / diferenciable en un numero jc . Una ecuacion de la recta tangente a 
la grafica de/en el punto (jc ,/(jco)) es 

y ~ /(*o) = fXx Q )(x - Xq) 

y = /(*o) + /'(*b)(* ~ *o) 

Refierase a la figura 10 donde P es el punto (jc ,/(jc )), Q es el punto (jc,/(jc)) 
y R es el punto (jc, /(jc ) + f'(xo)(x - x Q )). Observe que para un numero x 
suficientemente cercano a jc , el punto Q de la graTica de/esta cerca del punto 
R de la recta tangente. En consecuencia, si x esta cerca de jcq, /(jc) puede ser 
aproximadopor/(jc ) + f'(x )(x - jc );estoes, 



y = /W 



ixjix)) ( 
y^fixo)+f'(xo)ix-x )J 




f'ix )(x-x ) 



FIGURA 10 



Esta aproximaci6n se denomina aproximacion mediante la recta tangente, 
o concisamente aproximacion lineal, de/(jc) en Xq, 



► EJEMPLO 3 Sea 

/(jc) = cos 2 jc - jc + 1 



(5) 



(a) Obtenga la aproximacion lineal de /(jc) en 0. (b) Apoye la res-puesta del 
inciso (a) graficamente. (c) Compare el valor de /(jc) calculado mediante la 
aproximaci6n lineal del inciso (a) con el valor de la funci6n obtenido a partir 
de (5) cuando jc es igual a - 0.2, - 0. 1 , -0.01, 0, 0.01 , 0.1 y 0.2. 
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Solution 

(a) Se calcula/'(jc): 

f\x) - -2 sen x cos x - 1 
La aproximacion lineal de/(jt) en es 

fix) ~ /(0) + /'(OX* - 0) 
Como/(0) = 2y/'(0) = -l,setiene 

f(x) ~2-x 




[-3, 3] por [0, 4] 

fix) = cos 2 * - x + 1 

FIGURA 11 



(6) 



(b) La figura 1 1 muestra la graTica defy la recta tangente en (0, 2) trazadas 
en el rect&ngulo de inspection de [-3, 3] por [0, 4], la cual apoya la res- 
puesta del inciso (a), 

(c) La tabla 3 compara los valores de fix) calculados con (6) y aquellos 
calculados con (5). Observe que cuanto mds cerca se encuentra x de 
cero, la aproximaci6n resulta mas exacta. 



Tabla 3 
















X 


-0.2 


-0.1 


-0.01 





0.01 


0.1 


0.2 


fix) « 2 - x 


2.2 


2.1 


2.01 


2 


1.99 


1.9 


1.8 


fix) = cos 2 * - X + 1 


2.16 


2.09 


2.0099 


2 


1,9899 


1.89 


1.76 



Ahora se tratard el concepto de diferencial, el cual tambien permite 
aproximar cambios en valores de funci6n de puntos cercanos a puntos donde 
la funcion es diferenciable. Vera que una aproximaci6n mediante diferen- 
ciales esta" relacionada a una aproximacion lineal. Aunque la aplicacion de 
diferenciales a la aproximacion de valores de funci6n no es muy importante 
en esta epoca de adelantos tecnologicos, estas son importantes como un arti- 
ficio notacional conveniente para el calculo de antiderivadas, como vera en 
el capitulo siguiente. 

Suponga que la funci6n/esta definida por la ecuacion 

y = m 

En puntos donde /es diferenciable 



fix) = Mm ^ 
J ' Aj->o Ajc 

donde 

Ay = fix + Ax) - fix) 
De (7) se deduce que para cualquier € > existe una 8 > tal que 

Ay 



(7) 



si < | Ajc | < S entonces 



<=> si < | Ax | < S entonces 



Ax 



/'<*) 



< € 



| Ay -/'(*) Ax | 
1*1 



< € 
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Esto significa que | Ay - /'(jc) Ax | es pequeno comparado con j Ajc | . Es 
decir, para | Ajc | suficientemente pequeno, f\x) Ax es una buena aproxima- 
cion del valor de Ay, y se escribe 




Ay « fix) Ax 

y = fix) si | Ajc | es suficientemente pequeno. 



FIGURA 12 



(8) 



Para una interpretation grafica del enunciado (8), refierase a la figura 1 2. 
En esta figura, una ecuacion de la curva es y = f(x). La recta PT es tangente 
a la curva en P(x,f(x)), Q es el punto (jc + Ajc, f(x + Ajc)) y la distancia di- 
rigida MQ es Av = f{x + Ajc) - /(jc). En la figura, Ajc y Av son positivos; 
sin embargo, ellos pueden ser negativos. Para un valor pequeno de Ajc, la 
pendiente de la recta secante PQ y la pendiente de la recta tangente en P 
son aproximadamente iguales; esto es 



Ay 
Ajc 



fix) 



Av « f(x) Ax 

lo cual es el enunciado (8). 

El miembro derecho del enunciado (8) se define como la diferen- 
cial de v. 



i 
fix + Ax) 


y 

y = fix) 

(x + Ax,f(x + Ax))Q/ 




dyl 


y^i^ T 


Ay^ 


(x,fix ))P^ 




fix) 


* y\ Ax ^M 







s — 

x 


— X r 

Ax x + Ax 



FIGURA 13 



3.10.1 Definition de diferenciat de la variable de 
pendiente 



Si la funcion / csti dcfinida por la ecuacion v = f(x), entonces la 
differencial dey y denotada por dy, esti dada por 



dy =f\x)Ax 



m 



donde x esti en el domiiiio defy Axes un incremental arbitrario de x. 



Ahora consulte la figura 13, la cual es la misma que la figura 12 excepto 
que se muestra el segmento de recta vertical MR, donde la distancia dirigida 
MR es igual a dy. Observe que dy representa la variation de v a lo largo de la 
recta tangente a la grafica de la ecuaci6n v = /(jc) en el punto P(jc,/(jc)), cuan- 
do jc varia en Ajc. 

Este concepto de diferencial incluye un tipo especial de funciones de 
dos variables y en el capitulo 12 se presenta un estudio detallado de tales 
funciones. El sfmbolo df puede emplearse para representar esta funci6n. La 
variable jc puede ser cualquier numero del dominio de/', y Ajc puede ser cual- 
quier numero. Afirmar que df es una funcion de las dos variables indepen- 
dientes jc y Ajc, significa que a cada par ordenado (jc, Ajc) del dominio de df 
le corresponde uno y solo un numero del contradominio de df y este numero 
puede representarse por dfx, Ax) de modo que 

dflx 9 Ax) =/'(*) Ajc 

Al comparar esta ecuacion con (9) se aprecia que cuando y - /(jc), dy y 
dfx, Ajc) son dos notaciones diferentes para /'(jc) Ajc. El sfmbolo dy se uti- 
lizara" en las discusiones posteriores. 
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EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Si y = 3* 2 - x, entonces 

f{x) = 3x 2 - x, de modo que f\x) = 6x - 1. De la definicion 3.10.1, se 
tiene 

dy = (6x - l)A;c 

En particular, si x = 2, entonces dy = 1 1 Ajc. ^ 

Cuando y = f{x\ la definicion 3.10.1 proporciona dy, la diferencial de 
la variable dependiente. Ahora se desea definir la diferencial de la variable 
independiente, o dx. Para llegar a una definicion adecuada y consistente con 
la definicion de dy, se considera la funci6n identidad defmida por/(;t) = x. 
Para esta funci6n, /'(.*) = 1 y y = x; asi, de (9), dy = 1 * Ax; es decir, 



si y = x entonces dy = Ax 



(10) 



Para la funcion identidad se desea que dx sea igual a dy\ es decir, debido al 
enunciado (10) se quiere que dx sea igual a Ax. Este razonamiento conduce a 
la siguiente definicion. 



3.10.2 Definicion de diferencial de la variable inde- 
pendiente 



Si la fiincitin / esta* defmida por la ecuaci6n y m f(x), entonces 
Ja diferencial de jr, deno tada per dx. es*# dada por 

dx = Ax 

donde x es un numero del dominio de /' y Ax es un incremento arbi- 
traho de x. 



De las definiciones 3.10.1 y 3.10.2, 
dy =f\x)dx 



(11) 



Al dividir ambos miembros de esta ecuacion entre dx, se obtiene 

^ = f\x) si dx * 
dx 

Esta ecuacion expresa la derivada como un cociente de dos diferenciales. Re- 

cuerde que cuando se introdujo la notaci6n -2- en la seccidn 2.1, se remarcd 

dx 

que dy y dx no se les habia dado un significado independiente en ese 
momenta. 



W EJEMPLO 4 Dada y = 4x 2 - 3* + 1, encuentre Ay, dy y 
Ay - dy para (a) cualesquiera jc y Ax; (b) x - 2, Ax = 0.1; (c) x = 2, 
Ax = 0.01; (d)x = 2, A* = 0.001. 



Solution 

(a) Comoy = 4x 2 - 3x + l,sea 
f(x) = 4x 2 - 3jc + 1 
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Entonces 

Ay = f(x + Ax) - f(x) 

= 4(jc + Ajc) 2 - 3(jc + Ax) + 1 - (4x 2 - 3x + 1) 
= 4x 2 + ZxAx + 4(Ajc) 2 - 3* - 3Ax + 1 - 4x 2 + 3x - 1 
= (&c - 3) Ax + 4(Ax) 2 
De(ll), 

dy=f'(x)dx 
= (8jc - 3)dx 
= (8x - 3) Ax 
Asf, 

Ay - dy = 4(Ajc) 2 
Los resultados para los incisos (b), (c) y (d) se dan en la tabla 4, 



Tabla4 










X 


A* 


Ay 


dy 


Ay - dy 


(b) 2 

(c) 2 

(d) 2 


0.1 

0.01 

0.001 


1.34 

0.1304 

0.013004 


1.3 

0.13 

0.013 


pop 



Observe de la tabla 4 que cuanto mas cerca se encuentre Ax de cero, la 
diferencia entre Ay y dy sera menor, Ademas, note que para cada valor de Ax, 
el valor correspondiente de Ay - dy es menor que el de Ax. De modo mas 
general, dy es una aproximacion de Ay cuando Ax es pequeno, y la aproxi- 
maci6n es mas exacta que el valor de* Ax. 

Para un valor fijo de x, por decir x , 

dy =f'(xQ)dx 

esto es, dy es una funcion lineal de dx\ en consecuencia, dy es usualmente 
m£s facil de calcular que Ay, como se vio en el ejemplo 4. Puesto que 

f(x + Ax) - /(xq) = Ay 
entonces 

f(xQ + Ax) = f(x ) + Ay 
Asf 

f(x + Ax) « f(x ) + dy 

En la figura 14 se ilustra este resultado, donde la ecuacion de la curva es 
y - /(*)• L 3 rccta PT es tangente a la curva en el punto P(xq, /(xq))', Axy dx 
son iguales y estan representados por la distancia dirigida PM, donde M es 




f(x + Ax)[ (x + AxJ(x + Ax))0 

Ay-dy 
^y\f(x ) + dy 

/C*o)l 



'«(J=b + AxJ(x ) + dy) 
?M(x + Ax,f(x )) 



x Ax = dx Xq + Ax 
FIGURA 14 
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FIGURA 15 



el punto (jc + Ajc, f(x )). Sean Q el punto (x + Ax, f(x Q + Ax)) y Ay 
la distancia dirigida MQ. La pendiente de PT es f\x) = dyjdx. Tambien, la 
pendiente de PT es MRjPM, y como PM = dx, se tiene que dy = MR y 
RQ = Ay - dy. Observe que cuanto mis pequeno es el valor de dx (es 
decir, cuanto mas cerca este el punto Q del punto P), menor sera el valor de 
v - dy (es decir, menor sera la longitud del segmento de recta RQ). 
Una ecuacion de la recta PTes 

y = /(*o) + /'(*&)(* - x Q ) 

y la ordenada de R es /(jcq) + dy. Observe que cuando f(x + Ax) se apro- 
xima mediante f(x ) + dy, se esta aproximando la ordenada del punto Q de 
la curva mediante la ordenada del punto R de la recta tangente. De modo 
que, utlizar diferenciales para estimar valores de funcion es esencialmente el 
mismo proceso que la aproximacion lineal; s61o la notacion es diferente. 

W EJEMPLO 5 Utilice diferenciales para aproximar el volumen 
de un cascaron esferico cuyo radio interno mide 4 pulg y cuyo espesor es de 

Solucibn Se considera el volumen de un cascaron esfSrico como un 
incremento del volumen de una esfera. Consulte la figura 15. Sean r pulgadas 
el radio de la esfera, V pulgadas cubicas el volumen de la esfera y AV pul- 
gadas cubicas el volumen del cascaron esferico. Entonces 



V 



[ Kr ^ y dV = 47tr 2 dr 



Si se sustituye r por 4 y dr por -L en la ultima ecuacion, se tiene 

dV = 4;r(4) 2 ± 

16 

= 4tt 



Por tanto, AV « 4k. 

Conclusion; El volumen aproximado del cascaron esferico es de 
4k pulg 3 ^ 



JTpulg 




W EJEMPLO 6 Un contenedor cerrado de forma cubica y cuyo 
volumen es de 1000 pulg 3 , se construye utilizando seis cuadrados iguales de 
material que cuesta 20 centavos por pulgada cuadrada. Aproximadamente, 
^cuanto debe medir el lado de cada cuadrado-de modo que el costo total del 
material tenga una variaci6n dentro de un margen de $3.00? 

Solucibn La figura 16 muestra el cubo donde x pulgadas es la longitud 
de los lados de los cuadrados y, en consecuencia, la longitud de las aristas del 
cubo. Sean C dolares el costo total del material. Como el aVea total de los seis 
cuadrados es 6x 2 pulgadas cuadradas, y el costo del material es de $0.20 por 
pulgada cuadrada, entonces 



C - 0.20(6x 2 ) 
C = \.2x 2 



(12) 



Para que el volumen de un cubo sea de 1000 pulg 3 , x 3 — 1000, debe tenerse 
que x = 10. Cuando x = 10, se obtiene de (12), C = 120. Asi, el costo del 



3.10 APROXIMACIONES MEDIANTS EL METODO DE NEWTON, ... 285 

material sera exactamente $120 si las longitudes de los lados de los cuadra- 
dos miden 10 pulg. Como el costo del material es correcto cuando este den- 
tro de un margen de $3.00, se desea determinar | Ax | tal que | AC | < 3. Se 
utilizara la diferencial dC para aproximar AC. De (12), se tiene 

dC = lAxdx 
AC - 2.4jc Ajc 

Conjc = 10, 

|AC| « 24 1 Ajc | 
Como se desea que | AC | < 3, se determinara cuando 24 [ Ajc | < 3: 

24 | Ajc | < 3 

| Ajc I ^ 0.125 



Conclusion: Las medidas de los Lados de los cuadrados deben estar den- 
tro de un margen de 0.125 pulg a fin de que el costo total del material este 
dentro de un margen de $3,00. A 

En la seccion 2.4 se demostraron los teoremas para calcular derivadas 
de funciones algebraicas. Ahora se enunciaran estos teoremas con la nota- 
tion de Liebniz, y junto con la derivada se presentara la formula para la 
diferencial. En estas formulas, u y v son funciones de jc, y se sobreentiende 

que las formulas se cumplen considerando que — — y ■— existen. Cuando 

dx dx 

aparezca c, considerela como constante. 

■ - 

II ^^ = xH*4 W d(x n ) = xn"- [ dx 

dx 

m dicu) = fa mdicu) ^cdu 

dx dx 

IV ^L±^l = f£ + & IV *. + v) = du + dv 

dx dx dx 

V ^> =, *&. + v^ V' d(Uv) = udv + vdu 

dx dx dx 

./V\ du dv 

\v) = V dx U dx vr d U\ = v du - u dv 

dx v 2 \v) ' v l 

£fl = nu *-i k VH' *■») = mP-i du 

dx dx 



VI 



VII 



La operation de diferenciacion se extiende de modo que incluya los 
procesos para calcular la diferencial asf como la derivada. Si y = /(jc), dy 
puede obtenerse al aplicar las formulas I'-VII' o calculando f'(x) y multipli- 
candola por dx. 
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EJERCICIOS3.10 



En los ejercicios 1 a 4, utilice el metodo de Newton para deter- 
minar la raiz real de la ecuacion con cuatro cifras decimales. 



4jc 2 - 2 = 

x + 1 = 



2. 6* 3 + 9x + 1 
4. jc 5 + x - 1 







En los ejercicios 5 a 10, emplee el metodo de Newton para 
calcular, con aproximacion de milesimos, el valor aproximado 
de la raiz indicada. 

5. jc 3 - 4jc - 8 - 0; la raiz positiva 

6. jc 3 - 2* + 7 = 0; la raiz negativa 

7. jc 4 - IOjc + 5 = 0; la menor raiz positiva 

8. jc 4 - IOjc + 5 = 0; la mayor raiz positiva 

9. 2jc 4 - 2x 3 + x 2 + 3jc - 4 = 0; la raiz negativa 



10. 



3x z 



x - 4 = 0; la raiz positiva 

En los ejercicios J J a 14, use el metodo de Newton para obte- 
ner el valor del radical con cinco cifras decimales 

11. V3 resolviendo la ecuacion x 2 -3 = 

12. VTO resolviendo la ecuacion jc 2 - 10 = 

13. \[b resolviendo la ecuacion jc 3 -6 = 

14. Vl resolviendo la ecuacion jc 3 -7 = 

En los ejercicios 15 a 18, aplique el metodo de Newton para 
determinar con cuatro cifras decimales la coordenada x del 
punto de interseccion del primer cuadrante de las grdficas de 
las dos ecuaciones. 

15. v = x\y — cosjc 16. y = \x\y = sen* 

17. v = x 2 -^ = sen* 18. y = je 2 ;^ = cosjc 

En los ejercicios 19 a 24, haga lo siguiehte para la funcionf: 
(a) obtenga la aproximacion lineal.de f(x) en x = 1; (b) apoye 
la respuesta del inciso (a) grdficamente; (c) compare los va- 
lor es def(x) calculados a partir de la aproximacidn lineal en el 
inciso (a) con los valores de funcion obtenidos a partir de las 
ecuaciones dadas cuando x es igual a 0.9, 0.99, 1, 1.01 v 1.1. 

19. /(jc) = x 2 20. f(x) = jc 3 



21. /(jc) = 2jx~- 



22. f(x) = -^-' 



23. f{x) = cosjc 24. /(jc) = senjc 

En los ejercicios 25 a 28, (a) determine dy y Ay para los va- 
lores de x £ Ajc. (b) Dibuje la grdfica y los segmentos de recta 
indicados cuyas longitudes son dy y Ay. 

25. y = jc 2 ; jc = 2 y Ajc = 0.5 

26. y = jc 3 ;jc = 2yAjc = 0.5 

27. y = \fx~\x = 8yAJc = 1 

28. y = 4* ; x = 4 y Ajc = 1 

En los ejercicios 29 a 34, calcule (a) Ay; (b) dy; (c) Ay - dy. 

29. v = jc 2 - 3jc; x = 2; Ajc = 0.03 

30. v = jc 2 - 3jc;jc = -1;Ajc = 0.02 

31. y = I;jc = -2; Ajc = -0.1 

JC 



32. y 



; jc =■ 3; Ajc 



-0.2 



33. y = jc 3 + 1;jc = 1;Ajc = -0.5 

34. y - jc 3 + 1;jc = -1;Ajc = 0.1 
En los ejercicios 35 a 42, calcule dy. 

35. v = (3jc 2 - 2jc + l) 3 36. v = 



3jc 



+ 2- 



37. y = x 2 V2jc + 3 



38. v = 4* 



39. y = 



2 + cos jc 

2 - sen jc 



40. y 

41. v 
43. 



2 1 

= jt sen — 



tan' 



42. v = cot 2jc esc 2jc 



La medida de la arista de un cubo mide 15 cm con un error 
posible de 0.01 cm. Emplee diferenciales para determinar 
el error aproximado al calcular a partir de esta medida: 
(a) el volumen; (b) el area de una de las caras. 

44. Una caja metalica en forma de cubo tiene un volumen 
interior de 1000 cm 3 . Las seis caras seran de metal de ^ cm 
de espesor. Si el costo del metal que se empleara es de 
$0.20 por centimetro cubico, utilice diferenciales para de- 
terminar el costo aproximado del metal utilizado en la 
construccion de la caja. 

45. Un tanque cilindrico abierto tendrci un revestimiento de 
2 cm de espesor. Sj el radio interior es de 6 m y la altura 
es de 10 m, obtenga mediante diferenciales la cantidad 
aproximada de material de revestimiento que se empleara. 

46. El tallo de un hongo es de forma cilindrica, y un tallo de 
2 cm de altura y r centimetres de radio tiene un volumen 
de V centimetros cubicos, donde V = 2^r 2 . Use dife- 
renciales para calcular el incremento aproximado del volu- 
men del tallo cuando el radio aumenta de 0.4 cm a 0.5 cm. 

47. Una quemadura de forma circular en la piel de una perso- 
na es tal que si r centimetros es la longitud del radio y A 
centimetros cuadrados es el area de la quemadura, en- 
tonces A = Kr 2 . Utilice diferenciales para determinar la 
disminucion aproximada del area de la quemadura cuando 
el radio disminuye de L cm a 0.8 cm. 

48. Cierta bacteria de forma esf erica es tal que si r micras es 
la longitud del radio y V micras ciibicas es su volumen, 
entonces V = ~ Ttr 3 . Emplee diferenciales para determi- 
nar el incremento aproximado del volumen de la bacteria 
cuando el radio aumenta de 2.2 |im a 2.3 |im. 

49. Un tumor en el cuerpo de una persona tiene forma esferica 
de modo que si r centimetros es la medida del radio y V 
centimetros cubicos es el volumen del tumor, entonces 
V = ixr 3 . Utilice diferenciales para determinar el in- 
cremento aproximado del volumen del tumor cuando el 
radio aumenta de 1 .5 cm a 1 .6 cm. 

50, ' Si t segundos es el tiempo para una oscilacion completa 
de un pendulo simple de / pies de longitud, entonces 
47T 2 / = gt 2 , donde g = 32.2. Un reloj que tiene un 
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pendulo de 1 pie se adelanta 5 minutos cada dfa Determi- 
ne la cantidad aproximada que debe alargarse etp^ndulo 
para corregir la inexactitud. 

51. La medida de La resistencia electrica de un alambre es 
proporcional a la medida de su longitud e inversamen- 
te proporcional al cuadrado de la medida de su diametro. 
Suponga que la resistencia de un alambre de longitud dada 
se calcula a partir de la medicitfn del diametro con un error 
posible del 2%. Determine el error porcentual posible del 
valor calculado de la resistencia. 

52. Un contratista acuerda pintar los dos lados de 1000 se- 
nates circu lares, cada una de 3 m de radio. Al recibir Las 
senates, se descubri6 que estas son 1 cm mis grandes. Use 
diferenciales para determinar el incremento porcentual 
aproximado de pintura que se necesitard. 

53. Si el error posible en la medicitfn del volumen de un gas 
es de 0.1 pie 3 y el error permitido en la presi6n es de 
0.001 C lb/pie 2 , determine el tamano del recipiente mis 
pequeflo para el cual se cumple la ley de Boyle (ejercicio 
23delasecci6n2.10). 

54. Para la ley adiabitica de la expansi6n del aire (ejercicio 24 
de la secci6n 2.10), demuestre que 

p v 

55. Demuestre que si la ley de Boyle se cumple, entonces 



Vea la figura adjunta. Si T segundos es el tiempo para que 
la cinta se desenrolle completamente, entonces 



56. 



dP 
P 



dV_ 
V 



Un rollo de cinta flexible de L pies de longitud, fijada en 
la parte superior de una tabla inclinada que forma un angu- 
lo 0con la horizontal, se deja rodar por la tabla. 



V32 

Demuestre que 

dT _ 
T 



esc 6 



dO 
2 tan 




57. Las ecuaciones de la forma tan x + ax - surgen en 
problemas de conduccitfn de calor. Las rafces positivas de 

la ecuacion en orden creciente son O], a^, Oj Si 

a - \, determine a x y Oj con cuatro cifras decimales. 

58. Siga las instrucciones del ejercicio 57 considerando 

a = -2. 

En los ejercicios 59 y 60, obtenga una aproximacion para n 
con cinco cifras decimales utilizando el metodo de Newton 
para resolver la ecuacion. 

59. tan x = 60. cos x + 1 = 

61. Explique c6mo se utiliza el concepto de diferencial para 
aproximar valores de funci6n. 
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 3 



1. Explique la diferencia entre extremo relativo y extremo 
absoluto de una funci6n. 

2. lnvente un ejemplo de una funcion/que tenga un extremo 
relativo en el punto P(c,f(c)) y para la cual se cumplen las 
condiciones si guie rites: 

(a) La recta tangente a la grafica de/en P es horizontal; 

(b) La recta tangente a la grafica de/en P es vertical ; 

(c) La graTica de/no tiene recta tangente en P. 

Enuncie el teorema del valor extremo. 

Describa c6mo determinana los extremos absolutos de 
una funci6n que satis face las condiciones del teorema del 
valor extremo. 



3. 
4. 

5. 



lnvente un ejemplo de una funci6n que satisfaga las condi- 
ciones del teorema del valor extremo y que tenga la pro- 
piedad indicada: 

(a) la funci6n no tiene numeros crfticos; 

(b) s61o un extremo absoluto ocurre en un numero crftico; 



(c) los dos extremos absolutos ocurren en numeros crfticos; 

(d) la funci6n tiene exactamente dos numeros priticos pero 
ningun extremo absoluto ocurre en los numeros crfticos. 

6. lnvente un ejemplo de una funci6n que satisfaga las con- 
diciones del teorema del valor extremo y para la cual el 
valor mfnimo absoluto ocurra en un mimero crftico c don- 
de/'(c) no exista y 

(a) la grifica de / no tenga recta tangente en el punto 
(<\/(c)); 

(b) la graiica de/ tenga una recta tangente vertical en el 
punto (c,/(c)). 

7. iQw& directrices deben seguirse cuando se definen las va- 
riables empleadas para obtener una funci6n como modelo 
matemdtico de un problema verbal? 

8. i,Por qu^ deb establecerse el dominio de la funcion que 
utiliza como ;.iodelo matemitico para resolver un proble- 
ma verbal? 
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9. A fin de aplicar el teorema del valor extremo para re solver 
un problema verbal que implica un extremo absolute ^que 
condiciones debe satisfacer la funcidn que se utiliza como 
modelo matematico? 

10. Bosqueje el procedimiento que utilizaria para resolver 
un problema verbal que implica un extremo absoluto en un 
intervalo cerrado. 

11. Enuncie y proporcione la interpretacion geometric a del 

teorema de Rolle. 

12. Enuncie y proporcione la interpretacion geom&rica del 
teorema del valor medio, 

13. Explique por que el teorema de Rolle es un caso especial 
del teorema del valor medio. 

14. Tanto en el teorema de Rolle como en el teorema del valor 
medio se requiere que la funcion / sea continua en el in- 
tervalo cerrado [a, b], pero diferenciable solo en el inter- 
valo abierto (a, b). Explique por que los teoremas son 
validos cuando fid), f\b) o ambos no existen. 

15. <Por que es mas importante la existencia del numero c, 
garantizado por la conclusion del teorema del valor medio, 
que el valor real del numero c? En su respuesta enuncie 
situaciones en las que solo la existencia de c importa y no 
su valor. 

16. lnvente un ejemplo de una funcion que satisfaga las hipo- 
tesis del teorema del valor medio pero para la cual no se 
pueda determinar el valor exacto del numero c garantizado 
por la conclusion. 

17. Defina: la funcion / es creciente en un intervalo. i,Cdmo 
se determinaria analiticamente que / es creciente en el 
intervalo cerrado [a, £]? 

18. Defina: la funcion /es decreciente en un intervalo. ^Como 
se determinaria analfticamente que / es decreciente en el 
intervalo cerrado [a, £>]? 

19. Enuncie el criterio de la primera derivada para extremo s 
relativos. 

20. £C6mo determinaria analiticamente los extremos relativos 
de una funcion? 

21. lnvente un ejemplo de una funcion diferenciable que ten- 
ga exactamente dos extremos relativos. Dibuje la gr£fica 
de la funcidn. 

22. lnvente un ejemplo de una funcion diferenciable y 
no kneal que*no; tenga extremes relativos. Dibuje la graTica 
de la funcion. 

23. lnvente un ejemplo de una funcion continua que sea dife- 
renciable en todo pun to excepto en el origen, que tenga un 
valor minimo relativo en el>origen, y cuya graTica no tenga 
reGta tangente en el origen. Dibuje la grafica de la funcion. 

24. lnvente un ejemplo de una funcion continua que sea dife- 
renciable en todo pun to excepto en el origen, que tenga un 
valor minimo relativo en el origen, y cuya grafica tenga 
una recta tangente en el origen. Dibuje la grafica de la 
funcion. 



25. lnvente un ejemplo de una funcion continua / que sea 
diferenciable en todo punto excepto en el origen, y tal que 
/no tenga un extremo relativo en el origen. Dibuje la gra- 
fica de la funcion. 

26. Defina: la grafica de la funcion /es concava hacia arriba 
en el punto (c, /(c)). ^Como determinaria analiticamente 
que la grafica de una funcion es concava hacia arriba en un 
punto particular? 

27. Defina: la grafica de la funcion / es concava hacia abajo 
en el punto (c, /(c)). << Como determinaria analiticamente 
que la grafica de una funcion es cdncava hacia abajo en un 
punto particular? 

28. Defina: el punto (c,f(c)) es un punto de inflexion de la grd- 
fica de la funcion /. ^Como determinaria analiticamente 
los puntos de inflexibn de la grafica de una funcion? 

29. Dibuje la graTica de una funcion / para la cual la grafica 
tenga un punto de inflexion en (c,f(c)) donde/"((c) = 0, 
f\c) = \J"{x) > si jc < c,y/"U) < Osijc > c. 

30. Dibuje la grafica de una funcion / para la cual la grafica 
tenga un punto de inflexion en (c, /(c)) donde f"(c) = 0, 
f\ c ) = 0J"(x) < Osijc < c,yf"(x) > si x > c. 

31. Dibuje la grafica de una funcion /para la cual la grafica 
tenga un punto de inflexion en (c, /(c)) donde f\c) no 
exista,/"(*) > Osijc < c, yf"(x) < Qsix > c. 

32. Enuncie el criterio de la segunda derivada para extremos 
relativos. 

33. ^Cuando es mas facil aplicar el criterio de la segunda 
derivada? ^Cuando es mas facil aplicar el criterio de la 
primera derivada? ^Pueden aplicarse siempre estos crite- 
rio s? Explique su respuesta. 

34. lnvente un ejemplo y dibuje la graTica de una funcion / 
para la cual/(0),/ r (0) y/"(0) son iguales a 0, donde 

(a) /tiene un valor minimo relativo en 0; 

(b) /tiene un valor maximo relativo en 0; 

(c) /no tiene extremo relativo en 0. 

35. Defina precisamente, utilizando la notacion €-N, cada 
uno de los siguientes limites: (a) lim f(x) — L; 

x— >+°° 

(b) lim fix) = L. Enuncie en palabras lo que cada una 

J(_»-00 

de estas definiciones significa sin emplear la notacion 
€—N ni las palabras limite, se aproxima a, infinite, crece 
sin limite o decrece sin limite. 

36. ^Como se evaliia el limite de una funcion racional cuando 
x crece o decrece sin limite? 

37. lnvente un ejemplo de una funcion /que [lustre cada uno 
de los siguientes limites: (a) lim f{x) - 1 ; 

(b) lim f{x) = 5; (c) lim ~/*x) = -2; 

(d) lim f(x) - 0;(e) lim f(x) = +oo; 

x— »-«> X— > + ™ 

(f) lim f(x) = -oo; 

38. 'Defina: asintota horizontal de la grafica de una funcion. 

39. ^C6mo pueden determinarse las asintotas horizontals de 
la grafica de una funcion? 

40. lnvente un ejemplo de una funcion cuya grafica tenga la 
recta jc = 5 como una asintota vertical y la recta 
y = -4 como una asintota horizontal. 
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41. Si la recta x = c es una asintota vertical de la grdfica de la 
derivada de la funci6n / i,cuales son las posibilidades del 
comportamiento de la grafica de / en el punto (c, /(c))? 
lQu6 informaci6n adicional, obtenida a partir de la graTica 
de la derivada de/, garantizara un comportamiento espe- 
cifico de la graTica de/en (c,/(c))? 

42. Si la graTica de la derivada de una funci6n / revela que/ 
tiene un extremo relativo en c, ^cuales son las posibilidades 
del comportamiento de la graTica de/en el punto (c,/(c))? 
i,Q\i£ information adicional, obtenida a partir de la graTica 
de la derivada de/ garantizara" un comportamiento espe- 
cifico de la graTica de/en (c,/(c))? 

43. ^Qu6 es una asintota oblicua de la graTica de una funci6n? 

44. ^Cuando la graTica de una funcibn racional tiene una 
asintota oblicua y c6mo se determina la ecuaci6n de 
la asintota? 

45. Elabore un resumen de los pasos que deben seguirse para 
dibujar la grdfica de la funci6n / definida por la ecuacion 

v = fix). 

46. Enuncie un teorema diferente del teorema del extremo ab- 
solute que garantice que un extremo relativo de una funcion 
en un intervalo es un extremo absoluto de la funcibn en el 
intervalo. Cuando resuelve un problema que involucra ex- 
tremos absolutos, ^en que condiciones emplearia el teore- 
ma enunciado en lugar del teorema del extremo absoluto? 



47. (a) Invente un ejemplo de una funci6n para la cual pueda 
aplicarse el teorema enunciado en el ejercicio anterior para 
determinar un extremo absoluto, de modo que no pueda 
aplicarsele el teorema del valor extremo. (b) Invente un 
ejemplo de una funci6n para la cual se puede aplicar el 
teorema del ejercicio anterior o el teorema del valor extre- 
mo para determinar un extremo absoluto en un intervalo. 

48. ^C6mo se aplicaria el metodo de Newton para determinar 
los ceros de una funci6n? En su respuesta enuncie la f6r- 
mula para determinar x n+1 a partir de x n . 

49. i,C6mo se estiman los valores de funcidn mediante la 
aproximaci6n lineal? ^Que" condici6n (o condiciones) debe 
satisfacer la funci6n / en el numero x para estimar /(jc ) 
mediante aproximaci6n lineal? 

50. Si v = f{x\ defina las diferenciales dy y dx. 

51. £C6mo estan relacionados la diferencial dx y el incre- 
mento Ax? <,C6mo estan relacionados la diferencial dy y 
el incremento A v? 

52. i,Por que" la derivada de una funci6n puede eXpresarse 
como el cociente de dos diferenciales? 

53. ^Para qu£ funcion son iguales las diferenciales de las va- 
riables independiente y dependiente? Muestre esta igual- 
dad geomgtricamente en una figura que contenga la grifica 
de la funcion. 
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En los ejercicios 1 a 10, (a) dibuje la grdfica de la funcion en el 
intervalo indicado. (b) Encuentre los extremos absolutos de la 
funcion en el intervalo, si existe alguno, y determine los valores 
de x para los cuales ocurren los extremos absolutos. 



1. fix) = V5T7;[-5,+oo) 



2. f(x) = V4 - x 2 ; (-2, 2) 

3. f{x) = [9 - x 2 |;[-2,4] 

4. fix) = |9 - x 2 |;[-l,5] 



5. fix) 



6. fix) = 



-;[0,4] 



-;[i,3] 



7. fix) = 2 sen 3*; [-iff, iff] 

8. fix) = 4cos 2 2x;[0, |ff] 

9. fix)=\ 2x 2 +3 A si ; 2 /^< [ ;[-2,2] 

[jr + 4 si 1 <: x < 2 

10. /(*) = l 9 ~ x2 si ~ 3 ^ JC<3 ;[-3,5] 

[5x - 15 si 3 < x ^ 5 

En los ejercicios 11 a 14, (i) estime en la graficadora los extre- 
mos absolutos de la funcidn en el intervalo indicado. (ii) Con- 
firme las respuestas analiticamente. 

11. (a) fix) = x 4 - 12x 2 + 36; [-2, 3] 
(b) fix) = x 4 - 12x 2 + 36; [-4,2] 



12. (a) fix) = x s - 9x 2 + 5; [-1,2] 
(b) fix) - x 5 - 9x 2 + 5; [-2, 1] 

13. fix) = senx + cosx; [-1, i] 

14. fix) = 2 cosx + jc; [-1,3] 

En los ejercicios 15 y 16, verifique que las tres condiciones de 
la hipdtesis del teorema de Rolle son satisfechas por la funcidn 
en el intervalo indicado. Despues encuentre un valor adecua- 
do para c que satisfaga la conclusion del teorema de Rolle. 
Apoye grdficamente la eleccion de c trazando en el mismo 
rectdngulo de inspeccidn las grdffcas defy de la recta tangen- 
te horizontal en (c ( /(c)). 



15. fix) = x 3 



- 4x + 4; [-2,1] 



16. fix) = 2sen3x;[0, iff] 

En los ejercicios 17 a 20, verifique que la hipdtesis del teo- 
rema del valor medio es satisfecha por la funcidn en el intervalo 
indicado [a, b]. Despues encuentre un valor adecuado para c 
que satisfaga la conclusion del teorema del valor medio. Apoye 
la eleccion de c trazando en el mismo rectdngulo de inspec- 
cion la grdfica defenrel intervalo cerrado [a, b\ la recta tan- 
gente en (c, fie)), y la recta secante que pasa por los puntos 
ia, fia)) v ib t fib)) y mostrando que las rectos tangente y se- 
cante son paralelas. 

17. fix) = VT^7;[-6,-l] 

18. fix) = x 3 ; [-2, 2] - 

19. fix) = 4 cosx; [iff }ff] 

20. fix) = 3 sen ix;[0, ff] 
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21. (a) Si / es una funcion polinomial y f(a\ f{b\ f'{a) y 

f(b) son cero, utilice el teorema de Rolle para demos- 
trar que existen al menos dos numeros en el intervalo 
abierto (a y b) que son raices de la ecuacion/"(jt) = 0. 

(b) Demuestre que la funcion definida por 
fix) = (x 2 - 4) 2 

satisface el inciso (a) si el intervalo (a, b) es (-2, 2). 

22. Si/es la funcidn definida por f(x) = 1 2x - 4 1 - 6, en- 
tonces/(-l) = 0y/(5) = 0. Sin embargo, /'(jc) nunca es 
cero. Muestre por que" el teorema de Rolle no se aplica. 

Para las funciones de los ejercicios 23 y 24, no existe ningun 
numero c en el intervalo abierto (a, b) que satisfaga la con- 
clusidn del teorema del valor medio. En cada ejercicio, deter- 
mine que condicion de la hipo tests del teorema del valor 
medio no se cumple. Dibuje la grdfica defy la recta que pasa 
por los puntos (a, fa)) y (b, fib)). 



23. /(jc) 



Q,b = 3 



x 2 si jc < I . 
3jc si 1 ^ jc 

24. f(x) = 2(jc - 2f\a = -6, fc = 3 

En los ejercicios 25 a 32, (a) trace la grdfica; determine a par- 
tir de la grdfica (b) los extremos relativos de f (c) los valores 
de x en los que ocurren los extremos relativos, (d) los intervalos 
en los quefes creciente, y (e) los intervalos en los quefes de- 
creciente. Confirme analiticamente la informacion obteni- 
da grdficamente. 

v 3 j_ iv 2 - 4 

+ jc - 5 

27. fix) = (jc - 3) 5/3 + 1 

28. fix) = (jc + 2) 4 ' 3 - 3 

29. /(jc) = jc - tanjc;jc e (■ 

30. /(jc) = sen 2x - cos 2x; jc 

31. /(jc) = (jc + 1) 2 ' 3 (jc - 3) 2 

32. /(jc) = W25 - jc 2 

En los ejercicios 33 a 36, haga lo siguiente: (a) determine los 
extremos relativos def; (b) obtenga los valores de x en los que 
ocurren los extremos relativos; (c) los intervalos en los quefes 
creciente, (d) los intervalos en los quefes decreciente; (e) halle 
los puntos de inflexion de la grdfica def; (f) determine en don- 
de la grdfica de f es concava nacia arriba; (g) determine en 
ddnde la grdfica de f es concava hacia abajo. Dibuje la grdfi- 
ca de lafuncion apartirde las respuestas de los incisos (a)-(g). 

33. fix) = (jc - 4) 2 (jc + 2) 3 

34. fix) = (jc- 1) 3 (jc- 3) 

(| _ JC)3 si JC £ 1 

(jc - l) 3 si 1 < x 



$*, \x) 

3 



% \n\ 



35. fix) 



36. fix) = 



- 3jc si jc < 2 

- jc 2 si 2 ^ jc 



En los ejercicios 37 a 44, estime en la graficadora los puntos 
de inflexidn de la grdfica de la funcion dada y en ddnde la 



grdfica es concava nacia arriba y en ddnde lo es hacia abajo. 
Confirme las estimaciones analiticamente. 

37. La funci<5n del ejercicio 25 

38. La funci<5n del ejercicio 26 

39. La funci<5n del ejercicio 27 

40. La funci<5n del ejercicio 28 

41. La funci<5n del ejercicio 29 

42. La funci<5n del ejercicio 30 

43. La funcion del ejercicio 31 

44. La funckin del ejercicio 32 

En los ejercicios 45 y 46, dibuje una porcion de la grdfica de 
una funcion f que pase por el punto donde x - cy que satisfa- 
ga las condiciones dadas. Suponga quefes continua en algun 
intervalo abierto que contiene a c. 

45. (a) fix) > Osi* < c\f\x) < Osijc > c; 

/"(jc) < Osijc < c;/"(jc) < Osijc > c; 

(b) fix) < Osijc < c;f(x) > Osijc > c; 
fix) < Osijc < c;/"(jc) < Osijc > c; 

(c) fix) > Osijc < c;/'(jc) < Osijc > c; 
fix) < Osijc < c;/"(jc) > Osijc > c; 

(d) f(c) = 0,/"(c) = 0;/'(jc) < 0;sijc < c; 
fix) < Osijc > c;/"(jc) > Osijc < c; 
fix) < Osijc > c 

46. (a) fc) = -2;/"(c) = 0;/"(jc) < Osijc < c; 

fix) > si jc > c 

(b) fc) no existe; fix) > Osijc < c\f"(x) > 
si* > c; 

(c) fix) < Osijc < c;/'(jc) > Osijc > c; 
fix) > Osijc < c;/"(jc) < Osijc > c; 

(d) lim fix) = I; lim fix) = +00; f\x) > 

x->c~ x->c + 

si* < c;/"(jc) < Osijc > c 

En los ejercicios 47 y 48, dibuje una porcidn de la grdfica de 
una funcion f que pase por los puntos ia, fid)), ib t fib)), (c, fc)) 
y id, fid)) y que satisfaga las condiciones dadas. TambUn dibu- 
je un segmento de la recta tangente en cada uno de estos pun- 
tos, en caso de que exista la recta tangente. Suponga que 
a<b<c<dy que f es continua en algun intervalo abierto 
que contiene aayd. 

47. (a) f\a) = 0\f\b) - -1; /'(c) no existe; 

fid) - 0;/"(jc) < Osijc < b\ 
fix) > si b < x < c;/"(jc) < si jc > c 
(b) fa) > 0;/"(fl) = 0,fib) « Ufib) = 0; 
f(c) = 0;f(d) no existe; /"(jc) < 
si jc < a; fix) > Osi a < x < b\ 
fix) < Osi 6 < jc < d\f"ix) > Osijc > d 

48. (a) fa) = Q;fb) = -\\f\b) = 0;/'(c) = 0; 

fie) = 0;/'(<0 = -1 ;/"(</) - 0;/"(jc) < 
si jc < b\f\x) > Osib < x < c; 
fix) < si c < x < d\f\x) > si jc > d 
(b) /'(a)noexiste;/'(£) = 0;/'(c) = 2; 
/"(c) =Q\f(d) = 0;/"(jc) < Osijc < a\ 
fix) > si a < x < c\f{x) < si jc > c 
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En los ejercicios 49 a 52, la figura adjunta muestra la grdfica 
de la derivada de una funcidn f cuyo dominio es el conjunto de 
todos los numeros reales y la cual es continua en todo numero. 
A partir de la grdfica determine la siguiente information e 
incorporela en una tabla seni&jante a las tablas de la section 
3.6: (i) los intervalos en los quefes creciente, (ii) los intervalos 
en los quefes decreciente; (Hi) los extremos relativos def; (iv) 
donde la grdfica defes concava hacia arriba; (v) donde la grd- 
fica defes concava hacia abajo; (vi) los puntos de inflexion de 
la grdfica def. Dibuje la grdfica de una funcidn f que tenga las 
propiedades de la tabla si los unicos ceros def son los indicados. 

49. Los ceros de/ son - 4 y 0. 



52. Elcerode/es-1. 




50. Los ceros de/son 3 y 5. 





En los ejercicios 53 a 56, en la figura adjunta se muestra la 
grdfica de lafuncionfy segmentos de tangentes horizontales y 
de inflexion. Determine la siguiente information a partir de la 
figura e incorporela en una tabla similar a las tablas de la sec- 
tion 3.6: (i) los intervalos en los quefes creciente, (ii) los 
intervalos en los que f es decreciente; (Hi) los extremos rela- 
tivos def; (iv) donde la grdfica defes concava hacia arriba; (v) 
donde la grdfica de f es concava hacia abajo; (vi) los puntos 
de inflexion de la grdfica de f A partir de la tabla, dibuje 
grdficas posibles def'yf". 

53. 




51. Los ceros de/ son y 3 . 
y 



-\ (— ~K X 




54. 



* (2, 4) 
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55. 




(2.5,-4) 



56. 




(-1,-3) 



En los ejercicios 57 a 60, determine el limite y apoye la respues- 
ta grdficamente. 



57. lim 



58. lim 



59. lim 



3jc z + 2x - 

x 2 + 4 



4x 



5x z 



x + 1 



+ 5 



2x - 4 



60. 



Um ( 8 j 3 + 7 ? - 2 T 
*->+«\7;c 3 + 3x 2 + 5x) 



En los ejercicios 61 y 62, realice lo siguiente: (a) trace la grd- 
fica de la funcion f y haga un proposicion acerca del com- 
portamiento aparente de f(x) conforme x crece sin limite. 
(b) Confirme analiticamente la respuesta del inciso 
(a) calculando lim f(x). 

61. fix) = V* + 1 - V* 

62. f(x) = 4x^ 



V* 2 + 4 



En los ejercicios 63 a 66, determine las asintotas de la grdfica 
de la funcion. Apoye los resultados trazando la grdfica y las 
asintotas en el mismo rectdngulo de inspeccion. 



63. f{x) = 



5x 2 



65. f{x) = 



x" - 4 

x 2 

x - 3 



64. fix) 
66. fix) 



x l - 1 
x 2 +9 



En los ejercicios 67 a 70, (a) trace la grdfica de f 
NDER(/(x), jc) y NDER2(/(jc), x) en rectdngulos de inspec- 
cidn separados y estime lo siguiente: (i) los intervalos en los 
que f es creciente y en los que es decreciente; (ii) los extre- 
mos relativos def; (Hi) donde la grdfica es concava hacia arri- 
ba y donde lo es hacia abajo; (iv) los puntos de inflexion de la 
grdfica de f (b) Confirme las estimaciones del inciso (a) ana- 
liticamente e incorpore la informacidn en una tabla semejante 
a la tabla 4 de la seccidn 3.8. A partir de la informacidn de esta 
tabla dibuje la grdfica de f y compdrela con la, grdfica de f 
trazada en el inciso (a). 

2 



67. fix) = 2x* + 5x' 

68. fix) = 3x 4 + 8jc 3 

69. fix) = 6 Ifx - x 
71. 



72. 



73. 



74. 



21jc z - 45jc + 27 

3jc 2 - 2x 

70. fix) - 2x 1/3 + jc 4/3 

Determine el valor mfiximo absoluto alcanzado por la 
funcidn / si /(jc) = A sen kx + B cos Jbr, donde A, B y k 
son constantes positivas. 

Si fix) = ax 3 + bx 2 , determine a y b de modo que la 
grafica de / tenga un punto de inflexion en el punto 
(2, 16). Apoye la respuesta graTicamente. 

Si fix) = ax 3 + bx 2 + ex, determine a, b y c de modo 
que la grafica de/ tenga un punto de inflexion en el punto 
(1, -1) y que la pendiente de la tangente de inflexion en 
ese punto sea -3. Apoye la respuesta graficamente. 

x + 1 

Si fix) = — 2 , demuestre que la grafica de / tiene 

puntos de inflexion que son colineales. Apoye las respues- 
tas trazando la graTica de / y la recta que contiene a los 
puntos de inflexi6n. 

75. Si fix) = x | x | , trace la grafica de / y demuestre analiti- 
camente que el origen es un punto de inflexion. 

76. Sea/(:c) = x n , donde «esunnumeroenteropositivo. 

(a) Demuestre que la grafica de / tiene un punto de in- 
flexion en el origen si y s61o si n es impar y n > 1 . 

(b) Demuestre que si n es par, / tiene un valor minimo 
relativo en 0. 

En los ejercicios 77 y 78, confirme analiticamente la estima- 
cion obtenida en la graficadora en el inciso (d) del ejercicio 
indicado de los ejercicios de repaso del capitulo 1. 

77. (a) Ejercicio 103; (b) Ej,ercicio 105 

78. (a) Ejercicio 104; (b) Ejercicio 106 

79. ^Cuintos articulos debe producir cada semana el fabrican- 
te del ejercicio 57 de los ejercicios de repaso del capitulo 2, 
para maximizar las utilidades? 

80. Determine las dimensiones de una caja abierta, que tenga 
base cuadrada y un volumen de k pulgadas cubicas, que 
pueda construirse con la minima cantidad de material. 

81. Dos ciudades A y B obtendran su abastecimiento de agua 
de la misma estacion de bombeo, la cual se ubicara' en la 
orilla de un no recto a 15 km de la ciudad A y a 10 km de 
la ciudad B. Los puntos del rio mis cercanos a A y B estan 
separados 20 km, y A y B se encuentran en el mismo lado 
del rib. 
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88. 



(a) Utilice la graficadora para estimar donde debe ubi- 
carse la estacion de bombeo de modo que se emplee 
la menor cantidad de tubena. 

(b) Confirme la estimation del inciso (a) analiticamente. 



89. 




82. Un fabricante ofrece entregar a un comerciante 300 sillas 
a $360 cada una, y reducir el precio por silla en $ 1 del pe- 
dido total por cada silla adicional que exceda a 300. 
Determine la cantidad total de dolares implicados en la 
transaction mas grande posible entre el fabricante y el 
comercianrte. Apoye la respuesta graficamente. 

83. En condiciones de monopolio (vea el ejercicio 19 de la 
secci6n 3.9) la demanda diaria de cierto artfculo es de x 
unidades cuando el precio por unidad es p dolares y 
x 2 + p = 320. Si 20x dolares es el costo total por pro- 
ducir x unidades, determine la maxima utilidad total diaria. 
Apoye la respuesta graTicamente. 

84. Para construir un en vase cerrado en forma de cilindro circu- 
lar recto que tenga un volumen de 27 pulg 3 , la tapa y la 
base se cortaran de trozos cuadrados de hojalata. 

(a) Utilice la graficadora para estimar el radio del envase 
si se emplea la cantidad minima de hojalata en su 
construction, lncluya la hojalata que se desecha al 
obtener la tapa y la base. 

(b) Confirme la estimation del inciso (a) analiticamente y 
despues determine la altura que debe tener el envase. 

85. Si la demanda de un articulo particular es de 100* uni- 
dades cuando el precio por unidad es de p dolares, enton- 
ces x 2 + p 2 = 36. Determine la utilidad total maxima. 

86. En un pueblo, cuya poblaci6n es de 11 000 habitantes, la 
tasa de crecimiento de una epidemia es conjuntamente 
proportional al numero de personas infectadas y al nume- 
ro de persona no infectadas. Determine el numero de per- 
sonas infectadas cuando la epidemia est£ creciendo a una 
tasa maxima. 

87. Debido a varias restricciones, el tarnano de una comunidad 
particular esta limitado a 3 000 habitantes, y la tasa de cre- 
cimiento de la poblacion es conjuntamente proportional a 
su tarnano y a la diferencia entre 3 000 y su tarnano. De- 
termine la cantidad de personas para la cual la tasa de 
crecimiento de la poblaci6n es un maximo. 



Determine la distancia mas corta desde el punto P(0, 4) a 
un punto de la curva x 2 - y 2 = 16, y encuentre ei punto 
de la curva que esta mas cerca a P, 



90. 



91. 



Una compania que opera en condiciones de competencia 
perfecta (vea las instrucciones de los ejercicips 17 y 18 de 
la secci6n 3.9) construye y vende radios portables. La 
compania puede vender todos los radios que produce a un 
precio de $75 cada uno. Si se construyen x radios cada dia 
y C(x) d61ares es el costo diario de producci6n, enton- 
ces C(x) = x 2 + 25x + 100. ^Cuantos radios deben pro- 
ducirse cada dia para que la compania obtenga la maxima 
ganancia diaria total? 

Dos particulas inician su movimiento al mismo tiempo. 
Una de ellas se desplaza a lo largo de una recta horizontal 
y su ecuaci6n de movimiento es x — t 2 - 2f, donde x 
centimetres es la distancia dirigida de la particula desde 
el origen a los t segundos. La otra se mueve a lo largo de 
una recta vertical que intersecta a la recta horizontal en 
el origen, y su ecuaci6n de movimiento es y = t 2 - 2, 
donde y centfmetros es la distancia dirigida de la particula 
desde el origen a los t segundos. Determine cudndo 
la distancia dirigida entre las dos particulas es minima, y 
sus velocidades en ese ins tan te. 

Una escalera descansa sobre una cerca de ^m de altura y 
se apoya contra una pared a 8 m detrtfs de la cerca. Deter- 
mine la longitud de la escalera m& corta que pueda em- 
plearse y que cumpla estas condiciones. 




92. Resuelva el ejercicio 91 considerando ahora que la cerca 
mide /imde altura y que la pared esta a w m detr&s de la 
cerca. 

93. Determine el volumen del cilindro circular recto mds gran- 
de que pueda inscribirse en un cono circular recto que 
tiene un radio de 4 pulg y una altura de 8 pulg. 



8 pulg 
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94. 



95. 



96. 



97. 



98. 



Una tienda de campana tiene la forma de un cono. Deter- 
mine la razon del radio a la altura de una tienda de campa- 
na de volumen dado que requiera el minimo de material 
para su construction. 

Determine las dimensiones del cono circular recto de volu- 
men minimo que pueda circunscribirse a un cilindro de r 
centimetres de radio y h centimetres de altura. 



99. 



100. 




Acm 



Uno de los angulos agudos de un tri£ngulo mide ^tt rad, 
y el lado opuesto a este angulo tiene una longitud de 
10 pulg. Demuestre que de todos los triangulos que satis- 
facen estas condiciones, aquel que tiene el area maxima 
es isosceles. Sugerencia: exprese la medida del area del 
triSngulo en terminos de funciones trigonom^tricas de uno 
de los otros angulos agudos. 

En un almacen, los articulos que pesan 1000 lb se trans- 
portan al nivel del piso asegurando una cuerda gruesa bajo 
una plataforma movil baja y jalandola con un vehiculo 
motorizado. Si la cuerda se dirige en un Angulo de radia- 
nes con respecto al piano del piso, entonces la intensidad 
de la fuerza de F lb a lo largo de la cuerda esta dad a por 

1000* 



k sen 8 + cos 



donde k es el coeficiente constante de fricci6n y 

i 
< * < 1. Si < < •=■ ^ demuestre que F es mi- 
nima cuando tan = Jk. 

(a) Demuestre que de todos los rectangulos que tienen un 
area de 81 pulg 2 , el cuadrado cuyo lado mide 9 pulg 
tiene el perimetro minimo. Apoye la respuesta gra- 
ficamente. 

(b) Demuestre que de todos los rectangulos que tienen 
un perimetro de 36 pulg, el cuadrado cuyo lado mide 
9 pulg tiene el area maxima. Apoye la respuesta gra- 
ficamente. 

Un trozo de alambre de 20 cm de longitud se corta en dos 
partes, y cada parte se dobla en forma de cuadrado. £C6mo 
debe cortarse el alambre de modo que el area total de los 
dos cuadrados sea la minima posible? 

Un trozo de alambre de 80 cm de longitud se dobla en 
forma de rectangulo. Determine las dimensiones del rec- 
tangulo de mayor area posible. 



101. Para cierto articulo, donde jc unidades se demandan se- 
manalmente cuando el precio de cada unidad es p dolares, 

10 6 />jc = 10 9 - 2 • 10 6 jc + 18 ■ 10 3 * 2 - 6jc 3 

El numero de dolares del costo promedio por producir 
cada unidad esta dado por 



Q(x) 



±x - 24 + 11 * 10 V 1 



y jc > 100. Determine el numero de unidades que deben 
producirse cada semana y el precie de cada unidad para 
que la utilidad semanal sea maximizada. 

102. Utilice el m£todo de Newton para determinar con tres 
cifras decimales la raiz positiva de la ecuaci6n 

4jc 4 * - 3jc 3 + 2x - 5 = 

103. Emplee el metodo de Newton para determinar con tres 
cifras decimales la raiz negativa de la ecuacion 



3jc 4 



4jc 3 + 36jc 2 + 2x - 8 = 



164. Calcule-con cuatro cifras decimales, mediante el metodo 
de Newton, la coordenada jc del punto de intersection de 
lacurvay = sen jc y la recta y = 2jc - 3. 

105. Obtenga con cuatro cifras decimales, aplicando el metodo 
de Newton, el valor de jc en el intervalo ( )-n, ^k) para 
elcualtanjc = x, 

En los ejercicios 106 y 107, para la funcion f dada, haga lo si- 
guiente: (a) determine la aproximacion lineal de /(jc) en 
x - 8; (b) Apoye la respuesta del inciso (a) grdficamente; 
(c) compare los valores def(x) calculados a partir de la apro- 
ximacion lineal con los valores de funcion obtenidos a partir de 
la ecuacidn dada cuando x es igual a 7.9, 7.99, 8, 8.01 y 8.1. 



106. 
108. 

109. 
110. 
111. 

112. 
113. 



fix) '- 
Siy 



: 2X 2 



107. /(jc) = sen ^ttjc 

3, (a) calcule dy y Ay para jc = 2 y 
Ajc = 0.5. (b) Dibuje la grafica e indique los segmen- 
tos de recta cuyas longitudes son dy y Av, 

Si v = 80jc - 16jc 2 , determine la diferencia Av - dy 

si(a)jc = 2yAjc = 0.1;(b)jc = 4yAjc = -0.2. 

Si jc 3 + v 3 - 3jcv 2 + 1 = 0, determine dy en el punto 
(1, l)sidx = 0.1. 

Utilice diferenciales para aproximar el volumen del ma- 
terial necesario para elaborar una pelota de caucho si el 
radio del nucleo hueco debe ser de 2 pulg y el espesor 
del caucho es de j pulg. 

Si t segundos es el tiempo para una oscilaci6n completa 
de un pendulo de jc pies de longitud, entonces 
47T 2 jc = gt 2 , donde g .= 32.2. Utilice diferenciales para 
estimar el efecto sobre el tiempo si se comete un error 
de 0.01 al medir la longitud del pendulo. 



La medida del radio de un cono circular recto es -, de su 
altura, Utilice diferenciales para estimar aproximada- 
mente cuanto debe medir la altura si el error del volumen 
calculado no debe exceder el 3%. 
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114. Suponga que/y g son dos funciones que satisfacen las 
hipotesis del teorema del valor medio en [a, b]. Adem£s, 
suponga que f'(x) = g'(x) para toda x en el intervalo 
abierto (a, b). Demuestre que 



115. 



116. 



117. 



fix) - gix) = f(a) - gia) 



gix) 



para toda x de [a, b]. Sugerencia: sea h{x) = f(x) 
y aplique el teorema 3.3.3 a la funci6n h. 

Sean fyg dos funciones diferenciables en cada ntimero 
del intervalo cerrado- [a, b]. Suponga ademds que 
/(a) = g(a) yf(b) = g(b). Demuestre que existe un nu- 
mero c en el intervalo abierto (a, b) tal que /'(c) = g'(c). 
Sugerencia: sea h(x) - fix) - g(x) y aplique el teore- 
ma de Rolle a la funcidn h. 

Si/es una funci6n polinomial, utilice el teorema de Rolle 
para demostrar que entre cualesquiera dos rafces conse- 
cutivas de la ecuacidn f\x) - 0, existe, a lo sumo, una 
rafz de la ecuaci6n/(x) = 0. 

Dtbuje la grdfica de una funcidn en el intervalo / en cada 
uno de los casos siguientes: (a) / es el intervalo abierto 
(0, 2) y/es conrinua en /. En 1, /tiene un valor maximo 
relativo pero/'(l) no existe. (b) 1 es el intervalo cerra- 



do [0, 2]. La funci6n/tiene un valor minimo relativo en 1, 
pero el valor minimo absoluto de / ocurre en 0. (c) / es 
el intervalo abierto (0, 2), y /' tiene un valor minimo re- 
lativo en 1 . 

118. Si/(jc) = (x 2 + a 2 ) p , donde p es un niimero racional y 
p * 0, demuestre que la grffica de/ tiene dos puntos de 
inflexi6n si p < j , y no tiene puntos de inflexi6n si 
pa i. 

119. (a)Si/(Jc) = 3 j jc | + 4\x - I | , demuestre que /tiene 
un valor minimo absoluto de 3. 

(b) Si g(x) = 4|x| + 3|jt-l|, demuestre que g tie- 
ne un valor minimo absoluto de 3. 

(c) Si a > 0, b > Oy h(x) = a|*| + b\x - 1 1 , de- 
muestre que h tiene un valor minimo absoluto que es 
el menor de los numeros ay b. 

120. Si f(x) = |*| a -|jt- l\ b , donde a y b son numeros 
racionales positivos, demuestre que / tiene un valor 
maximo relativo de a a b b /(a + b) a+b 

121. Si p y q son numeros racionales tales que p + q = 1, 
demuestre que la recta y - x + iap + bq) es una asin- 
totaoblicuadelagra^cade/(Jc) - (jc + a) p ix + b) q . 
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Hasta este momenta se ha estudiado la rama 
del Calculo llamada Calculo Diferencial, en 
la que se estudia la derivada. En este capitu- 
lo se iniciara el estudio de la otra rama del Calculo deno- 
minada Calculo integral la cual trata acerca de la integral 
definida. En la seccion 4.7 aprendera que estas dos 
ramas del Calculo estan relacionadas mediante los teore- 
mas fundamentales del Calculo, descubrimiento culm in an- 
te en el siglo xvn realizado por Newton y Leibniz, quienes 
trabajaron en forma independiente. 

Un procedimiento de calculo necesario para aplicar 
los teoremas fundamentales es la antiderivacion o antidife- 
renciacion la cual se estudia en las secciones 4.1 y 4.2, y 
posteriormente se utiliza en la seccion 4.3 para resolver 
ecuaciones diferenciales sepa rabies, aplicadas a! movi- 
miento rectilmeo. 

De igual forma en que la derivada esta relacionada 
geometricamente a la recta tangente de una grafica, la 
integral definida tiene una interpretacion geometrica como 
el area de una region plana, mis ma que se define en la 
seccion 4.4 como un nuevo tipo de limite. Mas adelante, 
en la seccion 4.5 se presenta la integral definida en termi- 
nos de este limite. Las propiedades de la integral definida 
se presentan en las secciones 4.5 y 4.6, las cuales se 
utilizan en la seccion 4.7 para demostrar los teoremas 
fundamentales del Calculo. 

La integral definida se aplica en la seccion 4.8 a fin 
de calcular el area de una region plana, y en las 
dos secciones finales se aplica para determinar el 
volumen de varios tipos de solidos. En la seccion 
4.9 se utilizan los metodos de rebanado, de dis- 
cos y de arandelas, y en la seccion 4.10 se em- 
plea el metodo de capas cilindricas. 
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4.1 ANTIDERIVACION 



En cierta forma ya se ha familiarizado con las operaciones inverses. La 
adici6n y la sustraccion son operaciones inversas, asi como la multiplica- 
ci6n y la divisi6n, ademas de la potentiation y la extraction de rafces. En esta 
section se estudiara la operation inversa de la diferenciaci6n denominada 
antiderivacion o antidiferenciacidn, la cual implica el calculo de una an- 
tiderivada. 



4.1.1 Definition de antiderivada 



Una funcion F se denomina antiderivada de la fimci6n/en un inrer- 
valo / si F'(x) - f(x) para todo valor de x en /. 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si F es la funci6n defini- 
dapor 

F(x) = 4x 3 + x 2 + 5 

entonces F\x) = \2x 2 + Ix. De modo que si/es la funci6n definida por 

/(*) = 12a: 2 + 2x 

entonces /es la derivada de F, y F es la antiderivada de/. Si G es la funcion 
definida por 

G(x) = 4x 3 + x 2 - 17 

entonces G tambien es una antiderivada de/porque G'(x) = Ylx 2 + 2x. En 
realidad, cualquier funci6n determinada por 

4x 3 + x 2 + C 

donde C es una constante, es una antiderivada de/ .A 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si C es una constante ar- 
bitraria, entonces cualquier funcion definida por 

sen* + C 

tiene la funcion cos x como derivada. Por tan to, cualquier funci6n de este ti- 
po es una antiderivada de cos x. *4 

Para generalizar la discusi6n de los ejemplos ilustrativos anteriores, con- 
sidere la funcion F como una antiderivada de la funci6n / en un intervalo /, 
de modo que 

FXx) = fix) 

Entonces si G es una funcion definida por 

G(x) = F(x) + C 
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donde C es una constante arbitraria, 

G'(x) = F'(x) 
= fix) 

y G es tambten una antiderivada de/en el intervalo /. 

Ahora se procedera" a demostrar que si F es cualquier antiderivada par- 
ticular de/en el intervalo /, entonces cada antiderivada de/en / esta" dada par 
F(x) + C, donde C es una constante arbitraria. Primero, se necesita un teore- 
ma pieliminar cuya demostraci6n se basa en el teorema 3.3.3, el cual afirma 
que si la derivada de una funcidn en un intervalo es 0, entonces la funci6n 
es constante en el intervalo. Recuerde, en la seccidn 3.3 se demostro este teo- 
rema para ilustrar el poder del teorema del valor medio. 



4,1 .2 Teorema 



Si/y g son do* funciones definidas en el intervalo /, tales que 

f(x) ~ gXx) pm toda jr en / 
entonces exsste una constante K tal que 

/(*) - £(*) + K para toda jc en/ ... 

Demostracion Sea h la funcidn definida en / mediante 

h(x) = f(x) - g(x) 
de modo que para toda jc en /, 

h'(x) = /'(jc) - g'(x) 
Pero, porhipotesis,/'(jc) = g'(x) para toda jc en/. Portanto, 

h'(x) = para toda jc en / 

Al aplicar el teorema 3.3.3 a la funci6n h, se infiere que existe una constante K 
tal que 

h(x) - K para toda x en/ 
Si se sustituye h(x) por/(jc) - g{x) se obtiene 

fix) = g(x) + K para toda jc en / 
lo que demuestra el teorema. ■ 

El teorema siguiente se deduce inmediatamente del teorema anterior. 



4.1,3 Teorema 



Si Fes una antiderivada particular de/en nn intervalo / t entonces cadi 
antiderivada de/en / esta" dada por 



*W+ C 



m 



donde C es una constante arbitraria, y todas las antiderivadas de/en 
I pueden obtenerse a partir de (I ) asignaodo vaJores particulates aC. 

Demostracion Sea G cualquier antiderivada de/en /. Entonces 

G\x) = /(jc) para toda jc en / (2) 
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Como F es una antiderivada particular de/en /, 

F\x) = /(jc) para toda jc en / (3) 

De(2)y(3) 

G\x) = F\x) para toda jc en / 
Por tanto, por el teorema 4. 1 .2, existe una constante K tal que 

G(jc) = F(x) + K para toda jc en/ 



Como G representa cualquier antiderivada de / en /, toda antiderivada de / 
puede obtenerse a partir de F(jc) + C, donde C es una constante arbitraria. Por 
tanto, se ha demostrado el teorema. ■ 

La antiderivaci6n o antidiferenciaci6n es el proceso mediante el cual 
se determina el conjunto de todas las antiderivadas de una funcion dada. El 
simbolo \ denota la operaci6n de antiderivacion, y se escribe 



/• 



f(x)dx = F(x) + C (4) 



donde 

F\x) = /(jc) 

y 

d(F(x)) =f(x)dx (5) 

La expresion F(x) + C en (4) recibe el nombre de antiderivada general de/. 
Leibniz introdujo la convencion de escribir la diferencial de una funcion 
antes del sfmbolo de antiderivacion. La ventaja de utilizar la diferencial en 
esta forma seri evidente en la section 4.2 cuando se calculen antiderivadas 
mediante un cambio de variable. De (4) y (5), se puede escribir 



J 



d(flW) w F(x) + C 



Esta ecuacidn establece que cuando se antideriva la diferencial de una fun- 
cion, se obtiene esa funcion mas una constante arbitraria. De este modo, puede 
considerarse que el simbolo para antiderivacion representa la operation in- 
versa a la operaci6n denotada por d para calcular una diferencial. 

Si (F(jc) + C) es el conjunto de todas las funciones cuyas diferencia- 
les son/(jc) dx, tambi^n es el conjunto de todas las funciones cuya derivada es 
/(jc). Por tanto, la antiderivacion se considera como la operation para deter- 
minar el conjunto de todas las funciones que tienen una derivada dada. 

Como la antiderivacion es la operation inversa de la derivation, los 
teoremas de antiderivacion se obtienen de los teoremas de diferenciacion. 
Asi, los teoremas siguientes pueden demostrarse a partir de los teoremas co- 
rrespondientes de diferenciacion. 



4, 1A Teorema 
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4 .1 .5 Teorema 



J af(x)dx = a \f(x)dx 
donde a es una constante. 

El teorema 4.1.5 establece que la antiderivada general del producto de 
una constante por una funci6n es la constante por la antiderivada general 
de la funci6n. 



4.1 ,6 Teorema 



Si/ y g estin definidas en el mismo iniervalo, entonces 
+ gix)]dx= \mdx + \sMdx 



iWO + *W1*» = iffr)dx + \g(x 



El teorema 4.1.6 afirma que la antiderivada general de la suma de dos 
funciones es igual a la suma de las antiderivadas generales de las funciones, 
considerando que ambas funciones estan definidas en el mismo intervalo. Al 
extender el teorema 4.1.6 para un numero finito de funciones y combinandolo 
con el teorema 4. 1 .5, se obtiene el teorema siguiente. 



4,1,7 Teorema 



Si /i,/2, ■ ■ *fn e$t ^ n definidas en cl mismo intervalo, entonces 
J tcifiM +> C2f 2 (x) + ....+. cj^xfl dx 

= c, J /,(*)<** + c 2 j Mx)dx + . , . + c n j f n {x)dx 
donde c h c^ . . . , c„ son coastantes. 



4-1 -8 Teorema 



Si n es un ntimero raeional, eatonces 



\ 



T n+1 

x n dx - - — - + C n#-l 
n + 1 



Demostracion 



*U + 1/ « + 1 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Del teorema 4.1.8 para valo- 
res particulares de n se tiene: 
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*- 2+l „ x^ +{ 



+ C = - t + C 



-2 + 1 1 + 1 

= ~- + C = ^j- + C 

1 3 

= -i + C = \x^ + C ^ 

El ejemplo ilustrativo siguiente muestra como se utilizan los teoremas 
4.1.4 a 4.1.8 para obtener la antiderivada de una funci6n. 



\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

(3* + 5)dx = 3jcdx + 5^ (porelteorema4.1.6) 

= 3 \ xdx + 5 dx (porel teorema4.1.5) 

= 3 (^~ + cA + 5(jc + C2) (por los teoremas 

V2 j 4.1.8 y 4.1.4) 

= \x 2 + 5x + (3Q + 5C 2 ) 

Como 3Q + 5C2 es una constante arbitraria, puede denotarse por C; de 
modo que el resultado puede escribirse como 

\x 2 + 5x + C 

La respuesta puede verificarse al calcular la derivada: 

D x {\x 2 + 5x C) = 3* + 5 ^ 

► EJEMPLO 1 lvalue" 

(5x 4 - 8* 3 + 9x 2 - 2x + 7) rfjc 

Solution 

(5* 4 - 8a: 3 + 9jc 2 - 2x + 7) d* 

= 5 x 4 dx - 8 J 3 */* + 9 I * 2 </;c -2 J jc rfjc + 7 j djc 

T" 8 -T +9 -T- 2 'T 



/ 



I 



= 5-£ g- — +9-^--2-^-+7a: + C 



a: 



5 - 2* 4 + 3a: 3 - x 2 + 7x + C 



► EJEMPLO 2 Calcule 

^(* + x )dx 



I 



302 CAPITULO 4 INTEGRAL DEFINIDA E INTEGRACION 




-10, 10]por[0, 15] 



/CO = 



5t z + 1 



NDER|3f 5/3 - — , t 

\ ,1/3 



FIGURA 1 



Solucion 

4x\x 



M 



jc 1/2 (jc 4- x~ ] )dx 



I 



= (x 312 + x~ {12 ) dx 



+ ~— + c 

2 



= f* 5 ' 2 + 2x^ 2 + C 



► EJEMPLO 3 



Determine 



5r 2 + 7 



d/ 



Solucion 



5t 2 + 7 

,4/3 



d/ 



J r 4 ' 3 J r 4 / 3 

= 5 f r 2 ' 3 ^ + 7 fr 4 ' 3 ^ 

- Kf ) * n) * * 

= 5( | z 5 ' 3 ) + 7(-3r 1 ' 3 ) + c 



= 3r 5 ' 3 



21 

,1/3 



+ c 



Como se hizo en el ejemplo ilustrativo 4, la antiderivacion puede verifi- 
carse al calcular la derivada de la respuesta. Para apoyar graTicamente una 
antiderivada se asigna un valor especifico a la constante arbitraria C y des- 
pu6s se traza la derivada numerica de la antiderivada. Posteriormente, en el 
mismo rectangulo de inspeccion, se traza la graTica de la funci6n original. La 
respuesta es apoyada si las dos graficas resultan identicas. 

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 3, sean 

5 ' 2 + 7 y F(t) = 3^/3 _ Jl 



fit) = 



sn 



,1/3 



Observe que F es la antiderivada de / para C — 0. Las graficas de / y 
NDER(F(f), t) estan trazadas en el rectangulo de inspeccion de [-10, 10] por 
[0, 15] en la figura 1. El hecho de que las graficas sean identicas apoya la 

respuesta del ejemplo 3. A 

Los teoremas para la antiderivada general de las iunciones seno y co- 
seno se deducen inmediatamente de los teoremas correspondientes de di- 
ferenciacion. 
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4.1.9 Teorenia 



J 



senxd* = -cos* + C 






Demostracion 

D x (-cosx) = -(-sen*) 
= senjc 



4.1.10 Teorema 



I 



cosxdx '* mux + C 



■Mi - *•' 



Demostracion 

D^(senjc) = cosjc ■ 

Los teoremas siguientes son consecuencias de los teoremas de diferen- 
ciaci6n para las funciones tangente, cotangente, secante y cosecante. Otra vez, 
las demostraciones son inmediatas al calcular la derivada del miembro de- 
recho de cada ecuaci6n. 



4. 1 . 1 1 Teorema 



I 



s&rxriz * vmx + C 



4. 1 . 1 2 Teorema 



J 



;K?xdx <* -cot* + C 



4.1.13 Teorema 



1 



secjttanxifjt « sec* + C 



4.1.14 Teorema 



I Qicxcolxdx = -case* + C 



► EJEMPLO 4 



Evalue 



J- 



sec jc tan jc - 5 esc 2 jc) dx 
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Solution Al aplicar los teoremas 4. 1 , 13 y 4. 1 . 12, se obtiene 

(3 sec * tan * - 5 esc 2 x) dx = 3 sec x tan x dx - 5 esc 2 x dx 

= 3 sec x - 5(-cot x) + C 

= 3 sec x + 5 cot x + C ^ 

Las funciones trigonometricas se emplean con frecuencia cuando se 
calculan antiderivadas que involucran funciones trigonometricas. Las ocho 
identidades fundamentals siguientes son de crucial importancia: 

sen*cscx = 1 cosxsec* = 1 urn* cot v = I 

ta„ x = §«L* cot* = S9L5 

cos x sen * 

sen 2 * + eos 2 x * 1 tan 2 * + I = sec 2 * col 1 * + 1 = csc 2 * 



► EJEMPLO 5 

2 cot x - 3 sen 2 x 



/■ 



sen * 

Solution 

2 cot * - 3 sen 2 * 



/■ 



sen x 



Calcule 
dx 

dx 



J_. co t ,,/,.- 3 | ^^ rf* 
sen * 



-I 

= 2 esc* cot* J* - 3 



esc* cot* dx - 3 sen* dx 

= 2(-csc *) - 3(-cos *) + C (de los teoremas 4. 1 . 1 4 y 4. 1 . 1 9) 

= -2 esc * + 3 cos * + C 4 

► EJEMPLO 6 Determine 

(tan 2 * + cot 2 * + 4)dx 

Solution 

(tan 2 * + cot 2 * + 4) dx 
= [(sec 2 * - 1) + (esc 2 * - 1) + 4] dx 

= sec 2 * dx + esc 2 * dx + 2 \ dx 

= tan* - cot* + 2* + C (de los teoremas 4.1.11 y 4.1.12) ^ 

En el capftulo 3 se indic6 c6mo obtener propiedades de la graTica de una 
funcion a partir de la graTica de su derivada. De manera semejante, a partir de 



I 
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la grdfica de una funcion/, se pueden obtener propiedades de la grafica de 
una antiderivada de/como se muestra en el ejemplo siguiente. 



y 






j 


k 






2- 
1 








-1 o 

-I ■ 


1 2 


/3 




-2^ 









FIGURA 2 




FIGURA 3 



W EJEMPLO 7 A partir de la graTica de la funcion/ mostrada en 
la figura 2, dibuje una grafica posible de F, una antiderivada de / si F es 
continua en cualquier numero, F(Q) = 4 y F(3) = 1 . 

Solucion Puesto que F es una antiderivada de /, / es la derivada de F. 
De la figura 2 se observa que /(3) = 0, de modo que F'(3) = 0. Como 
f(x) < cuando x < 3, entonces F'(x) < cuando x < 3. De forma se- 
mejante, F'(x) > cuando x > 3. Otro hecho que se observa en la figura 2 
es que /(0) = -2, esto es, F'(0) = -2. Esta informacion se incorpora en la 
tabla 1 y a partir de las conclusiones de la tabla se dibuja una grafica posible 
de F y la cual se muestra en la figura 3. 



Tabla I 










Fix) 


F'(x) 


Conclusion 


x < 




_ 


F es decreciente 


x = 


4 


-2 


La pendiente de la recta tangente es -2 


< x < 3 




_ 


F es decreciente 


x = 3 


1 





F dene un valor mfnimo relativo 


3 < x 




+ 


F es creciente 



En aplicaciones de antiderivacion, frecuentemente se necesita determi- 
nar una antiderivada particular que satisfaga ciertas condiciones denomina- 
das condiciones initiates o de frontera, dependiendo de si ocurren en uno 
o en mas de un punto. Por ejemplo, si una ecuaci6n que contiene dyjdx 
esta dada, asi como la condici6n de que y = y\ cuando x = jcj, entonces, 
despues de que se determina el conjunto de todas las antiderivadas, si se 
sustituyen x y y por jcj y y h respectivamente, se determina un valor particular 
de la constante arbitraria C. Con este valor de C, se obtiene una antideriva- 
da particular. 



i 



{> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Suponga que se desea obte- 
ner una antiderivada particular que satisfaga la ecuacion 

£ =2x 
dx lX 

y la condici6n inicial de que y = 6 cuando x = 2. A partir de la ecuacion 
dada, se tiene 

dy = 2xdx 

2xdx 



/*■/■ 



y = x 2 + C 
En (6) se sustituye 2 por x y 6 por y y se obtiene 

6 = 4 + C 

C = 2 



(6) 
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Cuando este valor de C se sustituye en (6), se obtiene - 

y = x 2 + 2 
lo cual proporciona la antiderivada particular deseada. ^ 

W EJEMPLO 8 En cualquier punto (x, v) de una curva particular 
la recta tangente tiene una pendiente igual a 4x - 5. Si la curva contiene aJ 
punto (3, 7), obtenga su ecuaci6n. 

Solution Como la pendiente de la recta tangente a una curva en cual- 
quier punto (jc, v) es el valor de la derivada en ese punto, se tiene 

? = 4* ~ 5 
ax 



dy = (4jc - 5) dx 
J dy = J (4x - 5) dx 

y = 4^y) -5x + c 



y 



= 2x 2 - 5x + C (7) 



La ecuacion (7) representa una familia de curvas. Como se desea determinar 
la curva particular de esta familia que contiene el punto (3, 7), se sustituye 3 
por x y 7 por y en (7) y se obtiene 

7 = 2(9) - 5(3) + C 
C = 4 

Al reemplazar C por 4 en (7) se obtiene la ecuaci6n requerida, la cuai c& 

v = 2x 2 - 5x + 4 << 

En la secci6n 2.6 se introdujeron las funciones costo marginal e ingreso 
marginal, empleadas en economia. Ellas son las primeras derivadas C y R' 
de la funci6n de costo total C y de la funci6n de ingreso total R, respectiva- 
mente. Por lo que C y R pueden obtenerse de C* y R ' mediante antiderivaci6n. 
Cuando se determina la funci<3n C a partir de C\ la constante arbitraria puede 
determinarse si se conocen el costo general (es decir, el costo cuando no se 
produce ninguna unidad) o el costo de producci6n de un numero especifico 
de unidades de la mercancfa. Como por lo general la funci<5n de ingreso 
total es cero cuando el numero de unidades producidas es cero, puede utili- 
zarse este hecho para determinar la constante arbitraria cuando se obtiene la 
funci6n R a partir de R\ 

W EJEMPLO 9 La funcidn de costo marginal C estd determi- 
nada por una compaftfa como 

C'(x) = 4x~ l f 2 + 1 

donde C(x) d61ares es el costo total de producci6n de x unidades cuando se 
producen no mas de 25 unidades. Si el costo de producci6n de 4 unidades es 
de $50, determine (a) la funci6n de costo total y (b) el costo de producci6n de 
10 unidades. 



i 
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Solucion 

(a) Como C'(x) = Ax'^ 1 + 1, entonces 

C(x) = (4 a:- 1 / 2 + ])dx 



-J 



= 4 • ~ + x + k 



x 

2 
= Rrl/2 



1/2 



= Sx m + X + k 

Debido a que el costo de production de 4 unidades es $50, entonces 
C(4) = 50. Asi, 

50 = 8(4)^ 2 + 4 + k 
k = 30 

Por tanto, 

C(x) = 8* 1/2 + x + 30 (8) 

El dominio de C es [0, 25]; recuerde que aunque x representa el numero 
de unidades de cierta mercancia, se supone que x es un niimero real para 
tener los requerimientos de continuidad para las funciones CyC. 
(b) El costo de producci6n de 10 unidades es C(10) d61ares, y de (8) se tiene 

C(10) = 8(10) 1/2 +10 + 30 
= 65.30 

Conclusion: El costo de producci6n de 10 unidades es de $65.30. ^ 



EJERCICIOS4.1 



En los ejercicios 1 a 30, realice la antiderivacion. En los ejer- C 2 3 f r 

cicios 1 a 8y 25 a 28, verifique el resultado calculando ha de- 14 ' J (2 + 3 * " %x > dx 15 ' J V * (* + 1) dx 

rivada de la respuesta. En los ejercicios 9 a 12 y 29 y 30 apoye 

la respuesta grdficamente. En los demos ejercicios, verifique j^ I ( V* — 1 dx 17. I ( — + — + 5 1 dx 

ojustifique su respuesta. J V six / J \J x / 

, f, 4j , f„ 7J ,f i 18. ((3-±+l)dx 19. f x2+4 '~ 4 dx 

1. I Jx 4 dx 2.\2x 7 dx 3. j -j dx J\ x 4 x 1 ) J VS 

r r r 20. f >' + 2 f ~ ' dy 21. [(Tx + ±\dx 

4.(4* S.lsu^du *.\lO®?dx j V? ' JV Txl 

J ' J J f 27» 3 - 1 f 

22. z/f * dr 23. (3 sen » - 2 cos t) dr 

1. [ -X, dx 8. | -|= <fy 9. J 6r 2 ^7 A . 

•^ ^ J ^ y J 24. ( (5cosjc-4sen*)djt 

/(*,»- 2** 11. JW-3),, m r ^ *(«£* 

J cos z jc J sen z jc 



10. 



esc jc cot jc + 2 sec 2 jc) dx 



12. [jc 4 (5 - *Vjc 27> f (4 

13. J (8jc 4 + 4jc 3 - 6* 2 - 4jc + 5) */jc 28. f (3 esc 2 "/ - 5 sec / tan t) dt 
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29. J (2 cot 2 8 - 3 tan 2 0) dQ 
3 tan S - 4 cos 2 



* / 



cos 



<i0 



En los ejercicios 31 a 36, la grdfica de una funcidn f se mues- 
tra en la figura adjunta. Una antiderivada de f es F, la cual 
es continua en todo ntimero y tiene los valores dados. Dibuje 
una grdfica posible de F. 

31. (a) F(0) = 3; 




(a) 



(b) F(-2) = OyF(0) = -1 




i ! ► jc 



(b) 



32. (a) F(0) = 1; 




(b) 



33. (a) F(0) - 0; 




(a) 



(b) F(0) = 




(b) 



34. (a) F(0) = 0; 




4 ► jc 




(a) 



(a) 
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(b) F(0) - 




(b) 



35. F(-l) = 0,F(0) = 2,F(1) = 3 y F(2) = 




36. F(-4) = 0,F(-l) = 4,F(0) = 2yF(l) = 1 




37. El punto (3, 2) esta en una curva, y en cualquier punto (jc, y) 
de la curva la recta tangente tiene una pendiente igual a 
2jc — 3. Determine una ecuacion de la curva. 

38. La pendiente de la recta tangente en cualquier punto (jc, y) 
de una curva es 3 ~J~x . Si el punto (9, 4) esti en la curva, 
obtenga una ecuacion de la misma. 

39. Los puntos (-1, 3) y (0, 2) estan en una curva, y en cual- 

d 2 y 
quier punto (jc, y) de la curva — ~ = 2 - 4jc. Deter- 

dx l 

mine una ecuacion de la curva. Sugerencia: considere 

d% y d y' ■> ♦ 

— 7 = -T - * y obtenga una ecuacion que contenga a y , 
dbc z dx 

x y una constante arbitraria C, . A partir de esta ecuacion 

determine otra ecuacion que involucre a y, jc, C x y C 2 . 

Calcule Cj y C 2 a partir de las condiciones. 

40. Una ecuacion de la recta tangente a una curva en el punto 

(1, 3) es y = x + 2. Si en cualquier punto (jc, >) de la 

dx 2 
Considere la sugerencia para el ejercicio 39. 



curva, -py - 6jc, obtenga una ecuacion de la curva. 



41. En cualquier punto (jc, y) de una curva, 



d 2 y 
dx 2 



1 



7 

* » y 



una ecuacion de la recta tangente a la curva en el punto 
(l,l)es> = 2-jc. Determine una ecuacion de la curva. 
Considere la sugerencia para el ejercicio 39. 



42. En cualquier punto (x, y) de una curva 



d 3 y 
dx' 



2, y 



(1, 3) es un punto de inflexion en el que la pendiente de 
la recta de inflexion es -2. Obtenga una ecuacion de la 
curva. 

43. Una funci6n de cos to marginal esta definida por 

C(x) = 3jc 2 + 8* + 4 

y el cos to general es de $6. Determine la funcion de costo 
total correspondiente. 

44. Una compaiifa ha determinado que la funcion de costo 
marginal para la producci6n de cierta mercancia esta dada 
por C'(x) = 125 + 10* + |;t 2 , donde C(x) dolares es 
el costo total de produccion de x unidades de mercancia. 
Si los gastos generales son de $250, ^cual es el costo de 
produccion de 15 unidades? 

45. La funci<5n de costo marginal esta definida por 
C\x) = 6jc, donde C(x) es el numero de cientos de dola- 
res del costo total de produccion de jc unidades de cierta 
mercancia. Si el costo de 200 unidades es de $2 000, de- 
termine (a) la funcitfn de costo total y (b) el costo general. 

46. La funcion de ingreso marginal para cierta mercancia es 
R\x) = 12 - 3jc. Si jc unidades son demandadas cuando 
el precio por unidad es de p ddlares, obtenga (a) la fun- 
cion de ingreso total y (b) una ecuacion que contenga a p 
y x (la ecuacion de demanda). 

47. Para un articulo particular, la funcion de ingreso marginal 
esta dada por R'(x) = 15 - 4jc. Si jc unidades son de- 
mandadas cuando el precio por unidad es de p dolares, 
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determine (a) la funcidn de ingreso total y (b) una ecuacion 
que contenga a p y jc (la ecuacion de demanda). 

48. La eficiencia de un trabajador est£ expresada como 
un porcentaje. Por ejemplo, si la eficiencia de un obrero 
en un momento particular est & dada como 70%, entonces el 
trabajador se desempena a un 70% de su potencial maxi- 
. mo. Suponga que E% es la eficiencia de un trabajador a las 
t horas despues de iniciar su trabajo, y que la tasa a la que 
E cambia es (35 - 8r)% por hora. Si la eficiencia del 
trabajador es de 8 1 % despues de trabajar 3 horas, determine 
su eficiencia despues de haber trabajado (a) 4 h y (b) 8 h. 

El volumen de agua de un tanque es V centimetros cubi- 
cos cuando la profundidad del agua es de h metros. Si 
la tasa de variation de V con respecto a h es n (4/r 2 + 
12/i + 9), determine el volumen de agua en el tanque 
cuando la profundidad es de 3 m. 

Un coleccionista de arte compr6 por $1 000 un cuadro 
de un artista cuya obra aumenta de valor con frecuen- 
cia respecto al tiempo y de acuerdo a la formula 

dV 

dt 

previsto de un cuadro t aiios despues de su compra. Si esta 
formula fuese valida para los siguientes 6 aiios, ^cual 
seria el valor previsto del cuadro 4 anos despues? 

51. Sea/(jc) = |jc| y F defmida por 



52. Sea 



49. 



50, 



5t 3 ^ 2 + lOr + 50, donde V dolares es el valor 



F(x) 



- l -x 2 
ijc 2 

2* 



si jc < 
si < jc 



U(x) = 



si jc < 
si < jc 



Demuestre que U no tiene antiderivadas en (-oo, +oo). 
Sugerencia: suponga que U tiene una antiderivada F en 
(-oo, +oo), y obtenga una contradiccidn al demostrar que 
del teorema del valor medio se deduce que existe un 
numero k tal que F(jc) = jc + /csijc>0, y F(jc) = k 
sijc < 0. 

53. Sea/(jc) = 1 para toda jc en (-1, 1), y sea 



Six) 



(-. 



< x 

< X 



Entonces /'(jc) - para toda jc en (-1, 1) y g'(x) = 
siempre que g' exista en (-1,1). Sin embargo, 
f(x) * g(x) + K para jc en (-1, 1). Explique por que el 
teorema 4. 1 .2 no se aplica. 



54. Sea 



/(*) 



-1 si jc < 

si jc = 

1 si < jc 



Demuestre que/es una antiderivada de/en (-oo, +oo). 



y F(jc) = | jc | . Demuestre que F'(x) = /(jc) si jc ^ 0. i,Es 
F una antiderivada de/en (-oo, +oo)? Explique su 
respuesta. 
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Muchas antiderivadas no pueden determinarse aplicando unicamente los teo- 
remas de la secci6n 4.1. Por tanto, se deben aprender otras tecnicas de 
antiderivacion. En esta seecion, se estudiaran tecnicas que requieren la re- 
gla de la cadena para antiderivacion y aquellas que implican un cambio 
de variable. 



A fin de diferenciar i,(l + 



: EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

x 2 ) {0 se aplica la regla de la cadena para la diferenciacion y se obtiene 
DJtfca + ^ 2 ) 10 l = (1 + x 2 ) 9 (2x) 



Ahora suponga que se quiere antiderivar (1 + x 2 ) 9 (2x); esto es, se desea 
calcular 



I 



(1 + x 2 ) 9 (2xdx) 



(1) 
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Con objeto de tener un procedimiento que pueda emplearse en tal situa- 
cidn» considere 



g(x) « I + x 2 y g\x)dx = Ixdx 
Entonces (1) puede escribirse como 

I l£(x)] 9 lgXx)dx] 
Del teorema 4. 1 .8, se tiene 



1 



u 9 du = in 10 + C 



(2) 



(3) 



(4) 



Observe que (3) es de la misma forma que el miembro izquierdo de (4). 
De modo que 



/ 



[g(x)] 9 te'(x)dx] = ^« 10 + C 
y con g(x) y g'(x) dx dados en (2) se tiene 

(1 + x 2 ) 9 (2xdx) = £(1 + jc 2 ) 10 + C 



I 



La justificacidn del procedimiento utilizado para obtener el resultado 
del ejemplo ilustrativo 1 es proporcionada por el teorema siguiente, el cual 
es andlogo a la regla de la cadena para diferenciacidn y se denomina regla de 
la cadena para antiderivacidn. 



4.2. 1 Teorema Reqla de la cadena para arttiderivacibn 



Sea g una funcifa diferenciabie y set d comractomimo de g algtki 
intervalo/. Supcmga que/es una funcion definida en/y que f es una 
aatidcrivtcta <k/en /. Entonces 



I 



/EfCtifrW*] = R&)) * c 



DwnostracMn Por hip6tesis, 

Por la regla de la cadena para diferenciaci6n, 

IWlgd))] = FXgMXgWl 
Si se sustituye de (5) en esta ecuacidn se obtiene 

D x [F(g(x))] = /CjWMjT*)] 
de la cual se deduce que 



(5) 



{■ 



Mx))\gXx)dx] = FUW) + C 
que es lo que se deseaba demostrar. 
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Como un caso particular del teorema 4.2.1, del teorema 4.1.8 se tiene la 
generalizaci6n de la f6rmula de la potencia para antiderivadas, la cual se 
establece a continuaci6n. 



4.2.2 Teorema 



Si g es una fiincidn diferenciable y n es un numero rational, entonces 



/ 



n + i 



E value 



J 



► EJEMPLO 1 

V3jc + 4 <ijc 
Solution A fin de aplicar el teorema 4.2.2, primero se escribe 

V3jc + 4 dx = \ (3x + 4) ll2 ( 



} dx 



y observe que si 

g(x) = 3* + 4 entonces g'(x) dx = 3 dx 



(6) 



Por tanto, se necesita un factor 3 junto a dx para obtener g'(x) dx. En con- 
secuencia, se escribe 



(3dx) 



\ (3x + 4) ll2 dx = \(3x + 4) 1/2 | 

- \ [ Ox + 4)!/ 2 (3 



d*) 



Asi, por el teorema 4.2.2 con g(x) y g'(x) dx dadas en (6), se tiene 

lj <3, + 4)«* (3 **)= 1 • (3 * + 2 4)3/2 + C 
= §(3* + 4) 3/2 + C 

► EJEMPLO 2 Calcule 
* 2 (5 + 2x 3 )*dx 



J 



y verifique la respuesta mediante diferenciaci6n. 
Solucion Observe que si 

g(x) = 5 + 2x 3 entonces g\x)dx = 6x 2 dx 
Como 

x 2 (5 + 2x 3 ) s dx = I (5 + 2x 3 ) s (x 2 dx) 



(7) 
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se necesita un factor 6 junto a x 2 dx para obtener g'(x) dx. Por tanto, se escribe 

jc 2 (5 + 2jc 3 ) 8 dx = | I (5 + 2jc 3 ) 8 (6jc 2 dx) 
Si se aplica el teorema 4.2.2 con g(x) y g'(x) dx dadas en (7), se tiene 
ij (5 + 2,3)8(6,2^ = |.<5±|i!£ + C 
= £(5 + 2*3)9 + c 
Al verificar mediante diferenciacion se obtiene 

^[£(5 + 2jc 3 ) 9 ] = 3L • 9(5 + 2jc 3 ) 8 (6jc 2 ) 

= jc 2 (5 + 2jc 3 ) 8 « 

Si en la f6rmula del teorema 4.2.1,/es la funcion coseno, entonces F es 
la funci6n seno y se tiene 



J 



co$(g(x))[g'(x) dx] = sen(g(*)) + C 
Esta f6rmula se aplica en el ejemplo siguiente. 



(8) 



► EJEMPLO 3 



-4.7, 4.7] por [-3.1, 3.1] 

f(x) = JCCOSJC 2 

NDER(|senjc 2 ,Jc) 
FIGURA 1 



Obtenga 



/ 



Jccosjc 2 <ijc 



y apoye la respuesta graficamente. 

Solution Si 

g(x) = x 2 entonces g\x)dx = 2xdx 
Como 

xcosx 2 dx = (cos jc 2 )(jc <4jc) 



xcosx 2 dx = 



(9) 




se necesita un factor 2 junto a jc dx para obtener g\x) dx. De modo que se 
escribe 

x cos x 2 dx = - (cos jc 2 ) (2jc <ijc) 

Al aplicar (8) con g{x) y g\x) dx dadas en (9), se obtiene 

i (cosjc 2 )(2jc</jc) = I sen* 2 + C 

Para apoyar la respuesta se traza la grafica de la funcion definida por 
x cos jc 2 y la grafica de NDER( ~ sen jc 2 , jc) en el mismo rectangulo de ins- 
pecci6n de [-4.7, 4.7] por [-3.1, 3.1], como se muestra en la figura 1, la cual 
indica que las dos graTicas son identicas. ^ 
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Los detalles de las soluciones de los ejemplos anteriores pueden acortarse 
si no se establecen especfficamente g(x) y g*(x) dx. De esta manera, la soluci6n 
del ejemplo 1 toma la siguiente forma: 



J V3TT4 dx = | J (3x + 4)" 2 (3 dx) 

_ 1 (3* + 4) 3 ' 2 

- g + C 



3 2 



= |(3jc + 4) 3 / 2 + C 
La solucidn del ejemplo 2 puede escribirse como 

J x 2 (5 + 2* 3 ) 8 </* = | J (5 + 2* 3 ) 8 (6* 2 </j0 



1 (5 + 2* 3 ) 9 

6 ^— +C 



= £<5 + 2jc 3 ) 9 + C 
y la soluci6n del ejemplo 3 puede acortarse como sigue: 

x cos x 2 dx a I (cos x 2 Y2x dx) 



= Isenjc 2 + C 

2 



► EJEMPLO 4 Evalue 
4*2 



/■ 



</* 



(1 - 8* 3 ) 4 
SollKldn Como</(l - 8* 3 ) = -2Ax 2 dx,se escribe 

= 4 ("^)f (1 - 8jt3 )" 4 (-24x2^) 

_ _i . a - 8jt 3 r 3 
1 



6 -3 +C 



18(1 - 8jc 3 ) 3 



+ C 



En ocasiones es posible calcular una antiderivada despuls de un cambio 
de variable adecuado, como se muestra en el ejemplo siguiente. 

► EJEMPLO 5 oi^k 
x 2 JTT~x dx 



\ 
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Solution Sean 

u - 1 + x du = dx x - u - 1 
Entonces se tiene 



x 2 VTT7 ^jc = (u - \) 2 u^ 2 du 

= (m 2 - 2w + Ow 1 ' 2 ^ 

= Ju 5/2 ^U - 2 J M 3 ' 2 <iu + f U^ 2 du 



7 Z * 5 + 3 + C 



= f (i + *) 7/2 - Jd + *) 5/2 + f (i + *) 3/2 + c4 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Un metodo alternativo para 
la solucion del ejemplo 5 consiste en considerar 

v = VI + x v 2 = 1 + x 

x = v 2 - 1 dx = 2vdv 

Entonces el calculo toma la forma siguiente: 

x 2 VTT7 dx = (v 2 - l) 2 • v ■ (2v dv) 

= 2 f v 6 rfv - 4 i v 4 dv + 2 \ v 2 dv 

= 2 V 7 _ 4^ + | v 3 + C 

- 2(1 + JC) 7 ' 2 ~ «(1 + *) 5/2 + f (1 + *) 3/2 + C 

Al verificar mediante diferenciaci6n se tiene 

D x [$(\ + *) 7/2 - Jd + xf 2 + |(1 + *) 3/2 ] 

= (1 + jc) 5/2 - 2(1 + jc) 3 ' 2 + (1 + x) 112 

= (1 + *) 1/2 [(1 + x) 2 - 2(1 + x) + \l 

= (1 + jc) ! / 2 [1 + 2jc + * 2 - 2 - 2* + 1] 

= x 2 VTT7 4 

► EJEMPLO 6 E^iue 

senVi^ 

V* 

Solucion Sean 

u = V* y du - — j= rfjt 

24x 
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Por tanto, 



/^"-'/-^(ijr*) 

= 2 sen u t 



idu 



= -2 cos u + C 
= ~2cos ~Jx + C 



► EJEMPLO 7 



Calcule 



J 



sen* Vl - cos x dx 



Solucion Sean 

u = 1 - cos* d« = senxdx 
Asf, 

sen x Vl ~ cos x dx = a 1 ' 2 Ju 

= \u^ + C 



= |(1 - cosjc) 3/2 + C 



W EJEMPLO 8 Evalue J tan x sec 2 x dx mediante dos m£todos: 
(a) sea u - tan x; (b) sea v = sec jc. (c) Explique la diferencia aparente de 
las respuestas de los incisos (a) y (b). 

Solucion 

(a) Si u = tan x, entonces du = sec 2 x dx, De modo que 



tan x sec 2 x dx - udu 



£ + C 



\ tan 2 * + C 



(b) Si v = sec x, entonces dv — sec x tan x dx. Por lo que 
tan x sec 2 x dx = sec * (sec * tan x dx) 

= \ vdv 



4 + c 



= | sec 2 * + C 
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(c) Como sec 2 jc = 1 + tan 2 jc, las funciones definidas por { - tan 2 x y ~ sec 2 x 
difieren por una cons tan te; de modo que cada una es una antiderivada 
de tan x sec 2 jc. Ademas se puede escribir 

^sec 2 x + C = {(tan 2 * + 1) + C 
= {tan 2 * + i + C 



= {tan 2 * + K dondetf = \ + C 



W EJEMPLO 9 Una herida esta sanando de manera que t dias a 
partir del lunes el a>ea de la herida ha disminuido a una tasa de -3(f + 2)~ 2 
centimetros cuadrados por dia. Si el martes el area de la herida fue de 2 cm 2 , 
(a) ^cual era el area de la herida el lunes? y (b) ^cual sera el area prevista de 
la herida el viernes si continua sanando a esa misma tasa? 

Solucion Sea A centimetros cuadrados el area de la herida t dias a partir 
del lunes. Entonces 

^ = -3(f + 2)" 2 
dt 



A = -3 



J (t + 2)~ 2 dt 



Debido a que d(t + 2) = dt, se obtiene 
* - -3 • <' + _?>~' + C 

A=ih +C (,0) 

Como el martes el area de la herida fue de 2 cm 2 , se tiene que A = 2 cuan- 
do t = 1. A] sustituir estos valores en (10) se obtiene 

2 = 1 + C 
C = \ 

Por tanto, de (10) se tiene 

A = ^ + . (ID 

(a) Para el lunes, t = 0. Sea A el valor de A cuando t = 0. De (1 1), 

A = | + 1 

_. 5 

" 2 

Conclusion: El lunes, el area de la herida es de 2.5 cm 2 . 

(b) Para el viernes, t = 4. Sea A 4 el valor de A cuando t = 4. De (1 1), 

A 4 = | + 1 

_ 3 
2 

Conclusion: Para el viernes, el area prevista de la herida ser£ de 
L5cm 2 . 4 
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EJERCICIOS 4.2 



En los ejercicios 1 a 44, efectue la antiderivacion. Verifique 
el resultado, mediante diferenciacion o apoye grdficamente la 
respuesta, 

2. | ^3jc - 4 ^jc 
4. f jc(2jc 2 + \fdx 



\ ~ 4v dy 



3. | x^x 2 - 9 dx 

5. f x 2 (x 3 - 1) 10 <*jc 6. f 

7. f y \, dy 8. f-=L= 

9. | (jc 2 - 4* + 4) 4/3 <*jc 10. | jc 4 V3jc 5 - 5 dx 

11. f x JT+2 dx 12. f — * dt 

J J -y/t + 3 



3jc V4 - x 2 dx 



ds 



dr 



14. x\2 - jc 2 ) 12 dx 



cos 40 d9 
6x 2 sen jc 3 djc 

sec 2 5 x dx 



/ 
-7 

18. I sen | 

20. I ±tcos4t 2 dt 
22. j esc 2 20 d$ 



(jc 3 + 3) i/4 jc 5 <*jc 



xdx 



13. f-^- 
J d-r) 

15. J V3 - 2jc x 2 dx 

,/ 
»•/ 

23. I ycsc3y 2 cot3y 2 dv 24. I r 2 see 2 r 3 dr 

25. J cosjc(2 + senx) 5 ^ 26. | 4 sen * , c 
J J (1 + cos jc) 2 

29. f 2 sen jc }[\ + cos jc rfjc 

30. I sen 2jc V2 - cos 2jc djc 

31. cos 2 1 sen tdt 32. I sen 3 0cos Bd6 
33. | (tan 2jc + cot 2jc) 2 dx 34. J Sec2 3 V* ^ r 



35. f ■ *' + 2 * djc 
J V* 3 + 3jc 2 + 1 



37, 



38. 



40. 



36. j jc(jc 2 + 1) V4 - 2jc 2 - jc 4 dx 

J (3-y) 2/3 

| VTT7(j + l) 2 ^ 39. | 

41. . I ^ — - d* 42. I -yJ, 

J (x 2 + 4)» 2 J 4T^ 

«./ 

44. I 



^ 3 + 2) 4 



dr 



— - dx 

4)3/2 
sen jc sen(cos jc) dx 



dx 



2x 2 



sec jc tan jc cos(sec jc) ^jc 



45. La funcidn de costo marginal para un articulo particular 
esta dada por C'(jc) = 3(5jc + 4)" 1 ' 2 . Si el costo gene- 
ral es de $10, determine la funcidn de cpstq total. 

46. Para cierta mercancia la funci6n de costo marginal esta 
dada por C'(jc) = 3 V2jc + 4 . Si el costo general es de 
cero, determine la funcidn de cosoto total. 

47. Si jc unidades son demandadas cuando el precio por uni- 
dad es de p ddlares, obtenga una ecuacidn que contenga a 
p y x (la ecuacidn de demanda) de una mercancia para la 
cual la funcidn de ingreso marginal estd dada por 

R\x) = 4 + 10(jc + 5)~ 2 

48. La funcidn de ingreso marginal para un articulo particular 
esta definida por R\x) = ab{x + b)~ 2 - c. Determine 
(a) la funcidn de ingreso total; y (b) una ecuacidn que 
contenga a p y jc (la ecuacidn de demanda) donde x uni- 
dades son demandadas cuando el precio por unidad es p 
ddlares. 

49. ' Si q coulombs es la carga electrica recibida por un con- 
densador de corriente el6ctrica de i amperes a los t se- 

gundos, entonces i = *—. Si / = 5 sen 60 1 y q = 
dt 

cuando t = -tK, determine la mayor carga positiva del 
condensador. 

50. Realice el ejercicio 49 considerando ahora que / = 
4 cos 120/ yq = cuando/ = 0. 

51. El costo de cierta pieza de maquinaria es de $700, y su 
valor disminuye con el tiempo de acuerdo con la fdrmula 

— = -500(f + 1)~ 2 , donde V ddlares es su valor rafios 

despues de su compra. <,Cu£l sera su valor 3 anos despu^s 
de su compra? 

52. El volumen de agua de un tanque es V metros cubicos 
cuando la profundidad del agua es de h metros. Si la tasa 
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de variaci6n de V con respecto a k esta" dada por 56. CaJcule j x(x 2 + 2) 2 dx mediante dos roetodos: (a) de- 



dV 

dh 



= n{2h + 3) 2 , calcule el volumen del agua del 



tanque cuando su prbfundidad es de 3 m. 

53. Para los primeros 10 dfas de diciembre una c£lula vegetal 
creci6 de forma que / dfas despues del 1 de diciembre 
el volumen de la cllula estuvo creciendo a una tasa de 
(12 - t)~ 2 micras cdbicas por dfa. Si el 3 de diciembre el 

^Yolumen de la cllula fue de 3u,m 3 , ^cuil rue el volumen 
el 8 de diciembre? 

54. £1 volumen de un globo crece de acuerdo a la f6rmula 

av 2 

—r = Vf + 1 + ?'* donde V centfmetros cubicos es 

dt 3 

el volumen del globo a los t segundos. Si V = 33 cuando 
t = 3, determine (a) una f6rmula de V en t&minos de t\ 
(b) el volumen del globo a los 8 s. 

$$. Evalue / (2x + \) 3 dx mediante dos m&odos: (a) de- 
sarrolle (2x + l) 3 utilizando el teorema del binomio; 
(b) considere u = 2x + 1. (c) Explique la diferencia apa- 
rente de las respuestas obtenidas en los incisos (a) y (b). 



sarrolle (x 2 + 2) 2 y multiplique el resultado por x; 
(b) considere u = jc 2 + 2. (c) Explique la diferencia apa- 
rente de las respuestas obtenidas en los incisos (a) y (b). 



57. Evaltie 



60, 



lie I 






dx mediante dos m&odos: (a) de- 



sarrolle (V* - l) 2 y multiplique el resultado por jr" 1 ' 2 ; 
(b) considere u - V* - 1. (c) Explique la diferencia 
aparente de las respuestas obtenidas en los incisos (a) y (b). 

58. Calcule / V* - 1 x 2 dx mediante dos metodos: (a) consi- 
dere u = x - l;(b) considere v = V* - 1 . 

59. Evalue / 2 sen x cos xdx mediante tres roetodos: (a) con- 
sidere u = sen x; (b) considere v = cos jr, (c) utilice la 
identidad 2 sen x cos x = sen 2x. (d) Explique la dife- 
rencia aparente de las respuestas obtenidas en los incisos 
(a),(b)y(c). 

Calcule / esc 2 x cot x dx mediante dos metodos: (a) con- 
sidere u = cot x\ (b) considere v = esc x. (c) Explique la 
diferencia aparente de las respuestas obtenidas en los in- 
cisos (a) y (b). 
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Una ecuacidn que contiene una funcidn y sus derivadas, o s61o sus derivadas, se 
denomina ecuaci6n diferencial. Las ecuaciones diferenciales se aplican en 
muchos campos diversos. En esta secci6n se aplicaran dichas ecuaciones al 
movimiento rectilfneo en ffsica. Posteriormente se aplicaran al crecimiento 
y decrecimiento, (o decaimiento) exponencial y al crecimiento logfstico en 
qufmica, biologfa, psicologfa, sociologfa, administracidn y economfa. 

En la secci6n 4.1 se presentaron ecuaciones diferenciales simples; 
por ejemplo, en el ejemplo ilustrativo 6 de esa seccidn se tuvo la ecuacidn 
diferencial 



*y=2* 

dx 



Algunas otras ecuaciones diferenciales simples son 

2x1 

= 4jc + 3 



£ - 
dx 



£2 
dx 2 



(1) 

(2) 
(3) 



El orden de una ecuaci6n diferencial es el orden de la derivada de ma- 
yor orden que aparece en la ecuacidn. Las ecuaciones (1) y (2) son de primer 
orden y (3) es de segundo orden. 

Una funcidn / definida por y = f(x) es una solucidn de una ecuacidn 
diferencial si >' y sus derivadas satisfacen la ecuacidn. Una de las ecuacio- 
nes diferenciales mas faciles de resolver es la ecuacidn de primer grado de 
la forma 
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para la cual (1) es un ejemplo particular. Al escribir esta ecuacion con dife- 
renciales se tiene 

dy = f(x) dx . (4) 

Otro tipo de ecuaciones diferenciales de primer orden es aquel de la forma 

dy = gix) 
dx h(y) 

La ecuacion (2) es un ejemplo particular de una ecuacion de este tipo. Si esta 
ecuacion se escribe con diferenciales, se obtiene 

h(y)dy = g(x)dx (5) 

Tanto en (4) como en (5), el miembro izquierdo contiene unicamente a la va- 
riable y, mientras que en el derecho tiene solo a la variable x. Asi, las variables 
estan separadas, por lo que se dice que estas ecuaciones son ecuaciones di- 
ferenciales separables. 

Considere la ecuacion (4), la cual es 

dy = f{x) dx 

Para resolver esta ecuaci6n se deben encontrar todas las funciones G para las 
cuales y s= Gix) tales que satisfacen la ecuaci6n. De este modo, si F 
es una antiderivada de /, todas las funciones G estan definidas por 
Gix) = Fix) + C, donde C es una constante arbitraria. Esto es, si 

diGix)) = diFix) + C) 
= f(x)dx 

entonces la solution completa (o solution general) de (4) est£ dada por 

y - Fix) + C 

Esta ultima ecuaci6n representa una familia de funciones que dependen 
de una constante arbitraria C, por lo que se denomina familia de funcio- 
nes de un parametro. Las graficas de estas funciones forman una familia 
de curvas de un parametro en un piano, y solo una curva de esta familia pasa 
por cualquier punto particular (jq, y^. 

D> EJEMPLO I LU STRATI VO 1 Suponga que se desea en- 
contrar la solution completa de la ecuacion diferencial 

2 - 2 - «> 

Al separar las variables y escribir la ecuacion con diferenciales se obtiene 

dy = 2xdx 
Si se antiderivan los dos miembros de la ecuaci<5n se tiene 



/*■/■ 



2xdx 

y + C] = X 2 + C 2 
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Como C 2 - C\ es una constante arbitraria si C 2 y Cy son arbitrarias, 
entonces se puede reemplazar C 2 - Cj por C, obteniendose 



y = x 2 + C 



(7) 



la cual es la solucion completa de la ecuacion diferencial (6). 

La ecuacion (7) representa una familia de funciones de un parametro. 
La figura 1 muestra las graficas de las funciones que corresponden a 
C = -4, C = -1, C = 0, C = 1 y C = 2. 4 

Ahora considere la ecuacitfn (5), la cual es 
h(y)dy = g(x)dx 
Si se antiderivan los dos miembros de esta ecuacion, se tiene 



\h(y)dy = J g{. 



[x) dx 



Si H es una antiderivada de h, y G es una antiderivada de g, la solucion com- 
pleta de (5) esta dada por 

H(y) = G(x) + C 



► EJEMPLO 1 

diferencial 



Obtenga la solucion completa de la ecuacitfn 



dx 



2*i 

3> 3 



Solution Si la ecuacion dada se escribe con diferenciales, se tiene 

3y 3 dy = 2x 2 dx 

quedando las variables separadas. Al antiderivar los dos miembros de la 
ecuacitfn se obtiene 



/*•*-/ 



2x 2 dx 



3/ = 2*1 C. 
4 3 12 

9y 4 = &x 3 + C 

la cual es la solucion completa. 

Para obtener este resultado, primero se qscribio la qqnstante a$>itraria 
como C/12, de modo que al multiplicar ambos miembros {le^a ecuacidn por 
12 la constante arbitraria quede como C. 4 

En el ejemplo ilustrativo siguiente se muestra c6mo obtener una solu- 
cion particular de una ecuacitfn diferencial de primer orden cuando se da una 
condition inicial. 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 A fin de encontrar una so- 
lucion particular de la ecuacion diferencial (6) para la cual y = 6 cuando 
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x = 2, se sustituyen estos valores en (7) y se resuelve para C, obtenien- 
dose 6 = 4 + C,oC = 2. Al sustituir este valor de C en (7) se tiene 

y = x 2 + 2 

la cual es la soluci6n particular deseada. ^ 

La ecuaci6n (3) es un ejemplo de un tipo de ecuaci6n diferencial de 
segundo orden 

d 2 y 

Para resolver esta ecuacidn se necesitan dos antiderivaciones sucesivas, y la 
solucion completa tendra dos constantes arbitrarias. Por tanto, la solucion 
completa representa una familia de funciones de dos parametros, y las 
graficas de estas funciones forman una familia de curvas de dos parametros 
en un piano. El ejemplo siguiente muestra el m6todo para obtener la soluci6n 
completa de una ecuaci6n diferencial de este tipo. 

W EJEMPLO 2 Determine la soluci6n completa de la ecuaci6n 
diferencial 

^ = Ax + 3 
dx 2 

Solucion Como 

£y = d_(dy\ 
dx 2 dx \dx) 

dy 
y considerando y ' = — , se puede expresar la ecuaci6n dada como 

d ~f = <** + 3 
dx 

De este modo se tiene, con diferenciales, 

dy' = (4jc + 3)dx 

Al antiderivar, se obtiene 



/*■-/■ 



(4x + 3) dx 

y' = 2x 2 + 3x + C, 

dy 
Debido a que y ' = ~r~ , y al sustituir en la ecuaci6n anterior se tiene 
dx 

^ = 2x 2 + 3x + C, 
dx 

dy = (2jc 2 + 3jc + Q) dx 

(2x 2 + 3x + Ci) dx 



/*-/■ 



y = f jc 3 + \x 2 + C x x + C 2 
la cual es la soluci6n completa. 
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W EJEMPLO 3 Obtenga la solucion particular de la ecuaci<3n di- 

ferencial del ejemplo 2 para la cual y = 2 y y' = -3 cuando x = 1 . 

Solucion Como y' = 2x 2 + 3x + C\, se sustituye -3 por y' y 1 por x, 
obteniendose -3 — 2 +.3 + C|, o Q = -8. Al sustituir este valor de C\ 
en la solucidn completa se tiene 

y = 2^3 + l x 2 _ 8JC + C 2 

Puesto que y = 2 cuando x = 1, y al sustituir estos valores en la ecuacion 
anterior se tiene 2 = \ + | - 8 + C% de donde se obtiene Co = ~. 

3 2 ^ ^6 

Entonces la soluci6n particular deseada es 

y = |x 3 + |^ 2 - Sx + ^ ^ 

En la seccidn 2.5 se dijo que cuando una particula se mueve a lo largo de 
una recta de acuerdo a una ecuacion de movimiento, s = f(t), la velocidad 
instantanea y la aceleracion pueden determinarse de las ecuaciones 

dt J dt 

Por tanto, si se tiene v o a como funcion de /, asi como algunas condiciones de 
frontera, se puede determinar la ecuaci6n de movimiento resolviendo la ecua- 
cidn diferenciaL El procedimiento se ilustra en los dos ejemplos siguientes. 

W EJEMPLO 4 Una particula se mueve a lo largo de una recta de 
acuerdo a la ecuacidn 

v = 10 cos 2nt 

donde v centimetros por segundo es la velocidad a los t segundos. Si el sentido 
positivo es hacia la derecha del origen y la particula est£ a 5 cm a la derecha 
del origen al inicio del movimiento, determine su posicion cuando t es igual a 
(a) 0.3, (b) 1.4, (c) 2.9 y (d) 3.6. Simule el movimiento en la graficadora y 
apoye las respuestas. 

Solucion Sea s centimetros la distancia dirigida de la partfcula a partir 
del origen a los t segundos. Como v = dsjdt, 

~ = 10cos2;rf 
dt 

ds = \0cos27ttdt 



\ ds - 10 cos2ntdt 
10 f 



cos2nt(27tdt) 



s = — sen2^r + C 
it 

Puesto que s = 5 cuando t - 0, 
5 = -senO + C 

K 

C = 5 
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Por tanto, la ecuaci6n de movimiento es 



s ~ — sen 2 nt + 5 

K 

(a) Cuando/ = 0.3, 



(b) Cuando/ = 1.4, 



s = — sen 0.6^ + 5 

K 

« 6.51 
(c) Cuando / = 2.9, 

s = — sen 5.8 ;r + 5 
n 

« 4.06 



s = — sen 2.8;r + 5 

K 

* 5.94 
(d) Cuando / = 3.6, 



5 = — sen 7.2^ + 5 

K 



~ 4.06 



Ahora se simulard el movimiento en la graficadora sobre la recta 
y = 1 . Con la graficadora en modo param&rico, sean 

(x)t = - sen 2nt + 5 y y(/) = 1 




[0, 7] por 



x(t) = A sen2ffr + 5 



y y(0 



FIGURA2 



/ = ] 
s = 

v = 128 



/ = r 
j = 
v = V 



FIGURA3 



Considere los siguientes parametros para el rectangulo de inspeccion: 

Wn = 0, / mix = 4, / step = 0.01, Jmfo = 0, .y mi i x = 7, -Tgd = l^mfn = _1 » 

^mix = 2, y ^sci = 1. Se presiona la tecla I trace | y despu6s la iecXz flecha a 
la izquierda, mantentendose oprimida hasta que el cursor este en t = 0. La 
figura 2 muestra la pantalla de la graficadora con la informacion siguiente: 
/ = 0, x = 5,y> = 1. Presione la tecla flecha a la derecha y mantengala 
oprimida. Observe el cursor, el cual representa la particula que se mueve a lo 
largo de la recta y = 1. En la parte inferior de la pantalla de la graficadora se 
observa lo siguiente: cuando / = 0.3, x = 6.51; cuando / = 1.4, x = 5.94; 
cuando t = 2.9, x = 4.06; cuando / = 3.6, x = 4.06. Estos valores apoyan 
las respuestas. 

Conclusion: A los 0.3 s la particula esta" a 6.51 cm del origen; a los 1.4 s 
la partfcula est3 a 5.94 cm del origen; a los 2.9 s la particula esta" a 4.06 cm 
del origen; y a los 3.6 s la partfcula esta" otra vez a 4.06 cm del origen. 4 

Si un objeto se mueve libremente sobre una recta vertical y es atraido 
hacia la Tierra por la fuerza de gravedad, la aceleracidn debida a la gravedad 
varfa con la distancia del objeto desde el centro de la Tierra. Sin embargo, 
para pequenas variaciones de distancia la aceleraci6n debida a la gravedad 
es casi constante. Si el objeto esta* cerca del nivel del mar, un valor aproxima- 
do de la aceleracion debida a la gravedad es 32 pie/s 2 o 9.8 m/s 2 . 

W EJEMPLO 5 Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba 
desde el suelo con una velocidad inicial de 128 pie/s. Considere que la unica 
fuerza que actua sobre la piedra es la aceleraci6n debida a la gravedad. Deter- 
mine (a) que" tan alto llegard la piedra, y (b) que" tiempo le tomard a la piedra 
llegar hasta el suelo. (c) Simule el movimiento en la graficadora y apoye las 
respuestas de los incisos (a) y (b). (d) Detemine la rapidez de la piedra al 
llegar al suelo. 

Solution El movimiento de la piedra se efectiia sobre una recta vertical. 
La figura 3 muestra el comportamiento del movimiento, donde las flechas 



Tablal 




t s 


V 




T 
t 


' 128 


V 
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indican la direccion del movimiento de la piedra sobre una recta vertical y el 
sentido positivo se considera hacia aniba. 

Sean t segundos el tiempo que transcurre desde que la piedra fue lanzada, 
s pies la distancia de la piedra desde el suelo a los t segundos, v pies por se- 
gundo la velocidad de la piedra a los t segundos y | v | la rapidez de la piedra 
a los / segundos. 

Cuando la piedra llega al suelo, s = 0. Sean Ty v los valores particulares 
de t y v cuando s = y t ^ 0. La piedra estara en su punto mds alto cuando 
la velocidad sea cero. Sea s el valor particular de s cuando v = 0. La tabla 1 
presenta las condiciones de frontera. 

La aceleracion debida a la gravedad es en el sentido hacia abajo y tiene 
un valor constante aproximado de -32 pie/s 2 . Como la aceleracion esta dada 

dv 
por — - , se tiene 
at 

dt 

dv = -32 dt 

J""-- 32 /'" 

v = -32r + C, 

Como v = 128 cuanto t = 0, se sustituyen estos valores en la ecuacion an- 
terior y se obtiene C\ = 128. Por tanto, 

v - -32 r + 128 (8) 

Debido a que v = ~ , 
dt 

— = ~32t + 128 
dt 

ds = (-32 1 + 128) dt 
\ ds = I (-32 r + 128) dt 

s = -\6t 2 + mt + c 2 

Como s = cuando t = 0, entonces C2 - 0, y al sustituir por C 2 en la 
ecuacion anterior se obtiene 

s = -\6t 2 + 128* (9) 

(a) Para averiguar que tan alto llegara la piedra, se necesita determinar s. 
Primero se determina el valor de t para el cual v = 0. De (8), t = 4 
cuando v = 0. En (9) se sustituye 4 por ty s por s, obteniendose 

s = -16(16) + 128(4) 
= 256 

Conclusion: La piedra llegara a 256 pie. 

(b) Para saber que tiempo le tomara a la piedra llegar al suelo se necesita 
determinar T. Si se sustituye Fpor t y por s en (9), se obtiene 

= -16F(f - 8) 
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de donde t = y t — 8. Sin embargo, el valor ocurre cuando la piedra 
es lanzada. 

Conclusion: Le tomara 8 s a la piedra llegar al suelo. 

(c) Con objeto de simular el movimiento de la piedra en la graficadora 
se considera que la piedra se mueve a lo largo de la recta vertical x = 2. 
Con la graficadora en modo param^trico, sean 

x(i) = 2 y y(t) = -\6t 2 + 128/ 

Considere los siguientes pararnetros para el rectangulo de inspection: 
'min = 0, l m&x ~ 8 > 'step = 0.1, X min = 0, X mix = 4, X s cl = 1 , 
v min = -100, v m ^ x = 300, y y sc i = 0. Se presiona la tec la | trace! 
y despues la teclaflecha a la izquierda, manteni^ndose oprimida hasta 
que el cursor este* en t = 0. La figura 4 muestra la pantalla de la graficado- 
ra como debe aparecer hasta este momento. Presione la tecla flecha a la 
derecha y observe que la piedra, representada por el cursor, se mueve 
hacia arriba y hacia abajo a lo largo de la recta x = 2. Note que el maxi- 
mo valor que alcanza y es 256, el cual ocurre cuando t = 4, lo que apoya 
la respuesta del inciso (a). Tambien observe que la piedra regresa al 
suelo (cuando y = 0) a los 8 s, lo que apoya la respuesta del inciso (b). 

(d) Para obtener v se utiliza (8) y se sustituye 8 por tyv por vv obteniendose 




[0, 4] por [-100, 300] 

x(t) = 2 y y(t) = ~l6t 2 + 128/ 

FIGURA 4 



= -32(8) 
= -128 



128 



Portanto, |v| = 128 

Conclusion: La piedra llega al suelo con una rapidez de 128 pie/s. ^ 



EJERCICIOS 4.3 



En los ejercicios I a 14, determine la solucidn completa de la 
ecuacion diferencial. 



dx 



11. 
13. 
14. 



4x • 



2 - T 

dx 



£ = 3x 2 + 2x 
dx 

dy _ 



3jc> 2 



3vVT 



dx 

du 
dv 



a dy_ ^ sec 2 x 

dx to" 2 



dx 2 

dh 
dl 2 

d 2 u 
dv 2 



tan" 1 y 

■• 5x 2 + 1 

sen 3/ + cos 3t 
= tan v sec 2 v 



4. 
6. 

8. 
10. 
12. 



Ix 1 



dy _ ^fx + x 



dy = jc 2 V?" 
dx 



y 

cos 2v 
sen 3« 



du 
dv 

d2 y - m 



En los ejercicios 15 a 20, obtenga la solucidn particular de 
la ecuacion diferencial determinada por las condiciones 

iniciales. 



15. -^ - x 2 - 2x - 4; v = -6 cuando x = 3 
dx 

16. ^ = (x + 1)(jc + 2);y = - J cuando x = -3 
dx 2 

17. ^> = ™%L;y = \n cuando x = I* 
rfjc sen2y 3 2 

18. ^ = cos I/;j = 3 cuando t = \n 
dt 2 3 



20. 



4f« 
</v 2 



19. 1IH = 4(t + 3v) 2 ;« = -1 y ~ = -2 cuando 



v = -1 



J* 2 



— riy 



- y -2. - -i cuando jc 
2 J dx 



1 



En /05 ejercicios 21 a 32, una particula se mueve a lo largo de 
una recta; a los t segundos, s pies es la distancia dirigida de la 
particula desde el origen, v pies por segundo es la velocidad de 
la particula y a pies por segundo por segundo es la acelera- 
cion de la particula. Sugerencia para los ejercicios 29 a 32: 



dv 



= dv ck _ dv 
dt ds dt ds 
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21. 



22. 



23. 



24. 



25. 



26. 



v = V2r + 4 ; s 
minos de f. 



v = 4 
def. 



cuando f = 0. Exprese s en t6r- 
f; 5 = cuando t = 2. Exprese 5 en terminos 



a - 5 - 2r, v = 2 y s - cuando t = 0. Exprese v y s 
en te"rminos de t. 



a = 17; v = y 5 
te'rminos de *. 



cuando f = 0. Exprese v y s en 



a = t 2 + 2t; s = \ cuando t = y s = -3 cuando 
t = 2. Exprese v y 5 en terminos de f. 

a = 3f - f 2 ; v = 
y 5 en terminos de t. 

a = -4V2 cos(2r 



2 y s = 1 cuando r = 1. Exprese v 



2ys=\ cuando / = 0. 



27. a = -4V2 cos(2r - Iff);v = 
Exprese v y s en t6rminos de f . 

28. a = 18 sen 3/; v = -6 y s = 4 cuando t = 0. Exprese v 
y s en terminos de t . 

29. a = 800; v = 20 cuando 5 = 1. Obtenga una ecua- 
ci6n que contenga a v y s. 

30. a = 500; v = 10 cuando 5 = 5. Determine una ecua- 
ci6n que contenga a v y s. 

31. a = 55 + 2; v = 4 cuando 5=2. Obtenga una ecua- 
ci6n que contenga a v y s. 



Determine una ecua- 



32. a = 25 + I; v = 2 cuando 5=1. 
ci6n que contenga a v y s. 

En los ejercicios 33 a 52, no olvide definir las variables como 
ntimeros y asegurese de escribir una conclusidn. En los ejerci- 
cios 35 a 43, tenga en cuenta que la unica fuerza que actua es 
atribuida a la aceleracidn debida a la gravedad, considera- 
da como 32 piejs 2 o 9,8 m)s 2 hacia abajo. 

33. Una particula se mueve a lo largo de una recta de modo 
que si v centfmetros por segundo es la velocidad de la 
particula a los / segundos, entonces v = 9 sen Inx, donde 
el sentido positivo es hacia la derecha del origen. Si la 
particula se encuentra en el origen al iniciar el movimien- 
to, determine su posicion cuando / es igual a (a) 0.6, 
(b) 2.5, (c) 4.8, y (d) 7.2. Simule el movimiento en la 
graficadora y apoye las respuestas. 

34. Realice el ejercicio 33 considerando ahora que 

V = 2 COS )r7lt. 

35. Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde el 
suelo con una velocidad inicial de 20 pie/s. (a) i,Cuanto 
tiempo ascendera la pelota? (b) ^Que tan alto Uegara la 
pelota? y (c) ^Cuanto tardara La pelota en Uegar al suelo? 
(d) Simule el movimiento en la graficadora y apoye las 
respuestas de los incisos (a)-(c). (e) ^Con qu6 rapidez 
golpeara' la pelota el suelo? 

36. Realice el ejercicio 35 considerando ahora que la velo- 
cidad inicial es de 5 m/s. 

37. Se deja caer una piedra desde lo alto del monumento a 
Washington, de 555 pie de altura. (a) ^Cuanto tiempo le 
tomara a la piedra alcanzar el suelo? (b) ^Con que" rapidez 
golpeara la piedra el suelo? 



38. 



39. 



40. 



41. 



Se lanza una pelota hacia abajo desde una ventana situada 
a 80 pie sobre el suelo con una velocidad inicial de 
-64 pie/s. (a) ^Cuanto tardara la pelota en llegar al suelo? 
y (b) ^Con que" rapidez golpera la pelota, el suelo? 

Una mujer que se encuentra en un globo dej6 caer sus bi- 
noculares cuando el globo se encontraba a 150 pie sobre el 
suelo y se elevaba a una tasa de 10 pie/s. (a) ^Cuanto tiem- 
po tardaran los binoculares en llegar al suelo? y (b) £Con 
qu6 rapidez se impactaran los binoculares el suelo? 




w *rl 



Se lanza una piedra verticalmente hacia arriba desde la 
azotea de un edificio de 60 pie de altura con una velocidad 
inicial de 40 pie/s. (a) ^Cuanto tiempo tardara la piedra en 
alcanzar su maxima altura? (b) £Cu£l es su maxima altura? 
(c) ^Cuanto tiempo tardara la piedra en pasar por la azotea 
del edificio en su regreso? (d) ^Cu£l es la velocidad en ese 
instante? (e) ^Cuanto tardara la piedra en llegar al sue- 
lo? (f ) ^.Con que" rapidez golpeara la piedra el suelo? 

Suponga que camina en el bosque y ve hacia arriba c6mo 
una roca se desprende de un lado de un risco. Si su cabeza 
esta a 200 pie debajo de la base de la roca en ese instante, 
(a) ^cuanto tiempo tiene para alejarse de la trayectoria de 
la roca? (b) Si no se aleja de la trayectoria a tiempo, ^con 
qu6 rapidez le golpeara la roca? 
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42. 



43. 



44. 



45. 



46. 



47. 



Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba con una 
velocidad inicial de 40 pie/s desde un punto a 20 pie del 
suelo. (a) Si v pies por segundo es la velocidad de la pelo- 
ta cuando esta a s pies desde su punto de lanzamiento, 
exprese v en t£rminos de s. (b) ^Cual es la velocidad de la 
pelota cuando esta a 36 pie del suelo y se eleva? 
Se dispara un proyectil verticalmente hacia arriba con 
una velocidad inicial de 150 m/s desde un punto 2 m 
arriba del suelo. (a) Si s metros es la altura del proyectil 
desde el suelo a los t segundos, despues de ser disparado, 
exprese s en tenninos de r, bajo la suposicion de que la 
unica fuerza que actiia sobre el proyectil es la atribuida a 
la aceleraci6n debida a la gravedad. (b) iQue tan alto, 
desde el suelo, estard el proyectil 4 s despues de ser dis- 
parado? (c) (.Cuanto tiempo tardara el proyectil en alcan- 
zar una altura de 500 m desde el suelo? 
Si un cohete se eleva desde el suelo con una aceleracion 
constante de 22 m/s 2 , determine (a) la velocidad del cohete 
30 s despues de que se lanzo y (b) ^que" altura, desde el 
suelo, alcanzard el cohete en ese tiempo? 
Un trans bordador espacial se eleva verticalmente con una 
aceleracion constante de 10 yd/s 2 . Si un radar a 1 200 yd 
de la plataforma de lanzamiento lo sigue, iqu€ tan rapido 
gira el radar 8 s despues del lanzamiento? 




Si una pelota se rueda a nivel del suelo con una velocidad 
inicial de 20 pie/s, y si la rapidez de la pelota disminuye a 
la tasa de 6 pie/s 2 debido a la friccibn, ^que distancia 
recorrer4 la pelota? 

Si el conductor de un automovil desea aumentar la rapidez 
de 40 a 100 km/h mientras recorre una distancia de 
200 m, ^que* aceleracion constante debe mantener? 



48. iQu6 aceleracion negativa y constante debe aplicar un 
conductor para disminuir la rapidez de 120 a 60 km/h 
cuando se recorre una distancia de 100 m? 

49. Si se aplican los frenos de un automovil que viaja a 
100 km/h y los frenos pueden darle al autombvil una 
aceleracion negativa y constante de 8 m/s 2 , (a) ^cuanto 
tardara el automovil en detenerse y (b) £qu£ distancia 
recorrera el automovil antes de detenerse? 

50. Una pelota empez6 a subir desde la base de un piano 
inclinado con una velocidad inicial de 6 pie/s. Si hubo 
una aceleracidn contraria al ascenso de 4 pie/s 2 , <,que" 
distancia recorrio la pelota en el piano antes de comenzar 
a rodar hacia abajo? 

51. Si los frenos de un automovil pueden darle una acelera- 
ci6n negativa y constante de 8 m/s 2 , ^cual es la maxima 
rapidez a la que puede viajar si es necesario detener el 
automovil en un intervalo de 25 m despues de que se 
apliquen los frenos? 

52. Un bloque de hielo se desliza por un conducto con una 
aceleracibn constante de 3 m/s 2 . El conducto mide 36 m 
de longitud y se requieren 4 s para que el bloque Uegue 
hasta la parte mas baja. (a) ^Cua) es la velocidad inicial 
del bloque de hielo? (b) <,Cual es la rapidez del bloque de 
hielo cuando ha recorrido 12 m? (c) ^Cuanto tiempo tar- 
dara el bloque de hielo en recorrer 12 m? 

53. La ecuacion x 2 = 4 ay representa una familia de parabo- 
las de un parametro. Determine otra familia de curvas de 
un parametro tal que en cualquier punto (x, y) exista una 
curva de cada familia que pase por €1 y las rectas tan- 
gentes a las dos curvas en ese punto sean perpendiculares. 
Sugerencia: primero muestre que la pendiente de la recta 
tangente en cualquier punto (x, v), que no este en el eje v, 
de la parabola de la familia dada que pasa por ese punto 
es 2 v/jc. 

54. Resuelva el ejercicio 53 si la familia de curvas de un 
parametro tiene la ecuacion x 3 + y 3 = a 3 . 

55. Si una partfcula se mueve sobre una recta y se sabe que 
la aceleracion es una funci6n del tiempo, <,que" condi- 
ciones iniciales deben conocerse tambi£n para obtener 
una ecuacion que exprese la distancia de la partfcula des- 
de el origen como una funcion del tiempo? Explique 
c6mo determinaria esta ecuacion. 



4.4 AREA 




FIGURA 1 



Probablemente tiene una idea intuitiva de que el drea de una figura geo- 
m^trica es la medida que, en alguna forma, proporciona el tamano de la 
region encerrada por la figura. Por ejemplo, se sabe que el area de un rectangulo 
es el producto de su largo y su ancho, y el area de un triangulo es la mitad del 
producto de las longitudes de su base y de su altura. El area de un poligono 
puede definirse como la suma de las areas de los triangulos en que puede ser 
descompuesto, y puede demostrarse que el area asf obtenida es independien- 
te de como se descompuso el poligono en triangulos. Observe la figura 1 . 

En esta seccion, se define el area de una region en un piano si la region 
esta limitada por una curva. Si desea saber por que se trataran tales areas, la 
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respuesta es que se estableceran los fundamentos necesarios para motivar 
geometricamente la definici6n de integral deflnida en la seccion siguiente. 
Recuerde, se motive geometricamente la definicion de la derivada de una fun- 
cion como la pendiente de la recta tangente a la gr£fica de la* funcion. Justo 
como con la derivada, despu^s de haber establecido la integral definida vera 
que puede aplicarse la definicion en una gran variedad de campos 

En el estudio del area se trataran sumas de muchos terminos,* de modo 
que se introduce una notacion, llamada notacidn sigma, para facilitar la 
escritura de estas sumas. Esta notaci6n requiere el uso del simbolo X, la letra 
sigma mayiiscula del alfabeto griego. En el ejemplo ilustrativo siguiente se 
dan algunos ejemplos de la notacion sigma. 



EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

£ i 2 = l 2 + 2 2 + 3 2 + 4 2 + 5 2 



1=1 



2 



]T (3i + 2) = [3(-2) + 2] + [3(-l) + 2] + [3 • + 2] + [3 • 1 + 2] + [3 • 2 + 2] 

i=-2 

= (-4) + (-1) + 2 + 5 + 8 



£ p = I 3 + 2 3 + 3 3 



+ ...+ /!■ 



,3 



;=i 



* = 3 



l=hH'l*^ 



4,4.1 Definicion de \a notacion sigma 



J F(i) = F(m) + F{m + 1) + F(m + 2) + . , . + F(n - 1) + F(n) 
donde « y n son numeros enteros, ym £ n. 

El miembro derecho de la ecuacion de la definicion consiste dela suma 
de (n - m + 1) te*rminos, el primero de los cuales se obtiene al sustituir i 
por m en F(i), el segundo se obtiene al reemplazar i por m + 1 en FO"), y 
asi sucesivamente, hasta que el ultimo teYmino se obtiene sustituyendo i por 
n en F(i). 

El numero m se denomina limite inferior de la suma, y n se denomina 
lfmite superior de la suma. El simbolo i recibe el nombre de indice de la 
suma. Este es un simbolo "ficticio" porque cualquier otra letra puede em- 
plearse para este proposito. Por ejemplo, 

5 

X k 2 = 3 2 + 4 2 + 5 2 
t = 3 

es equivalente a 

£ i 2 = 3 2 + 4 2 + 5 2 

i=3 



* N. del T. En estadistica y otras disciplinas a estas sumas suele llamarseles sumatorias. 
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D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Deia 



definici6n 4.4.1, 



4i+l 3+1 4+1 5+ 



5 2 + 6 2 



« 



1 6 + 1 



En ocasiones los terminos de una suma contienen subfndices, como se 
muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 



EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

n 

]T A t = A { + A 2 + . . . + A n 

9 

Y, kb k = 4b 4 + 5b 5 + 6b 6 + 7fc 7 + 8fc 8 + 9b 9 

4 
X f( Xi ) Ax = /IxO A x + f(x 2 ) Ax + f(x 3 ) Ax + /(* 4 ) Ax 4 

(=1 

Los teoremas siguientes tratan sobre el uso de la notaci6n sigma, son 
Utiles para ciertos calculos y se demuestran facilmente. 



4.4.2 Teorema 



2 c = ^ donde c cs cualquier codsUUite. 
Demostracion 

n 

Y c = c + c + . . . + c (n terminos) 
i=i 

= en 



4.4.3 Teorema 



Yc*F(0 = r ]jP F{i\ donde ces una constant 

Demostracion 

£ c • F(i) = c • F(l) + c • F(2) + c • F(3) + . . . + c • F(n) 
* = 1 

= c[F(l) + F(2) + F(3) + . . . + F(n)] 

= cfF(/) 



i=l 



4.4.4 Teorema 



X E«0 + <?0>1 ■*. J ^(0 + £W) 



t*=i 
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La demostraci6n del teorema 4.4.4 se deja como ejercicio (refierase al 
ejercicio 43). El teorema 4.4.4 puede extenderse a la suma de cualquier nu- 
mero de funciones. 



4.4.5 Teorema 



£ F(i) =* £ W - c) (1) 

y 






£ F(i) - X F(i + c) (2) 



i=a i-o--f 



La demostraci6n del teorema 4.4.5 se deja como ejercicio (vea el ejerci- 
cio 44). El ejemplo ilustrativo siguiente muestra la aplicaci6n de este teorema. 

\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 De la ecuacion (1) del teo- 
rema 4.4.5, 

10 12 Ll 12 

X F(«) = X ^ - 2) y I « 2 = I (i - D 2 

1=3 ( = 5 »=6 1=7 

De la ecuacion (2) del teorema 4.4.5 

10 8 ll 6 

£ F(i) = £ F(i + 2) y I ' 2 = £ (i + 5) 2 < 

i=3 i~\ i=6 i=l 



4.4.6 Teorema 



a 



t[F(i) ^F(i- 1)] -F<»)-F(G) 
CI 

Demostracion 



£ [F(/) - F(i - 1)] - £ F(i) - £ F(i - 1) 

i=i (=i i = i 



En el miembro derecho de esta ecuacion se escribe la primera suma en 
otra forma, y se aplica la ecuacion (2) del teorema 4.4.5, con c = 1, a la se- 
gunda suma. Entonces 



£ [f(o - F(i - 1)] = ( x *"<o + ^w) " £ *W + 1) - ll 

i=i v ,-=i ' i^i-i 



n-\ n-\ 



i = l 



= x f(o + m - [m + 2 ^(o) 
i=i v 1=1 ' 

= F(*) - F(0) 



332 CAPITUL0 4 INTEGRAL DEFINIDA E INTEGRACION 



Evaliie 



► EJEMPLO I 



£<4*-4'- 1 ) 

i=l h i. 

Soliicioh Del teorema 4.4.6, donde F(i) = 4', se deduce que 

n 

£ (4'' - 4'" 1 ) = 4 n - 4° 

= 4" - 1 < 

El teorema siguiente proporciona cuatro formulas para el cdlculo con la 
notaci6n sigma. Estas f6rmulas pueden demostrarse mediante inducci6n 
matematica. Tambien pueden demostrarse sin inducci6n matemaUca; vea los 
ejercicios 45-48. 



4.4*7 Teorema 



vS i n es un niimero entero positive entonccs 



i-i 



,2 _ "(" + lX2n + 1) 



X' 2 = 






X ;3 T^in + 
ft* * 30 



H) 



(WtmuU 2) * 

06fWttbi4) 



► EJEMPLO 2 Calcule 

X*(3i-2) 
(=1 

Solucion 

]£i(3i-2) = J(3* 2 - 20 
i=l f=l 

= i(3« 2 )+ i(-2o 

i=l i=l 

n n 



(por el teorema 4.4.4) 
(por el teorema 4.4.3) 



3 . H («- + 1X2« + 1) _ 2 . nin+J) (pof ^ f6rmu]as 

6 2 1 y 2) 

2n 3 + 3n 2 + n - 2a 2 - In 



2n 3 + n 2 - n 
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FIGURA 2 



f=M 





Antes de estudiar el area de una regi6n plana, se indicara por que se uti- 
liza la terminologia "medida del area". La palabra medida se refiere a un 
numero (no se incluyen las unidades). Por ejemplo, si el area de un triangulo 
es 20 cm 2 , se dice que la medida del area del triangulo, ea centimetres cua- 
drados, es 20. Cuando la palabra medicion se aplica, se incluyen las unidades. 
De este modo, la medici6n del area del triangulo es 20 cm 2 . 

Ahora considere una regi6n R del piano como muestra la figura 2. La 
regi6n R esta* limitada por el eje x, las rectas x = a y x = b> yla curva cuya 
ecuaci6n es v = /(jc), donde/es una funcidn continua en el intervalo cerrado 
[a, b]. Por simplicidad, se toma/(jc) ^ para toda x en [a, b]. Se desea asig- 
nar un numero A a fa medida del area de /?, y utilizar un proceso de limite 
semejante al empleado en la definici6n del area de un circulo: El area de un 
circulo esta" definida como el limite de las areas de los polfgonos regulares 
inscritos cuando el numero de lados aumenta sin limite. Intuitivamente, se ve 
que cualquiera que haya sido el numero elegido para representar A, ese nu- 
mero debe ser por lo menos tan grande como el area de cualquier region 
poligonal contenida en /?, y no debe ser mayor que la medida del area de 
cualquier regi6n poligonal que contenga a R. 

Primero se define una region poligonal contenida en R. Se divide el in- 
tervalo cerrado [a, b] en n subintervalos. Para simplificar se consideran estos 
subintervalos de igual longitud, por ejemplo, Ax. Por tanto, Ax - (b - a)jn. 
Los extremos de estos subintervalos se denotan por jcq, x\ 9 x^, * .... , jc n _i, 
x n , donde xq = a, jcj = a + Ax, . . . , jc,- = a + iAx, . . . , 
Jt„_i = a + (n - 1) Ajc, x n - b. El /-esimo subintervalo se denotara por 
[*;_], x t ], Como/es continua en el intervalo cerrado [a y b], es continua en 
cada subintervalo. Por el teorema del valor extremo, existe un numero en cada 
subintervalo para el cual / tiene un valor mfnimo absolute. En el r-esi- 
mo subintervalo sea c,- este numero, de modo que /(c,-) es el valor mfnimo 
absoluto de/en el subintervalo [jc,-_i, jcJ. Considere los n rectangulos (o 
elementos de area), cada uno de ancho Ajc unidades y altura de f{c { ) uni- 
dades (refi^rase a la figura 3). Sea S n unidades cuadradas la suma de las areas 
de estos n rectangulos; entonces 



S n = f(c y )Ax + f(c 2 )Ax + 
o, con la notaci6n sigma, 



1=1 



, + f(ci) Ax + ... + f(c n ) Ax 



(3) 



FIGURA 4 



El miembro derecho de (3) proporciona la suma de las medidas de las 
areas de los n rectangulos inscritos. De este modo, independientemente de 
c6mo se defina A, debe ser tal que 

A>S n 

En la figura 3 la regi6n sombreada tiene un area de S n unidades cuadradas. 
A continuaci6n se incrementard n, Especificamente, multiplique n por 2; en- 
tonces el numero de rectangulos es el doble, y el ancho de cada rectangulo 
se redujo a la mitad. Esto se ilustra en la figura 4, la cual muestra el doble de 
los rectangulos de la figura 3. Al comparar las dos figuras, se observa que 
la regi6n sombreada de la figura 4 parece que se aproxima mas a la regi6n R 
que la regi6n de la figura 3. Asi, la suma de las areas de los rectangulos de la 
figura 4 esta* m£s pr6xima al numero que se desea para representar la medida 
del area de la regi6n R. 
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Conforme n se incrementa, los valores de S n determinados a partir de la 
ecuacion (3) aumentan, y los valores sucesivos de S n difieren uno del otro en 
cantidades arbitrariamente pequenas. Esto se,demuestra en Calculo avanza- 
do mediante un teorema que establece que si / es continua en [a, b], en- 
tonces conforme n crece sin limite, el valor de S n dado ^>6r (3) se aproxima 
al limite. Este limite es el que se toma como definicion de la medida del area 
de la region R. 



4.4.8 Definicion del area de una region plana 



Suponga que la fuhcion/es continua en el intervalo ecrrado [a, H con 
f(x) ^ para toda x en [a, b} m y que R es la region limited* por la curva 
y = f{x\ el qe x y las rccias x =ayx = k Divida el intervalo 1*, b] 
en n subintervalos, cada uno de longitud Ax = {b - a)fn v y denote el 
i-esimo subintervalo por [jr^i, x^. Entonces ai/(c,) es el valor 4e ftm- 
cion rmnimo absolute en el r-esimo subintervalo, la medida del area 
de la region R esta" dada per 



A - J^%f^> Ax 



(4) 



/=i 



Esta ecuacion signifies que para cualquicr f > existe un numero 
N*> tal que si n es un numero entero positivo y 



si n > N -entonces 



X /(q) Ax - A 



< € 



En la discusion anterior pudieron haberse considerado rectangulos cir- 
cunscritos en lugar de rectangulos inscritos. En este caso, se toman como me- 
didas de las alturas de los rectangulos los valores m£ximos absolutos de/en 
cada subintervalo. La existencia de un valor maximo absoluto de / en cada 
subintervalo esta garantizada por el teorema del valor extremo. Las sumas 
correspondientes de las medidas de las areas de los rectangulos circunscritos 
son por lo menos tan grandes como la medida del area de la regi6n R, y pue- 
de demostrarse que el limite de estas sumas conforme n crece -sin limite es 
exactamente el tnismo que el limite de la suma de las areas de los rectangulos 
inscritos. Esto tambien se demuestra en Calculo avanzado. De esta manera, se 
puede definir la medida del area de la region R por 



A = lim JT f(di)Ax 



(5) 



i=\ 



donde/(rf/) es el valor maximo absoluto de/en [jc,_], jc,-]. 

La medida de la altura del rectangulo del i-esimo subintervalo en rea- 
lidad puede tomarse como el valor de la funcion de cualquier numero del 
subintervalo, y el limite de la suma de las medidas de las areas de los rectan- 
gulos sera el mismo sin importar que numeros se hay an elegido. En la secci6n 
4.5 se extendera la definicion de la medida del area de una region como el 
limite de dicha suma. 



w EJEMPLO 3 Determine el area de la region limitada por la 

curva y — x 2 , el eje x y la recta x — 3 considerando rectangulos inscritos. 
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B1GURA5 



Solucion La figura 5 muestra la region y el i-esimo rectangulo inscrito. 
Aplique la definici6n 4.4.8 y divida el intervalo cerrado [0, 3] en n subinter- 
valos cada uno de longitud Ajc: a: = 0, JC| = Ax, x 2 = 2Ax, . . . , 
Xj ~ iAx, . . . ,x n -\ - (n - \) Ax, x n = 3. Asi, 



Ax = 



3-0 

n 
3 
n 



M 



= .2 



Como/es creciente en [0, 3], el valor minimo absoluto de/en el subin- 
tervalo [;c M , jcJ es/(;c M ). Por tanto, de (4) 



A = lim Y /(*,■-! ) A* 

n — >+°° ™~ 



Debido a que jc f -_j =■(/ - 1) Ajc y f(x) - x 2 , entonces 

/(jc m ) = [(i - l)Ax] 2 
Por tanto, 



(6) 



£/(*,■-!) A* = £(i"- I) 2 (A*) 3 
Pero Ax = 3/n; de modo que 

£/(*,■-,) A* = I(/-l) 2 3 



i=l 



i=l 



■I(i-D 2 



i-I 



27 
«3 






y al aplicar las formulas 2 y 1 y el teorema 4.4.2 se obtiene 

±f(x^)^ = 27r«(H-H)(2H + l)_ 2 , W (H + l) + <| - 

ft) n L 6 2 



27 2w 3 + 3w 2 + g - 6rt 2 - 6k + 6n 
«3 " fi 



Entonces, de (6), 


9 2n 2 - 3n + 1 

" 2 „ 2 


A = lim 


"9 2n 2 - 3n + 1 

_2 w 2 J 




= 2 . i im ( 2 - 2 + -V) 

2 «-+-\ n n 2 / 


- |(2 - + 0) 


= 9 


Conclusion: I 


il area de la regi6n es 


9unid 
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W EJEMPLO A Calcule el area de la regi6n del ejemplo 3 consi- 
derando rectangulos circunscritos. 

Solution La figura 6 muestra la region y el *-6simo rectangulo circuns- 
crito. Con rectangulos circunscritos, la medida de la altura del /'-£simo rectan- 
gulo es el valor maximo absoluto de/en el subintervalo [jc,_i, jcJ, el cual es 
f(x t ). De (5) se tiene 



n 

A = lim \ f(Xi ) Ajc 



( = 1 



Como x t - i Ajc, entonces/^) = (i Ajc) 2 , y asi 
£/(*,) A* = J* 2 (Ax) 3 



n i=l 



27 \ n(n + l)(2n + 1) 
n 3 [ 6 

9 2n 2 +3n +1 



(7) 







Por tanto, de (7), 

A = lim | • (2 + ^ + -U 

= 9- (como en el ejemplo 3) ^ 

w EJEMPLO 5 Aplique la definicion 4.4.8 para calcular el area 
de la region trapezoidal limitada por las rectas jc = 1 y jc = 3, el eje jc y la 
recta 2jc + y = 8. Verifique la respuesta mediante la formula de geome- 
* tria plana para el area de un trapecio. 

Sol UC ion En la figura 7 se presentan la regi6n y el i-esimo rectangulo 
inscrito. Se divide el intervalo cerrado [1, 3] en n subintervalos, cada uno 
de longitud Ajc: jcq = 1, JCi = 1 + Ajc, . . . , jcj = 1 + iAx, . . . , 
x n _ x = 1 + (n - l)A;t,;t n = 3. 



Ajc = 



1 



2 

" n 

Al resolver la ecuacion de la recta para y se obtiene v = -2x + 8. Por 
tanto, /(jc) = -2jc + 8, y como/es decreciente en [1, 3], el valor minimo 
absoluto de / en el Z-esimo subintervalo [jc,-_ | , jc,] es /(jc,-). Debido a que 
jc ( - = 1 + /Ajc y /(jc) = -2jc + 8, entonces /(jc,-) = -2(1 + /Ajc) + 8, es 
decir,/(jc,) = 6 - 2/ Ajc. De (4), 



A = lfa^ J/(jc,)Ajc 

n 

= lim T (6 - 2/ Ajc) Ajc 

n— > + « ~i 



1 = 1 
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i=\ 



= lim 



lim Y [6 Ax - 2 /(Ax) 2 ] 

* = 



«©-»©■ 



Del teorema 4.4.2 y de la formula 1 se tiene 

n^ + ~ln n 2 2 J 

= lim (8 - - ) 



= 8 
Conclusion: El area de la region es 8 unidades cuadradas. 

La formula de geometria plana para determinar el area de un trapecio es 

A = { -h(b x + b 2 ) 

donde h, b\ y b 2 son, respectivamente, el numero de unidades de la longitud 
de la altura y de las dos bases, las cuales, para el trapecio de la figura 7 son 
paralelasaleje;y.Deestaf6rmulase tiene qucA = ^(2)(6 + 2);estoes,^4 = 8, 
lo cual es acorde con el resultado obtenido anteriormente. A 



EJERCICIOS 4.4 



En los ejercicios 1 a 12, calcule la suma. 



1. 


X (3i' - 2) 


2. 


X (5i + 4) 
/=i 


3. 


to 2 + 1) 

i = l 


4. 


S(i + I) 2 

f = l 


5. 


10 

la -i) 3 

i-l 


6. 


10 

la 3 -i) 


7. 


5 


8. 


6 -> 

A w - 2) 


9. 


3 

12' 

i = -l 


10. 




1. 


4? i~\) k + l 


12. 


V * 



«■ I[i-FTT] *!><«♦*> 

19. X 4i 2 (i - 2f)' 



20. £ [ < 3 ~* " 3 *) 2 " (3*' 1 - 3 "* +1 ) 2 l 
*=i 

En los ejercicios 21 a 30, emplee el me'todo de esta section para 
determinar el area de la regidn; utilice rectdngulos inscritos o 
circunscritos, segun se indique. Para cada ejercicio dibuje una 
figura que muestre la regidn y<el i-esimo rectdngulo. 

r 21. La region limitada por y — x 2 , el eje x y la recta x = 2; 
A q&w rectangulos inscritos. 

V 22. La region del ejercicio 21 ; rectangulos circunscritos. 

£?\ k k^L 2 k + ** \ h-A^O* ^ a re gi° n sobre el eje jc y a la derecha de la recta jc = 1 

^ . . . ,, , , , kX^ limitada por el eje x, la recta x = lylacurva^ = 4 - x 2 ; 

En los ejercicios 13 a 20, evalue la suma utilizando los teo-r> v , . 

/,, ,,, \ v r rectangulos inscntos. 

remas 4.4.2 a 4.4. 7. $\fr W 

25 20 , ^& 24. La region del ejercicio 23; rectangulos circunscritos. 

13. 2^ 2i(i - 1) 14. ^ 3'0 + 2 ) U 25. La region sobre el eje x y a la izquierda de la recta x = 1 

' = ' f=1 M^^ limitada por la curva y las rectas del ejercicio 23; rectan- 

gulos circunscritos. 



is. x < 2 * - 2 *" l > 16 - £ < 10 ' +1 " 10l "> 

/t=L i = l 



26. La region del ejercicio 25; rectangulos inscritos. 
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27. La region limitada por y = x 3 , el eje x y las rectas x = -1 
y x = 2; rectangulos inscritos. 

28. La regi6n del ejercicio 27; rectangulos circunscritos. 

29. La region limitada por y = x 3 + x, el eje * y las rectas 



39. /<*) 



sen x, a 
cos x, a 



= i*>*> 



'd {x) 

$tfl. /<*) = sen*, a 



x = -2 y x = 1 ; rectangulos circunscritos. 

30. La regidn del ejercicio 29; rectangulos inscritos, 

31. UtiliCe el m&odo de esta seccidn para calcular el area de 
un trapecio isdsceles cuyas bases tienen medidas b\ y b 2 
y cuya altura tiene medida h. 

32. La graTica de y = 4 - \x\ y el eje x desde Jt = -4a 
x = 4 forman un triangulo. Emplee el metodo de esta 
seccidn para calcular el area de este triangulo. 

En los ejercicios 33 a 36, determine el drea de la regidn to- 

mando como medida de la altura del i-esimo rectdngulo f{m{) t 

donde m, es el punto medio del i-esimo subintervalo. Suge- 

rencia:m i = ^(x f + x M ). 

Vi &£ 
\t 33. La regidn del ejemplo 3. 

a '-34. La region del ejercicio 22. 

\> ' ] 3^. La regidn del ejercicio 23. 

&-V 36. La regidn del ejercicio 26. 

En los ejercicios 37 a 42, se proporcionan una funcidn f y los 
numeros n, a y b. Aproxime, con cuatro cifras decimales, el 
drea de la regidn limitada por la curva y = f(x), el eje x y 
las rectas x = a y x - b, realizando lo siguiente: divida el 
intervalo [a, b] en n subintervalos, cada uno de longitud Ax 
unidades y utilice una calculadora para obtener la suma de 
las areas de los rectangulos inscritos o circunscritos (segun 
se indique) que tienen cada uno un ancho de Ax unidades. 

1 



tyfiit'fix) 



= 0,b = 

= \^ b 
cos x, a = 0, b = 



| % n ~ 8, circunscritos. 
-K,n - 6, inscritos. 



6 
\tt, n 



K, n = 8, inscritos. 
6, circunscritos. 



t0^7. f(x) = 



1, b = 3, n = 10, inscritos. 



f(x) = —x-,a=\,b = 2,n = 12, circunscritos. 



43. Demuestre el teorema 4.4.4. 

44. Demuestre el teorema 4.4.5. 

45. Demuestre la formula 1 del teorema 4.4.7 sin utilizar in- 
duction matemdtica: Sugerencia: escriba dos ecuaciones: 
(i) iguale la suma, en notacidn sigma, a 1 + 2 + , . . + 
(n - 1) + n; (ii) iguale la suma, en notation sigma, a la 
suma de (i) en orden mvertido. Despu6s sume las ecua- 
ciones, de (i) y (ii), t6rmino a termino y divida los dos 
miembros de la ecuacidn resultante entre 2. 

46. Demuestre la fdrmula 2 del teorema 4.4.7 sin* utilizar in- 
duction matemitica. Sugerencia: 

£[; 3 -(/-d 3 ]= £(3i 2 -3i + ] ) 

Aplique el teorema 4.4.6 en el miembro izquierdo de esta 
ecuacidn; y en el miembro derecho aplique los teoremas 
4.4.2, 4.4.3, 4.4.4 y la formula 1 del teorema 4.4.7. 

47. Demuestre la formula 3 del teorema 4.4.7. Sugerencia; 
i 4 - (i - l) 4 ss 4i 3 - 6i 2 + 4/ - 1, y use un metodo 
semejante al utilizado en el ejercicio 46. 

48. Demuestre la fdrmula 4 del teorema 4.4.7. (Considere la 
sugerencia para los ejercicios 46 y 47). 

49. Explique la definicidn 4.4.8 en palabras sin emplear las 
palabras limite o se aproxima a o los simbolos No € . 



4.5 INTEGRAL DEFINIDA 



En la seccidn 4.4, para llegar a la definition de la medida del area de una 
regidn plana como 



lim Y f(c t ) Ax 



(1) 



se dividid el intervalo cerrado [a, b] en n subintervalos, cada uno de longitud 
Ax, y se tomd c ( como el punto del i-esimo subintervalo para el cual / tiene 
un valor mfnimo absolute Tambi6n se restringieron los valores de funcidn 
f(x) a valores no negativos en [a, b] y se pidid que/fuese continua en [a, b]. 
El lfmite en (1) es un caso especial de un "nuevo tipo" de proceso de limi- 
te que conduce a la definition de la integral definida. Ahora se discutira* este 
"nuevo tipo" de limite. 

Sea /una funcidn definida en el intervalo cerrado [a, b], Divida este in- 
tervalo en n subintervalos eligiendo cualesquiera n - 1 puntos intermedios 
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xi \x 2 x 3 \x 4 I J 

FIGURA 2 



entre ay b. Sean jc = a y x n = b, y sean jq, x 2 , 
medios de modo que 

X < X] < x 2 < . . . < * n _i < x n 



, jc„_i los puntos inter- 



Los puntos jc , jcj, jc 2 , . . . , *„_!, *„ no son necesariamente equidistantes. Sea 
A^ la longitud del primer subintervalo de modo que A^x = jq - x ; 
sea A 2 x la longitud del segundo subintervalo de modo que A 2* = x 2 - jq; 
y asi sucesivamente de modo que la longitud del /-6simo subintervalo es 

A;* = x t - x t _ x 

Al conjunto de estos subintervalos del intervalo [a, b\ se le denomina par- 
tition del intervalo [a, b]. Sea A dicha particion. La figura 1 ilustra una de 
estas particiones A de [a, b\. 



a = x Q 



*n-l 



x„ = b 



FIGURA 1 



La partici6n A contiene n subintervalos. Uno de estos subintervalos es 
el mas largo; sin embargo, puede haber m£s de uno. La longitud del subin- 
tervalo mis largo de la particidn A se llama norma de la particion y se de- 
notapor || A||. 

Elija un punto en cada subintervalo de la particion A; sea w x el punto 
elegido en [jc , x\] de modo que jc < w\ < x\. Sea w 2 el punto elegido en 
[jq, x 2 ] de modo que x { < w 2 < x 2 y asi sucesivamente, de modo que w t 
es el punto elegido en [jc m , Jtj y jc^ < w x < x t . Considere 



f(w{) A,* + f(w 2 ) A 2 x + 
obien 



+ f(Wi) A,* + . . . + f(w n ) A n x 



(2) 



£/(Wi)A** 
1=1 

Esta ultima suma recibe el nombre de suma de Riemann, en honor al ma- 

tematico aleman Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866). 



. Suponga que/(jc) = 10 -x 2 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

con 0.25 < x < 3. Se calculara la suma de Riemann para la funci6n/en 
[0.25, 3] para la siguiente particion A: x - 0.25, X[ = 1, x 2 = 1.5, 
jc 3 = 1.75, jc 4 = 2.25, jc 5 = 3,yw! = 0,5, w 2 = 1.25, w 3 = 1.75, vv 4 = 2, 
w 5 = 2.75, 

La figura 2 muestra la grafica de/en [0.25, 3] y los cinco rectingulos, 
cuyas areas son los terminos de la suma de Riemann siguiente: 



£ f(Wi) A ( x = f(wi) A x x + f(w 2 ) A 2 x + f(w 3 ) A 3 x + f(w 4 ) A 4 x + f(w 5 ) A 5 x 

-/(0.5)(1 - 0.25) +/(1.25)(1.5 - 1) + /(1.75)(1.75 - 1.5) + /(2)(2.25 



1.75) + /(2.75)(3 - 2.25) 



= (9.75)(0.75) + (8.4375)(0.5) + (6.9375)(0.25) + (6)(0.5) + (2.4375)(0.75) 
= 18.09375 
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La norma de la particion A es la longitud del subintervalo mas largo; en 
consecuencia, ||a|| = 0.75. M 

En la definicitfn anterior de (2) como una suma de Riemann, los valores 
de funcion no se restringieron a valores no negativos. Por tanto, algunos de 
los /(w ; ) podrian ser negativos. En tal caso la interpretacitfn geometrica de la 
suma de Riemann seria la suma de las medidas de las areas de los rectangu- 
los que estan sobre el eje x y los negativos de las medidas de las areas de los 
rectangulos que se encuentran debajo del eje x. Esta situacion se ilustra en la 
figura 3. Aqui, 

10 

X f( w i) A i x = ^l + A 2 ~ A 3 - A 4 ~ A 5 + A 6 + A 1 - A s - A 9 - A l0 

poique/(w3),/(w 4 ),/(w5),/(w 8 ),/(w9) y/(w ]0 ) son numeros negativos. 

Ahora suponga que para la funci6n/en (2) existe un'niimero L tal que 

n 

I $j /( w j) A i x ~ ^ I puede hacerse tan pequeno como se desee para todas 

/=i 
las particiones A cuyas normas sean suficientemente pequenas, y para cual- 
quier wi en el intervalo cerrado [jc,-_i, *,-],/ = 1, 2, . . . , w. En tal caso se 
dice quefesintegrable en [a, b]. 





. 
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y = /<*)# 
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FIGURA 3 



4.5.1 Definition de funcion integrable en un intervalo 
cerrado 



Sea /una funcion cuyo dominio confiene a! intervalo cerrado [a, b\. Se 
dice que / es integrable en [a, h) s\ existe un numero L que satisfa- 
ce la condicion de que, para cuaJquier £ > 0, existe una 5 > tal que 
para toda particion A para la cual ]| A || < 5, y para cualquier w f de] 
intervalo cerrado [x,_j, */], i = 1, 2 t . . . , n, entonces 






< € 



o 



Esta situacitiu se reprcsenta como 






(4) 
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Esta definici6n establece que, para una funcion / definida en el inter- 
val*) cerrado [a, b], se puede aproximar los valores de las sumas de Riemann 
a L tanto como se desee tomando las normas || A || de todas las particiones A 
de [a, b] suficientemente pequenas para todas las posibles elecciones de los 
numeros vv ( - para los cuales Jt,_! < w,- < x h i = 1,2,..., nl 

Observe que el proceso de limite dado por (4) es diferente del que se 
estudio en el capitulo 1. De la definicion 4.5.1, el numero L en (4) existe si 
para cada € > existe una S > tal que para toda particion A para la cual 
|| A || < 5, y para cualquier w x del intervalo cerrado [x^ h jcJ, / = 1, 
2, . . . , n, entonces la desigualdad (3) se cumple. 

En la definici6n 1 .5. 1 se tuvo 

lfm/(jc) = L (5) 

si para cualquier € > existe una 6 > tal que 

si0<|jc-a|<<5 entonces |/(jr) - L | < € 

En el proceso de limite (4), para una 8 > particular existe un numero in- 
finito de particiones A que tienen norma || A || < 8. Esto es analogo al he- 
cho de que en el proceso de limite (5), para una 5 > dada existe un 
numero infinito de valores de x para los cuales < | x - a \ < 5. Sin em- 
bargo, en el proceso de limite (4) para cada partici6n A existe un numero in- 
finito de elecciones de w t . Es en este aspecto en el que difieren los dos^. 
procesos de limite. ^^ 

El teorema 1.5.16, demostrado en la seccion suplementaria 1.5, esta- 
blece que si el numero L en el proceso de limite (5) existe, entonces es unico. 
De manera semejante se puede demostrar que si existe un numero L que sa- 
tisfaga la definici6n 4.5.1, entonces es unico. Ahora puede definirse la 
integral definida. 



4.5,2 Definicion de integral definida 



Si /es una funcitfn definida en el intervalo cerrado [a, &}, entonces la 
Integral definida de/de a a fc denotada por /*/(*) ***< e ^ &«& P™ 

J f(x)dx^ | lim ff(Wi)A iX («) 

si el limite existe. 

Observe que la oracion "la fuhcion / es integrable en el intervalo 
cerrado [a, bY equivale a la oracion "la integral definida de / de a a b 
existe*'. 

En la notation de la integral definida \ a f(x) dx, f(x) es el integrando, 
a es el limite inferior, y b es el limite superior. El sfmbolo / es el signo de 
integraci6n. El signo de integraci6n se parece a la letra mayiiscula 5, el cual 
es apropiado porque la integral definida es el lfmite de una suma. Es el mismo 
sfmbolo que se ha utilizado para indicar la operaci6n antiderivaci6n. La raz6n 
para emplear el mismo sfmbolo se debe a que un teorema (4.7.2), llamado 
segundo teorema fundamental del Cdlculo, permite evaluar una integral de- 
finida mediante una antiderivada (tambien denominada integral indefinida). 

El teorema siguiente proporciona condiciones que garantizan el hecho 
de que una funci6n es integrable en un intervalo cerrado dado. 
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4,5.3 Teorema 



Si una funcidn es continua en el intervalo cerrado [a, b] t entonces es 
integrable en {a,b]. 

La demostracion de este teorema esta mas alia del alcance de este libro 
y puede encontrarse en textos de Calculo avanzado. La condici6n de que / 
es continua en [a, b] y es suficiente para garantizar que/es integrable en [a, b], 
mas no es una condici6n necesaria para la existencia de la integral definida. 
Esto es, una funci6n puede ser integrable en un intervalo cerrado aunque no 
sea continua en ese intervalo. Cuando estudie integrates impropias en el 
capitulo 7, encontrara algunas f unciones de este tipo. En el comienzo de. esta 
section se dijo que el limite empleado en la definition 4.4.8 para definir la 
medida del area de una region es un caso especial del limite utilizado en 
la definici6n 4.5.2 para definir la integral definida. En el estudio de area, 
en intervalo [a, b] se dividio en n subintervalos de igual longitud* Tal par- 
tition del intervalo [a, b] se llama partition regular. Si Ax es la longitud de 
cada subintervalo de una particion regular, entonces cada A t x = Ax, y la 
norma de la particion es Ajc. Al sustituir esto en (6) se obtiene 



f 



f(x)dx = \imYf( Wi )Ax (7) 



Ademas, 



A b - a b - a 

Ax = y n = — — 

n Ax 



Asi, 



lim Ax = y lim n = +oo 

n-^ + « A^-^0 



La razon de que lim n = +oo es que b > a y Ax se aproxima a cero a 
travSs de valores positivos (porque Ax > 0). A partir de estos lfmites se 
concluye que 

Ax — > es equivalente a n — > +oo ' \ 

De modo que de este enunciado y de (7), se tiene 

•b n 



Ja 



f(x)dx = lim y/(w,)Ajc (8) 

1 = 1 ■ . 



Si se compara el If mite de la definici6n 4.4.8 con el If mite del miembro 
derecho de (8), se tiene el primer caso 

lim X/( Ci ) Ax " (9) 

donde/(Cj) es el valor de funcion mfnimo absoluto en [jc,-_|, jcJ. En el se- 
gundo caso se tiene 

lim J^f(w t )Ax ~ (10) 

( = 1 

donde w,- es cualquier numero del intervalo [jc,-_i, jcJ. 
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Si la integral definida \ a f(x) dx existe, es el limite de todas las sumas 
de Riemann de/en [a, b] incluyendo las de (9) y (10). Debido a esto, se rede- 
fine el area de una region de manera mas general. 



4.5.4 Definition del area de una region plana 



Sea / una funci6n continua en [a r b] y f(x) £ para toda x en 
[a, b]. Sea R la region limitada por la curva y » fix), el cje xylas 
rcctas x - a y x = b, Enionces la medida A del area de 1a regidn 
R estji dada por 



JC = fc 




y=f(*) 



FIGURA4 



(3,3) 




m = x 

FIGURA5 




FIGURA6 



A o<! 






-I 



ftx)dx 



De esta definition, si / es continua en [a, b] y fix) > para toda x en 
[a, b]> entonces la integral definida \ a f(x) dx puede interpretarse geom^tri- 
camente como la medida del area de la region R mostrada en la figura 4. 

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 En el ejemplo 3 de la sec- 
ci6n 4.4, se mostro que el area de la regi6n limitada por la grafica de 
f(x) - x 2 , el eje x y la recta x = 3 es 9 unidades cuadradas. Como/(jc) > 
para toda jc en [0, 3], se concluye que 



f 

Jo 



} dx 



W EJEMPLO I Calcule el valor de cada una de las siguientes 
integrates definidas interpretandolas como la medida del area de una region 

plana: (a) tfxdx; (b)/f 3 ^9 - x 2 dx;(c) \ 2 _ 2 (2 - \x\)dx. 
Solucion 

(a) Con/(jc) = x, la figura 5 muestra la regi6n triangular limitada superior- 
mente por la grafica de/, inferiormente por el eje x, y por la derecha por 
la recta x = 3. De la f6rmula para el area de un triangulo, el numero 
de unidades cuadradas del area es \ (3)(3) = f . Por tanto, 

•3 



r 



xdx - ^ 



(b) El integrando de la integral definida dada es V9- x 2 , el cual se denota 
por g(x). La graTica de g es una semicircunferencia con centro en el on gen 
y radio 3. La figura 6 muestra la regi6n limitada por arriba por esta 
semicircunferencia y por debajo por el eje jc, en el intervalo [-3, 3]. El 
area de esta regi6n es la mitad del area de la region encerrada por la 
circunferencia completa. Como el area de la regi6n circular esta" dada por 



KT< 



, se tiene 

•3 



i: 



j9-x 2 dx = |*(3) 2 



= }, 
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(c) Con h(x) = 2 - | x | , se dibuja la grafica de h en el intervalo [-2, 2] y 
se obtiene la figura 7. Observe que la region limitada por la grafica de h 
y el eje x es un triangulo de base 4 y altura 2. Como el niimero de unida- 
des cuadradas del area de esta regidn triangular es ± (4)(2) = 4, se tiene 



J> 



\x\)dx = 4 



De igual forma en que la mayoria de las graficadoras pueden aproxi- 
mar valores de derivadas numSricas, tambien pueden aproximar valores de 
integrales definidas. Para obtener estas aproximaciones se aplican varias 
tecnicas numencas. Aprenderd algunas de estas tecnicas en la seccion 7.6. Se 
representara una aproximacion de la integral definida \ a f(x) dx, obtenida en 
la graficadora, mediante la notation 

NINT(/(jc), a, b) 

Debido a las diferentes tecnicas utilizadas para aproximar integrales defini- 
das, los valores de NINT(/(jc), a, b) pueden variar dependiendo de la grafica- 
dora y de la tolerancia especificada. Pero generalmente, las respuestas dadas 
por la mayoria de las graficadoras seran acordes al menos con cinco digi- 
tos significativos. Se usard una tolerancia de 10~ 5 y se expresaran las res- 
puestas con seis digitos significativos a menos que otra cosa se indique. Se 
empleara el signo igual, "=", en dichos calculos para expresar aproxima- 
damente igual con seis digitos significativos. Consulte el manual del usuario 
sobre como obtener NINT(/(jc), a, b) en su graficadora particular. 

L- :> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Para obtener una aproxima- 
ci6n de la integral definida del ejemplo ilustrativo 2, se calcula en la gra- 
ficadora 

NINT(jc 2 , 0, 3) = 9.00000 

lo cual es acorde con la respuesta del ejemplo ilustrativo 2. 4 



En el ejemplo 1(b) se obtu- 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

vo el valor exacto | n de la integral definida J_ 3 ^9 - x 2 dx. En la grafica- 
dora se obtiene 

NINT(,/9 - jc 2 ,-3, 3) = 14.1372 

Debido a que | n ~ 14.1372, esta respuesta es acorde con la respuesta del 
ejemplo 1(b). A 



W EJEMPLO 2 Obtenga una aproximacion de \ Q n sen x dx 

calculando NINT(sen x, 0, 2n)> Interprete la respuesta en teYminos de area. 

Solucion En la graficadora, NINT(sen x, 0, 2n) = 0. Asf 

•2/r 



r 



senxJx = 
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La grafica de la funcion seno de a 2tt se muestra en la figura 8. Sean 
Ai unidades cuadradas y A 2 unidades cuadradas las areas de las regiones li- 
mitadas por la curva senoidal y el eje jc en los intervalos [0, 7t] y (X 2tt], 
respectivamente. Entonces, como A± y A^ son iguales, se tiene 

'2k 

sen xdx = A^ - A2 

= 



r 




En la definition 4.5.2, como se ha dado el intervalo [a, b], se supone que 
a < b. Para determinar la integral definida de una funci6n/de a a b, cuando 
a > b y o cuando a — b, se tienen las definiciones siguientes. 



4.5.5 Definition de : f(x) dx si a 



Si a > b y LV(*) dx exists, entonces 



I f(x)dx = -\ f(x)dx 



\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

\}x 2 dx = 9. Portanto, 



r xux = -f 



t 2 dx 



= -9 



Del ejemplo ilustrativo 2, 



4.5.6 Definition de J f(x) dx 



Si /(a) existe, entonces 



f 



f(x)dx = 






\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 



{' 



x 2 dx = 
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El proceso para calcular el valor exacto de una integral definida a partir 
de la definici<5n determinando el limite de una suma, como se hizo en la sec- 
tion 4.4 para obtener areas de regiones planas, es demasiado tedioso y casi 
imposible. Sin embargo, los dos teoremas fundamentales del Cdlculo, presen- 
tados en la section 4.7, proporcionan un m6todo m£s conveniente para este 
calculo. Para demostrar estos dos teoremas importantes se necesitan algunas 
propiedades de la integral definida, las cuales se estudian en el resto de esta 
section y en la secci6n 4.6. 

Primero se presentaran los dos teoremas siguientes acerca de las sumas 
de Riemann. 



4.5.7 Teorema 



Si A es una partition del intervalo ccrrado [a, b] 7 entonces 

iim V Aix = b - a 

IWho m 

Demostracion 




£ AiX ~{b-a)~{b- a)-(b-a) 
i=\ 

= 

En consecuencia, para cualquier € > 0, cualquier elecci6n de S > ga- 
rantiza que 



si || A || < 8 entonces 
Asi, por la definition 4.5.1, 

n 
lim V A;jc = b - a 



£ A t x -(b-a) 



< € 



4.5,8 Teorema 



Si/esta" definida en el intervalo cerrado [a, b], y si 

exists, donde A es cualquier partition de [a. b], entonces si k es cual- 
quier constante, 



r 



y = k 



[Ulh>o f^ Halloo £i 



La demostraci<5n de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejer- 
cicio 54). 



FIGURA 9 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 

k > 0, la integral definida \ a k dx proporciona la medida del area del rec- 



Refierase a la figura 9. Si 
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tangulo cuyas dimensiones son k unidades y (b - a) unidades. Este hecho 
es una interpretacitfn geom&rica del teorema siguiente cuando k > y 
b > a. 4 



4,5.9 Teorema 



Si k es cualquier constanie, enionces 



( 



kdx = k(b -a)- '■ 



Demostracion De la definicion 4.5.2, si b > a, entonces 



r 



r 

Ja 



f(x) dx = lim Y f(wi) AiX 
ll^lho fr\ 

Si/(x) = k para todo x en [a, b], de la ecuaci6n anterior se tiene 

•fc n 

kdx = lim \ k AjX 



i=\ 



* = k lim V Ajjc 

II A II irt ""^ 



= *(& - a) 



(por el teorema 4.5.8) 
(por el teorema 4.5.7) 



El teorema tambien es valido si a > b. Se le pedira que demuestre esto en 
el ejercicio 55. ■ 



.•4V. 



► EJEMPLO 3 



Evalue 



i: 



4dx 



Sol UC i6n Al aplicar el teorema 4.5.9, se tiene 

•5 

4 dx = 4[5 - (-3)] 



li 



= 4(8) 
= 32 



4.5.10 Teorema 



Si la funcion/es integrable en el intervalo cerrado {a, b\ t y si it es cual- 
quier constants entonces 



kf(x)dx = k j f(x)dx 
Ja Ja 



Demostracion Como / es integrable en [a, b], lim ]T /(w,-) A^jc 
existe; de modo que por el teorema 4.5.8, l^ll-* /=i 

lim j^kf(w i )A i x = k lim ^/Ch^A,* 



1 = 1 



i=l 
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Por tanto, 



kf(x) dx = k i f(x) dx 

Ja Ja 



4.5*1 1 Teorema 



Si teHitecioiifts/y ^ son intcgrables en [a, b\ 7 etitoaces/ + g es inte- 



r 

Ja 



t/w + gmtx 



= ] fMdx + f 

Jo Ja 



fWdx + I g(x)dx 



vh 






< 



La demostracion de este teorema se presenta en el suplemento de esta 
section. Observe la semejanza del teorema 4.5, 1 1 y el teorema de If mites 4 
(1.5.5), el limite de la suma de dos funciones. La demostracitfn de los teo- 
remas son similares. 

El signo mas en el enunciado del teorema 4.5.1 1 puede reemplazarse por 
un signo menos aplicando el teorema 4.5.10 con k = -1. 

El teorema 4.5.1 1 puede extenderse a n funciones. Esto es, si las funcio- 
nes/!,/^, ...,/„ son integrables en [a, b], entonces (f x ± f 2 ± ... ± /„) 
es integrable en [a, b] y 



Ja 



\(.x)±f 2 (x)± ... ±Mx)\dx 

tb 
f\U)dx ± Mx)dx ± ... ± I Ux)dx 



= [ /,WdA± j J 
Ja Ja 




r 

Ja 



W EJEMPLO 4 Utilice los resultados del ejemplo ilustrativo 2, 
ejemplo 1(a), y propiedades de la integral definida para calcular el valor exac- 
tode 



f 



(Ax 2 - 2x + 5)dx 



Solucion En el ejemplo ilustrativo 2 y en el ejemplo 1(a) se mostr6 que 



f 

JQ 



x 2 dx = 9 y j xdx = ^ 



r 



De las propiedades de la integral definida, se tiene 



(4jc 2 - 2x + 5) dx = 4x 2 dx - 2x dx + 5 dx 
Jo Jo Jo Jo 

= 4 x 2 dx - 2 xdx + 5 
Jo Jo Jo 



- 4(9) -2(f) + 5(3 -0) 
= 42 
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y=M 




FIGURA 10 



E> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 En la figura 10 se presenta 
una interpretacion geome'trica del teorema 4.5.12, el cual se presenta a 
continuaci6n, donde f(x) > 0. Para toda x en [a, b], la medida del area de 
la region limitada por la curva y = f(x) y el eje x de a a b, es igual a la suma 
de las medidas de las areas de las regiones de a a c y de c a br ^ 



4.5.12 Teorema 



Si la funcidn / es integrable en los intervalos cerrados [a, b} t [a, c] y 
[c, b] 9 en to nee s 



[ f<x)dx = j Mdx+l mdx 



donde a < c < b. 

Para la demostracion de este teorema, refierase al suplemento de esta 
secci6n. En la hipotesis del teorema a < c < b. Sin embargo, la conclusi6n 
del teorema es verdadera para cualquier orden de los numeros a, b y c. Este 
hecho se establece en el teorema siguiente, en cuya demostracion se utiliza 
el teorema 4.5.12. 



4.5.13 Teorema 



Si/ es integrable en un interval o cerrado que contiene les tres numeros 
a, b y c t entonces 



I ftx)dx=\ f(x)dx + J ftx)dx 



(11) 



sin importer el orden de a, b y c. 






Demostracion Si a, b y c son diferentes, entonces existen seis 6rdenes 
posibles de estos tres numeros: a < b < c, a < c < b, b < a < c, 
b<c<a, c<a<byc<b<a. El segundo orden, a < c < b, 
corresponde al teorema 4.5.12. Se aplica este teorema a fin de demostrar que 
la ecuacion (1 1) se cumple para los otros 6rdenes. 

Suponga que a < b < c; entonces por el teorema 4.5.12 



J f(x)dx + J f(x)dx = [ 

Ja Jb Ja 



f{x)dx 



(12) 



De la definicitfn 4.5.5, 



£/»*-£ 



f(x) dx 



Al sustituir de esta ecuaci<5n en (12) se obtiene 

J f(x)dx- J f(x)dx = J f(x)dx 
Ja Jc Jq 
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Dedonde 

b 

f(x)dx 



j f(x)dx = j f(x)dx + j 

Ja Ja Jc 



f(x)dx + f(x)dx. 



lo cual es el resultado deseado. 

Las demostraciones para los otros cuatro casos son semejantes y se 
dejan como ejercicios. Refierase a los ejercicios 43 a 46. 

Otra posibilidad consiste en que dos numeros sean iguales; por ejem- 
plo, a = c < b. Entonces 



j f(x)dx = j 

Ja Ja 



f(x)dx 

= (por la definici6n 4.5.6) 
Tambidn, como a = c, 



j f(x)dx = J 

Jc Ja 



f(x)dx = f{x)dx 

Ja 

Por tanto, 

f{x)dx + I f(x)dx 
el cual es el resultado deseado. 



j f{x)dx + j f(x)dx = 0+| 

Ja Jc Ja 



f(x)dx 



EJERCICIOS 4.5 



En los ejercicios J a 6, calcule la suma de Riemann para la 
funcion en el intervalo utilizando la particidn A y los valo- 
res dados de w r Dibuje la grdfica de la funcion en el intervalo 
dado y muestre los rectdngulos cuyas medidas de dreas sean 
los terminos en la suma de Riemann. Consulte el ejemplo ilus- 
trativo I y lafigura 2. 



En los ejercicios 7 a 10, aproxime el valor de la integral definida 
en dos formas: (a) utilice una calculadora para obtener con 
cuatro cifras decimales las sumas de Riemann correspon- 
dientes a una particidn regular de n subintervalos y w t como 
el extremo izquierdo o derecho (segun se indique) de coda 
subintervalo; (b) emplee NINT en la graficadora. Compare 
los resultados. 



jc 3 = 2.25, jc 4 = 3; m>! = 0.25, w 2 = 1, w 3 = 1.5, 
w 4 = 2.5 

2. f(x) = jc 2 ; < x < 3; 

x 2 = 1.25, * 3 = 2, jc 4 = 



A: * = 0, 



*l 



0.75, 



2.75; jc 5 = 3, w, = 0.5 



w 2 = 1, w 3 = 1.75, w 4 = 2.25, w 5 



2.75 

= 1, jc, = 1.67, 

~ 1.25, w 2 = 2, 



3. f(x) = 1/jc; 1 < jc < 3; A: . 
jc 2 = 2.25, jc 3 = 2.67, x 4 = 3; 
w 3 = 2.5, w 4 = 2.75 

4. fix) = 1/(jc + 2); -1 < jc < 3; A: jc - -1, x x = -0.25, 
x 2 = 0, jc 3 = 0.5, jc 4 = 1.25; jc 5 = 2, jc 6 = 2.25, 



7. f±dx;n 

J 2 X 

f 4 

8. -dx;n = 

h x 

I 



9, w, es el extremo derecho 



10, w i es el extremo izquierdo 



9. I sec jc dx, n = 8, w t es el extremo izquierdo 





jc 7 = 2.75, jc 8 = 3; Wj = -0.75, w 2 = 0, w> 3 


= 0.25, 




w 4 = 1, w 5 = 1.5, vv 6 = 2, vv 7 = 2.5, >v 8 = 3 




5. 


/(jc) = sen jc; < jc < 7t; A: jc — 0, jc t 


= i*. 




jc 2 = ^7T, jc 3 - | 7T, jc 4 = |;r; jc 5 = ;r, w>] 


= 1* 




W 2 = ±7T, W 3 = \n W 4 = \k, W 5 = 1 7T 




6. 


/(jc) = 3 cos ~x; ~k <, x < n\ A; jc = -7T, jcj 


= -±;r, 




1 1 7 
JC 2 = " 3 ^, *3 = 3 ^ JC 4 = -j^/T, JC 5 = K\ W] 


= -§* 




w 2 = - ~ 7t, w 3 — 0, w 4 = ^ K, vv 5 = | tf 





»•( 



■ff/3 

ff/3 



10. I csc xdx,n - 6, w t es el extremo derecho 

En los ejercicios II a 28, (a) determine el valor exacto de la 
integral definida interpretdndola como la medida del area de 
una region plana, (b) Apoye la respuesta del inciso (a) utilizan- 
do NINT en la graficadora. 



-■r 



(jc - 1)^JC 



12. 



L 



(jc + 2)dx 
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13. I V4 - x 2 dx 14. I Vl6 - x 2 dx 40. I 3cos 2 jc^jc 41. I (cosjc + 4) 2 dx 

J xdx 16. J (3 - x)dx 42. ( < 



r«4 

15, 



(sen * - 2) 2 dx 



17. j (5^2^;)^ 18. I (2* + 5)4* 

19. J |jc| dx 20. J 1 1 - x\ dx 43. b < a < c 44. c < a < b 



En los ejercicios 43 a 48, use el teorema 4.5.12 para demos- 
trar que el teorema 4.5.13 es vdlido para los distintos or denes 
de a, by c. 



45. b < c < a 46. c < b < a 



21. J <|* + 3 1 - 5)dx 22. f (|* - 2| - 3)dx 47. a = b < c 48. a < c = fc 



^8i 2 



23. f (6 - I * - 2 I ) dx 24. f (3 + | x + 4 1 ) dx 49 ' Ex P rese como una *"*&* definida: ,5?- £ ^ 

Jo J-5 I_1 

Sugerencia: considere la funci6n/para lacual/(*) = x 2 . 



5. J ^2* - x 2 dx 26. j V: 

27. cos* 4* 28. 

J-7T Jnl2 



25. I V2* - x 2 dx 26. I V5 + 4* - jc 2 dx 

•5ff/2 



sen * dx 



1 
50. Exprese como una integral definida: lim V • ■ 

n->+°° ^j n + I 
Sugerencia: considere la funcion/para la cual 



En los ejercicios 29 y 30, aplique el teorema 4.5.9 para de- r^ _ A en n 21 

terminar el valor exacto de la integral definida. x 



29. (a) J 4dx 


(b) J Idx 


(c) J dx 


30. (a) J 6dx 


(b) f V5 dx 


(c) J dx 



En los ejercicios 31 a 42, (a) aproxime el valor de la integral 
definida mediante NINT en la graficadora. (b) Confirme la 



1 

51. Exprese como una integral definida: lim V T 

n->+~ T^ (i + n) 1 

Sugerencia: considere la funcidn/para la cual 
f(x) = \ en [1, 2]. 

52. Demuestre que si/es continua en [-1, 2], entonces , 



respuesta del inciso (a) calculando el valor exacto de la integral f f(x)dx + f f{x)dx + f f(x)dx + f f(x)dx ± Q 

definida. Utilice los siguientes resultados: J_! J 2 Jo J 1 

p 2 /*2 /•» 

I j 2 4* = 3 I x dx - I I sen * 4* = 2 53. Demuestre que si/es continua en [-3, 4], entonces 

[ cosxdx = f sen 2 ** 1 * = \n J /<*)** + J /<*)** + J /<*)<** + J /<*>** = ° 
31. J (2* 2 - 4* + 5) dx 32. J (8 - x 2 ) dx 



54. Demuestre el teorema 4.5.8. 

55. Demuestre el teorema 4.5.9 si a > b. 

56. Suponga que/es integrable en el intervalo cerrado [-r, r], 



f 2 f 2 56. Suponga que/ 

33. J (2 - 5* + \x 2 )dx 34. J (3* 2 - 4x - \)dx demuestre que: 

(a) si / es una funcion par, entonces J /(*) dx = 



35, 



J (2* + l) 2 a\* 36. J (5* 2 + Ijc - I)d* 



2 Jo /(*)<**; 

'2 J-t 3 (b) si/es una funci6n impar, entonces J_ r /(jc) 4* = 0. 

r2 *-] 57. Suponga que la funci6n/es continua en el intervalo cerrado 

37. I (x - \)(2x + 3) dx 38. I 3*(* - 4) dx [a, b], <,En que* condiciones el valor de la integral definida 

•'-l •'2 H*» f*»n T/7 /»1 *»c ional nl ar^a H*» una n»ainn nlann niif in- 



de/en [a, fc], es igual al area de una region plana que in- 
cluya la grafica de / en [a, b] como un limite? Explique 



(2 sen x + 3 cos* +1)4* cuando el valor de la integral definida no es igual a la me 

dida del area de dicha regi6n plana. 
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4.6 TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES 



x = b 



En esta section se continua el estudio de propiedades de la integral definida. El 
teorema clave de la section es el teorema del valor medio para integrates, 
el cual juega un papel importante en la demostracion del primer teorema 
fundamental del Cdlculo en la siguiente section. 



y=fU) 




FIGURA1 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 En la figura l,/(x) > g(x) > 

y = gU) para toda x en [a, b]. La integral definida /*/(■*) dx proporciona la medida 
del area de la region limitada por la grafica de /, el eje x y las rectas x = a 
y x = b, mientras que \^ g(x) dx da la medida del area de la region limitada 
por la grafica de g y las mismas rectas. En la figura se observa que la primera 
area es mayor que la segunda. Este hecho ofrece una interpretation geome- 
trica del teorema siguiente cuando/(x) y g(x) son no negativas en [a, b]. M 



4.6.1 Teorema 



Si las funciones / y g son integrates en el intervalo cerrado [a, b], 
y &lf(x) £ g(x) para toda x en [a, b\, entonces 



f f{x)dx> J 



f{x)dx> g(x)dx 



Demostracion Como f y g son integrables en [a, b], entonces, por el 
teorema 4.5.1 1, con el signo menos en lugar del signo mas, 

rb rb rb 

f(x)dx - g(x)dx = [f(x) - g(x)]dx 

Ja Ja Jq 

Sea h la funcion definida por 

Kx) = f(x) - g(x) 

Entonces h{x) > para toda x en [a, b] ya que/(x) ^ g(x) para toda x en [a, b]. 
Se desea demostrar que J* h(x) dx > 0. Como 



rb n 

h(x) dx = lim V h(w{) A t x 
J a llAlho^J 



suponga que 



lim Y h(w;) A;x = L < 

IfAlho^i 

Entonces, por la definition 4.5.1, para € = -L, existe una 8 > tal que 



si I] A || < 5 entonces 
Pero como 

n 

£ h(w t ) AjX - L < 

i=\ 



]T h(Wi) AjX - L 

i=l 



£ h(Wi) A t x - L 



< -L 



(1) 



(2) 
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de (2) se tiene 

n 

si || A || < 8 entonces ^ /Kw^A/jt - L < -L 

« si || A || < 8 entonces ^ /i(w z ) A ( jc < 
i=l 

Pero este enunciado es imposible, porque cada h(Wj) es no negativo y cada 
A ( jc > 0; de modo que se tiene una contradiccidn a la suposici6n (1). Por 
tanto (1) es falsa, y 




FIGURA2 



lim ^Kw^AiX > 



f 



A(jc) rfjc > 



Como h(x) = /(jc) - g(jt), se tiene 
-b 



( 

J /Cx)dx- I 



[/W - *(r)] d* 2: 

«(jc) </* ;> o 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 En la figura 2, fix) => 

para toda jc en [a, &], y m y M son, respectivamente, los valores mmimo ab- 
soluto y maximo absoluto de/en [a, b]. La integral /*/(*) t/jc proporcio- 
na la medida del area de la regi6n limitada por la curva v = f(x), el eje jc y 
las rectas x = a y x = b. Esta area es mayor que la del rectangulo cuyas 
dimensiones son m y b - a, y es menor que el area del rectangulo cuyas di- 
mensiones son My b - a. De esta manera, se tiene una interpretaci6n geom£- 
trica del siguiente teorema sif{x) > para toda x en [a, b]. ^ 



4.6.2 Teorema 



Suponga que la funcitin/es continua en el intervale eerrado [a, b]. 
Si my M son, respectivamente, los valores de ftmci6n minimo absolu- 
to y maximo absoluto de/en [a t b] de modo que 



entonces 



para toda a -£ x % b 



m{b 



-a) £ j 
Jo 



f(x)dx £ M(b - a) 



WBmmm 



Demostracion Como/es continua en [a, b], el teorema del valor extre- 
mo garantiza la existencia demy M. 
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Por el teorema 4.5.9, 

b 
mdx = m(b - a) (3) 



b 
Mdx = M(b - a) (4) 



Debido a que/es continua en [a, b], del teorema 4.5.3 se deduce que/es in- 
tegrate en [a, b\. Entonces, como/U) > m para toda x en [a, b], se tiene, 
por el teorema 4.6. 1 , 



j f(x)dx > J mdx 

la ia 

de donde, al sustituir de (3), se obtiene 

j f(x)dx > m{b- a) (5) 

la 



De manera semejante, como M > f(x) para toda x en [a, &], del teorema 
4.6.1 se deduce que 

•b rb 

Mdx > f(x)dx 



Mdx > 
ia la 



de donde, al sustituir de (4), se tiene 

•b 
M(b - a) > I f{x) dx 



a) > j 
ia 



Si se combina esta desigualdad con (5) se obtiene 

'b 
m(b - a) < I /(jc) rf^ < M(b - a) 



-a) < j 
ia 



w EJEMPLO 1 Aplique el teorema 4.6.2 para determinar un 
intervalo cerrado que contenga el valor de J 4 5 (* 3 - 6x 2 + 9x + 1) dx. 
Utilice los resultados del ejemplo 1 de la seccidn 3.4. 

Solucion Sea 

f(x) = x 3 - 6x 2 + 9x + 1 

Entonces del ejemplo 1 de la seccion 3.4, /tiene un valor minimo relativo de 
1 en * = 3 y un valor maximo relativo de 5 en * = 1. Al calcular los valores 
de la funcion en los extremos del intervalo [0.5, 4], se obtiene /(0.5) = 4.125 
y/(4) = 5. Por tanto, el valor minimo absoluto de/en [0.5, 4] es 1, y el valor 
maximo absoluto es 5. Con m = lyAf = 5enel teorema 4.6.2, se tiene 
-4 
1(4 - 0.5) < | (x 3 - 6x 2 + 9x + \)dx < 5(4 - 0.5) 
).5 



0.5) < I 

Jo.5 

f> 

J0.5 



3.5 < (jc 3 - 6x 2 + 9x + \)dx £ 17.5 

Jo.5 
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En consecuencia, e] intervalo cerrado [3.5, 17.5] contiene el valor de la in- 
tegral definida. 4 

En el ejemplo ilustrativo 4 de la section 4.7, se mostro que el valor 
exacto de la integral definida del ejemplo anterior es ~~ ~ 10.61 . 



W EJEMPLO 2 Aplique el teorema 4.6.2 para determinar un 
intervalo cerrado que contenga el valor de / j*' 4 Vsen x dx. Apoye la respuesta 
utilizando NINT en la graficadora. 



Sol UC i6n Si/(jc) = Vsen x , entonces 



/'(*) - 



2Vsen x 




Para x en [\k, |;r], f'(x) = cuando x 



do 



1 

4 

tiene 



j n. Como f'(x) > cuan- 



n < x < \ te, y f'(x) < cuando | ?r < x < I %, se concluye que / 
un valor minimo relativo en \n\ y f(\i£) = 1. Ademas, 
/(J*) = ^2 /V2 « 0.841, y /(§*) - 0.841. Asi, en [ ^, J*] el valor 
minimo absoluto de/es 0.841 y el valor maximo absoluto es 1. De esta ma- 
nera, con m = 0.841 y M = 1 en el teorema 4.6.2 

/•37T/4 

0.841 [\k- \tt] < Vse¥* dx < \[\n - \k] 

hi 4 

Jit}' 

f 3 , 

1.32 < Vse¥7 dx 1.57 

J/r/4 

Por tanto, el valor de la integral definida esta en el intervalo cerrado 
[1.32,1.57]. 

En la graficadora se tiene 



JnjA 

r3nl4 
QAlQx < I Vsen x dx < 0.5 ;r 

'3x14 



FIGURA 3 



MNT(Vseir3c,tf/4,3tf/4) = 1.48861 

lo cual apoya la respuesta. ' 4 

Ahora esta preparado para estudiar el teorema del valor medio para 
integrales. Se inicia con un ejemplo ilustrativo que ofrece una interpretacitfn 
geom^trica del teorema. 

. EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Considere /(*) SO para 
todos los valores de x en [a, b]. Entonces {*/(*) dx proporciona el area de 
la regi6n limitada por la curva cuya ecuaci6n es y = f(x), el eje x y las rectas 
x = a y x = b. Consulte la figura 3. El teorema del valor medio para inte- 
grales afirma que existe un numero c en [a, b] tal que el area del rectangulo 
AEFB de altura/(c) unidades y ancho (b - a) unidades es igual al area de la 
region ADCB. 4 
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4.6.3 Teorema del valor medio para integrales 



Si la funcidn/es continua en el interval o cerrado {a t b\* entonces existe 
un numero c en [a, b] tal que 



I 



b 
fWdx *f(cKb- a) 

a 



Demostracibn Como / es continua en [a, b], por el teorema del valor 
extremo,/tiene un valor maximo relativo y un valor minimo relativo en [a, b]. 
Sea m el valor minimo relativo que ocurre en jc = jc m . Asi, 

f{x m ) = m a < jc m < b (6) 

Sea M el valor maximo relativo que ocurre en jc = x M . Entonces 

f{x M ) = M a< XM <:b (7) 

Por tanto, 

m < /(jc) < M para todo jc en [a, b] 
Por el teorema 4.6.2 



n(b - a) < 

Ja 



f(x) dx < M(b - a) 



Al dividir entre b - a y observando que b - a es positivo, puesto que 
b > a,se obtiene 



1 



b 
f(x)dx 



m < — < M 

b - a 

Pero de (6) y (7), m = f(x m ) y M = f(x M ); por lo que se tiene 
•b 



J 

Ja 



m dx 

f(x m ) < "\_ a S f(x M ) 

De esta ultima desigualdad y del teorema del valor intermedio existe un 
numero c en un intervalo cerrado que contiene a jc m y x M tal que 



I 

i 






z? - a 

<=> I /(jc) djr = f(c)(b - o) a < c < b 



El valor de c en el teorema del valor medio para integrales no es nece- 
sariamente tinico. El teorema no proporciona un m&odo para obtener c, pero 
afirma que un valor de c existe, y este hecho se utiliza para demostrar otros 
teoremas. En algunos casos particulares se puede determinar el valor de c ga- 
rantizado por el teorema, como se muestra en el ejemplo siguiente. 
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W EJEMPLO 3 Si/(jc) = x 2 , determine el valor de c con aproxi- 
macion de cent£simos tal que 

J f(x)dx = /(c)(3 - I) 

Aproxime el valor de la integral definida empleando NINT en la graficadora. 
Solution Se calcula 

NINT(jc 2 , 1, 3) = 8.667 
Por tanto, se desea obtener c tal que 

/(c)(2) = 8.667 

esto es, 

c 2 = 4.333 
c = ±2.08 

Se rechaza -2.08 porque no esta" en el intervalo [ 1, 3], y se tiene 

r3 



f 



f(x)dx =/(2.08)(3 - 1) 



El valor f(c) dado por el teorema del valor medio para integrates se 
denomina valor promedio (o valor medio) de/en el intervalo [a, b]. Es una 
generalization de la media aritmetica de un conjunto finito de numeros. Es 
decir, si {f(x { ),f(x 2 ), . . . , f(x n )} es un conjunto de n numeros, entonces la 
media aritmetica de estos numeros esta dada por 

S /(*,■) 

i=i 

n 

Para generalizar esta definici6n, considere una partition regular del interva- 
lo cerrado [a, b], el cual se divide en n subintervalos de longinid igual a 
Ax - (b - a) /n. Sea w t cualquier numero del *-esimo subintervalo. Conside- 
re la suma: 

i /(w,) (8) 



Este cociente corresponde a la media aritmetica de n numeros. Como 
Ax - (b - a)fn se tiene 

n= b -^ (9) 

Si se sustituye de (9) en (8) se obtiene 



i^\ _ i=L 

b - a b - a 

Ax 
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Al tomar el limite cuando n — > +00 (o Ax — > 0) se tiene, si el limite existe, 



X/(w,-)Ax /M** 



lim 



i=l 



r 



fc - a b - a 

Este resultado conduce a la siguiente deflnicion. 



4.6.4 Deflnicion del volar promedio de una funcidn 



Si Ja funcion/es integrable en el interval cenado {a, b], entonces el 
valor promedio de/en [a, b] es 



f 



/M<fr 




P" EJEMPLO 4 Si /(x) = jc 2 , determine el valor promedio de / 
en el intervalo [1, 3] e interprete geom^tricamente el resultado. 

Solucion En el ejemplo 3, se obtuvo NINT(jc 2 , 1, 3) = 8.667. Utilizan- 
do este ntimero como el valor de la integral definida, se tiene 



r 



x 2 dx = 8.667 



FIGURA 4 



De modo que si V.P. es el valor promedio de/en [1, 3], entonces 

V p _ 8.667 
3-1 

= 4.33 

En el ejemplo 3, se obtuvo para esta funci6n 

/(2.08) = 4.33 

Por tanto, el valor promedio de/ocurre en x = 2.08. La figura 4 muestra la 
grafica de/en [1, 3] y el segmento de recta desde el punto £(2.08, 0) en el 
eje jc, hasta el punto F(2.08, 4.33) de la graTica de /. El area del rectangulo 
AGHB, que tiene altura 4.33 y ancho 2, es igual al area de la regi6n ACDB. 
En consecuencia, el area de la regi6n sombreada CGF es igual al area de la 
regi6n sombreada FDH. "4 

Una aplicacion del valor promedio de una funcion se presenta en fisica 
e ingenieria en relation al concepto de centro de masa, discutido en el 
capitulo 6. 
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EJERCICIOS 4.6 



En los ejercicios 1 a 4, aplique el teorema 4.6.1 para deter- 
minar cudl de los simbolos ^ o < se debe insertar en el es- 
pacio en bianco para tener una desigualdad correcta. Apoye 
su respuesta utilizando NINT en la graficadora. 



(2x 2 - 4)dx- 



JV-6) 



V6 - x dx- 

• 5ff/4 



r 

J A 



4x~ zr 2 dx 



•I 

L I sen 2 x dx 

r ff/4 r W 

L I cosxdx I senjcdr 

Jo Jo 



dx 



cos 2 * dx 



J 3xf4 

pff/4 



En los ejercicios 5 a 20, aplique el teorema 4.6.2 para deter- 
minar un intervalo cerrado que contenga el valor de la integral 
definida. Apoye la respuesta empleando NINT en la grafi- 
cadora. 



6. I x 3 dx 

-0.5 



8. 



10, 



•2 
2ff/3 

r2 



i. x 2 dx 

Jo 

■s: 

f L5 f 1.5 

13. {\x A - x 3 + x 2 ) dx 14. 

J-0.5 Jo 

C 2 c 25 

15. jc V5- jc 2 </* 16. 

Jl J 1.5 

17. I — ^™</jc 18. I ^ 



V2 + jc^jc 

»ff/3 

9. I sen x dx 

Jff/6 

U - 2 I dx 



f 

J -0.5 

J (JC + 1) 2/3 dx 

J-2 

12. J V* 2 + 5 <ft 



COS JC J* 



Qc - 3jc 1/3 )^jc 



x V3-* d* 



<f* 



(4 cos 3 * - 9cosjc)^jc 

*/3 
/•Ji/6 

i. I sen 3 jc rfjc 



20, 



•'-it/S 



En /ay ejercicios 21 a 32, calcule con aproximacidn de centi- 
simos el valor de c que satisfaga el teorema del valor medio 
para integrates. Para el valor de la integral definida, utilice 
NINT en la graficadora. 






x 2 dx 



22 - f 



x 2 dx 



23. x 3 dx 



f 



25. (x 2 + 4x + 5)dx 



27. J (jc 3 + \)dx 

J-2 



29. J 

J2 

31. J 



r 2 -3 



</* 



24. ( (jc 3 - 1)</jc 
Jo 

'0 

• /> 



28, 



30. 



(aT + x - 6)dx 



dx 



• ff/4 /• 5ff/6 

tan x dx 32. I cot x dx 

J xj6 hnl3 

En los ejercicios 33 a 40, aplique el teorema del valor medio 
para integrates para probar la desigualdad. 

f2 y3 



33. J 

Jo 

•1 



1 



dx < 



35, 



37. 



+ 4 



cos* 2 J* £ 



■*I6 



■r 






1 



x l + 6 



dr <: 1 



4x dx <> n 



1 w ^ 1 



38. V2 < 



/; 



dr <S 2 



39. < j 

Jo 

I 1 



sen ~ nxdx < 2 



40. < 



COS TTJt rfjf < 1 



41. Dado que /_, x dx = |, calcule el valor promedio de la 
funci6n identidad en el intervalo [-1, 2], Tambien deter- 
mine el valor de x en el que se obtiene el valor promedio. 
Describa la interpretaci6n geometrica de los resultados. 

42. Obtenga el valor promedio de la funci6n / definida por 
f(x) = x 2 en el intervalo [-1, 2] dado que /_j x 2 dx = 3. 
Tambien determine el valor de x en el cual ocurre el valor 
promedio. Describa la interpretaci6n geometrica de los 
resultados. 

43. Dado que sen L x dx = 2, calcule el valor promedio de 
la funci6n seno en el intervalo [0, «]. Tambien determine el 
menor valor de x en el que se obtiene el valor promedio. 
Describa la interpretaci6n geometrica de los resultados. 

44. Obtenga el valor promedio de la funci6n / definida por 
f(x) - sec 2 x en el intervalo [0, - /r] dado que 
/ sec 2 x dx ~ 1 ."Tambien determine el valor de x en el 
que ocurre el valor promedio. Describa la interpretation 
geometrica de los resultados. 
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45. 



46. 



47. 



Suponga que se deja caer una pelota y despuds de t se- 
gundos su velocidad es v pies por segundo. Sin considerar 
la resistencia del aire, exprese v en terminos de t como 
v = /(r), y calcule el valor promedio de/en [0, 2]. Suge- 
rencia: calcule el valor de la integral definida interpre- 
tandolo como el valor del area de una region limitada por 
un triangulo. 

Determine el valor promedio de la funcion / definida por 

f(x) = ^49 - x L en el intervalo [0, 7], Dibuje una fi- 
gura. Sugerencia: calcule el valor de la integral definida 
interpretandolo como el valor del area de una region li- 
mitada por un cuarto de circunferencia y los ejes coor- 
denados. 

Determine el valor promedio de la funcion / definida por 

f{x) - Vl6 - x l en el intervalo [-4, 4]. Dibuje una fi- 
gura. Sugerencia: calcule el valor de la integral definida 
interpretandolo como el valor del area de una region limi- 
tada por una semicircunferencia. 



52. 



48. 



51. 



El teorema siguiente es una generalizacibn del teorema del 
valor medio para integrates: Si / y g son dos funciones 
continuas en el intervalo cerrado [a, b] y si g(x) > para 
toda x del intervalo abierto (a, /?), entonces existe un nu- 
mero c en [a, b] tal que 



I 



b rb 

f(x)g(x)dx =/(c) g{x)dx 



Demuestre este teorema mediante un metodo semejante al 
empleado en la demostracion del teorema 4.6.3: obtenga 
la desigualdad m < f(x) < M y despues concluya que 
mgix) < f(x)g(x) < Mg{x)\ aplique el teorema 4.6.1 y 
proceda como en la demostracion del teorema 4.6.3. 

53. Demuestre que cuando g(x) = 1, el teorema del ejerci- 
cio 52 se convierte en el teorema del valor medio para 
integrates. 

En los ejercicios 54 a 58, utilice el teorema del ejercicio 52 
para comprobar la desigualdad. 



54. 



r 4 4^ < r 



xdx 



Suponga que/es integrable en [-4, 7]. Si el valor pro- 
medio de / en el intervalo [-4, 7] es 4.25, calcule 

fl 4 mdx. 

49. Demuestre que J Q x dx > j x 2 dx y que J x dx < 55^ I x dx < | x 2 ^ x 
J , x 2 dx. No evalue las integrates definidas. ' V^ + 4 J-\ 



50. Si/es continua en [a, /?], demuestre que 



56. x sen x dx < xdx 



\ r b \ r b 

f(x)dx\ < |/0t)| 

I J a I J a 



dx 



Sugerencia:- \f(x) < f(x) ^ \f(x)\. 

Si/es continua en [a, b) y \ a f(x) dx - 0, demuestre que 
existe al menos un numerocen [a, b] tal que /(c) = 0. 



r r 

x sen x dx < j 

Jo Jo 

r 1/2 r\ 

'. I sen 2 kx cos nx dx < I 

J-l/2 J-h 

, f 1 xcosx dx ^ (\ dx 
Jo x 2 + 1 Jo 



■ 1/2 r 1/2 

57. I sen 2 kx cos kx dx < | cos kx dx 

-1/2 



4.7 TEOREMAS FUNDAMENTALES DEL CALCULO 



Ahora que posee los elementos necesarios, en esta secci6n se estableceran y 
demostrardn los dos teoremas fundamentales del C&lculo, los cuales son la 
conexion entre el Cdlculo Diferencial y el Cdlculo Integral 

Historicamente, los conceptos basicos de la integral definida fueron utili- 
zados por los antiguos griegos, principalmente Arquimedes (287-212 a.C), 
hace mas de 2 000 anos. Eso ocurrio muchos anos antes de que fuese descu- 
bierto el Calculo Diferencial en el siglo XVII cuando Newton y Leibniz, casi 
al mismo tiempo pero trabajando en forma independiente, mostraron como 
determinar el area de una regi6n limitada por una curva o un conjunto de cur- 
vas aplicando la antiderivacion para evaluar una integral definida. Este 
procedimiento condujo a los destacados teoremas fundamentales del Calculo. 
Se inicia el estudio de estos teoremas considerando integrales definidas que 
tienen una variable como limite superior. 

Sea /una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b]. Entonces el 
valor de la integral definida j*f(x) dx depende solo de/ y de los numeros ay b, 
y no del simbolo x, utilizado aqui como la variable independiente. Se pudo 
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FIGURA1 




FIGURA2 




haber empleado cualquier otro simbolo en lugar de jc; por ejemplo, del resul- 
tado del ejemplo ilu strati vo 2 de la seccion 4.5 

\ t 2 dt = 9 I u 2 du = 9 \ r 2 dr = 9 

Jo Jo Jo 

Ahora considere que el simbolo x representa un niimero del intervalo 
cerrado [a, b], Entonces, como/es continua en [a, b], es continua en [a, x]. 
En consecuencia, por el teorema 4.5.3, \ x f{t) dt existe. Ademas, esta in- 
tegral definida es un numero linico cuyo valor depende de x. Por tanto, 
\ x fit) dt define una funcion F que tiene como dominio al intervalo [a, b] y 
cuyo valor de funcion en cualquier numero x de [a, b] esta dado por 



F(x) 



-r 



mdt 



(i) 



Como observacion acerca de la notacion, si los limites de una integral 
definida son variables, entonces se utilizan simbolos diferentes para dichos 
limites y la variable independiente del integrando. En consecuencia, en (1), 
como x es el limite superior, se emplea la letra t como la variable indepen- 
diente del integrando. 

Si, en (1 )J{t) > para todos los valores de t en [a, b], entonces el valor 
de funcion F(x) puede interpretarse geometricamente como la medida del 
area de la regi6n R limitada por la curva cuya ecuacion es y = f(t), el eje t y 
las rectas t = ay t ~ x. Consulte la figura 1. Observe que F{a) = \ a f(t) dt, 
lo cual, por la definici6n 4.5.6, es igual a 0. En el ejemplo ilu strati vo siguien- 
te se muestra como avance la importancia del primer teorema fundamental 
del Cdlculo al aplicar esta interpretacion geometrica en un caso particular. 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sea 

F(x) = t 2 dt 
Jo 

La figura 2 muestra la region cuyos limites son: por arriba, la grafica de 
y = t 2 \ por abajo, el eje t\ y por los lados, el eje y y la recta t = x. Como la 
medida del area de esta region es F(jc), puede determinate F(x) calculando 
el area como el limite de una suma de Riemann. 

Se toma una particion regular del intervalo [0, jc] y se elige w, como el 
extremo derecho del /-esimo subintervalo. Por tanto, se estan empleando 
rectangulos circunscritos como se muestra en la figura 3. 



F(x) = lim Yf(w ( ) At 

l = \ 

Como f(t) = t 2 y Wj = i At, 

n 

F(x) = lim Y [i 2 (A0 2 ] At 

"-> + » r~i 
i-\ 

= lim Y i 2 (At) 3 
i = l 
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Ahora se 


sustituye A» por xfn: 






F(x) 


3 n 

= Hm 4Z 


nl 
i 2 








= jr 3 lim — r • 


n{n + 


D(2« 
6 


+ D 




= -,3 Hm 2 " 3 


+ 3« 2 
on 3 


+ « 






2 + 
= jc 3 lim 

n— ► + «> 


1 * J i 

n n 2 
6 








x> 









ComoFOt) = |jc 3 , F\x) = x 2 , estoes, 

-f f \ 2 dt = x 2 

Se ha mostrado entonces que, en este caso particular, cuando f(t) = t 2 y 
a = 






I f(t)dt =f(x) 
Jo 



la cual es la ecuaci6n crucial del enunciado del primer teorema fundamental 
del C&culo. 4 

Ahora se establecera* y demostrara* el primer teorema fundamental del 
C&culo, que proporciona la derivada de una funci6n considerada como una 
integral definida que tiene un limite superior variable. 



4.7,1 Primer teorema fundamental del Calculo 



Sea /una funci6n continua en el intervale cerrado [a, h] y sea a cual- 
quier numero de [a, b]> Si F es la funcion definida por 



>f 



I /(»>* 



entonces 

F'(x)=M (2) 






fM 0) 



(Si x = a, la derivada en (2) puede ser una derivada por la derecha, y 
six = b, puede ser una derivada por la izquierda.) 



■nHUHHHMHHHMBnm^BI 



4.7 TEOREMAS FUNDAMENTALS DEL CALCULO 363 



Demostracion Considere dos numeros x\ y x { + Ax en [a> b]. Entonces 



F(xy) = f(t)dt ■ ^C S* r^^xX'^^e *£ 



y 

F(x { + Ax) = I /(f)dt 

de modo que 



■I 



x, + Ax U^* Wo <*^ ^ • 



J-*i + ^ /-Jti 

f(t)dt-\ f(t)dt (4) 

Por el teorema 4.5.13, ^ ^ te<K~ $ 5>f> y oUr€ct<Vx^-X<_ 
p p + Ajt «, + Ajt |>OoA c^ 

entonces 

J-JC, + Ajc y-JC, /-*! + Ajc 

Al sustituir de esta ecuacion en (4) se tiene 

Jrxi + Ax 
fit) dt (5) 

Por el teorema del valor medio para integrates, existe algun numero c 
en el intervalo cerrado limitado por jc t y x\ + Ajc tal que 

Jrxi + Ax 
f(t)dt =f(c)Ax 

De esta ecuaci6n y (5) se obtiene 

F(*i + Ajc) - F(x x ) = /(c) Ax 

F( Xl + Ax) - F(jcj) _ 

Ax ' IK) 

Al tomar el limite cuando Ajc se aproxima a se tiene 

F(s, + Ax) - F( Xl ) = 
a*-»o Ajc Ajt-»(r 

El miembro izquierdo de (6) es F'(jci). Para determinar lim /(c), recuerde 

Ajt-*0 

que c esti en el intervalo cerrado limitado por jq y x { + Ajc, y como 

lim jci = x\ y lim (jci + Ax) - x\ 
se deduce del teorema de estriccion (1.10.1) que lim c = jcj. Asi, se tiene 

A*-»0 

lim /(c) = lim /(c). Debido a que/es continua en jci, lim /(c) = f(x { ); 

A-t-»0 c-*x x - c-*x ] 

por lo que lim /(c) = f(xi), y de (6) se obtiene 

A*-»0 

F'Cti) = /(*i) (7) 
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t 



[-6, 6] por [-1, 7] 

m = x 2 

FIGURA 4 



M 

h ■ * - I 1 1 «— ^^-» k 



1-6, 61 por [-1,7] 
NDER (NINT(r 2 , 0, x), x) 

FIGURA 5 



Si la funci6n / no esta" definida para valores de x menores que a pero 
es continua por la derecha en a, entonces en el argumento anterior, si x\ —a 
en (6), Ax debe aproximarse a por la derecha. Por tanto, el miembro iz- 
quierdo de (7) serd F' + (x\). De manera semejante, si /no esta definida para 
valores de jc mayores que b pero es continua por la izquierda en b, entonces si 
JC] = b en (6), Ax debe aproximarse a por la izquierda. En consecuencia, 
se tiene F' _ (xi) en el miembro izquierdo de (7). 

Como X\ es cualquier mimero de [a, b], la ecuaci6n (7) establece lo que 
se deseaba. ■ 

Recuerde que el primer teorema fundamental del C&lculo afirma que 
la integral definida \ x /(/) dt con limite superior jc es una antiderivada de 
/ si / es continua. Este hecho se muestra graficamente en el ejemplo ilustra- 
tivo siguiente para la funci6n del ejemplo ilustrativo 1. 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La figura 4 muestra la grafica 
de/del ejemplo ilustrativo 1, definida por/(jc) = jc 2 , trazada en el rectan- 
gulo de inspeccion de [-6, 6] por [-1, 7]. La figura 5 presenta la grdfica de 
NDER(NINT(/ 2 , 0, jc), jc) trazada en el mismo rectangulo de inspecci6n. 
Estas graficas parecen identicas, lo cual apoya el hecho de que J* t 2 dt es 
una antiderivada de/. A 



Calcule las derivadas siguientes: 

.2 



► EJEMPLO 7 

(a) -f -r^—dt (b) 4- V^oTTrf/ 

Solution 

(a) De (3) con/(/) = -^ , se tiene 



d_ 
dx 



I> 



-dt = V— 
1 jc 3 + 1 



(b) Con u = x 2 en la regla de la cadena se obtiene 

-f f V35F7 dt= -ft" V35F7 dt ■ ^ 

dx J 3 du L ajc 

De (3) con/(/) = Vcos / y como -j- - 2jc, se tiene 






V cos t dt - Vcos u (2jc) 



= 2jc V^ 



COS JC* 



Ahora se aplicara el primer teorema fundamental del Calculo 
mostrar el segundo teorema fundamental del Cdlculo. 



de- 



4,7.2 Segundo teorema fundamental del Calculo 



Sea/una'funeion continua en el interyalo cerrado [a, b] y sea x una 
funcion lal que 
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para toda x en [a, b], Entonces 



i 



{Si x = a, la derivada en (8) puede ser una derivada por la derecha, y 
si j: - /?. la derivada en (8) puede ser una dcrivada por la izquierda.) 



Demostracion Si/es continua en todos los numeros de [a, fc], se sabe, 
por el primer teorema fundamental del Calculo, que la integral defmida 
\ x /(/) dt, con limite superior variable x, define una funcion F cuya deri- 
vada en [a, b] es/. Como por hipotesis g'(x) = /(*), se deduce, por el teore- 
ma 4.1.2, que 

Six) = I f(t)dt + it l 



■r 

Ja 



donde fc es alguna constants Al considerar x = b y x = a, sucesivamente, 
en esta ecuacion se obtiene 

gib) = J /«* + * (9) 

y 

g(a) = J /«<*< + * (10) 

-/a 

De(9)y(10), 

gib) - g(a) = J /(f)* - I f0)dt 
Ja Ja 

Pero por la deflnicion 4.5.6, \ a f{t) dt = 0; por lo que 
gib) - g(a) = J f{t)dt 

Ja 

que es lo que se deseaba demostrar. 

Si /no est& defmida para valores de x mayores que b pero es continua por 
la izquierda en b, entonces la derivada en (8) es una derivada por la izquierda, y 
se tiene g'-(b) = FL{b), de donde se deduce (9). En forma similar, si /no 
esta defmida para valores de x menores que a pero es continua por la derecha 
en a, entonces la derivada en (8) es una derivada por la derecha, y se tiene 
g'+(a) = F' + (a), de donde se concluye (10). ■ 

Ahora se puede obtener el valor exacto de una integral defmida apli- 
cando el segundo teorema fundamental del Calculo. En el calculo se denota 

lg(b) - g(a)] por g(x) 
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D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Evalue 

Como una antiderivada de jc 4 es Jt 5 /5, por el segundo teorema fundamental 
del Calculo se tiene 



r 



x A dx 



~\1 



Jl 



= 32 - i 
5 5 

= 3 i « 

Debido a la relaci6n entre integrales definidas y derivadas, se utiliza el 
simbolo integral J en la notaci6n jf(x) dx para una antiderivada. Haga caso 
omiso de la terminologia de antiderivadas y de antiderivaci6n y comience a 
llamar a J f(x) dx integral indefinida. El proceso de evaluation de una in- 
tegral indefinida o una integral definida se denomina integration. 

La diferencia entre una integral indefinida y una integral definida debe 
enfatizarse. La integral indefinida \f{x) dx representa a todas las funciones 
cuya derivada es /(jc). Sin embargo, la integral definida J f(x) dx es un 
numero cuyo valor depende de la funci6n/y de los numeros a y b, y esta* de- 
finido como el limite de una suma de Riemann. La definici6n de la integral 
definida no hace referencia a la diferenciacion. 

La integral indefinida implica una constante arbitraria; por ejemplo 



/■ 



: 2 dx = 4 + C 



Esta constante arbitraria C recibe el nombre de constante de integration. En 
la aplicaci6n del segundo teorema fundamental para evaluar una integral de- 
finida, no fue necesario incluir la constante arbitraria C en la expresion para 
g(x) porque el teorema permite elegir cualquier antiderivada, incluyendo 
aquella en la que C = 0. 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 De la propiedad aditiva de 
las integrales definidas, establecida en el teorema 4.5.11 y el segundo teore- 
ma fundamental, se tiene 

-4 



I, 



(jc 3 - 6JC 2 + 9x + \)dx 

1/2 



= x 3 dx - 6 x 2 dx + 9 xdx + dx 
J Ml J Mi Jl/2 Jl/2 



r 3 r 2 

6- 4- + 9* *- + x 
3 2 



t4 



Jl/2 



= (64- 128 + 72 +4)- (1 - I + | + I) 



679 
64 
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En el ejemplo 1 de la section 4.6, se mostro que el valor de esta integral 
definida esta" en el intervalo [3.5, 17.5], lo que est& de acuerdo con el resul- 
tado obtenido en el ejemplo ya que ^ ~ 10.61. , ^ 

Los ejemplos siguientes muestran la aplicacion del segundo teorema 
fundamental. Por supuesto, las respuestas pueden apoyarse empleando NINT 
en la graficadora. 



► EJEMPLO 2 Evalue 

(x 413 + 4x { l 3 )dx 

Solucion 



r, 



i 



i 

(jc 4/3 + 4x^)dx = |* 7 ' 3 + 4-|^ 3 

1 



1 
-1 

= I + 3 - (-f + 3) 

_ 6 
7 



► EJEMPLO 3 



Evalue 



( 



2x 2 4x T T~i dx 





Solucion 

-2 



2x 2 sjx 3 + 1 dx = | V* 3 + 1 (3x 2 dx) 
Jo 3 Jo 



2 (* 3 + 1) 3/2 



2 



= | (8 + D 3/2 - f (0 + l) 3 ' 2 



= J(27 - 1) 

= I** 
9 



► EJEMPLO 4 

r 3 , 

x VI + x dx 
Jo 



Evalue 



Soluci6n Para evaluar la integral indefiniH- J jc *j\ + x dx se 
considera 

u = Vl + x u 2 = 1 + jc jc = w 2 - 1 dx ~ ludu 
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Al sustituir se tiene 



f x VT+7 dx = f (u 2 - 

= 2 J (« 4 - u 



l)u(2udu) 



)du 



= \u$ - | M 3 + C 




= |(1 + x) 512 - §(1 +^ 2 + C 


tanto, la integral definida es 


1 x Vl + x dx = |(1 + *) 5/2 - |(1 + J) 3 ' 2 
= |(4)5/ 2 - |(4)3/2 _ |(l)5/: 

_64_16_2,2 
5 3 5^3 

_ 116 
5 


3 



> + 



Otro metodo para evaluar la integral definida del ejemplo 4 consiste en 
considerar la f6rmula que se deduce del segundo teorema fundamental y de la 
regla de la cadena para la antiderivaci6n (4.2.1). De estos teoremas, si F es 
una antiderivada de/, 



f 

Ja 

f 

Ja 



f(g(x))g\x)dx = F(g(x)) 



« I f(g(x))gXx) dx = F(g(b)) - F(g(a)) 

Asf 

'b lg (b) 

Kg(x))g\x)dx 



I f(g(x))g'(x)dx = F(«)j 

Ja ~ - 



(11) 



Con el objeto de aplicar (11), cambie las variables de la integral dada conside- 
rando u = g(x). Entonces du = g'(x) dx. Despu£s, cambie los limites ay b, 
relativos a x, por los limites relativos a m, los cuales son g(a) y g(b). 

[> EJEMPLO I LUST RATIVO 5 Para evaluar la integral del 
ejemplo 4, sea u = Vl + x , x = u 2 - 1 y dx = 2m du. Ademas, cuando 
x = 0, u = 1, y cuando * = 3, w = 2. De modo que, de (1 1) se tiene 



x VTT7 d* - 2 (w 4 - w : 
Jo Ji 



)<*« 



= ^M 5 - ^M 3 
5 3 



= M 
5 

15 



16 

3 



Jl 

2 
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► EJEMPLO 5 

•tt/2 

sen 3 x cos x dx 



Evalue 



f 

Jo 



Solution Sean 

u — sen* y du = cos**/* 
Cuando x = 0, w = 0; cuando * = ~ 7T, m = 1 . Por tanto, 



sen 3 x cos jc d* = u 

Jo Jo 



ni 



— 1 

4 



► EJEMPLO 6 



Evalue 



i; 



| x + 2 I dx 

Solution 



+ 2| = 



-x - 2 si ;t < -2 
^ + 2 si -2 < * 



Del teorema 4.5.13, 



| x + 2 | d* = (-x - 2)dx + \ 



(jt + 2)dx 



+ 2x 



[(-2 + 4) - (-2 + 6)] + [(8 + 8) - (2 - 4)] 



37 
2 



W EJEMPLO 7 En un circuito electrico, E volts es la fuerza 
electromotriz a los t segundos y 

E = 2 sen | 7rf 

Determine la fuerza electromotriz promedio de s a 4 s. 

Solution Se calcula el valor promedio de E en [0, 4] . Si V.P. es este valor 
promedio, de la definicion 4.6.4 se tiene 



2 sen - Kt dt 



4 -°Jo 

= r^f 2sen MH 

•^ 
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4/T 

4k 



r ■ 2 i 4 

- COS — Kt 

L 3 Jo 

(-cos fir 



+ cos 



4k \2 
= 0.358 



Conclusion: La fuerza electromotriz promedio de s a 4 s es 0.358 volts. 



EJERCICIOS 4.7 



En los ejercicios 1 a 34, evalue la integral definida. En los / 3 

ejercicios 1 a 6 y 29 a 34, apoye la respuesta empleando NINT 25. I (x + 2} ^J x + \ dx 

en la graficadora. 

1. | Ox 2 - 4x + \)dx 2. I (jc 3 - x 2 + l)dx 26. j (x + 1) 



3. I (j^ - 2x)dx 






(3jc 2 + 5jc - 1)^jc 27. 



J. 

/;< 

7. j * -5-? T dz 8. j 

Jo U 2 + l) 3 Ji 

/•10 . r _____ 

9. V5jc - 1 Jjc 10. f Vf 2 + 1 ^f 

r0 z-3 ' 

11. 3tv V4 - w 2 <*vt> *12. ' 1 

J-2 J-\ (y + 

p/2 p 

13. sen2*Jjt 14. 

Jo Jo 



Jo ^^ Ji 



3jc j 



Jjc 



6. | (/-4^)^ 

4 

8. j V^ (2 + jc) dx 

4s 



dy 



Sugerencia: divida el numerador entre el denominador. 

r64/ 



COS 2 X 4 X 



(3jc 2 - l) 3 




32. [ (sen 2* + coslx)dx 
o 

»ff/4 



15. J t 2 Vf 3 + 1 <*' 16. j 

Jo Zjy 3 + 3/ + 4 

18. CzL^OLdy, 19. f' 5 ^— dw 35. ±rj4Ti*dt 36. -f f VTT?" df 

J 2 w 3 J (i + w) 3/4 <fc Jo <** J, 

0. f'* 4T=-A dx 11. £ J* - 3| * 37. A£ ^ * 38. A £ _J_ d t 

, £ |, - 2 | * * 23. £ VW^* '» s£ J^ * * ^£-(' 2 + »* 



20. 



22. 



sec 2 ^Trr tan ^ntdt 



En tos ejercicios 35 a 44, obtenga la derivada. 

r3 
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43. 



dx} 2 



1 + t l 



• dt 



44. 



dx 



/; 



l -H 



-dx 



En los ejercicios 45 a 48, calcule el valor promedio de la fun- 
cionfen el intervalo [a, b). En los ejercicios 45 y 46, determi- 
ne el valor de x en el que el valor promedio ocurre y describa 
la interpretacion geometrica de los resultados. 

45. f(x) = 9 - x 2 ; [a, b) = [0, 3] 

46. fix) = 8jc - x 2 \ [a, b] = [0, 4] ' 

47. f(x) = 3x V* 2 - \6',[a f b] = f4, 5] 



Sugerencia: utilice la identidad sen 2 x 



-(I - cos2jc). 



50. Si f(x) = sec 2 x, determine el valor- promedio de / en el 
51. 



intervalo \-\it, \ iz\. ■ 



Se deja caer una pelota, y despues de t segundos su velo- 
cidad es v pies por segundo. Sin considerar la resistencia 
del aire, demuestre que la velocidad promedio durante los 
primeros ^ T segundos es un tercio de la velocidad pro- 
medio durante los siguientes ~ T segundos. 

52. Se lanza una piedra hacia abajo con una velocidad inicial 
de v pies por segundo. No considere la resistencia del 
aire, (a) Demuestre que si v pies por segundo es la velo- 
cidad de la piedra despues de. que cae s pies, entonces 
v =\Jv 2 + 2gs . (b) Determine la velocidad promedio 
durante los primeros 100 pie de cafda si la velocidad ini- 
cial es de 60 pie/s. (Tome g = 32 pie/s 2 y el sentido po- 
sitive hacia abajo.) 

53.) Si una inversi6n produce interes a una tasa de 100r(t)% 
compuesto continuamente durante un periodo de T anos, 
entonces la tasa de interes promedio \0QR(T)% durante 
T alios esta definida por 



R(T) 



♦r 



r(t)dt 



Demuestre que 



R'(T) = 



r(T) - R(T) 



Nota: El interes compuesto continuamente sera* definido 
precisamente en la seccion 5.6. 



54. Sea 



r 

Jq 



fix) 



f(x) + f(k - x) 



dx 



(12) 



donde/es continua en [0, k] yf(x\ + f(k - x) * si x esta 
en [0, k\. (a) Demuestre que / = ^k. Sugerencia: cambie 
la variable en ( 1 2) considerando u = k - x y muestre que < 



58. 



-f 

Jo 



/(* - u) 



f(u) + f(k - u) 



du 



(13) 



Cambie la variable en (13) a x y muestre qu 2/ = k. 
(b) Utilice el resultado del inciso (a) para demostrar que 



48. f{x) = x 2 ^T^3; [a, b] = [7, 12] 

49. Para el circuito electrico del ejemplo 7, determine la raiz ". Sea 
cuadrada del valor promedio de E 2 de t = a.r = 4. 



Jo 



senx .dx=\* 



sen x + cos x 



F(x) = L_^ dt + — i-5- dt 

J 1 + t 2 J 1 + r 2 

donde jc ^ 0. Demuestre que F es constante en los inter- 
vales (-00', 0) y (0, +00). Sugerencia: muestre que 
F'(x) = para toda x * 0. 

funci6n / tal que para cualquier numero 



Encuentre una 
real x 



I 



fit) dt 



1 + x l 



Sugerencia: tome la derivada en los miembros de la 
ecuaci6n. 

(57) Si m y n son numeros enteros positives, demuestre que 

I jc"(1 - x) m dx -= J x m {\ - x) n dx. 
Jo Jo 



Esta integral surge en aplicaciones de Probabilidad, 
AnaMisis.combinatorio y Teona cin6tica de la materia. 

Sea /una funcion cuya derivada/' es continua en [a, b]. 
Calcule el valor promedio de la pendiente de la recta tan- 
• gente de la gr&fica de / en [a, b], y d€ una interpreta- 
cion geometrica del resultado. 



ine J \D X J (2 4t - Vjdt\dx. 



59/ Determine 



60. (a) Sea fix) = x sen x. Trace las graficas de / y 
NDER(NINT(/(r), 0, jc), jc) en el mismo rectangulo de 
inspeccidn y muestre que las graTicas son las mismas. 
(b) Repita el inciso (a) considerando- ahora 
f(x) = v4 + x 2 . (c) iQu6 teorema o teoremas apoyan 
los incisos (a) y (b)? Explique sufespuesta. 



{61) Explique por que* cada funci6n continua debe tener una 
antiderivada. <,Que" garantiza estehecho? 
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4.8 AREA DE UNA REGION PLANA 




(w ( , w. , 



En la section 4.4 se definitf el area de una region plana como el lfmite de 
una suma de Riemann, y en la secci6n 4.5 se dijo que dicho limite es una 
integral. Ahora que ha aprendido algunas tecnicas para calcular integrales 
definidas, se consideraran mas problemas que implican areas de regio- 
nes planas. 

En los ejemplos que se presentan a continuation, se empieza expre- 
sando el area requerida como el limite de una suma de Riemann, a fin de 
reafirmar el procedimiento utilizado en la expresion de dichas sumas para 
aplicaciones posteriores en las secciones 4.9 y 4.10 y el capitulo 6. 



► EJEMPLO 7 

limitada por la curva 



Calcule el area de la region del primer cuadrante 



y = x-\lx 2 + 5 



el eje jc y la recta jc = 2. 



Solution La figura 1 muestra la region junto con uno de los elementos 
rectangulares de area. 

Considere una partition del intervalo [0, 2]. El ancho del i-esimo rec- 
tangulo es A { x unidades, y la altura es w^w 2 + 5 unidades, donde w,- es 
cualquier numero del *-6simo subintervalo. Por tanto, el area del elemento 
rectangular es w^w 2 + 5 A,jc. La suma de las medidas de las areas de 
los n rectangulos como este es 



^Wi-sjwi 2 + 5 A;X 

la cual es una suma de Riemann. El limite de esta suma cuando || A || se 
aproxima a proporciona la medida del area deseada. El limite de la suma 
Riemann es una integral definida que se evalua mediante el segundo teore- 
ma fundamental del Calculo. Sean A unidades cuadradas el area de la region, 
entonces 



A = lim Y w: *i w; 2 + 5 A.-jc 

II A II .n ^^ ( V » ' 



1=1 

= I x-Jx 2 + 5 dx 
JO 

-2 



r 



V* 2 - + 5 (2xdx) 



= i[(9) 3/2 - (5)3/ J] 
5V5) 
5.27 



= w<* 



= j (27 



Conclusion: El £rea de la regi6n es i (27 — 5a/5) unidades cuadradas, o 
aproximadamente 5.27 unidades cuadradas. 4 
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Hasta este momento se ha considerado el area de una region para la 
cual los valores de funcion en [a, b] son no negativos. Suponga ahora que 
/(jc) < para toda jc en [a, b]. Entonces cada/(w,) es un nurnero negativo; 
por lo que se define el nurnero de unidades cuadradas del area de la regi6n 
limitada por y = /(jc), el eje jc y las rectas x = a y x = b, como 



ton £[-/(*,)] A,x 
lo cual es igual a 



■{ 



- f(x)dx 



y~x-4x 




(vv ( , w { - 4w,) 

FIGURA 2 



("„/(*,-)) 




W EJEMPLO 2 Calcule el area de la region limitada por la curva 

y = x 2 ~ 4JC 

el eje x y las rectas x - 1 y x = 3. 

Solucion En la figura 2 se presenta la region y un elemento rectangular 
de area. 

Se toma una partition del intervalo [1, 3]; el ancho del /-esimo rectan- 
gulo es A/jc. Como x 2 - 4x < en [1, 3], la altura del i-esimo rectangulo 
es -{w 2 - 4vv,) = 4w>; - w,- 2 . En consecuencia, la suma de las medidas 
de las areas de los n rectangulos esta" dada por 

n 

£(4v^ - Wi 2 ) AjX 

La medida del £rea deseada es proporcionada por el limite de esta suma 
cuando || A || se aproxima a 0; de modo que si A unidades cuadradas es el 
area de la region, entonces 



A = ton £(4w, - w, 2 )A,* 

IUH->o fr { 



■f 



(4jc - x 2 )dx 



= 2x 2 -I^f 

_ 22 

3 

> x Conclusion: El area de la region es y unidades cuadradas. ^ 

W EJEMPLO 3 Determine el area de la region limitada por la curva 

y = jc 3 - 2x 2 - 5jc + 6 
el eje jc y las rectas jc = -1 y jc = 2. 
Solucion La regi6n se muestra en la figura 3. Sea 

/(jc) - jc 3 - 2jc 2 - 5jc + 6 
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Como f(x) > cuando x esta en el intervalo cerrado [-1, 1] y f(x) < 
cuando x esta en el intervalo cerrado [1, 2], se separa la region en dos partes. 
Sea A] el numero de unidades cuadradas del area de la regi6n cuando x esta" 
en [-1, 1], y sea A 2 el numero de unidades cuadradas del area de la region 
cuando x esta en [1, 2]. Entonces 



IIa||-»o rj 



•l 



-£ 



(jc 3 - 2jc 2 - 5* + 6) djc 



jr = fr 



(h>/(w,-» 



y-/W 




FIGURA 4 



^ 2 = J { P L[-/< w ')l A i x 

IU -»o ~? 



■f 



(jc 3 - 2* 2 - 5a: + 6) <& 



Si A unidades cuadradas es el area de la regi6n completa, entonces 

A - A x + A 2 

u 3 



■£■ 



2jc 2 - 5* + 6)<fr: 



1" ] - 



|X3 



I * 2 + o*L - [i * 4 



[<i 



| + 6) 



<r 



|-6)] 
-[(4- 



3 V L2 7 

— 15Z 
12 



2* 2 - 5jc + 6) rfx 

x 2 + 6*] 2 

10 + 12) - (1 - f - | + 6)] 



3 * 



Conclusion: El area de la regi6n es ^ unidades cuadradas. A 

Ahora considere dos funciones fyg continuas en el intervalo cerrado 
[a, b] tales que/(jc) > g(x) para toda x en [a, b]. Se desea calcular el area de 
la regi6n limitada por las dos curvas v = f(x) y v = g(x) y las dos rectas 
x = ay x = b. Esta situacion se ilustra en la figura 4. 

Tome una partition del intervalo [a, b], de modo que el i-6simo rec- 
tangulo tenga un ancho de A^jc. En cada subintervalo elija un numero vv ( . 
Considere el rectangulo que tiene altura [/(w,) - g(\Vj)] unidades y ancho 
A,-jc unidades. En la figura 4 se muestra este rectangulo. Se tienen n rec- 
tangulos como este, uno asociado con cada subintervalo. La suma de las 
medidas de las areas de estos n rectangulos estd determinada por la suma 
de Riemann siguiente: 



£ [/(",-) -S(vvi)] A,* 



Esta suma de Riemann es una aproximaci6n a lo que intuitivamente se 
piensa como el numero que representa la "medida del area" de la regi6n. 
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Entre mas pequeno sea el valor de || A [[ , mejor sera esta aproximacion. 
Si A unidades cuadradas es el area de la region, se define 



Mm Xl/(w,-) - g(wi)]A t x 



(1) 



y = sOO 




Como/y g son continuas en [a, b], tambien lo es/ - g; por tanto, el 
limite en ( 1) existe y es igual a la integral definida 

"b 

[/to - g(x)l dx 



f 



P" EJEMPLO 4 Calcule el area de la region limitada por las 

curvas v = jc 2 y v - -jc 2 + 4jc. 

Sol UC ion Para determinar los puntos de intersection de las dos curvas 
se resuelven las ecuaciones simultineamente y se obtienen los puntos (0, 0) 
y (2, 4). La figura 5 muestra la region. 
Sean 



/to 



-jc 2 + 4jc y g(x) - jc 2 



Observe que en el intervalo [0, 2] la curva v = /(jc) esta por arriba de 
la curva v = g(x). Se dibuja un elemento rectangular vertical de area, cuya 
+■ •* altura es de [f(Wj) - g(w ( )3 unidades y cuyo ancho es de A,-jc unidades. 
La medida del area de este rectangulo esta dada por [/(w,-) - g(wi)] A,jc. La 
suma de las medidas de las areas de n rectangulos como 6ste est£ determi- 
nada por la suma de Riemann 

£[/(";) -<?(";)] A,* 



Si A unidades cuadradas es el area de la region, entonces 



A = lim £[/(w,)-*( Wi )]A,* 



y el limite de la suma de Riemann es una integral definida. En consecuencia 
[fix) - g(x)} dx 



-r 
-i 



[(-jc 2 + 4jc) - jc 2 ] dx 



(-2jc 2 + 4x)dx 
JO 

= -|,3 +2 ,2] 2 

= -^ + 8 - 



Conclusion; El area de la region es | unidades cuadradas. 
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W EJEMPLO 5 Calcule el area de la regi6n limitada por la pa- 
rabola^ 2 = 2x - 2 y la recta y = x - 5. 
y = g(x) 

Solution Las dos curvas se intersectan en los puntos (3, -2) y (9, 4). 
y =/,(*) La region se muestra en la figura 6. 

La ecuacion y 2 = 2x - 2 es equivalente a las dos ecuaciones 



y=f 2 (x) 



y = V2jc - 2 y y = -V2jc - 2 

de modo que la primera ecuaci6n proporciona la parte superior de la pa- 
rabola mientras que la segunda ecuaci6n da la parte inferior. Si 



(3,-2) 



f 2 (x) = -^2x - 2 
*(*) = x - 5 
FIGURA 6 




=/iW 



(w,-. g( w j)) 

4 1 1 1 ► X 



f { (x) = V2F^2 y f 2 (x) = -V2T^7 

la ecuaci6n de la parte superior de la parabola es y = f\(x) y y la ecuacion 
de la parte inferior es y = f 2 (x). Si se considera que g(x) = x - 5, enton- 
ces la ecuacion de la recta es y — g(x). 

En la figura 7 se aprecian dos elementos rectangulares verticales de 
area. Cada rectangulo tiene su base superior sobre la curva y = f\(x). Como 
la base inferior del primer rectangulo esta sobre la curva v = f 2 (x), su al- 
tura es [/i(w ( ) - f 2 (w t )] unidades. Debido a que la base inferior del segun- 
do rectangulo esta sobre la curva v = g(x) , su altura es t/i(w/) - g(w t )] 
unidades. Si se desea resolver este problema utilizando elementos rectan- 
gulares verticales de area, se debe dividir la regi6n en dos regiones separa- 
das, por ejemplo, /?i y R 2 , donde Ri es la region limitada por las curvas 
y - f x (x), v = f 2 (x) y la recta x = 3, y R 2 es la regi6n limitada por las cur- 
vas v = fi(x) y v = g(x) y la recta a; = 3 (consulte la figura 8). 

Si A] unidades cuadradas es el area de la regi6n Ri, entonces 



(Wi./ 2 (W/)) 



y=M*) 



/,(*) = 4lx~^2 

f 2 (x) = ~42x~^l 

g(x) = x - 5 

FIGURA 7 





V2jc - 2 dx 



= \{2x-2fl^ x 



y=h(x) 



Si A 2 unidades cuadradas es el area de la regi6n R 2 , 

n 

A 2 = „ lim ]T [/i(w/) - g(wd] A t x 






4iT- 



4ix~- 

g(x) = x - 5 
FIGURA 8 



■r 
■r 



I/iW - Six)] dx 



yix - 2 - u - 5)] <& 



4.8 AREA DE UNA REGI6N PLANA 377 



= \ Vx 



2) 3 / 2 - I x 



5*]: 



+ 15] 



_ 38 

3 




38 
3 ' 



= *O0 



(3,-2) 



A(jO = y + 5 
FIGURA 9 



Entonces A^ + A 2 = y + 

Conclusion: El area de la region completa es de 18 unidades cuadradas. A 

W EJEMPLO 6 Calcule el area de la region del ejemplo 5 conside- 
rando elementos rectangulares horizontales de area. 

Solution La figura 9 muestra la region con un elemento rectangular 
horizontal de area. 

Si las ecuaciones de la pardbola y de la recta se resuelven para x se 
obtiene 



x = Hy 2 + 2) 



x - y + 5 



Si se considera <f>(y) = \{y 2 + 2) y X(y) = y + 5, la ecuacitfn de 
la pardbola puede escribirse como x = <f>{y) y la ecuacitfn de la recta 
como x = My)- Tenga en cuenta el intervalo cerrado [-2, 4] sobre el eje y, 
y tome una particion de este intervalo. El i-6simo subintervalo tendra" una 
longitud de A,-y. En el z-esimo subintervalo [y;_i, y f ] se elige un numero w,-. 
Entonces la longitud del /-6simo elemento rectangular es de [A(w f -) - <£(w,)] 
unidades y su ancho es de A^y unidades. La medida del area de la region 
puede aproximarse mediante la suma de Riemann 

Si A unidades cuadradas es el area de la region, entonces 

n 

A = „ li ™ I^ W /) " ^(WiMAfy 

IUH->o T"f 

Como X y <j> son continuas en [-2, 4], tambien lo es X - <f>, y el limite de 
la suma de Riemann es una integral definida: 



A = 



[X(y) - 0(y)] dy 



t(y + 5) - Hy 2 + 2)]dy 



t-y 2 + 2y + 8) dy 



2 L 3 



M! 



3f + r + 

1 [(- ^ + 16 + 32) - (| + 4 



16)] 



= 18 



Esta respuesta es acorde con la solution del ejemplo 5. 
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<Wf. /(*,-)) 




Al comparar las soluciones de los ejemplos 5 y 6 se observa que en el 
primer caso se tienen dos integrates definidas para evaluar, mientras que en 
el segundo caso se tiene solo una. En general, si es posible, los elementos de 
area deben construirse de modo que se obtenga s61o una integral definida. 
El ejemplo siguiente presenta una situation donde son necesarias dos in- 
tegrates definidas. 



► EJEMPLO 7 



curvas v = jc 3 



Calcule el area de la regi6n limitada por las dos 
4jc. 



6jc 2 + 8jc y y = jc 2 



Solucion Los puntos de intersection de las dos curvas son (0, 0), 
(3, -3) y (4, 0). En la figura 10 se muestra la regi6n. 
Sean 






f(x) = jc 3 - 6x 2 + 8jc y g(x) = x 2 



Ax 



x 3 - 6x 2 + Sx 

g(x) = x 2 - Ax 

FIGURA 10 



En el intervalo [0, 3] la curva v = f(x) esta" por arriba de la curva v = g(jc), - 
y en el intervalo [3, 4] la curva v = g(x) se encuentra por arriba de la curva 
v = f(x). Asi, la region debe dividirse en dos regiones separadas R[ y R 2 , 
donde R^ es la region acotada por las dos curvas en el intervalo [0, 3], y % t 
R 2 es la regi6n limitada por las dos curvas en el intervalo [3, 4]. Si A^ es el 
area de R\ y A 2 es el aVea de R 2 , entonces 

A l = „¥> X [/(«?)- «(",)] A/* 



A 2 = „ lim Y,l8(*i) ~ /(w,-)] A,* 



Ai + A 



[(jc 3 - 6jc 2 + 8jc) - (jc 2 - 4jc)] dx 



Ax) - (jc 3 - 6jc 2 + 8jc)] dx" 



-f 

Jo 

■r 

Jo 



i>- 



r 



(jc 3 - 7jc 2 + 12jc)</jc + (-jc 3 + 7jc 2 - \2x)dx 



= « + ^ 

* 4 12 

71 



Conclusion: El area requerida es —■ unidades cuadradas. ^ 

En los ejemplo 4 a 7, se calcularon las coordenadas de los puntos de 
intersecci6n al resolver simultdneamente las ecuaciones de las curvas. En 
el ejemplo siguiente no pueden determinarse los puntos de intersecci6n 
fdcilmente. 



W EJEMPLO 8 Calcule el aVea de la regi6n acotada por las gr£- 
ficas de v = jc 2 y v = sen jc. 
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[-3, 3] por [-2, 2] 
f(x) - sen* » 

FIGURA U 



Sol UC l6n Refierase a la figura 1 1 , la cual muestra las dos graficas tra- 
zadas en el rectangulo de inspection de [-3, 3] por [-2, 2] y que se intersec- 
tan en el origen y en otro punto del primer cuadrante. Se denota con [a, b] 
el intervalo en el que se calculard el area, ademds se sabe que a ~ 0. No se 
puede determinar b algebraicamente, sin embargo, puede obtenerse un valor 
aproximado de b empleando los procesos de intersecci6n {intersect) o ras- 
treo (trace) y aumento (zoom in) de la graficadora. Con cuatro digitos sig- 
nificativos se obtiene b = 0.8767. Si/(jc) = sen *, g(x) = x 2 y A unidades 
cuadradas es el area requerida de la region en el intervalo [0, Q.8767], 
entonces 



J- 0.8767 



(sen* - x 2 )dx 



Esta integral se calcula mediante NINT en la graficadora obtenigndose 
con cuatro digitos significativos 

A = 0.1357 

Conclusion: Con cuatro dfgitos significativos, el area es 0. 1 357 unidades 
cuadradas. ^ 



EJERCICIOS 4.8 



En los ejercicios I a 38, calcule el drea de la regidn acotada 
por las curvas. En cada ejercicio haga lo siguiente: (a) dibu- 
je una figura que muestre la regidn y un elemento rectangular 
de drea; (b) exprese el drea de la regidn como una suma de 
Riemann; (c) calcule el limite del inciso (b) mediante el se- 
t gundo teorema fundamental del Cdlculo. 



1, 

.2. y 

3. y 



y = 4 



, 4. 
5. 

\ 6 * 
7. 
*&. 
9. 

'10. 
11. 



eje x s 

x 2 - 2x + 3;e/ejc;jc = -2;jc 
Ax •- x 2 ; eje jc; x ~ ,1; x — 3 

y = 6 - x - jc 2 ; ejex 

y — -Jx + 1 ; eje jc; eje y; x - 8 



1 



1 
jv = — s- - jc; eje jc; jc = 

jc z 

y = x 2 + jc - '12; eje jc 
y = jc 2 - 6jc + 5; ejejc 
y = senjc; ejejc;jc 



2;jc 



|/r;jc = \n 



y = cos jc; eje jc; eje y; x = ~ j 

,2\ 



y = secrjc; eje jc; eje y; x = ±n 

12. y = csc 2 jc; eje*;jc = \n\x = | /r 

13. jc 2 = -y; y = -4 

14. y 2 = -;c;jc = -2; x = -4 



15. jc 2 + y + 4 = 0; y 



-8. Considere los elementos de 



area perpendiculares al eje y. 

16. La misma regidn que en el ejercicio 15. Considere los 
elementos de area paralelos al eje y: 



17. x - y + 1 = 0; jc - y + 1=0. Considere los ele- 
mentos de area perpendiculares al eje jc. 

La misma region que en el ejercicio 17. Considere los 
elementos de area paralelos al eje jc. 



18. 

19. 

20. 
21. 

23. 
24. 
25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
35. 
36. 
37. 
38. 



jc 3 = 2y 2 ;x = 0;y = -2 

y 3 = 4jc;jc = 0;jc = -2 

y = 2 - x 2 \y = - 

y 2 = x - 1; jc = 3 

y = jc 2 ;jc 2 = 18 - y 

y = 4x \y = jc 3 

x = 4 - )> 2 ;jc = 4 - Ay 



22. y = jc 2 ;> = jc 4 



jc 2 ; jc - 3jv + 4 = 

= y 2 - 1; jc = 1;>> = 1; jv 



*r 



jc = >> 2 - 2; jc = 6 - y 2 

x = y 2 - y\x = y - y 2 



= 2x 3 - 3jc 2 - 9jc 



\y 



2x l - 3x 



3y = x 3 - 2X 2 - 15jc; jv = jc 3 — 4jc 2 - Hjc + 30 

y = jc 3 + 3jc 2 + 2jc;)v = 2x 2 + 4jc 

y = | jc - 1 | + 3; y = 0; jc = -2; x = 4 

jv = cos* - senx; x = 0;)v = 



l , 



i , 



jv = \x\\y = jc - 1; jc = — 1; jc = 1 

y = |jc+1| + |jc|;>> = 0;jc = -2;jc = 3 
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En los ejercicios 39 a 46, aproxime con cuatro digitos signifi- 
cativos el area de la region limitada por las grdficas de las 
ecuac tones dadas realizando lo siguiente: (a) trace las grdfi- 
cas en un rectdngulo de inspeccion conveniente y determine 
los puntos de interseccion empleando los procesos de inter- 
seccion (intersect) o rastreo (trace) y aumento (zoom in) de la 
graficadora; (b) exprese el area de la region como el limite de 
una suma de Riemann; (c) aproxime el limite del inciso (b) 
utilizando N1NT en la graficadora. 

39. y - x 4 - 2,y = x 2 

40. y = x A \ y - A - x 2 

41. y - x 2 - 1; y = sen 2 x 

42. y = x 2 \y = cos* 

43. y - * 3 ;y = 4 - * 2 ;elejey 

44. y = * 3 ; y - 4 - x 2 \ el eje x 

45. y = x 3 ;y = tan 2 Jt - 3;0 < x < \n 

46. y = 2 



57. La regi6n acotada por las dos parabolas y - Apx 



x 4 ;y 



47. Determine median te integraci6n el area de la regi6n aco- 
tada por el triSngulo cuyos vertices son (5, 1), (1, 3) y 

(-1,-2). 

48. Determine mediante integration el area de la regi6n li- 
mitada por el triangulo cuyos vertices son (3, 4), (2, 0) 
y(0,l). 

En los ejercicios 49 a 57, determine el area exacta de la 
region descrita. 

49. La regi6n acotada por la recta x = A, y la curva 



x 3 - x l + 2xy 



0. Sugerencia: resuelva la ecua- 



ci6n cuadrfitica en y para y en t6rminos de x y exprese 
y como dos funciones de x. 

50. La regi6n limitada por las tres curvas y = x 2 , 

x = y 3 yx + y = 2. 

51. La regi6n acotada por las tres curvas y = x 2 , 

y = 8 - x 2 y Ax - y + 12 = 0. 

52. La regidn limitada por el trapecio cuyos vertices son 
(-l f -l),(2,2),(6,2)y(7,-l). 

53. La regi6n acotada por la curva y = sen x, la recta y = 1 
y el eje y, ubicada a la derecha del eje y. 

54.' La regi6n limitada por las dos curvas y = sen x y 
y = cos x entre dos puntos de intersecci6n consecutivos, 

55. La region acotada por la curva y = tan 2 x, el eje x y la 



yx- 



63. 



Apy, 



58. Determine la tasa de variaci6n de la^medida del area del 
ejercicio 56 con respecto a/> cuandO p = - . 

59. Calcule la tasa de variacion de la medida del area del 
ejercicio 57 con respecto a p cuando p = 3. 

60. Determine m de modo que la region por arriba de la recta 
y = mx y debajo de la pardbola y = 2x - x 2 tenga un 
irea de 36 unidades cuadradas. 

61. Determine m de modo que la regi6n por arriba de la curva 
y = mx 2 (m > 0), a la derecha del eje y, y debajo de la 
recta y = m tenga un area de K unidades cuadradas, donde 
K > 0. 

62. Si A unidades cuadradas es el area de la regi6n limitada 
por la parabola y 2 = Ax y la recta y = mx (m > 0), 
determine la tasa de variaci6n de A con respecto a m. 



Para acelerar la evaporaci6n de un liquido, se coloca un 
disco circular de radio r unidades en el liquido y despu^s 
se gira lentamente, como se ilustra en la figura adjunta. La 
distancia del centre del disco a la superficie del Uquido es 
h unidades. Los ejes coordenados se colocan de modo que 
el origen est6 en el centre del disco, el eje y es paralelo a la 
superficie del liquido y el sentido positivo del eje x esta" 
hacia abajo, (a) Demuestre que si A(h) unidades cuadra- 
das es el area de la regi6n mojada expuesta, entonces 



A(h) = nr 2 - nh 2 - 2 



Jh 



dx 



y determine el dominio de A. (b) Demuestre que para ma- 
ximizar el area de la regi6n mojada expuesta, h debe ser 
igual a r/Vl + x 2 ■ Sugerencia: para calcular A\h) apli- 
que el primer teorema fundamental del Calculo. 




Superficie del liquido 



56. La region limitada por la parabola x 2 = Apy y dentro del 
trifingulo formado por el eje x y las rectas 
y = x + Spyy = ~x + Sp, donde p > 0. 



64. Cuando se calcula el area de una region plana por medio 
de integraci6n, £en qu6 circunstancias es mfis conveniente 
utilizar (a) elementos rectangulares verticales de area y 
(b) elementos rectangulares horizontales de aYea? 
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4.9 VOLUMENES DE SOUDOS ME Dl ANTE LOS METODOS DE 
REBANADO, DE DISCOS Y DE ARAN DE LAS 

La definici6n del area de una region plana condujo a la definition de la inte- 
gral definida. En este proceso se empleo la formula de la geometria plana 
para el area de un rectangulo, Ahora se utilizar£ un proceso semejante con 
el prop6sito de obtener volumenes de algunos tipos particulares de solidos. 
Uno de estos solidos es el cilindro recto. 

Se dice que un solido es un cilindro recto si esta limitado por dos regio- 
nes planas congruentes R\ y /?2, que pertenecen a dos pianos paralelos, y por 
una superficie lateral generada por un segmento rectilineo, que tiene sus 
extremos en las fronteras o limites de R\ y /?2> e l cua * se desplaza siempre 
en forma perpendicular a los pianos de R\ y /?2- La figura 1 muestra un cilin- 
dro recto. La altura del cilindro es la distancia perpendicular entre los pia- 
nos de Ri y R 2 , y la base del cilindro es /?j o R 2 - Si la base del cilindro recto 
es una region limitada por un rectdngulo, se tiene un paralelepipedo 
rectangular, el cual se muestra en la figura 2, y si la base es una region aco- 
tada por una circunferencia, se tiene un cilindro circular recto, como se 
ilustraen la figura 3. 

Si el area de la base de un cilindro recto es A unidades cuadradas y su 
altura es h unidades y si V unidades cubicas es su volumen, entonces 

V = Ah 

Se utilizara esta formula a fin de obtener un metodo que proporcione la 
medida del volumen de un s61ido para el cual el area de cualquier section 
plana (region plana formada por la intersection de un piano y el solido) 
perpendicular a un eje es una funcion de la distancia perpendicular de la 
section plana desde un punto fijo del eje. La figura 4 muestra uno de estos 
solidos S que esta entre los pianos perpendiculares al eje x en a y b. Sea 
A (x) unidades cuadradas el area de la section plana de 5 perpendicular al 
eje x en x. Se requiere que A sea continua en [a, b\. 

Sea A una partition del intervalo cerrado [a, b] dada por 




FIGURA 2 




a = jcq < x\ < X2 < 



< x„ = b 



A{a) 



Entonces existen n subintervalos de la forma [jc;_i, *J, donde i = 1, 
2, . . . , n, donde la longitud del i-esimo subintervalo A ( x = x t - jc/_j. 
Elija cualquier ntimero w,-, con x t _i < w t < x h en cada subintervalo, y 
construya los cilindros rectos de alturas A,jc unidades y areas de seccio- 
nes planas de A(w;) unidades cuadradas. La figura 5 muestra el /-esimo ci- 
lindro recto, el cual recibe el nombre de elemento de volumen. Si A,V 
unidades cubicas es el volumen del z'-esimo elemento, entonces 

AfV = A(w t )AiX 

La suma de las medidas de los n elementos es 



A ; x 



A( W/ ) 




FIGURA 5 



5>iv = Xa( W( )v 



(i) 



la cual es una suma de Riemann. Esta suma es una aproximacion de lo que 
intuitivamente pensamos como el mimero de unidades cubicas del volumen 
del solido. Cuanto ma's pequefia se tome la norma || A || de la partition, tan to 
mas sera" mayor el valor de n, de modo que dicha aproximacion estara mds 
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cerca del numero V que deseamos asignar a la medida del volumen. Por 
tanto, se define V como el limite de la suma de Riemann en (1) cuando 
|| A || se aproxima a cero. Este limite existe porque A es continua en 
[a, b]. Entonces se tiene la siguiente definicion. 



4.9.1 Definicion del volumen de un solido 



Sea S un solido tal que 5 esta entre dos pianos perpendicularcs al eje 
x en a y b. Si la medida del irea de la section plana & perpendicular 
al eje x en x, esti dada por A(x)* donde A es continua en Ut t b], enton- 
ces la medida del volumen de S esta* dado por 



V= Km 2 A <"')M 

ii&ii-»o trr 



■f 



A(x)dx 



El termino rebanado se utiliza cuando se aplica esta definicitfn para 
calcular el volumen de un solido. El proceso es semejante al rebanado de 
una hogaza de pan en muchas porciones muy delgadas de modo que todas 
las porciones juntas constituye la hogaza completa. En el ejemplo ilustra- 
tivo siguiente se muestra que la definicion 4.9.1 es consistente con la for- 
mula de la geometrfa solida para el volumen de un cilindro circular recto. 




FIGURA 6 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 6 presenta un cilin- 
dro circular recto, que tiene una altura de h unidades y un radio de la base de 
r unidades, con los ejes coordenados dispuestos de modo que el origen esta 
en el centro de una base y su altura se mide a lo largo del lado positivo del 
eje jc. Una section plana a una distancia de jc unidades del origen tiene un area 
de A{x) unidades cuadradas, donde 

A(x) = nr 1 

Un elemento de volumen, mostrado en la figura 6, es un cilindro recto 
con un area de la base de A(w t ) unidades cuadradas y espesor de A z jc 
unidades. De este modo, si V unidades ciibicas es el volumen del cilindro 
circular recto, entonces 

n 

V= lim X^^/>V 



AN 



Jo 

■/' 

JQ 



A(x) dx 
nr 2 dx 



Jo 



= nr 2 h < 

En la definicion 4.9. 1 se puede sustituir x por v. En tal caso, S es un so- 
lido que estd entre pianos perpendiculares al eje v en c y d, y la medida del 
area de la section plana de S perpendicular al eje v en v esta dada por A( v), 
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FIGURA 7 



h-y 




donde A es continua en [c, d]. Entonces la medida del volumen de S esti 
dada por 

rt 

V = Mm ^^(WjOAj.y 



A ko 



-f 



A(y)dy 



W EJEMPLO 1 Utilice el m6todo de rebanado para calcular el 
volumen de una pir&mide cuya altura es de h unidades y cuya base es un cua- 
drado de lado de s unidades. 

Solution La figura 7 muestra la piramide y los ejes coordenados dis- 
puestos de modo que el centro de la base esta en el origen y la altura se mide 
a lo largo del lado positivo del eje y. La secci6n plana de la piramide per- 
pendicular al eje y en (0, y) es un cuadrado. Si la longitud del lado de este 
cuadrado mide z unidades, entonces por tridngulos semej antes (consulte la 
figura 8) 



FIGURA 8 



h - y h 

z= J(* - y) 

Por tan to, si A(y) unidades cuadradas es el area de la secci6n plana, entonces 

A(y) = £{h - y) 2 

La figura 9 muestra un elemento de volumen el cual es un cilindro recto de 
area A{w t ) unidades cuadradas y de un espesor de A,y unidades. De manera 
que si V unidades cubicas es el volumen de la piramide, entonces 




FIGURA 9 



lim ]►>(*,-) A,-y 



= A(y)dy 
Jo 

rh 



s 2 



-i: 



h 2 I 3 . 



y) 2 dy 

(* - y) 3 ' 



= \s 2 h 4, 

Ahora se mostrari c6mo aplicar la definicidn 4.9.1 a fin de calcular el 
volumen de un solido de revolution, el cual es un sdlido que se obtiene al 
girar una region de un piano alrededor de una recta del piano, llamada eje 
de revolution, el cual puede intersectar o no la regi6n. Por ejemplo, si la 
region limitada por una semicircunferencia y su didmetro se gira alrededor 
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FIGURA 10 




FIGURA 11 




AA 



FIGURA 12 




Aw,-) 



del diametro, se genera una esfera (refierase a la figura 10). Si la regi6n limi- 
tada por un triangulo rectangulo se gira alrededor de uno de sus catetos, se 
obtiene un cono circular recto (consulte la figura 11). 

Considere primero el caso en que el eje de revolucion es un limite de 
la region que se girara. Sea / la funcion continua en el intervalo cerrado 
[a, b], y suponga que /"(.*) s para toda x en [a, b]. Sea R la region limi- 
tada por la curva y = f(x\ el eje x y las rectas x = a y x .= b. La figura 12 
muestra la region R y el /-esimo rectangulo. Cuando el i-6simo rectingulo 
se gira alrededor del eje x se obtiene un elemento de volumen el cual es un 
disco cuya base es un circulo de radio f(w\) unidades y cuya altura mide 
A[X unidades, como se muestra en la figura 13. Si AjV unidades ciibicas es 
el volumen de este disco, entonces 

A.-V = 7i[f(w t )] 2 A iX 

Como existen n rectangulos, se obtienen n discos de esta manera, y la suma 
de las medidas de los voliimenes de estos n discos es 

]TA,V = 5>[/(MV)] 2 A,jc 

Esta es una suma de Riemann de la forma (1) donde A(w t ) = ff[/(w,-)] 2 . 
Por tanto, si V unidades ciibicas es el volumen del s61ido de revoluci6n, 
se deduce de la definicion 4.9.1 que Ves el limite de esta suma de Riemann 
cuando || A || se aproxima a cero. Este limite existe porque/ 2 es continua 
en [a, b], ya que se supuso que / es continua en ese intervalo. Entonces se 
tiene el siguiente teorema. 



4.9.2 Teorema 



Sea/ una funcitfn continua en el intervalo cerrado [a, b], y suponga 
que f{x) £ para loda x en [a, b]. Si S es el s61ido de revoluci<5n ob- 
tenido a) girar alrededor del eje x la region limit ad a por la curva 
y - /{x), e! eje x y las rectas x - a y x = b w y si V unidades cubi- 
cas es el volumen de 5, entonces 

HaJMoS 



H 



UMfds 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Calcule el volumen del s61ido 
de revolucion generado cuando la region acotada por la curva y = x 2 , el eje x 
y las rectas x = 1 y x = 2 se gira alrededor del eje x. Refierase a la figura 
14, la cual muestra la region y un elemento rectangular de drea. La figura 15 
presenta el solido de revoluci6n y un elemento de volumen. La medida del 
volumen del disco esta dado por 



A t V = K(wi 2 ) 2 AiX 

= 7tWi 4 AjX 
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Entonces 

n 
V = Hm V 7TWi 4 A;JC 

iuii-^ 

-r 

= *<i* s )]J 




|A||->0- 

x 4 dx 

J\ 

12 



A,* 



FIGURA 14 



= f n 
Conclusion: El volumen del solido de revoluci6n es ~ ;runidades ctibicas. 

A fin de apoyar ia evaluaci6n analftica de la integral definida se calcula 
en la graficadora 

NINT(*w 4 , 1,2) = 19.47787445 

el cual es el mismo valor, con diez digitos significativos, que el valor exacto 
de la respuesta anterior. A 

Cuando el eje de revolucion y una frontera de la region girada son el 
eje v o cualquier recta paralela al eje x o al eje y, se aplica un teorema se- 
mejante al teorema 4.9.2. 



^ EJEMPLO 2 Calcule el volumen del s61ido de revolucion ge- 
nerado al girar alrededpr de la recta x = 1 la region limitada por la curva 

(x - l) 2 = 20 - 4v 

y las rectas x - 1 , y = 1 , y = 3yala derecha de jc = ] . 

Sol UC ion La figura 16 muestra la region y un elemento rectangular 
de area. El solido de revolucion y un elemento de volumen se presentan en 
la figura 17. 

Al resolver la ecuacion de la curva para x se obtiene 



FIGURA 15 




x = g(y) 



g(y) = ^20 - Ay + 1 
FIGURA 16 



Sea g(y) = ^/20 - 4y + 1. Se toma una partition del intervalo [1, 3] 
del eje y. Si A,Vunidades ciibicas es el volumen del z-esimo disco, entonces 

A,-V= x[g(wi) - lJ 2 A;y 

= 7t[(^20 - 4wj + 1) - l] 2 A,y 
= ff(20 - 4wi)A iy 

Si V unidades cubicas es el volumen del solido de revolucion, entonces 

V= lim Y n(20 - 4w t ) A ( y 

l|A||-»0^t 



•f 



(20 - Ay) dy 



= 7r[20y - 2y 2 l 

= ff[(60 - 18) - (20 - 2)] 
= 24;r 



V- 
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Conclusion: 

cubicas. 



El volumen del s61ido de revoluci6n es 



24k unidades 
4 



FIGURA 17 



y=m 




FIGURA 18 





M-> 



SO;) 



Ahora suponga que el eje de revoluci6n no es una frentera de la region 
que se girara\ Sean f y g dos funciones continuas en [a, b] tales que 
f(x) > g(x) ^ para toda jc en [a, b]. Sea R la regi6n limitada por las cur- 
vas y = /(jc) y y = g(x) y las rectas jc = a y x = b. La regi6n R y el 
/'-esimo rectangulo se muestran en la figura 18, y el s61ido de revolution 
se presenta en la figura 19. Cuando el i-6simo rectangulo se gira alrededor 
del eje jc, se obtiene un anillo circular como el de la figura 20. La diferen- 
cia de las areas de las dos regiones circulares es (7r[/(w,)] 2 - n[g(wi)] 2 ) 
unidades cuadradas y el espesor es de A,-jc unidades. Si A,Y unidades cubi- 
cas es el volumen de la arandela, entonces 

A,V = K(U(wi)] 2 - [giw^AtX 

La suma de las medidas de los volumenes de las arandelas generadas al 
girar los elementos rectangu lares de area alrededor del eje jc es 

Esta es una suma de Riemann de la forma (1), donde (Aw,-) = 7r[/(w> ( -)] 2 - 
n[g(Wj)] 2 . De la definition 4.9.1, el numero de unidades cubicas del volu- 
men del solido de revoluci6n es el limite de esta suma de Riemann cuando 
|| A || se aproxima a cero. El limite existe puesto que/ 2 - g 2 es continua en 
[a, b] ya que fyg son continuas en ese intervalo. En consecuencia, se tiene 
el teorema siguiente. 



4.9,3 Teorema 



Sean/y g dos funciones continuas en el intervalo cerTado [a t b\ tales 
quc/(jf) a g(x) £ para toda x en [a, b]. Si V unidades cubicas 
es el volumen del s61ido de revolucidn generado al girar alrededor 
del eje x la region limitada por las curvas y = f(x) y y = g(x) y \as 
rectas x = ay x = £, entonces 

V = Urn X *G/<W»>P ~ WW|)P) A,* 

IUII-»0j-l 



i 



* (I fix)] 2 - lg(x)] 2 )dx 



FIGURA 20 



Como antes, cuando el eje de revoluci6n es el eje y o cualquier recta 
paralela al eje jc o al eje y, se aplica un teorema semejante al anterior. 

W EJEMPLO 3 Calcule el volumen del solido generado al girar 
alrededor del eje jc la region acotada por la parabola y = jc 2 + 1 
y la recta y = x + 3, 

Solution Los puntos de intersection de las dos curvas son (-1, 2) y 
(2, 5). La figura 21 muestra la regi6n y un elemento rectangular de area. 
El s61ido de revoluci6n y un elemento de volumen se presentan en la 
figura 22. 

Si /(jc) = jc + 3 y g(jc) = jc 2 + 1, entonces la medida del volumen de 
la arandela circular es 

AiV = xdfiwi)} 2 - [giwtf^AiX 
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w, *,' 



fix) = x + 3 
g(x) - x 2 + I 

FIGURA 21 



■■fix) Si V unidades cubicas es el volumen del solido, entonces 



V = lim X »([/CW|)] 2 " [*(",- )] 2 ) A.-jc 

= fff ([/W] 2 - kwiV 

= ?r [(jc + 3) 2 - (x 2 + \) 2 ]dx 

= n | (-jc 4 - x 2 + 6x + 8) dx 

1 - 5 - i x 3 + 3* 2 + 8*]^ 
= 7T[(- ^ - § + 12 + 16) - (I + I + 3 - 8)] 

Conclusion: El volumen del solido de revolucion es l -j-x unidades 
cubicas. A 




x = -4 




W EJEMPLO 4 Calcule el volumen del solido generado al girar 
alrededor de la recta x = -4 la region limitada por las dos parabolas 

X = y - y 2 y x = y 2 - 3. 

Solution Las curvas se intersectan en los puntos (-2, -1) y (- ~ , § ). La 
region y un elemento rectangular de area se muestran en la figura 23. La fi- 
gura 24 presenta el solido de revolucion asi como un elemento de volumen, 
el cual es una arandela. 

Sean F(y) — y - y 2 y G(y) = y 2 - 3. El numero de unidades cu- 
bicas del volumen de la arandela circular es 

A iV = K( [4 + F{wi)] 2 - [4 + GiwOftAty 

Por tanto, 

V = lim X K{[4 + F(w t )] 2 - [4 + G(w t )] 2 ) A ( -y 



*=G(y) 



i 1 



[(4 + y - y 2 ) 2 - (4 + y 2 - 3) 2 ].<fy 



3/2 
= 7r| (-2y 3 - 9y 2 + 8y + 15)dy 



3/2 



= w [- { y 4 - 3y J + Ay' + \5y\_ { 

= £* 

Conclusion: El volumen del solido de revolucio n es ™ n unidades 
cubicas. 

Los ejemplos anteriores m han presentado a proposito, de modo que 
el cdlculo pueda efectuarse facilmente a mano. En el ejemplo siguiente, 
FIGURA 23 que no corresponde a este caso, se necesitara la graficadora. 
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FIGURA 24 




[-6, 6] por [-4, 4] 
fix) = sen V* 2 +4 

g(x) = 4 - x 2 

FIGURA 25 



W EJEMPLO 5 Calcule con cuatro digitos significativos el vo- 
lumen del solido de revolucion generado al girar alrededor del eje x la region 
acotada por las graficas de 



fix) 



sen 



yjx 2 + 4 y g(x) = 4 - x 2 



Solucion Se trazan las grdficas de las dos ecuaciones en el rectangulo 
de inspection de [-6, 6] por [-4, 4], como se muestra en la figura 25. Debi- 
do a la simetrfa con respecto al eje y, se obtendra" un medio del volumen 
requerido al girar alrededor del eje x la regi6n limitada por las curvas en el 
primer cuadrante. Se necesita tomar una partition del intervalo [0, b], donde 
b es la coordenada x del punto de intersection de las dos curvas en el primer 
cuadrante. Se obtiene b empleando el proceso de intersection (intersect) o 
rastreo (trace) y aumento (zoom in) de la graficadora, resultando, con cua- 
tro digitos significativos, b — 1.905. 

Cada elemento de volumen es una arandela. Si V unidades cubicas es 
el volumen requerido, entonces 

\ = lim X *(W^)1 2 -t/K-)] 2 )^ 
1 Ha||-*o£{ 



J- 1.905 
K 


^0 



(bWl 2 - [f(x)] 2 )dx 



[(4 - x 2 ) 2 - sen 2 V* 2 + 4 ]dx 



Al evaluar la integral definida mediante NINT en la graficadora se obtiene 

;rNINT((4 - x 2 ) 2 - sen 2 Vx 2 + 4),0, 1.905) = 50.129 
Entonces 



3^ 




(w,,/(w.)) 



FIGURA 26 



j = 50.129 

V - 100.26 

Conclusion: El volumen del solido de revolucion, con cuatro digitos 
significativos, es 100.3 unidades cubicas. 4 

Como se ha visto, la obtenci6n de volumenes mediante los metodos 
de discos y de arandelas son casos especiales del calculo de volumenes del 
metodo de rebanado. A continuation se dara otro ejemplo de determination 
de un volumen por medio del metodo de rebanado. 

W EJEMPLO 6 Se corta una cuna de un cilindro circular recto, 
cuyo radio es r centimetros, mediante dos pianos, uno perpendicular al eje del 
cilindro y el otro intersecta al primero a lo largo de un diametro de la section 
plana circular formando un angulo de 60°. Calcule el volumen de la cuna. 

Solucion La cuna se muestra en la figura 26. El piano xy se considera 
como el piano perpendicular al eje del cilindro y el origen est£ en el punto 
de perpendicularidad. Entonces, una ecuacion de la section plana circular 
es x 2 + y 2 = r 2 . Toda section plana de la cuna, perpendicular al eje jc, es 
un triangulo rectangulo. Un elemento de volumen es un cilindro recto que 
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tiene una altura de A,x centimetros, y el area de su base esta dada por 
\ V3[/(wj)] 2 centimetros cuadrados, donde f(x) se obtiene al resolver la 
ecuaci<5n de l a circunfe rencia para y y considerando y ~ f(x), Por tan to, se 



Vr* 



tiene f(x) 



cuna, entonces 



x 2 . Asi, si V centimetros ciibicos es el volumen de la 



V = Km £ {V3(r 2 - w ( 2 ) A ( x 



= I V5 | (r 2 - * 2 ) d* 



= |V3[r 2 ,-i,3 ]: 



Conclusion: El volumen de la cuna es j V5r 3 cm 3 . 



EJERCICIOS 4.9 



£/i /os ejercicios 1 y 2 t deduzca la formula para el volumen 
del solido mediante el metodo de rebanado. 

1. Una esfera de radio r unidades. 

2. Un cono circular recto de altura h unidades y radio de ta 
base de a unidades. 

3. Determine el volumen del solido de revolucion generado 
cuando la region limitada por la curva y - jc 3 , el eje x y 
las rectas x - 1 y x = 2, se gira alrededor del eje x. 

4. Calcule el volumen del s61ido de revolucitfn generado 
cuando la region acotada por la curva y - x 2 + 1, el eje 
jc y las rectas x = 2 y jc = 3, se gira alrededor del eje jc. 

En los ejercicios 5 a 12, calcule el volumen del solido de 
revolucion generado cuando la region de la figura se gira 
alrededor de la recta indicada. Una ecuacion de la curva de 
la figura es y 2 = jc 3 . y 

5. OAC alrededor del eje jc. 

6. OAC alrededor de la recta AC, 

7. OAC alrededor de la recta BC, , 

8. OAC alrededor del eje v. 

9. OBC alrededor del eje v. 

10. OBC alrededor de la recta BC, 

11. OBC alrededor de la recta AC, 

12. OBC alrededor del eje jc. 



En los ejercicios 13 a 16 t calcule el volumen del solido de re- 
volucion generado al girar alrededor de la recta indicada la 
region acotada por la curva y = 4x , el eje xy la recta x = 4. 



C(4, 8) 




13. La recta jc 
15. EI eje v. 



4, 



14. El eje jc. 
16. La recta v 



2. 



17. Obtenga la f6rmula del volumen de una esfera al girar 
alrededor del eje jc la regi6n limitada por la circunferen- 
r 2 y el eje jc. 



^ te, se gira alrededor del eje jc. Calcule el 



ciajc 2 + v 2 



18. Deduzca la formula para el volumen de un cono circular 
recto de altura de h unidades y cuyo radio de la base mide 
a unidades al girar la region limitada por un triangulo 
rectangulo alrededor de uno de sus catetos. 

19. Obtenga la formula para el volumen de un cono circular 
recto truncado que se obtiene al girar el segmento recti- 
lineo que va de (0, b) a {K a) alrededor del eje jc. 

20. Calcule mediante el metodo de rebanado el volumen de 
un tetraedro que tiene tres caras mutuamente perpen- 
diculares y tres aristas mutuamente perpendiculares cuyas 
longitudes son de 3, 4 y 7 pulg, respectivamente. 

21. La region acotada por la curva v = sec jc, el eje jc, el eje v 
y la recta jc 
volumen del s6Iido generado. 

22. Calcule el volumen del solido de revolucion generado 
cuando la region limitada por la curva v = esc jc, el eje jc y 
las rectas jc= |^yjc= ^;r, se gira alrededor del eje jc. 

23. Obtenga el volumen del solido de revolucion generado si 
la region acotada por un arco de la curva senoidal se gira 
alrededor del eje jc. Sugerencia: emplee la identidad 
sen 2 jc = ^(1 - cos 2jc). 

24. La region limitada por el eje v y las curvas v = sen jc y 
v = cos jc para < jc < i;r, se gira alrededor del 
eje jc. Calcule el volumen del solido generado. Sugeren- 
cia: utilice la identidad cos 2 jc - sen 2 jc = cos 2jc. 

25. Determine el volumen del solido generado si la regi6n 
del ejercicio 23 se gira alrededor de la recta v = 1. 

26. Obtenga el volumen del solido generado si la region 
del ejercicio 24 se gira alrededor de la recta v = 1 . 

27. La region acotada por la curva v = cot jc, la recta 
jc = I n y el eje jc se gira alrededor del eje jc. Calcule 
el volumen del solido generado? 

28. La region limitada por la curva v = tan jc, la rec- 
ta jc = | n y el eje jc se gira alrededor del eje jc. Deter- 
mine el volumen del solido generado. 
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29. Obtenga el volumen del s61ido generado al girar alrededor 
de la recta jc = -4 la regi6n limitada por esa misma recta 
y la parabola x = 4 + 6y - 2y 2 . 

30. Calcule el volumen del solido generado a] girar alrededor 
del eje jc la regi6n acotada por la parabola v 2 = 4jc y 
la recta y - jc. 

31. Obtenga el volumen del s61ido generado al girar la regi6n 
del ejercicio 30 alrededor de la recta x = 4. 

32. Detennine el volumen del solido generado al girar alre- 
dedor del eje y la regi6n acotada por la recta que pasa por 
los puntos (1,3) y (3,7) y las rectas y = 3, y = 7 y 
x = 0. 

33. Calcule el volumen del solido generado al girar alrededor 
de la recta y = -3 la regi6n limitada por las dos parabolas 

y = x 2 y y = 1 + x - x 2 . 

34. Obtenga el volumen del solido generado al girar alrededor 
del eje jc la region acotada por el lazo (o bucle) de la 
curva cuya ecuaci6n es 2y 2 = x(x 2 - 4). 

35. Determine el volumen del solido generado cuando la re- 
gion limitada por el bucle (o lazo) de la curva que tiene 



la ecuaci6n Jt 2 y 2 



(jc 2 - 9)(1 - jc 2 ), se gira alrededor 



36. 



del eje jc. 

Un tanque petrolero tiene la forma de una esfera con un 
diametro de 60 pie. ^Cu&nto petroleo contiene el tanque si 
la profundidad del petroleo es de 25 pie? 

37. La region acotada por la curva y = esc jc y las rectas 



y = 2, jc = \*t y x 



- | 7t, se gira alrededor del eje x. 



38. 



39. 



40. 



Calcule el volumen del solido generado. 

La regi6n del primer cuadrante limitada por la curva 
y = sec jc, el eje y y la recta y - 2, se gira alrededor del 
eje x. Determine el volumen del s61ido generado. 

Al girar alrededor del eje jc la regi6n limitada por 
ta curva y = ~Jlx + 4 , el eje jc, el eje y y la recta x = c 
(c > 0), se gener6 un solido de revoluci6n. ^Para que* 
valor de c el volumen del s61ido sera" de 12;r unidades 
cubicas? 



La regi6n del primer cuadrante acotada por los ejes 
coordenados, la recta y = 1 y la curva y = cot jc, se 
gira alrededor del eje jc. Obtenga el volumen del s61ido 
generado. 

En los ejercicios 41 a 50, utilice la graficadora para calcular 
el volumen del solido generado al girar la region dada alrede- 
dor del eje indicado. Exprese la respuesta con cuatro digitos 
significativos. 



41. La region limitada por la grafica de y = t^* 3 + 4, el 
eje x, el eje y y la recta jc = 2, alrededor del eje jc. 

La region acotada por la grafica de y = V* 4 - 5, el 
eje jc y las rectas jc = 2 y jc = 3, alrededor del eje jc 

La region limitada por la grafica de y = ^/jc 3 + 4 , el 
eje y y la recta y = 3, alrededor del eje y. 

La regi6n acotada por la graTica de y - ^jc 4 - 5 , el 
eje jc, el eje y y la recta y = 4, alrededor del eje y. 



42. 



43. 



44. 



45. La regi6n limitada por la grafica de y = sen jc 3 , el eje y y 
la recta y = 1, si jc G [0, V#A2]> alrededor del eje jc. 

46. La regi6n acotada por la graTica de ,y - tan jc 2 , el eje y 
y la recta y - 1, si jc G [0, V*r/2], alrededor de la recta 
y = 1. 

47. La region del ejercicio 45 alrededor de la recta y = 2. 

48. La regi6n del ejercicio 46 alrededor de la recta y = -1. 

49. La region acotada por las graTicas de y = sen jc + 2, 
y = tan jc, y el eje y, alrededor del eje jc. 

50. La region limitada por las graTicas de y = jc 2 - 1 
y y = cost* 2 + 2), alrededor del eje jc. 

51. La base de un s61ido es la regi6n acotada por una elipse 
que tiene la ecuaci6n 3jc 2 + y 2 = 6. Calcule el volu- 
men del sdlido si todas las secciones planas perpen- 
diculares al eje jc son cuadrados. 




52. La base de un s61ido es la regi6n limitada por la hiperbola 
25JC 2 - 4y 2 = 100 y la recta jc = 4. Calcule el volumen 
del s61ido si todas las secciones planas perpendiculares al 
eje jc son cuadrados. 

53. La base de un s61ido es la regi6n acotada por una circunfe- 
rencia que tiene un radio de 7 cm. Calcule el volumen del 
s61ido si todas las secciones planas perpendiculares a un 
diametro fijo de la base son tridngulos e^uil&eros. 




54. La base de un s61ido es la region del ejercicio 52. Calcule 
el volumen del s61ido si todas las secciones planas perpen- 
diculares al eje jc son tri&ngulos equil&teros. 

55* La base de un s61ido es la regi6n del ejercicio 53. Calcule 
el volumen del solido si todas las secciones planas perpen- 
diculares a un diametro fijo de la base son triangulos is6s- 
celes cuya altura es igual a la distancia de la secci6n plana 
al centro de la circunferencia. El lado que esta sobre la 
base del solido no es uno de los lados iguales del triangulo. 

56. La base de un solido es la region limitada por una cir- 
cunferencia cortun radio de r unidades, y todas las seccio- 
nes planas perpendiculares a un diametro fijo de la base 
son triangulos rectingulos is6sceles que tienen la hipote- 
nusa en el piano de la base. Calcule el volumen del solido. 



4.10 VOLUMENES DE S6UDOS MEEHANTE EL METODO DE CAMS CIUNDRICAS 391 



57. Resuelva el ejercicio 56 si los triangulos rectangulos isos- 
celes tienen un cateto en el piano de la base. 



58. 



59. 



60. 



61. 



La base de un sdlido es la region limitada por una cir- 
cunferencia con un radio de 4 pulg, y cada secckin plana 
perpendicular a un diametro fijo de la base es un triangulo 
isosceles que tiene una altura de 10 pulg y cuya base es 
una cuerda de la circunferencia. 

La base de un sdlido es la regidn acotada por la curva 
x - 2y[y y las rectas x>+y = 0yy~9. Calcule el 
volumen del s<51ido si todas las secciones planas perpen- 
diculares al eje y son cuadrados que tiene una diagonal 
con un extremo en la recta x + y ~ y el otro extremo 
en la curva x = 2^/>. 

Dos cilindros circulares rectos, cada uno de radio de r 
unidades, tienen ejes que son perpendiculares. Calcule el 
volumen de la portion comun de los dos cilindros. 




st 



Dos cilindros Intersection de los cilindros 

De un s61ido que tiene forma de cilindro circular recto 
de r centfmetros de radio, se corta una cufta mediante un 



piano que pasa por un diametro de la base del cilindro 
y que forma un angulo de 45° con el piano de la base. 
Calcule el volumen de la curia. 




62. De un sdlido que tiene forma de cono circular recto cuyo 
radio de la base es de 5 pie y cuya altura mide 20 pie, se 
corta una cuna mediante dos semiplanos que pasan por el 
eje del cono. El angulo formado por los dos semiplanos 
mide 30°. Calcule el volumen de la cufia. 

63. Al girar la parabola y 2 = 4px alrededor del eje x se 
obtiene un paraboloide de revolution. Calcule el volu- 
men del s61ido limitado por un paraboloide de revolucidn 
y un piano perpendicular a su eje si el piano estd a 10 cm 
del v&tice, y si la secci6n plana de intersecci6n es un 
cfrculo que tiene un radio de 6 cm. 

64. Explique la relaci6n entre calculo de volumenes mediante 
el m£todo de rebanado y cdlculo de volumenes por medio 
de los metodos de discos y de arandelas. 



4.10 VOLUMENES DE SOUDOS MEDIANTE EL METODO DE 
CAPAS CIUNDRICAS 

En la secci6n anterior se determin6 el volumen de un sdlido de revolucion 
tomando los elementos rectangulares de area perpendiculares al eje de revo- 
lucion, y los elementos de volumen obtenidos fueron discos o arandelas. Para 
algunos s61idos de revolucidn este m&odo puede no ser factible. Por ejem- 
plo, suponga que se desea calcular el volumen exacto del s61ido de revolu- 
cidn obtenido al girar alrededor del eje y la regi6n limitada por la graTica 
de y = 3x - jc 3 , el eje y y la recta y = 2. Esta regi6n se muestra en la fi- 
gura 1. Si un elemento de area es perpendicular al eje y como se presenta 
en la figura, el elemento de volumen es un disco, y determinar el volumen 
del s61ido de revoluci6n implica una integral de la forma J A(y) dy. Pero 
para obtener una formula de A(y) se necesita resolver la ecuaci6n cubica 
y = 3 jc - jc 3 , para jc en t6rminos de y, \o cual es una tarea muy laboriosa. De 
modo que ahora se estudiar^ un procedimiento alternativo para calcular el 
volumen de un s61ido de revolucidn, el cual es mis facil de aplicar en 6ste 
y algunos otros casos. 

El m&odo implica considerar los elementos rectangulares de area 

paralelos al eje de revolucidn. Despu6s, cuando un elemento de area se 

gira alrededor del eje de revolucion se obtiene una capa ciUndrica, Una 

FIGURA 1 capa cilindrica es un s61ido contenido entre dos cilindros que tienen el 
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mismo centro y el mismo eje. En la figura 2 se muestra una capa cilindrica 
de 6stas. 

Si la capa cilindrica tiene un radio interior de ry unidades, un radio 
exterior de r 2 unidades y una altura de h unidades, entonces su volumen V 
unidades cubicas esta* dado por 



V - izr 2 2 h - Kr^-h 



(1) 



FIGURA 2 




Sea R la region limitada por la curva y = /(jc), el eje x y las rectas 
x = a y x — b, donde / es continua en [a, b] y f(x) > para toda x en 
[a, b\\ adem6s, suponga que a > 0. La region R se muestra en la figura 3. 
Si R se gira alrededor del eje y, se genera un solido de revolution 5. Dicho 
solido se muestra en la figura 4. Para calcular el volumen de S cuando se 
toman los elementos rectangulares de area paralelos al eje y, se procede en 
la siguiente manera. 

Sea A una partition del intervalo cerrado [a, b] dada por 



y=m 



a = xq < x\ < X2 < 



< *, 



■»-l 



< x„ = b 



FIGURA 3 




Sea m, el punto medio del /-esimo subintervalo [jc,*_ j, jcJ. Entonces se 
tiene que m,- = £tx/_i + *,*). Considere el rect6ngulo cuya altura es/(m;) 
unidades y cuyo ancho es de A t x unidades. Si este rectangulo se gira alre- 
dedor del eje y, se obtiene una capa cilindrica. La figura 4 muestra la capa 
cilindrica generada por el elemento rectangular de £rea. 

Si A,y proporciona la medida del volumen de esta capa cilindrica, en- 
tonces se tiene de la f6rmula (1), donde r\ — jc,_i, rj = x- x y h = f(m t ), 
de modo que 

A/V = nxi 2 f(mi) - nxi-^fimi) 

A.-V = 7T{Xi 2 - Xi-ftfiMi) 

A t V = n(Xi - * M )(*,- + JC;-i)/(mi) 

Como x t - jc r -_! = A,-*, y puesto que jc,- + jc,_i = 2m;, entonces al sus- 
tituir en la ecuacion anterior se tiene 

A^V = InrnJim^AiX 

Si los n elementos rectangulares de area se giran alrededor del eje 
v, se obtienen n capas cilindricas. La suma de las medidas de sus volii- 
menes es 



£A,V - ^iTtmJimi) A iX 



, IGURA 4 



la cual es una suma de Riemann. El limite de esta suma de Riemann cuan- 
do || A || se aproxima a cero existe porque/es continua en [a, b], de modo 
que tambien lo es la funcion cuyos valores son 2 Kxf{x). El limite es la in- 
tegral definida \ a 2nxf{x) dx, y proporciona el volumen del solido de re- 
voluci6n. Este resultado se resume en el teorema siguiente. 



4.10.1 Teorema 



Sea / una funcitfn continua en el- intervalo cerrado [a, hi donde 
a > 0. Suponga que/(jr) 2 para toda Jt en |a, b\. Si /? es la region 
limitada por la curva y = /(jc), el eje x y las rectas x = a y x = b y 
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si S es el s6lido de revoluri6n que *e obtienc al girar R alrededor de] 
eje v T y si V unidades ctibicas e$ el volumen d© S, entonces 



I|a||-*<» £f 



= 2ff[ 

Ja 



xf(x) dx 





Aunque la validez de este teorema puede resultar obvia debido a las 
explicaciones anteriores, la demostraci6n requiere probar que se obtie- 
ne el mismo volumen mediante el metodo de discos del teorema 4.9.2. En 
el numero de febrero de 1984 de la revista American Mathematical Monthly 
(Vol. 91, No. 2), Charles A. Cable de Allegheny College proporciona una 
demostracion utilizando integration por partes, tema de la section 7.1. 

La f6rmula de la medida del volumen de una capa cilfndrica es f£cil 
de recordar observando que 27tm h /(m^) y A,jc son, respectivamente, las 
medidas de la circunferencia que tiene como radio el promedio de los ra- 
dios interno y externo (o radio medio) de la capa, la altura de la capa, y el 
espesor de la capa, De este modo, el volumen de la capa es 

2/c(iadio medio)(dtuTa)(espesor) 



^ EJEMPLO I La region limitada por la curva v = jc 2 , el eje x 
y la recta jc = 2 se gira alrededor del eje v. Calcule el volumen del solido 
generado. Considere los elementos de area paralelos al eje de revolution. 

Solution La figura 5 muestra la region y un elemento rectangular de 
area. La figura 6 muestra el solido de revolution y la capa cilfndrica obte- 
nida al girar el elemento rectangular de drea alrededor del eje v. 

El elemento de volumen es una capa cilfndrica cuyo volumen es 



A ,- V = 2 Km t (mi 2 ) A t x 
= 2nm$ A,-jc 


De este modo, 


n 

V = lim Y 2nm? A.x 


- 2n\ x*dx 
Jo 


= 8tt 


Conclusion: El volumen del 



FIGURA 6 



En el siguiente ejemplo se calcula el volumen del solido de revoluci6n 
discutido al principio de esta secci6n. 
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FIGURA 7 




FIGURA8 



jc = 2 




W CJEMPLO 2 Determine el volumen del s61ido de revoluci6n 
generado al girar alrededor del eje y la regi6n limitada por la graTica de 
y = 3x - x 3 , el eje y y la recta y = 2. 

Sol UC i6n Sea/U) = 3x - x 3 . La figura 7 muestra la region y un ele- 
mento rectangular de area paralelo al eje y. El s61ido de revoluci6n y una 
capa cilindrica, elemento de volumen, se presentan en la figura 8. El radio 
medio de la capa cilindrica es m r - unidades, la altura es [2 - /(m,-)] unidades 
y el espesor es A,* unidades. Por tanto, si A, V unidades cribicas es el volu- 
men de la capa cilfndrica, entonces 

A,V= 2rtm i [2-f(m i )]A i x 

De modo que si V unidades cubicas es el volumen del s61ido de revoluci6n, 
entonces 

n 

V = lim £ 2;rm ( [2 - f(m f )] A(X 



= lit 
Jo 

r 



x[2 - f(x)] dx 



= 2n\ jc(2 - 3* + jc 3 ) dx 



= In (2x- 3x 2 + x 4 )dx 



i 



* 3 + ^ 



= 2nd - 1 + J) 

= 1* 

Conclusion: El volumen del s61ido es ~ n unidades cubicas. 



W EJEMPLO 3 La regi6n limitada por la curva y = x 2 y las 
rectas y = 1 y x = 2 se gira alrededor de la recta y = -3, Obtenga 
el volumen del s61ido generado al considerar los elementos rectangulares de 
area paralelos al eje de revolution. 

Solucion La regi6n y un elemento rectangular de area se muestran en 
la figura 9. 

La ecuaci6n de la curva es y = x 2 , Al resolver esta ecuaci6n para x 
se obtiene x = ±Jy. Como x > para la regi6n dada, entonces x = Jy . 

El s61ido de revolucidn y una capa cilindrica, elemento de volumen, se 
muestran en la figura 10. El radio exterior de la capa cilindrica es (y ( - + 3) 
unidades, mientras que el radio interior es (y,_| + 3) unidades. En conse- 
cuencia, el radio medio es (m,- + 3) unidades, Como la altura y el espesor 
de la capa cilindrica son, respectivamente, (2 - ^Jmi) unidades y A,-y 
unidades, entonces 



FIGURA 9 



A/V = 2n(mi + 3)(2 - V^) A i v 
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y«-3 



FIGURA 10 






[-6, 6] por[- 4, 4] 



f(x) - sen 4x 2 + 4 
g(x) = 4 - x 2 

FIGURA 11 



En consecuencia, si V unidades cubicas es el volumen del solido de revo- 
luci6n, entonces 



V = lim Y^lKimi + 3) (2 - ^) A ( y 

l|A||-»0 ~ 

= j 2^(7 + 3)(2- Vy)^ 

= 2tf (-y 3/2 + 2y - 3y 1/2 + 6)dy 
.= 2*[- | y 5 ' 2 + y 2 - 2y 5 ' 2 + 6y] 4 



_ 66 _ 



Conclusion: El volumen del stflido es y^ unidades cubicas. 



W EJEMPLO 4 Calcule con cuatro digitos significativos el vo- 
lumen del s61ido generado al girar la region del ejemplo 5 de la secci6n 4.9 
alrededor del eje v. 

Sol UC ion En la figura 1 1 se repite la figura 25 de la secci<5n 4.9, la cual 
muestra las graficas de 

fix) = sen six 2 + 4 y g(x) = 4 - x 2 

trazadas en el rectangulo de inspection de [-6, 6] por [-4, 4]. Debido a la 
simetrfa con respecto al eje v, se obtiene el s61ido completo al girar unica- 
mente la region acotada por las curvas en el primer cuadrante. Por tanto, se 
toma una partition del intervalo [0, 1.905]. Con elementos rectangulares 
de area paralelos al eje de revolution se obtienen como elementos de volu- 
men, capas cilindricas que tiene un radio medio de m,- unidades, una altura 
de [gimi) - f(nti)] unidades y un espesor de A,jc unidades. Por tanto, 
si A; V unidades cubicas es el volumen del s61ido de revolution, entonces 

AjV = 2nmilg(mi) - /(«,-)] A t x 

De modo que si V unidades cubicas es el volumen del s61ido de revolution, 
entonces 



V = „ H F X 2**1,- [*(#»,■) ~ f( m i )1 &i* 



"I 
-I 



1.905 



2nx[gix) - fix)] dx 



1.905 



2^jc[(4 - jc 2 ) - senV* 2 + 4]dx 



Al evaluar la integral definida con cuatro digitos significativos en la grafi- 
cadora se obtiene 

NINT(2;rjt(4 - x 2 - senV* 2 + 4), 0,-1.905) - 17.41 

Conclusion: El volumen del solido con cuatro digitos significativos es 
17.41 unidades cubicas. 4 
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EJERCICIOS4.10 



1-12. Resuelva los ejercicios 5 a 16 de la section 4.9 median- 
te el metodo de capas cilindricas. 

En la figura adjunta, la region limitada por el eje x, la recta 
x = • 1 y la curva y ~ x 2 se denota por R x ; la region acotada 
por las curvas y = x 2 y y 2 = x se representa mediante R 2 ; y 
la regidn limitada por el eje y, la recta y = 1 y la curva 
y 2 = x se denota por R 3 . En los ejercicios 13 a 20, calcule el 
volumen del sdlido generado cuando la regidn indicada se 
gira alrededor de la recta dada. 



C(h 1) 




15. 



16, 



13. /?| se gira alrededor del eje y; los elementos rectangulares 
son paralelos al eje de revolution. 

14. Igual que en el ejercicio 13, pero los elementos rectangu- 
lares son perpendicu lares al eje de revolucion. 

R 2 se gira alrededor del eje x; los elementos rectangulares 
son paralelos al eje de revolucidn. 

Igual que en el ejercicio 15, pero los elementos rectangu- 
lares son perpendiculares al eje de revolucion. 

17. R 3 se gira alrededor de la recta y = 2; los elementos 
rectangulares son paralelos al eje de revolucion. 

18. Igual que en el ejercicio 17, pero los elementos rectangu- 
lares son perpendiculares al eje de revoluci6n. 

19. R 2 se gira alrededor de la recta jc = -2; los elementos 
rectangulares son paralelos al eje de revolucion. 

20. Igual que en el ejercicio 19, pero los elementos rectangu- 
lares son perpendiculares al eje de revolucion. 

En los ejercicios 21 a 24, la regidn acotada por las curvas 
x = y 2 - 2 y x = 6 - y 2 se gira alrededor del eje indica- 
do. Determine el volumen del solido generado. 

21. Elejejc. 22. El eje y. 

23. La recta jc - 2. 24. La recta y = 2. 

25. Obtenga el volumen del solido generado si la region limi- 
tada por la parabola y 2 = 4px(p > 0) y la recta x - p, 
se gira alrededor de la recta x = p. 

26. Determine el volumen del solido generado si la region 
del ejercicio 25 se gira alrededor del eje y. 

27. Calcule el volumen del solido generado al girar alrededor 



28. Obtenga el volumen del solido generado al girar la regidn 
del ejercicio 27 alrededor de la recta jc = 1 . 

29. Determine el volumen del solido generado al girar la re- 
gion del ejemplo 2 alrededor de la recta jc = 1 . 

30. Calcule el volumen del sdlido generado al girar alrededor 
del eje y la region acotada por la grafica de y = 4jc - 
| jc 4 , el eje jc, el eje y y la recta jc = 2. 

31. Obtenga el volumen del solido generado al girar la regi6n 
del ejercicio 30 alrededor de la recta jc = 2. 

32. Determine el volumen del s61ido generado al girar la 
regi6n limitada por la grdfica de y = 4jc - | jc 4 , el eje y 
y la recta y = 6 alrededor de la recta x = 2. 

33. Calcule el volumen del solido generado al girar la regi6n 
del ejercicio 32 alrededor del eje y. 

34. Obtenga el volumen del sdlido generado al girar alrede- 
dor del eje jc la region acotada por las curvas y = jc 3 y 
jc = y 3 . Considere los elementos rectangulares de area 
paralelos a) eje de revolucion. 

35. Determine el volumen del solido generado al girar alre- 
dedor de la recta y = 1 la regi6n limitada por esa recta y 
la parabola jc 2 = 4y. Considere los elementos rectan- 
gulares de area paralelos al eje de revoluci6n. 

36. Calcule el volumen del sdlido generado al girar alrededor 
del eje y la regidn acotada por la curva jc 2 ' 3 -f y 2 ' 3 = a 2 ' 3 . 

37. Obtenga el volumen del solido generado al girar alrede- 
dor del eje y la region limitada por la curva y = sen jc 2 , 



el eje jc y las rectas jc 



. yfn y x = 4n . 



del eje y la regidn limitada por la grafica de y 
el eje jc y la recta jc = 1. 



3jc 



38. Determine el volumen del sdlido generado al girar alre- 
dedor del eje y la regidn del primer cuadrante acotada por 
la curva y = cos jc 2 y los ejes coordenados. 

39. La regidn del primer cuadrante limitada por la curva 
jc = cos y 2 , el eje y y el eje jc, con < jc < 1, se gira al- 
rededor del eje jc. Calcule el volumen del sdlido generado. 

40. Obtenga el volumen del sdlido generado al girar alrede- 
dor del eje y la regidn limitada por la grafica de 
y = | jc - 3 | , y las rectas x = 1 , x - 5 y y = 0. Tome 
los elementos rectangulares paralelos el eje de revolucidn. 

En los ejercicios 41 a 50, utilice la graficadora para calcular 
el volumen del sdlido generado al girar alrededor del eje in- 
dicado la regidn del ejercicio senalado de la seccion 4.9. 
Emplee el metodo de capas cilindricas para expresar la res- 
puesta con cuatro digitos significativos. 

41. La regidn del ejercicio 4 1 alrededor del eje y. 

42. La regidn del ejercicio 42 alrededor del eje y. 

43. La regidn del ejercicio 43 alrededor del eje jc. 

44. La regidn del ejercicio 44 alrededor del eje jc. 

45. La regidn del ejercicio 45 alrededor del eje y. 

46. La regidn del ejercicio 46 alrededor de la recta jc = j 4x 

47. La regidn del ejercicio 47 alrededor de la recta jc = 2. 

48. La regidn del ejercicio 48 alrededor de la recta jc = -1 
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49. La regi6n del ejercicio 49 alrededor del eje y. 

50. La region del ejercicio 50 alrededor de la recta jc - 1 . 

51. Se perfora un agujero de 2 V3 pulg de radio a traves del 
centro de un solido de forma esferica de 4 pul de radio. 
Determine el volumen del solido extraido. 

52. Se perfora un agujero de 2 cm de radio a trav6s del centro 
de un s61ido en forma de esfera con un radio de 6 cm, y 
el eje del agujero es un diametro de la esfera. Obtenga el 
volumen de la parte del s61ido que qued6. 

53. Un solido de revolution se genera al girar alrededor del 
eje y la region acotada por la curva y = l[x , el eje x y la 



recta x = c (c > 0). Considere los elementos rectangu- 
lares de area paralelos al eje de revolution a fin de calcular 
el valor de c para el cual el solido tenga.un volumen de 
12;runidades cubicas. 

54. Determine el volumen del solido generado al girar alrede- 
dor del eje y la region exterior a la curva y = x 1 y entre 
las rectas y = 2x~\yy = x + 2. 

55. Explique en que c ire un stand as es preferible calcular 
volumenes de solidos de revolution median te el metodo 
de capas cilindricas al metodo de discos o de arandelas. 
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 4 



1. Defina una antiderivada de una funci<5n/en un intervalo /. 

2. Escriba una ecuacion satisfecha por dos funciones f y g 
que tengan la misma antiderivada. 

3. ^Como se sabe que una antiderivada de una funci6n / en 
un intervalo / permite obtener todas las antiderivadas de / 
en /? Invente un ejemplo particular. 

4. ^Como se demuestran los teoremas sobre antiderivacion? 

5. Explique c6mo se antideriva una funci6n polinomial. In- 
vente un ejemplo para ilustrar la explication. 

6. En economia, <,que funciones pueden obtenerse mediante 
la antiderivacion de otras funciones? 

7. iQue es la regla de la cadena para antiderivacion, y 
como esta relacionada con la regla de la cadena para 
diferenciacion? 

8. Invente un ejemplo para mostrar c6mo se emplea la regla 
de la cadena para la antiderivacion como una tecnica de 
antiderivacion. 

9. Explique cuando un cambio de variable es una tecnica 
conveniente de antiderivaci6n. 

10* Invente un ejemplo para ilustrar como se utiliza un cam- 
bio de variable como tecnica de antiderivacion. 

11. i,Que es una ecuacion diferencial separable*} 

12. t-Que se entiende por solucion completa de una ecuacidn 
diferencial? 

13. Si un objeto se mueve libremente sobre una recta vertical, 
£c6mo se obtiene una ecuacion diferencial del movimien- 
to que involucre la velocidad y el tiempo? 

14. Si un objeto se mueve libremente sobre una recta vertical, 
i,como se conoce la velocidad initial utilizada en la solu- 
tion de la ecuacibn diferencial de movimiento? 

15. Si se sabe que la velocidad de un objeto es una funcion 
del tiempo, ^como se obtiene una ecuacion diferencial del 
movimiento que relatione la distancia y el tiempo? 

16. Si un objeto se mueve libremente hacia arriba y despues 
hacia abajo, ^como se determina (a) la altura que alcan- 
zar£ el objeto, (b) cuanto tiempo tardara el objeto en al- 



canzar el suelo, y (c) con que rapidez golpea el objeto 
el suelo? 



17 



18. 



19 



^Como se utiliza la notacion sigma para escribir una suma 
finita? Invente un ejemplo. 

De una definition precisa, que implique unicamente 
rectingulos inscritos, del area de una region plana limi- 
tada por la grafica de una funcion /, el eje x y las rectas 
jr = ayjr = £si/es continua en el intervalo cerrado 
[o, b] yf{x) > para toda x en [a, b], 

Responda la sugerencia 18 si la definition debe involu- 
crar solo rectangulos circunscritos. 

20. Explique por qu6 parece posible que el area de la region 
plana de las sugerencias 18 y 19 pueda definirse mediante 
rectingulos inscritos o circunscritos. 

21. Invente un ejemplo de una funcion no polinomial y elija 
valores espeefficos para a y b que muestren como se 
aplica la definition de la sugerencia 1 8. 

Utilice el ejemplo de la sugerencia 21 para ilustrar como 
se aplica la definition de la sugerencia 1 9. 

^Que es una particion de un intervalo cerrado [a, b] y que 
es la norma de la particion? Invente un ejemplo que ilus- 
tre estos conceptos. 

^Que es una suma de Riemannl Invente un ejemplo para 
ilustrar este concepto. 

£,Cual es la relation entre integrales definidas y sumas de 
Riemann? Incluya un ejemplo en su respuesta. 

^Que es una integral definida y como se relaciona con el 
area de una region plana? Incluya ejemplos en su respuesta. 

27. Invente un ejemplo de una integral definida que satisfaga 
la siguiente condition y explique como determinar que el 
ejemplo satisface la condition sin evaluar la integral de- 
finida: (a) el valor es positivo; (b) el valor es negativo; 
(c) el valor es cero. 

Si a, b y c son tres rtumeros de un intervalo cerrado en el 
que la funci6n / es integrable, establezca un teorema que 
proporcione una igualdad que contenga las integrales fi- 
nitas de / y los tres intervalo s cerrado s [a, b], [a, c] y 



22. 



23. 



24. 



25. 



26. 



28. 



398 CAPJTUL0 4 INTEGRAL DEFINI DA E INTEGRAC ION 



[b, c]. ^Existe alguna restriction en el orden de las magni- 41. 
tudes de a, b y c? Explique su respuesta e invente un 
ejemplo. 

Establezca un teorema que proporcione una condition su- 
ficiente para que una funcion sea integrable en el intervalo 
cerrado [a, b]. ^Es la condici6n tambi6n necesaria? Expli- 
que su respuesta. 

Enuncie la hipotesis de un teorema que garantice que la 
integral definida de una funcion /en [a, b] es mayor que o 
igual a la integral definida de una funcion g en el intervalo 
[a, b\. Invente un ejemplo para ilustrar su respuesta. 

Si la funcion /es continua en el intervalo cerrado [a, b] y si 
my M son, respectivamente, los valores de funcion mini- 
mo absoluto y maximo absoluto en [a, b], ^que desigual- 
dad continua es satisfecha por la integral definida de/en 
[a, b]l De un ejemplo que ilustre su respuesta. 

Establezca el teorema del valor medio para integrales. 
Invente un ejemplo para ilustrar este teorema. 

Describa la interpretation geometrica del teorema del va- 
lor medio para integrales. Utilice un ejemplo particular en 44 
la descripcion. 

Si la funcion /es integrable en el intervalo cerrado [a, b], 
^que es el valor promedio de/en [a, £]? Invente un ejem- 45 
plo para mostrar como se calcula el valor promedio de 
una funcion en un intervalo cerrado. 

Enuncie el primer teorema fundamental del Cdlculo. In- 4^ 
vente un ejemplo que ilustre su aplicacion. 

Establezca el segundo teorema fundamental del Cdlculo. 
Invente un ejemplo para mostrar su aplicacion. 47 

t,Por que son importantes los dos teoremas fundamenta- 
ls del Calculo? 

38. Si la funcion /es diferenciable en cada mimero del inter- 48. 
valo cerrado [a, b], ^puede concluirse que existe la integral 
definida de/en [a, b]l Explique su respuesta. Invente un 
ejemplo para ilustrar su respuesta. 4<^ 

Si la integral definida de una funcion /en el intervalo ce- 
rrado [a,b\ existe, ^puede concluirse que/es diferencia- 
ble en el intervalo [a y b]7 explique su respuesta. Invente ^n 
un ejemplo que ilustre su respuesta. 

Explique la diferencia entre una integral definida y una 
integral indefinida. 



29. 



30. 



31 



32. 



33 



34, 



35, 



36. 



37. 



39. 



40. 



^Como calcularia mediante integracion el £rea de una re- 
gion plana acotada por la grafica de y = f(x), el eje x y 
las rectas x = a y x = b, donde / es continua en [a, b], 
en cada uno de los casos siguientes: (i)/(jc) > para toda 
x en [a, b}\ (ii) /(jc) < para toda x en [a, b]; 
(iii) f(x) > para toda jc en [a, c] y f(x) < para toda jc 
en [c, b\l 

Suponga que las graficas de y = f{x) y y - g(x) se in- 
tersectan en los puntos donde x — a y x = b, y que / y 
g son continuas en [a,b], ^como calcularia mediante 
integracion el area de una region plana acotada por estas 
dos graficas en cada uno de los siguientes casos: 
(i)/(jc) > g(x) para toda x en [a, b]; (ii) g(x) > /(jc) para 
toda x en [a,b]\ (iii) /(jc) > g(x) para toda jc en [a, c] y 
g(x) > /(jc) para toda jc en [c, b]l 

^En que circunstancias no es posible calcular un valor 
exacto del £rea de la region plana limitada por las graficas 
de dos funciones continuas /y gl Explique como utilizaria 
la graficadora para obtener un valor aproximado del area 
en esas circunstancias. 

Describa c6mo calcularia volumenes de solidos de revo- 
lution mediante el metodo de rebanado. Incluya un ejem- 
plo en su descripci6n. 

Describa como calcularia volumenes de solidos de revo- 
lution mediante el metodo de discos. Incluya un ejemplo 
en su descripcion. 

Describa como calcularia volumenes de solidos de revo- 
lution mediante el m6todo de arandelas. Incluya un ejem- 
plo en su descripcion. 

^Como determinaria cual de los dos m6todos, mediante 
discos o por medio de arandelas, utilizaria para calcular vo- 
lumenes de solidos. Incluya un ejemplo para cada situation. 

Explique en que circunstancias es indispensable la grafi- 
cadora para calcular volumenes de solidos. Incluya un 
ejemplo en su explicaci6n. 

Describa como calcularia el volumen de solidos de revo- 
luci6n mediante el metodo de capas cilindricas. Incluya 
un ejemplo en su descripci6n. 

Describa como decidiria cual de los (res metodos, por ca- 
pas cilindricas, arandelas o discos, emplear para calcular el 
volumen de un solido de revolution. Incluya ejemplos en 
su descripcion. 



► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 4 



En los ejercicios 1 a 10, efectue la antiderivacion; esto es, eva- 
lue la integral indefinida. 



1. J (2 

3. [jc 4 V^ 



jc 2 + 3)dx 



1 dx 



ds 




tan 2 Wd6 
5 cos 2 x - 3 tan x 



dx 



-/ 



t esc 2 t 2 dt 
sen 3 20 cot 26 dO 



En los ejercicios 11 a 14, determine el valor exacto de la inte 
gral definida interpretdndolo como la medida del area de una 
region plana y despues calcule el area mediante el metodo de 
la seccion 4.4; utilice rectdngulos inscritos o circunscritos, 
como se indica. Verifique la respuesta evaluando la integral 
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mediante el segundo teorema fundamental del Cdlculo. Para 
cada ejercicio dibuje una figura que muestre la region y el 
i-esimo rectdngulo. 

rA 

x 2 dx\ rectdngulos inscritos 



»• I 

r 



x 3 dx\ rectangulos inscritos 



13 



14. 



(jc 3 - X)dx\ rectangulos inscritos 



f <vi 



(jc 2 + 2) dx\ rectangulos inscritos 



En los ejercicios 15 a 22, evalue la integral definida mediante 
el segundo teorema fundamental del Cdlculo. Apoye la res- 
puesta empleando NINT en la graficadora. 



15. 



17. 



C 12jc 

J 2 (x 2 - 1) 

L 



sen IB 
cos 2 20 



dx 



dd 



16. 



18. 



Jni3 



2x 3 V* 2 + 2 dx 



sen 2 ^rcos ±tdt 



dy 



K \ ~r^—dx 20. f 

J_! VTT^ J, 

rxfr 
.. I (tan 2 ±jc + sec 2 1*) rfjc 
Jo 

1. I (1 - cos 0) esc 2 40 



£« los ejercicios 23 a 26, determine la solucidn completa de 
la ecuacidn diferencial. 



23. 



25. 



* 2 yf x =(J 2 -D 2 



d y - fix 

a^ " ^ 



1 



24. 



26. 



d 2 y 
dx 2 

dy _ 




W2* 2 + 1 



27. La pendiente de la recta tangente en cualquier punto (jc, y) 
de una curva es 10 - 4x, y el punto (1,-1) esta sobre la 
curva. Determine una ecuacion de la curva. 

28. La funcion costo marginal para cierta mercancia esta dada 
por C\x) = 6jc - 1 7. Si el costo de production de 2 uni- 
dades es $25, obtenga la funcion de costo total. 

29. La funci6n de ingreso marginal para cierto articulo esta 
dada por R\x) = ~x 2 - \0x + 12. Determine (a) la 
funci6n de ingreso total y (b) una ecuacion que relacione 
a p y x (ecuacion de demanda) donde x unidades son 
demandadas cuando p dolares es el precio por unidad. 

30. Suponga que una compania particular estima su ingreso 
bruto por ventas mediante la formula 



dl 
dt 



2(r - 1> 



,2/3 



donde 5 millones de dolares es el ingreso bruto de las ven- 
tas t anos a partir de este momento. Si el ingreso bruto de 
las ventas del ano en curso es de 8 millones de dolares, 
^cual debe ser el ingreso bruto de las ventas esperado 
dentro de 2 anos a partir de ahora? 

31. El volumen de un globo se incrementa de acuerdo a la 
formula 

f = vm + §, 

donde V centimetres cdbicos es el volumen del globo a los 
t segundos. Si V = 33 cuando / = 3, calcule (a) una 
f6rmula para V en terminos de r; (b) el volumen del globo 

a los 8 s. 

32. La matncula de cierta escuela se ha incrementado a una 
tasa de 1 000(r + l)" 1 ' 2 estudiantes por ano desde 1993. 
Si la matncula en 1996 rue de 10 000 alumnos, (a) ^cual 
fue la matncula en 1993? (b) £cual es la matncula espe- 
rada para el ano 2001, si se supone que se incrementara a 
la misma tasa? 

33. Es julio 31 y un tumor ha estado creciendo dentro del 
cuerpo de una persona de modo que t dias a partir del lo. de 
julio el volumen del tumor se ha incrementado a una tasa 
de ~ (t + 6) 1 ' 2 centimetros ciibicos por dia. Si el vo- 
lumen del tumor el 4 de julio fue de 0.20 cm 3 , ^cual es el 
volumen ahora? 

34. Despues de un experimento, un fabricante determino que 
si producia x unidades por dia de cierto articulo, el costo 
marginal estaba dado por C'(x) = 0.3* - 11, donde C(x) 
dolares es el costo total de producci6n de jc unidades. Si 
el precio de venta del articulo esta fijo en $19 por unidad 
y los costos generales son $100 por dia, calcule la maxi- 
ma utilidad diaria que puede obtener. 

35. Un fabricante de juguetes infantiles tiene un nuevo jugue- 
te que quiere introducir al mercado y desea determinar el 
precio de venta para el juguete de modo que la utilidad 
total sea maxima. Del andlisis del precio y demanda de un 
juguete semejante, estim6 que si x juguetes son deman- 
dados cuando/? ddlares es el precio por juguete, entonces 



dp 
dx 



y la demanda debe ser 1 800 cuando el 



30000' 
precio es de $10. Si C(x) dolares es el costo de produc- 
ci6n de x juguetes, entonces C(x) ~ x + 1 500. Calcule 
el precio que debe cobrar el fabricante para que su uti- 
lidad sea maxima. 

En los ejercicios 36 a 38, una particula se mueve a lo largo 
de una recta. A los t segundos, s pies es la distancia dirigida de 
la particula desde el origen, v pies por segundo es la velocidad 
de la particula y a pies por segundo por segundo es su ace- 
leracion. 

36. a - 3r + 4; v = 5 y s = cuando t = 0, Exprese v y s 
en terminos de t. 

37. a = 6 cos 2t\ v = 3 ^y s - 4 cuando t - \n. Exprese v 
y s en terminos de u 

38. a - 35 + 4; v = 5 cuando 5=1. Obtenga una ecua- 
cidn que contenga avys. 
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En los ejercicios 39 a 47, defina las variables como numeros y 
escriba una conclusion. En los ejercicios 40 a 44 y 46, su- 
ponga que la unicafuerza que actua es la aceleracion debida 
a la gravedad, considerada como 32 pie/s 2 o 9.8 m/s 2 en el 
sentido hacia abajo. 

39. Una particula se mueve a lo largo de una recta de modo 
que si v centimetros por segundo es la velocidad de la 
particula a los t segundos, entonces v = 3 cos 2 m, don- 
de el sentido positivo es hacia la derecha del origen. Si la 
particula se encuentra en el origen al iniciar el movi- 
miento, determine su posicion cuando t es igual a (a) 0.2; 
(b) 0.8; (c) 1.7; (d) 2.25. Simule el movimiento en la 
graficadora y apoye sus respuestas. 

40. Se lanza una piedra vertical mente hacia arriba desde el 
suelo con una velocidad inicial de 25 pie/s. 

(a) ^Durante cuanto tiempo subira la piedra? 

(b) £,Q U ^ tan alto Uegara la piedra? 

(c) ^Cuanto tardard la piedra en llegar al suelo? 

(d) Simule el movimiento en la graficadora y apoye sus 
respuestas de los incisos (a)-(c) 

(e) i,Con que rapidez se estrellara la piedra contra el 
suelo? 

41. Sin considerar la resistencia del aire, si se deja caer un 
objeto desde un avion que vuela horizontal mente a una 
altura de 30 000 pie sobre el oceano, (a) ^cuanto tardara 
el objeto en llegar al agua? (b) Con que rapidez golpeara el 
objeto el agua? 

42. Suponga que se dispara una bala directamente hacia 
abajo desde el avion del ejercicio 41 con una velocidad de 
salida de 2 500 pie/s. Si se desprecia la resistencia del 
aire, (a) ^cuinto tardara la bala en llegar al oceano? 
(b) ^con que rapidez chocari la bala contra el oceano? 

43. Se lanza una pelota verticalmente hacia arriba desde la 
azotea de una casa a 64 pie del suelo, con una velocidad 
inicial de 48 pie/s. 

(a) ^Cu&nto tardara la pelota en alcanzar su maxima 
altura? 

(b) i,Cual es la altura maxima que alcanza? 

(c) ^Cuanto tardara la pelota en llegar al suelo? 

(d) £,Con que" velocidad golpeara la pelota el suelo? 

44. Suponga que la pelota del ejercicio 43 se deja caer desde 
la azotea de una casa. 

(a) i Cuanto tardara la pelota en llegar al suelo? 

(b) i,Con que velocidad golpeara la pelota el suelo? 

45. Un cohete se lanza desde el suelo con una aceleracion 
constante de 25 m/s 2 . Determine (a) la velocidad del cohe- 
te 1 minuto despuds de su lanzamiento, y (b) iQut tan 
alto llegari el cohete en ese instante? 

46. Se dispara un proyectil verticalmente hacia arriba con 
una velocidad inicial de 200 m/s desde un punto situado a 
2.5 m del suelo. 

(a) Si s metros es la altura del proyectil desde el suelo a 
los t segundos de spues de ser disparado, exprese s 
en terminos de t. 

(b) lQu6 altura, desde el suelo, alcanzara el proyectil 
3 s despuds de ser disparado? 



(c) ^Cuanto tardara el proyectil en alcanzar una altura de 
600 m desde el suelo. 

47. Un autom6vil se desplaza a una velocidad constante de 
60 mi/h a lo largo de una autopista recta y no se detiene 
ante una serial de alto. Si 3 s mas tarde una patrulla de ca- 
minos parte del reposo desde la seiial de alto y mantiene 
una aceleracion constante de 8 pie/s 2 , ^cuanto tardara la 
patrulla en alcanzar al automovil, y a que" distancia ocu- 
rrira esto? Tambidn determine la rapidez de la patrulla 
cuando alcance al automovil. 

En los ejercicios 48 y 49, calcule la suma. 

100 4] 

48. £ 2i(P - 1) 49. X (V3TH - W+~2) 
i=) ,=i 

50. Demuestre que ]£ i 3 = I ]£ / ] , y verifique la f6rmula 

para n = 1, 2 y 3. 

51. Demuestre que cada una de las siguientes desigualdades 
se cumple: 






52. Exprese como una integral definida y e value la integral: 

n 

lim V {%4ijn^ 2 Sugerencia: considere la funcion / 

para la cual f(x) — yfx . 

En los ejercicios 53 y 54, evalue la integral definida mediante 
el segundo teorema fundamental del Cdlculo. Apoye las res- 
puestas usando NINT en la graficadora. 



rnft 
53. 

J -nil 



Jo 



4~x 



2x + 6 dx 



En los ejercicios 55 y 56, evalue la integral definida mediante 
el segundo teorema fundamental del Cdlculo, Apoye la res- 
puesta utilizando NINT en la graficadora. 



55. 



i: 



iVdx 



* I 2 



JC JC 



3 I dx 



En los ejercicios 57 a 60, calcule la derivada. 

57. 4- Cot 2 - 4) 3 ^ 2 ^ 58. -f I"' -^rdt 
<& J x dx J- x 1 + t 2 



59, 

60, 



jc > 



Tx] x 



l dt 



< jc < \n 

2 
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61. Determine el valor promedio de funcion coseno en el in- 
tervalo cerrado [a, a + 2n\. 

62. Interprete el teorema del valor medio para integrates 
(4.63) en terminos de un valor de promedio de la funci6n. 

63. Si/(jc) = x 2 V* - 3, calcule el valor promedio de/en 
R, 12]. 

64. (a) Calcule el valor promedio de la funci6n / definida 
por/(jc) = 1/jc 2 en el intervalo [1, r]. 

(b) Si A es el valor promedio determinado en el inciso 
(a), calcule lim A. 

65. Un cuerpo cae, desde su position de reposo, y recorre 
una distancia de s pies antes de Uegar al suelo. Si la unica 
fuerza que actua es debida a la gravedad, la cual propor- 
ciona al cuerpo una aceleraci6n de g pies por segundo 
cuadrado hacia el suelo, demuestre que el valor promedio 
de la velocidad, expresada como una funcion de la dis- 
tancia, mientras recorre esta distancia es | *j2gs pies por 
segundo, y que la velocidad promedio es dos terceras 
partes de la velocidad final. 

66. Suponga que se deja caer una pelota desde su estado en 
reposo y despues de t segundos su distancia dirigida, des- 
de el punto donde se dejo caer, es s pies y su velocidad es 
v pies por segundo. No considere la resistencia del aire. 
Cuando t = t :> s = s l y v - v l . 

(a) Exprese v como una funcion de r, v = f(t), y calcule 
el valor promedio de/en [0, t } ]. 

(b) Exprese v como una funcion de s, v = h(s), y deter- 
mine el valor promedio de h en [0, s } ]> 

(c) Escriba los resultados de los incisos (a) y (b) en ter- 
minos de t h y determine qu6 velocidad promedio 
es mayor. 

En los ejercicios 67 a 72, calcule el area de la regidn limitada 
por la curva y las rectas dados. En cada ejercicio haga lo si- 
guiente: (a) dibuje una figura que muestre la regidn y un ele- 
mento rectangular de area; (b) exprese la medida del area de 
la regidn como el limite de una suma de Riemann; (c) calcule 
el limite del inciso (b) evaluando una integral definida me- 
diante el segundo teorema fundamental del Cdlculo. 

67. y = 9 - jc 2 ;ejejc; eje y;x = 2 

68. y = 3 cos ^ jc; eje jc; jc = - 1 «■• r = I w 



y 

69. y 



2-Jx - 1 ; eje x\ x 



2 ' 

5;* = 

-2;* 



17 



71. x 2 + y 

72. y = x 2 



5 = 0;y = -4 

7jc; eje jc; jc = 2; x = 4 



En los ejercicios 73 a 76, aproxime con cuatro cifras decima- 
les el area de la regidn acotada por las curvas realizando lo 
siguiente: (a) dibuje una figura que muestre la regidn y un 
elemento rectangular de area; (b) exprese la medida del area 
de la regidn como el limite de una suma de Riemann; (c) apro- 
xime el limite del inciso (b) evaluando una integral definida 
utilizando NINT en la graficadora. 

73. y = 9 - jc 2 ;j = x 4 

74. y = 16 - jc 2 ;j = jc 3 ;ejej 



75. y = x 2 ;y = cos 2 jc 

76. y = jc 2 ;j = ^tan 2 jc;0 < jc < ±n 

En los ejercicios 77 a 81, calcule el area exacta de la regidn 
descrita. 

11. La regi6n limitada por las curvas jc = y 2 yjc = y 3 . 

78. La regi6n acotada por las curvas y — sen 2jc y y = 
sen jc, desde jc = hasta jc = | n. 

79. La regi6n limitada por las curvas y = cos jc y y = 
sen jc, desde jc = \ n hasta jc = | n. 

4 4 

80. La region acotada por el lazo (o bucle) de la curva 

y 2 = jc 2 (4 - JC). 

81. La region del primer cuadrante limitada por el eje y y las 
curvas y = sec 2 jc y y = 2 tan 2 jc. 

82. Suponga que en un dia particular en cierta ciudad la 
temperatura Fahrenheit es f(i) grados t horas despu6s a 
partir de la media noche, donde 

f{t) = 60-15 sen ±n(& - t) < t < 24 

(a) Dibuje la grafica de /. Determine la temperatura a las 

(b) 12 de la noche; (c) 8 a.m.; (d) 12 del dia; (e) 2 p.m. y 
(f) 6 p.m. (g) Calcule la temperatura promedio entre las 
8 a.m. y las 6 p.m. 

83. Calcule el volumen del solido generado al girar alrededor 
del eje jc la regi6n limitada por la curva y = jc 4 , la recta 
jc - 1 y el eje jc. 

84. Determine el volumen del s61ido generado si la region 
del ejercicio 83 se gira alrededor del eje y. 

85. La regi6n acotada por la curva y = Vsen x , el eje jc y la 
recta jc = ~ n se gira alrededor del eje jc. Obtenga el vo- 
lumen del solido generado. 

86. La region limitada por la curva jc = ^/cos y, la recta 
y = ~n y el eje y t donde | n < y < ~ n, se gira alre- 
dedor del eje y. Calcule el volumen del solido generado. 

87. La regi6n limitada por la curva y = esc jc, el eje jc 
y las rectas jc= ^n y x - |?rse gira alrededor 
del eje jc. Determine el volumen del s61ido generado. 

88. Obtenga el volumen del solido de revolucion generado 
cuando la region acotada por la parabola y 2 = jc, el eje jc, 
y la recta jc = 4 se gira alrededor de la recta jc = 4, Consi- 
dere los elementos de area paralelos al eje de revoluci6n. 

89. Determine el volumen del solido generado al girar alre- 
dedor del eje y la regi6n limitada por la parabola 
jc = y 2 + 2 y la recta * = y + 8. 

90. La regi6n del primer cuadrante acotada por las curvas 
jc = y 2 yjc = y 4 se gira alrededor del eje y. Calcule el 
volumen del solido generado. 

La base de un solido es la regidn plana limitada por 
la parabola y 2 = 8jc y la recta jc = 8. Obtenga el volu- 
men del s61ido si cada seccion plana perpendicular al eje 
de la base es un cuadrado. 

Utilice integraci6n para calcular el volumen de la porcion 
de la esfera de radio r unidades cortado por un piano a 
h unidades de un polo. 



91. 



92. 
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93. Determine el volumen del s61ido generado al girar alre- 
dedor del eje x la regi6n limitada por la curva 
j$= \x - 2 | , el eje x y las rectas x = 1 y x = 4. 

94. La base de un sdlido es la region acotada por una circun- 
ferencia que tiene un radio de r unidades, y cada seccibn 
plana perpendicular a un diametro fijo de la base es un 
cuadrado para el cual una cuerda de la circunferencia es 
una diagonal. Calcule el volumen del solido. 

95. Calcule el volumen del s61ido generado al girar alrededor 
de la recta y = -1 la regidn por arriba del eje x lijoiitada 
por la recta 2y = x + 3, y las curvas y 2 + x = y 
y 2 - 4jc = Odesdejc = -1 hasta* = 1. 

96. Una esfera de 10 cm de radio se intersecta por dos pianos 
paralelos en el mismo lado del centra de la esfera. La 
distancia entre el centro de la esfera y uno de los pianos es 
de 1 cm, y la distancia entre los dos pianos es de 6 cm. 
Calcule el volumen de la porci6n solida de la esfera entre 
los dos pianos. 

97. Resuelva el ejercicio 96 considerando que los dos pianos 
estan en lados opuestos del centro de la esfera y las demas 
condiciones son las mismas. 

98. Al girar alrededor del eje y la region acotada por la curva 
y 3 = *, el eje x y la recta x - c, donde c > 0, se gene- 
ra un solido, ^Para que* valor de c el volumen del solido 
sera de 1 2 ;r unidades cubicas? 

En los ejercicios 99 a J 06, utilice la graficadora para calcular 
el volumen del solido generado al girar la region dada alre- 
dedor del eje indicado. Considere los elementos rectangula- 
res de area perpendicular es o paralelos al eje de revolucidn 
segun se indica, y exprese la respuesta con cuatro digitos sig- 
nificativos. 
99. La region limitada por la grafica de y = V* 2 - 7 
y el eje jc; alrededor del eje x\ elementos perpendiculares. 

100. La regi6n del ejercicio 99; alrededor del eje y; elementos 
paralelos. 

101. La regidn del ejercicio 99; alrededor del eje x; elemen- 
tos paralelos. 

102. La regi6n del ejercicio 99; alrededor del eje y; elementos 
perpendiculares. 

103. La regidn acotada por las graiicas de y = cos x 2 y 
y = Jc 3 ,yelejey;alrededordelejey;elementos paralelos. 

104. La region limitada por las graTicas de y = cos 4x y 
y = jc 2 , y el eje y; alrededor del eje x\ elementos per- 
pendiculares. 

105. La regi6n limitada por las graTicas de 

y = jc 3 - 6x 2 + 9x - 1 y y = x 2 - 2x + 2 

no intersectada por la recta y = 4; alrededor de la recta 
y = 4; elementos perpendiculares, 

106. La regi6n del ejercicio 105; alrededor de la recta x = -1 ; 
elementos paralelos. 

107. El campanario de una iglesia mide 30 pie de altura, y 
cada seccidn plana horizontal es un cuadrado cuyos lados 
miden un decimo de la distancia de la seccidn plana des- 
de la parte superior del campanario. Calcule el volu- 
men del campanario. 



108. Determine mediante el me'todo de rebanado el volumen del 
tetraedro que tiene tres caras mutuamente perpen- 
diculares y tres aristas perpendiculares entre si, cuyas 
longitudes son a, b y c unidades. 

109. La regidn limitada por un pentagono cuyos vertices son 
(-4, 4), (-2, 0), (0, 8), (2, 0) y (4, 4), se gira alrededor 
del eje jc. Obtenga el volumen del solido generado. 

110. La regidn acotada por las curvas y = tanjcyy = cot jcy 
el eje jc, donde <> x < ^n, se gira alrededor del eje jc. 
Obtenga el volumen del solido generado. 

111. La regi6n dejc = 0ajc= ^k limitada por la curva 
y = sen jc, la recta y = 1 , y el eje y, se gira alrededor del 
eje jc. Determine el volumen del s61ido generado. Suge- 
rencia: utilice la identidad sen 2 jc = I (1 - cos 2x). 

112. De un cilindro circular recto con un radio de r unidades, 
se corta una cufia mediante dos pianos, uno perpendicular 
al eje del cilindro y el otro intersecta al primero a lo largo 
de un diametro de la secci6n plana circular, formando 
un angulo de 30°. Calcule el volumen de la cuna. 

En los ejercicios 113 y 114, aplique el segundo teorema fun- 
damental del Cdlculo para evaluar la integral definida. Des- 
pues calcule el valor de c que satisfaga el teorema del valor 
medio para integrales. 

•3 



113. f 

Jo 



(JC 2 + 1)^JC 



U4. j; 



4x~ dx 



115. Sea / una funci6n continua en [a, b] y \ a f(t) dt * 0. 
Demuestre que para cualquier nrimero k en (0, 1 ) existe 
un numero c en (a, b) tal que \ a f(t) dt — k \ a f(t) dt. 
Sugerencia: considere la funci6n F para la cual 
F(x) = \* a f{t) dtj\^f{t) dt, y aplique el teorema del 
valor medio. 

r2x 

116. Sea F(jc) =1 - dt y x > 0. Demuestre que F es una 

fiincidn constante mostrando que F\x) = 0. Sugeren- 
cia: utilice el primer teorema fundamental del Cilculo 
despue's de escribir la integral dada como la diferen- 
cia de dos integrales. 

Si/(jc)= x + | jc + 1 | y 



117. 



F(x) 



x + 1 



JC < 1 
1 < JC 



demuestre que F es una antiderivada de/en (™oo, + oo). 

118. Sean f y g dos funciones tales que para toda x en 

(~oo, + <»)/'(*) = g(x) y g'(x) = -fix). Ademis su- 
pongaque/(0) = y g(0) = 1 . Demuestre que 

[fix)] 2 + [gix)] 2 = 1 
Sugerencia: considere las funciones F y G donde 
Fix) = [fix)] 2 y G(x) = -[gix)]\ y muestre que 
F\x) = G\x) para toda x. 



119. Evalue 



Jo 



il.dx 



120. Invente un ejemplo de una funcidn discontinua para la 
cual la conclusidn del teorema del valor medio para inte- 
grales (a) no se cumpla, y (b) se cumpla. 
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Las funciones que no son algebraicas se deno- 
minan trascendentes, ejemplo de las cuales son 
las seis funciones trigonometricas. Las funciones 
logaritmica natural y exponential natural tarn bien son fun- 
ciones trascendentes y se estudiaran en este capitulo. 
Como esas dos funciones son inversas una de la otra, 
se dedicara la primera seccion al estudio de las tunciones 
inversas y sus propiedades. En la discusion se trataran 
condiciones suficientes para que una funcion tenga una 
inversa, los teoremas de la funcion inversa y de la deriva- 
da de la inversa de una funcion. 

La funcion logaritmica natural In se define como una 
integral en la seccion 5.2 y la funcion exponencial natural 
exp se define como inversa de la funcion logaritmica natu- 
ral. Con estos antecedentes se podra definir una potencia 
irracional de un numero real. 

Las funciones In y exp se aplican en la seccion 5.6. 
Las aplicaciones incluyen las leyes de crecimiento y decre- 
cimiento que surgen en una gran variedad de campos 
como biologia, psicologia, sociologia, quimica, fisica, 
administracion y economia. 

Las restantes categonas de funciones trascendentes, 
•funciones trigonometricas inversas y funciones hiperboli- 
cas, se estudian en las tres ultimas secciones de este 
capitulo. La seccion 5.7 se dedica a las funciones trigo- 
nometricas inversas y sus derivadas. En la seccion 
5.8 se tratan integrales que producen funciones tri- 
gonometricas inversas. Las funciones hiperbolicas, 
las cuales se definen en terminos de la funcion 
exponencial natural, tienen propiedades seme- 
jantes a las de las funciones trigonometricas. 
Las funciones hiperbolicas se estudian junto con 
sus inversas en la seccion 5.9. 
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5.1. INVERSA DE UNA FUNCION 

La palabra inversa se trato al principio de este libro en relacion con las 
operaciones inversas del Calculo de diferenciacion y antiderivacion. En un 
par de operaciones inversas esencialmente una "deshace" lo que la otra hace. 
En el ejemplo ilustrativo siguiente se utilizan pares de funciones asociadas 
con operaciones aritmeticas inversas. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

(a) Sean/(jc) = x + 4 y g(x) = x - 4. Entonces 



figix)) = fix - 4) g(f(x)) = g(x + 4) 
= (x - 4) + 4 = (x + 4) - 

= X = X 


- 4 


(b) Sean f(x) = 2x y g(x) = - . Entonces 




figix)) = /(|) g(f(x)) = g(2x) 




- Kt) - (¥) 




= JC = X 




(c) Sean /(x) = x 3 y g(jc) = Vx . Entonces 




f(g(x)) = f( 3 ^x) g(f(x)) = g(x 3 ) 
= ( 3 V^) 3 - Ifx* 

— X = X 





Cada par de funciones / y g del ejemplo ilustrativo 1 satisface las dos 
afirmaciones siguientes: 

f(g(x)) - x para toda x en el dominio de g 




g(f(x)) = x para toda x en el dominio de/ 

Observe que para las funciones / y g en estas dos ecuaciones las fun- 
ciones compuestas f(g(x)) y g(f(x)) son iguales, relacion que en general no 
es cierta para funciones arbitrarias/ y g. Posteriormente se vera (en el ejem- 
plo ilustrativo 5) que cada par de funciones del ejemplo 1 es un conjunto de 
funciones inversas, y que es la raz6n por la que se satisfacen las dos ecua- 
ciones anteriores. 

Se llegara a la definici6n formal de la inversa de una funcidn despues 
de consider algunas funciones parti cu lares mas. La figura 1 muestra la grafi- 
ca de la funcion definida por 

fix) = x 2 

El dominio de / es el conjunto de numeros reales y su contradominio es el 
intervalo [0, + oo) Observe que como/(2) = 4 y /(-2) = 4, el numero 4 es 
el valor de funcion de dos numeros distintos del dominio de/. Adem&s, cada 
numero diferente de del contradominio de esta funcion es el valor de funcion 
de dos numeros diferentes de su dominio. En particular, ~ es el valor de 
funci6n de | y ~-< 1 es valor de funcion de 1 y -1, y 9 es el valor de fun- 
cion de 3 y -3. 
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i 1 ► x 



g(x) = x 2 -2 < x <: 2 
FIGURA2 



Una situacion diferente ocurre con la funcidn g definida por 

g(x) = x 3 -2 < x < 2 

El dominio de g es el intervalo cerrado [-2, 2], y su contradominio es [-8, 8]. 
La grafica de g se muestra en la figura 2. Para esta funcion, un numero de su 
contradominio es el valor de funcion de uno y solo un numero de su dominio. 
A tales funciones se les llama uno a uno. 



5.1.1 Definition de funcion uno a uno* 



Se dice que una funcion / es uno a uno si cada numero de su contra- 
dominio corresponde a exactamente un ntimero de su dominio; es 
decir, para toda *j y x 2 del dominio de/ 

si X] ^ x 2 * entonces f(X]) & /(jc^> 

*=* /(*i) = f&i) s61o cuando X| = x 2 

\ EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La funcion definida por 

f(x) - x 2 no satisface la definition anterior porque, por ejemplo, 3 y -3 son 
dos numeros diferentes de su dominio, y sin embargo, /(3) = /(-3). Por 
tanto, esta funcion no es uno a uno. ^ 

Se sabe que una recta vertical puede intersectar la grafica de una funcidn 
en solo un punto. Para una funcion uno a uno, tambien es cierto que una recta 
horizontal puede intersectar la grafica a lo mas en un punto. Observe que 
esta es la situacion para la funcion uno a uno definida por/(jc) = jc 3 , donde 
-2 < x < 2, cuya grafica se muestra en la figura 2. Ademds, observe en la 
figura 1 que para la funcion definida por/(jt) = jc 2 , la cual no es uno a uno, 
cualquier recta horizontal por arriba del eje x intersecta la grafica en dos 
puntos. Por tan to, se tiene el siguiente criterio geometrico para determinar si 
una funcion es uno a uno. 



Criterio de fa recta horizontal 



Una funcion es uno a uno si y s6lo si cada recta horizontal intersecta la 
graTica de la funcion a lo mas en un punto. 




f(x) = 4* - 3 
FIGURA 3 



W EJEMPLO 1 Aplique el criterio de la recta horizontal para de- 
terminar si la funcion es uno a uno: 



(a) /(jc) = 4x - 3 
(c) f(x) = |jc| 



(b) f(x) = ix + l) 4 
(d) fix) = l£±± 



Solucion 

(a) Esta funcion es lineal, y su grafica es la recta de la figura 3. Como cual- 
quier recta horizontal intersecta la grafica en exactamente un punto, la 
funcion es uno a uno. 

(b) La grafica de esta funcion, presentada en la figura 4, muestra que cual- 
quier recta horizontal por arriba del eje jc intersecta la grafica en dos pun- 
tos. Por tanto, la funcion no es uno a uno. 



* N. del T. Otro nombre para una funci6n uno a uno es inyectiva. 
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(c) La gr&fica de la funcion valor absoluto se muestra en la figura 5. Obser- 
ve que cualquier recta horizontal por arriba del eje x intersecta la graTica 
en dos puntos. Asf, la funci6n valor absoluto no es uno a, uno. 

(d) La figura 6 presenta la graTica de la funci6n racional dada y su asintota 
horizontal, la recta y = 3, trazadas en el mismo rectangulo de inspecci6n. 
Cualquier recta horizontal, excepto la asintota, intersecta la grafica en 
exactamente un punto. Por tanto, la funci6n es uno a uno. ^ 

El teorema siguiente proporciona un criterio que en ocasiones puede 
aplicarse para demostrar analfticamente que una funcion es uno a uno. 



5,1,2 Teorema 



Si una funcidn es mondtona en un interval©, entonces es uno a uno en 
el intervalo. 



FIGURA 5 



Demostracion Suponga que la funci<5n/es creciente en el intervalo /. Si 
jci y x 2 son dos niimeros del intervalo y x 1 * jc 2 , entonces x 1 < x 2 ox 2 < xy. 
Si jcj < jc 2 , entonces de la definici6n de funci6n creciente (3.4. l),/(jq) < /(jc 2 ); 
de modo quef(xi) * f(x 2 ). Si x 2 < x h entonces f(x 2 ) < f(xi)\ de modo que 
otra vez/(jc!) ^ f(x 2 ). Por tanto, de la definicion 5.1.1, /es uno a uno en el 
intervalo. La demostracion es semejante si/es decreciente en el intervalo. ■ 

Para aplicar el teorema 5.1.2, primero se debe determinar si la funcidn 
es creciente o decreciente en un intervalo. El teorema 3.4.3 puede emplearse 
para este prop6sito. 




[-9.4,9.4] por [-6.2,6.2] 



FIGURA 6 




-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] 

fix) = m± 
x ~ 1 

FIGURA 7 



EJEMPLO 2 

2x + 3 



Si 



Ax) 



I 



demuestre analiticamente que/es uno a uno en cada uno de los intervalos 
(-oo, I) y (1, + oo). Apoye graTicamente la respuesta. 

Soludon El dominio de/es el conjunto de los niimeros reales diferen- 
tes de I, o equivalentemente, el conjunto (-00, 1) U (l,+oo). Al calcular 
f\x) se obtiene 



fix) = 



2(x - 1) - (2x + 3) 



5 



I) 2 



(x - l) 2 



Como/'(jc) < para toda x ^ 1 , se concluye por el teorema 3.4.3 que 
/es decreciente en cada uno de los intervalos (-00, 1) y (1, +00). Por tanto, 
por el teorema 5.1.2,/es uno a uno en cada uno de estos intervalos. 

La figura 7 muestra la grafica de/ trazada en el rectdngulo de inspeccion de 
[-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2], la cual no solo apoya el hecho de que/ es uno a uno 
en cada uno de los intervalos, sino que tambien es uno a uno en su dominio ^ 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Considere la ecuacion 

v = jc 3 -2 < x < 2 (1) 
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Esta ecuaci6n define la f unci6n g, que es uno a uno, discutida antes de presentar 
la definicitfn 5.1.1, donde 

g(x) = jc 3 -2 <, x <r 2 

La funcitfn g es el conjunto de pares ordenados (jc, y) que satisfacen (1). Si 
se resuelve (1) para jc, se obtiene 

x = ?fi -8 < y < 8 (2) 

la cual define una funcion G donde 

G(y) = l[y -8 < y < 8 

La funci6n G es el conjunto de pares ordenados (y, x) que satisfacen (2). A 

La funci6n G del ejemplo ilustrativo 3 se denomina inversa de la funci6n 
g. En la siguiente definici6n formal de la inversa de una funcion, se utiliza la 
notation/ -1 para denotar la inversa de/. Esta expresi6n se lee '/ inversa'*, 
y no debe confundirse con el uso de -1 como exponente. 



5,1,3 Definition de la inversa de una funcion 



Si/es una funcion uno a uno eonsiderada como el conjunto de pares 
ordenados (jc, y) t emonces exists una funcion/" 1 ; Namada Inversa de/, 
que es el conjunto de pares ordenados ( y, x) definida por 

j = /~ l (y) si y stilo si y = f(x) 

El dominio de/" 1 es el contradominio de/ y et contradominio de/" 
es el dominio de/ 

En la definici6n anterior la condition de que / debe ser uno a uno ase- 
gura que/~ ! (y) es unica para cada valor de y. 

Se elimina y de las ecuaciones de la definicitfn al escribir la ecuacion 

r l (y) = x 

y sustituiry por/(jc), obteniendose 

f~Hf(x)) = x (3) 

donde x esta* en el dominio de/. 

Si se elimina x del mismo par de ecuaciones escribiendo la ecuaci6n 

A*) = y 

y reemplazando x por/ -I (y), se tiene 

f(r\y)) = y 

donde y esta en el dominio de/~ l . Como el sfmbolo empleado para la varia- 
ble independiente es arbitrario, se puede sustituir y por x para obtener 

/(/-!(*)) = x (4) 

donde x esta en el dominio de/ -1 . 

De las ecuaciones (3) y (4) se ve que si/ -1 es la inversa de la funci6n 
/ entonces la inversa de/ -1 es/ Este resultado se establece formalmente en 
el teorema siguiente. 
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5.1*4 Teorema 



Si/es una ftmcidn uno a uno y tiene a / l como su inversa, entonces 
/"' es una funcitfn uno a uno y dene a /como su inverse Ademds, 

f~ l (/M) ~ x par a toda x en et dominio de/ 

y 

/(/"'(*)) - x para toda x en el dominio de/" 1 

Se emplea el termino funciones inversas cuando se hace referenda a una 
funcion y su inversa. 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 En el ejemplo ilustrativo 3, 
la funcion G definida por 

G(y) = Ify -8 < y < 8 
es la inversa de la funcion g definida por 

g(x) = jc 3 ~2 < jc < 2 
Por tanto, al reemplazar g _1 por G se obtiene 

rky) = %y "8 < y < 8 

o, equivalentemente, si se sustituye y por jc, 

g- l (x) = iTx -8 < * < 8 

Observe que el dominio de g es [-2, 2], que es el contradominio de g~ l ; 
asi mismo, el contradominio de g es [-8, 8], el cual es el dominio de g~~* . A 

Si una funcion / tiene una inversa, entonces / -1 (jc) puede determinarse 
mediante el metodo empleado en el siguiente ejemplo ilustrativo. 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Cada una de las funciones 
del ejemplo ilustrativo 1 es uno a uno. Por tanto, f~ l (x) existe. Para cada 
funcion se calcula/ -1 (jt) a partir de la definicion de/(jt) al sustituir y por/(jt) 
y resolver la ecuaci6n que resulta para x. Este procedimiento proporciona 
la ecuacion x = f~ l iy). Entonces se tiene la definicion de/" 1 , de la cual se 
obtiene/ _1 (jc). 

(a) f(x) = jc + 4 (b) f(x) = 2x (c) fix) = jc 3 

y = jc + 4 y = 2* y-jt 3 

x = y - 4 x = | x ~ \jy 

f~\y) = y - 4 f~\y) = | /" l (y) = ^ 

/-*(*) = X ~ 4 /-1(JC) - I /^W - ^/I 

Observe que la funcion/ -1 en cada inciso es la funcion g del inciso 
correspondiente del ejemplo ilustrativo 1 . A 

W EJEMPLO 3 Determine f~ x ix) para la funcion / del ejemplo 
1(a) y verifique las ecuaciones del teorema 5.1.4 para/y/ -1 . Trace las gra- 
ficas de/ y / _1 en el mismo rectangulo de inspection. 
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[-12,121 por [-8,8] 
fix) = 4x-3 y f' l (x) = 

FIGURA 8 



x + 3 
4 




FIGURA 9 



Solucion En el ejemplo ] (a) se mostro, mediante el criterio de la recta 
horizontal, que la funci6n definida por 

fix) = 4* - 3 
es uno a uno. Por tanto, existe/ -1 . Para determinar/ - ' (x)> se escribe la ecuacion 

y - Ax - 3 
y se resuelve para jc, obteni^ndose 

r = y + 3 



En consecuencia, 

f-Hy) = ^ 



r { (x) = 



x + 3 

4 



Al verificar las ecuaciones del teorema 5.1.4 se tiene 



f-Hf(x)) = /~ 1 (4^ - 3) 

(4jf - 3) + 3 
4 

= 4x 
4 
= jc 

La figura 8 muestra las graficas de/ y, /' 
inspeccion. 



f{f-\x)) = f{~) 



-I 



(x + 3) - 3 



trazadas en el mismo rectangulo de 



Refierase a la figura 9, la cual presenta las graficas de/ y f~ x del ejemplo 
3 con el punto Q(u, v) en la grafica de / y el punto R(v, u) sobre la grafica de 
/ _1 . El segmento de recta QR de la figura es perpendicular a la recta y = x y es 
bisectado por ella. El punto Q es la reflexion del punto R con respecto a la recta 
y - jc, y el punto R es la reflexion del punto Q con respecto a la recta y = jc. 

Si * y j se intercambian en la ecuacion y = /(jc), se obtiene la ecua- 
cion x = /(y), y la grafica de la ecuacion x = f(y) es la reflexidn de la grafi- 
ca de la ecuacion y = f(x) con respecto a la recta y = x. Como la ecuaci6n 
x = /(y) es equivalente a la ecuaci6n y = /~ 1 (jc), la graTica de la ecua- 
cion y = f' l (y) es la reflexion de la grafica de la ecuacion y = f(x) con res- 
pecto a la recta y = x. Por tanto, si una funcion tiene una inversa, las graficas 
de las funciones son reflexiones una de la otra con respecto a la recta y — jc. 



f (2, 8) 



y=g&) 




es, -2) 



(-2,-8)* - 



g(x) = x 3 -2 < x < 2 
g~\x) = Vx -8 ^ jc < S 

FIGURA 10 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 

ejemplo ilustrativo 4 estan definidas por 

g(x) = x 3 -2 < jc < 2 



Las funciones g y g l del 



g~ [ (x) = ^ 



< x < 8 



Las graficas de g y g ' se muestran en la figura 10. Observe que estas gr&fi- 
cas son reflexiones una de la otra con respecto a la recta y - x. ^ 

W EJEMPLO 4 Determine/~I(jc) para la funci6n/del ejemplo 2, y 
verifique las ecuaciones del teorema 5.1.4. Trace las graficas de/y/" 1 y la 
recta y = jc en el mismo rectangulo de inspeccion y observe que las graficas 
de/ y /"* son reflexiones una de la otra con respecto a la recta y = jc. 
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Solution La funci6n/del ejemplo 2 esta definida por 




fix) 



[-9.4,9.4] por [-6.2,6.21 
2x + 3 



1 



y r\x) = £±1 

x - 2 



FIGURA 11 



/(*) = 



2x + 3 

x - [ 



Como / es uno a uno, segtin se mostr6 en el ejemplo 2, / tiene una inversa 
/"*. Para determinar/" 1 , se considera y = /(jc) y se resuelve para jc, obte- 
niendbsejc = / -1 (y). Asf 

y = 2i±3 

' x-\ 
xy - y = 2x + 3 

x(y ~ 2) = y + 3 
y + 3 
X= —2 
Por tanto, 

y + 3 



f'Ky) = 



y-1 



« /"'(*) = 



x + 3 



El dominio de / ' es el conjunto de niimeros reales diferentes de 2. Al 
verificar las ecuaciones del teorema 5.1.4 se tiene 






/(/"'«) 






+ 3 



(2x + 3) + 3(x - 1) 
(2jc + 3) - 2(x - i) 

Sx 
5 
x 



m- 



2{x + 3) + 3(x - 2) 
(x + 3) - (x - 2) 

5x 
5 
= JC 



Las graTicas de / y /"* y la recta y = jc estan trazadas en el rectangulo 
de inspecci6n de [-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] de la figura 1 1. En esta figura se 
observa que las graTicas de las dos funciones parecen ser reflexiones una 
de la otra con respecto a la recta y = jc. 4 

Se pueden trazar las graTicas de una funcion y su inversa en el mismo 
rectdngulo de inspecci6n en la graficadora activando el modo parametrico. 
El siguiente ejemplo ilustrativo muestra el procedimiento para las funciones 
g y g~ { del ejemplo ilustrativo 6. 



EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 

parametrico, se traza la graTica de 
g(x) = jc 3 -2 < jc < 2 

considerando 

*i(0 = t y y { (t) = t 3 
Para la grafica de 

g' l (x) = Ifx -8 <: jc < 8 



Con la graficadora en modo 
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[-8,8] por [-8,8] 

g(x) = jc 3 -2 < jc < 2 

g~ l (x) = \Tx -8 <; x <. 8 

FIGURA 12 



considere 

x 2 (t) = t 3 y y 2 M = ' 

Como variables para el rect£ngulo de inspecci6n tome: r m f n = -8, f m ^ x = 8, 
'step = 0'0 5 > *min = ~ 8 > *mSx = 8 > *scl = *> >mi'n = ~ 8 > >max = 8 v 

>sci = 1- La figura 12, la cual muestra las dos graTicas, apoya las graTicas de 
lafigura 10. ^ 

Algunas funciones tienen una funci6n inversa para la cual no puede 
obtenerse una ecuaci6n que la defina explfcitamente. Por ejemplo, sea 

/(jc) = jc 5 + jc 3 + 2x - 2 (5) 

Al derivar esta funcitfn se obtiene 

/'(*) - 5jc 4 + 3jc 2 + 2 

Como f\x) > para toda jc, / es una funci6n creciente y por tanto tiene 
una inversa. Sin embargo, si se reemplaza f(x) por y en (5), se obtiene una 
ecuaci6n de quinto grado en jc, la cual no puede resol verse para jc en ter- 
minos de v. No obstante, aunque f~ l {x) no estd definida explfcitamente, se 
puede trazar la grafica de la funci<3n inversa en la graficadora activada en 
modo parametrico, como se hizo en el ejemplo ilustrativo 7. En algunas 
graficadoras pueden trazarse una funci<5n y su inversa en el mis mo rectan- 
gulo de inspection activando el modo de funci6n. Consulte Drawlnv en su 
manual para trabajar con esta caracteristica de la graficadora. 

Algunas propiedades importantes de la funcion inversa f~ l pueden 
determinarse directamente de las propiedades de /. En los teoremas restan- 
tes de esta section se presentan algunas de estas propiedades, y en el ejemplo 
ilustrativo 12 se reconsidera la funcion definida por la ecuacitfn (5). 

La information acerca de la continuidad y diferenciabilidad de una 
funcion la proporcionan los teoremas de la funcion inversa presentados 
a continuation. Antes de establecer el teorema de la funci<5n inversa para 
funciones crecientes, se presentan dos ejemplos ilustrativos que proporcio- 
nan ejemplos de una funcion y su inversa que satisfacen las condiciones 
del teorema. 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 

funcion /y su inversa/ -1 definidas por 

f(x) = 4jc - 3 y /-!(*) = ^ 



En el ejemplo 3 se tuvo la 



En la figura 8 se muestran las graTicas de / y / 1 trazadas en el mismo rec- 
tangulo de inspection. Observe que/ y/~ l son continuas y crecientes. ^ 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 9 En el ejemplo ilustrativo 6, 
la funcion g y su inversa g~ x estan definidas por 

g(x) = jc 3 , -2 < jc < 2 y £~ 1 (jc)_=. Ifi, -8 < x < 8 

y las graTicas de g y g~ l se presentan en la figura 10. Cada una de estas 
funciones es continua y creciente en su dominio. ^ 
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5.1.5 Teorema (Teorema de la funcion in versa) 



Suponga que la funcion /es continua y creciente en el intervalo cerrado 
[a, b], Entonces 

(i) /tiene una in versa/" 1 definida en [f(a)<f(b)]\ 
(ti) f" 1 es creciente en [f(,a)J(b)]; 
(iii) f' [ es continua en [f(a\ f(b)]. 

La demostracion de este teorema se presenta en el suplemento de esta 
seccion. A continuacion se presentara" el teorema de la funcion in versa para 
funciones decrecientes. La demostracion se deja como ejercicio. Consulte el 
ejercicio suplementario 2. 



5. 1.6 Teorema (Teorema de la funcion inverse) 



Suponga que la funci6n/es continua y decreciente en el intervalo ce- 
rrado [a, b]. Entonces 

(i) /tiene una in versa/" 1 definida en [/(£), /(<*)]; 
(IS) JT ] es creciente en [f(b)J(a)); 
(iii) / H es continua en [f(b)J(a)l 

Los teoremas de la funcion in versa se utilizan para demostrar el si- 
guiente teorema, el cual expresa una relacion entre las derivadas de una 
funcion y su inversa. En el enunciado del teorema se emplea la notation de 
Leibniz para la derivada, lo cual hace facil de recordar la ecuacion. 



5 J .7 Teorema 



Suponga que la funcion / es continua y mondtona en el intervalo ce- 
rrado [a, b] y sea v = /(*)♦ Sif\x) existe y es diferente de cero para 
toda x en [a, b] T entonces la derivada de la funcion inversa/^, defini- 
da por x - f~*(y), existe y esti dada por 



dx _ J_ 
dy " di 






dx 



La demostracidn de este teorema tambien se proporciona en el su- 
plemento de esta seccion. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 10 Se verificara el teorema 
5.1.7 para la funcion definida por/(;t) = Vjc . Si se considera v = f(x), se 
tiene la ecuacion 



v=Vx jc > 0, v > 

Como/es uno a uno, f~ l existe y esta definida por/ _l (v) = v 2 . Si se con- 
sidera x — / -1 (y), se tiene la ecuacion 



X = 


y 2 


y 


> 


,x :> 


Debido a 


quey 


= 


Vi. 


entonces 


dy 


J 









dx 



24x 
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y puesto que x - y% se obtiene 



dx 

dy ~ 


2y 




Al sustituir 


y por V* , 


, se tiene 


dx 

dy 


24x 

1 
1 

24x 




— 


1 

dy 
dx 





Cuandojc = 0, -— no existe; demodo que la ecuacidn anterior no sesatisface 
dx 

para este valor de x. Como el dominio de/es el intervalo semicerrado [0, +oo), 

el teorema es valido para esta funcion en el intervalo abierto (0, +oo). 4 



W EJEMPLO S Muestre que el teorema 5.1.7 se cumple para la 

funcion/de los ejemplos 2 y 4. 

Solucibn La funcibn esta definida por/(jc) = (2x + 3)/(jc - 1). Si se 
considera y — f(x), se tiene 

2x + 3 



x - 1 

dy _ 5 



(6) 



dx (x - I) 2 

En la soluci6n del ejemplo 4 se mostr6 que 

. _ ^ + 3 



Al calcular — de esta ecuacion se tiene 



dy 





dx 

dy 


5 














(y - 2) 2 




Si 


en la ecuacion anterior se 


sustituye 


el valor de y de (6) 


se obtiene 




dx 

dy " 


5 














(2x + 3 
I x-\ 


f 






= 


5(x - 


-I) 2 












(2x + 3 - 


2x + 2) 2 






= 


-£<*-!) 


2 












= 


-\(x ~ D 2 














= 


1 

dy 
dx 













Cuando se aplica el teorema 5.1 .7 para calcular la derivada de la inversa 
de una funcion en un numero particular, es mas conveniente tener el enun- 
ciado del teorema con la notation/' y (f~ 1 )' para las derivadas. Con esta no- 
tation se reexpresa el teorema 5.1.7 como el teorema 5.1 .8. 
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5. 1 ,8 Teorema 



Suponga que la funci6n/es continua y b mondtona en el intervalo ce- 
rrado [a, b] que coniiene el ntfmero c t y sea /(c) = d. Slf\c) existe y 
fie), * 0, entonces (f~ ] Y(d ) existe y 

1 



(r l )Xd) = 



f'(c) 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 11 Se mostrara que el teorema 
5.1 .8 se cumple para una funcion particular y valores particulares de c y d. Si/ 
es la funcion del ejemplo ilustrativo 10, entonces 

1 



/to - Vi 

/~ l W = x 2 



/'« = 



24x 



(f~ ] Y(x) =2x x>0 



La funcion / es continua y monotona en cualquier intervalo cerrado 
[a, b] para el cual < a < b. Seac = 9, entonces d = /(9); esto es, d = 3. 
El teorema 5.1 .8 afirma que 



(r l ro) = 



i 



/'(9) 
Esta ecuacion es valida porque 

(/-!)'(3) = 2 • 3 y /'(9) = 
= 6 y 



1 
2V9 



[-4,5] por [-5,1] 

fix) = x 5 +■ x 3 + 2x - 2 
recta tangente en (0, -2) 

FIGURA 13 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 2 Considere la funcion / de- 
finida por la ecuacion (5): 



f(x) = x 5 + x 3 + 2x - 2 
La derivada de esta funcion es 
/'(*) = 5jc 4 + 3x 2 + 2 



(7) 




Previamente se establecio que / es creciente en vista de que f'(x) > 0, y 
por tanto tiene una inversa/ -1 . Pero no se tiene una ecuacion que defina 
explfcitamente los valores de funcion de/" 1 . Sin embargo, se puede calcular 
la derivada de/" 1 en un punto particular de la grafica de/" 1 . Por ejemplo, 
como (0, -2) esta en la grafica de/ el punto (-2, 0) esta* en la graTica de/" 1 . 
Si se calcula el valor de (f~ l )'(-2) aplicando el teorema 5.1.8 se tiene 



(/-T(-2) 



/'(0) 
De(7),/'(0) = 2. Demodoque 

(r l n-2) = \ 

Ahora se apoyara este resultado con la graficadora. La figura 13 muestra 
la grafica de/trazada en el rectangulo de~inspecci6n de [-4, 5] por [-5, 1]. 
Tambien en la figura se ha trazado la recta tangente a la graTica en el punto 
(0, -2); la pendiente de la recta tangente es 2. 
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t J + t J + It - 2 y y(t) 
recta tangente en (-2, 0) 

FIGURA 14 




[-9,9] por [-6,6] 
fix) = x 3 + x 

FIGURA 15 




[-9.4,9.4] por [-6.2,6.2] 

fix) = x 3 + x 
recta tangente en (1, 2) 

FIGURA 16 



A fin de trazar la graTica de / *, se activa la graficadora en modo 
param^trico y se consideran 

x(t) = t 5 + f 3 + It - 2 y y(t) = t 

Como variables para el rectangulo de inspecci6n tome: f mfn = -1, r mAx = 1, 
'step = U.Uj, X m fa — —j, ■X m ^x = 1* X sc i = 1, y m { n = ~/, ymfa — £ y y sc \ ~ A* 
La figura 14 muestra esta grafica asi como la recta tangente en el punto 
(-2, 0); la pendiente de la recta tangente es \ . ^ 



Para la funci6n / del ejemplo ilustrativo 12 



► EJEMPLO 6 

calcule(/- 1 )'(4). 

Sollicion La funci6n/y su derivada/' estan definidas por 

f(x) = x 5 + x 3 + 2x - 2 y f\x) = 5x 4 + 3x 2 + 2 

Del teorema 5.1.8, si /(c) = 4, entonces (/ _1 )'(4) = -jT^' * >ara ca l cu * ar 
c se resuelve la ecuaci6n 

c 5 + c 3 + 2c - 2 = 4 

o, equivalentemente, 

c 5 + c 3 + 2c - 6 = 

Al aproximar la raiz de esta ecuacion en la graficadora mediante los pro- 
cedimientos raiz (root) o rastreo {trace) y aumento (zoom in) se obtiene 
c = 1.16124. Por tanto, 



(/-'W) = 



1 



/'(L 16124) 

1 



15.1374 
- 0.06606 4 

► EJEMPLO 7 s^a 

/(*) = X 3 + X 

(a) Demuestre que/tiene una inversa/ -1 . (b) Determine la pendiente de 
la recta tangente a la grafica de/en el punto (1,2). (c) Calcule la pendiente 
de la recta tangente a la grafica de/" 1 en el punto (2, 1). Apoye las respues- 
tas de los incisos (a)~(c) realizando lo siguiente: (d) trace las graficas de/y 
Z" 1 en el mismo rectangulo de inspeccion; (e) trace las graficas de/y de su 
recta tangente en el punto (1, 2) en el mismo rectangulo de inspecci6n; 
(f) trace las graTicas de/ -1 y de su recta tangente en el punto (2, 1) en el mis- 
mo rectangulo de inspeccion. 

Solution La derivada de/es 

f(x) = 3x 2 + 1 

(a) Comof'(x) > para todos los ndmeros reales, entonces /es creciente 
en su dominio. Asi,/es una funci6n uno a uno, y en consecuencia tiene 
una inversa/" 1 . 

(b) La pendiente de la recta tangente a la graTica de/en el punto (1, 2) es 

/'0)y 

/'(D = 4 
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i-ii«rft 



[-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] 

grafica de/~ [ donde/(;c) = x 3 - 
recta tangente en (2, 1 ) 

FIGURA 17 



(c) La pendiente de la recta tangente a la gr&fica de/" 1 en el punto (2, 1) 
e s (/ _, )'(2), y porteorema 5.1.8 

1 



(f- l Y(2) = 



/'(I) 



(d) En la figura 15 se muestran las graTicas defy f~ l trazadas en el mismo 
rectangulo de inspeccion. Observe que las graficas son reflexiones una 
de la otra con respecto a la recta y = x, como se esperaba. 

(e) La figura 1 6 presenta las graficas de / y de su recta tangente en (1,2) 
trazadas en el rect&ngulo de inspeccion de [-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2]. La 
pendiente de la recta tangente es 4. 

(f) Las graTicas de/" 1 y de su recta tangente en (2, 1) estan trazadas en el 
rectangulo de inspecci6n de [-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] y se muestran 
en la figura 17. La pendiente de la recta tangente es | . ^ 



EJERCICIOS5.1 



En los ejercicios 1 a 6, utilice el criterio de la recta horizontal 
para determinar si lafuncion es uno a uno, Dibuje la grafica de 
lafuncion a mano o trace la grafica en la graficadora. 



1. 


(a) f(x) = 2x + 3 
(c) g(x) = 4 - jc 3 


(b)/(*) = i* 2 - 2 


2. 


(a) gix) = 8 - 4x 
(c) h(x) = |jc 3 + 1 


(b) fix) = 3 - jc 2 


3. 


(a) f{x) = vm 
(c) h(x) = \x-2\ 


(b) *(*) = -f- 
;c + 3 


4. 


(a) fix) = Vl - x 2 


(b) gix) = 5 




W IK*) 

2x - 4 




5. 


(a) h(x) = 2 sen jc, - 1 /r < 


jc <, \k 




(b)/(jc) = |tanjc,-^/r < 


x < \n 



(c) Gix) = sec'*,* € [0, | n) U [ff, f/r) 
6. (a) /(jc) = 1 - cos jc, < jc < ;r 

(b) F(jc) = cot ^x,0 < x < 2k 

(c) g(jc) - csc*,jce(0, jffjU(ff, |ff] 

£h /as ejercicios 7 a 18, determine si la funcion tiene inversa. Si 
la inversa existe, haga lo siguiente: (i) determtnela y establezca 
su dominio y contradominio; (ii) trace las graficas de la funcion 
y de su inversa en el mismo rectangulo de inspeccion. Si la fun- 
cion no tiene inversa, apoye grdficamente este hecho verificando 
que una recta horizontal intersecta la grafica en mas de un punto. 



7. (a) fix) = 5x - 1 

8. (a) fix) = 3x + 6 

9. (a) fix) = (4 - x) 3 

10. (a) Fix) = 3(jc 2 + 1) 

11. (a) Fix) = vTTl 
12; (a)/(jc) - \x\ + x 



(b) £(*) = 1 - X 2 
(b) £(*) = X 5 



(b) *(jc) = V2jc- 6 
(b) gix) = Vl-jc 2 
(b) /(*) = (* + 2) 4 
(b)g(j:) = 3 3 VI-H 



13. (a)/(jc) = 2 VI (b)/(jc) = 


x- 3 

JC + 1 


14. (a) /(jc) = ^^1 (b) g(jc) = 
;c 


8 


x y + 1 


15. (a) g(jc) - jc 2 + 5, x > 




(b)/(jc) - (2jc + l) 3 ,-± < x < { 




16. (a)/(jc) = i2x- 1) 2 ,jc <; \ 




(b) fix) = |jc 3 , -1 < jc < 1 




17. F(jc) = V9 - x 2 , < jc < 3 




18. G(jc) - V4* 2 -9,jc > | 





£>i /oj ejercicios 19 a 24, considere y - fix) y x = / ^y), 
_y verifique que 



(b) /(j:) = vTTT 
(b) fix) = Sx 3 
(b) /(jc) = 3 V7^ 
(b) /(*) = ifi 

3jc + 4 
2jc + 6 





dx 

dy 


1 
dx 


19. 


(a) /(jc) = 


4jc - 3 


20. 


(a) fix) = 


7 - 2x 



21. (a)/(jc) = \x 5 



24. /(jc) = 



22. (a) /(jc) = V4^H 

23. f M = ^ 

£h los ejercicios 25 a 40, calcule if~ x )\d). 

25. in) fix) = V37TT;^ = 1 
(b)/(jc) = jc 2 - 16, jc > 0;rf = 9 

26. (a)/(jc) = jc 5 + 2\d = 1 
(b)/U) = VT^;</ - 3 

27. (a)/(jc) = jc 3 + 5;^ = -3 
(b)/(jc) = 3jc 5 + 2x 3 \d =■ 5 

28. (a) fix) = Ax 3 + 2jc; rf = 6 
(b)/(jc) = senjc, -\n < jc < ^ff,^ 
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29. (a) fix) = £cos 2 x,0 <; x <L \n\d = | 
(b) /(x) = 2 cot x, < x < n\ d - 2 

30. (a) f{x) = tan2x,-£;r < x < {^; d = 1 
(b) /(x) = sec |x, ^ x < n\ d = 2 

31. (a) f{x) = ^cscx,0 < x < \n\ d = 1 
(b) /(x) = 2x 2 + 8x + 7,x <; -2;d = 1 

32. (a) /(x) = x 2 - 6x + 7,x <; 3;d = 
(b) /(x) = 2jc 3 + jc + 20; d = 2 

33. /(x) - x 3 - 1 - 3,x > 0\d = 2 

x 

34. /(jc) = jc 3 - £ - 3, x < 0; J = -2 

x 

35. /(x) = jc 4 + jc 2 - 4,x £ 0;d = 1 

36. f{x) = jc 4 + x 2 - 4,x <; 0;rf = -0.5 

37. fix) = x + Vsenx,0 < x ^ n\ d = 3 

38. /(x) = cos 2 * + 2jc, < x £ \n\d = 2 



39. /(x) 



40. /(x) 



i; 

J x 



/T+3 <fc, jc > -3;d = 18 



x < Q\d = -6 



£rt /as ejercicios 41 a 46, (a) demuestre que la funcidn f tiene 
inversa, (b) calcule f~ [ (x), y (c) verifique las ecuaciones del 
teorema 5.1.4 para fyf~ ] . 



41. fix) 
43. fix) 

45. fix) 



4x - 3 
x 3 + 2 

3x + l 

2x + 4 



42. fix) = 5x + 2 
44. fix) = ix + 2) 3 

■3 



46. /(x) = 



3x-6 



47. Si x grados es la temperature Celsius, entonces el ntimero 
de grados en la temperature Fahrenheit puede expuesarse 
como una funcitfn de x. Si/es esta funcitfn, entonces fix) 
es la temperature Fahrenheit y fix) = 32 + |jc. Deter- 
mine lafunci6n inversa/ -1 que exprese el mimero de gra- 
dos Celsius como una funcitfn del ntimero de grados de la 
temperature Fahrenheit. 

48. Si /(f) dtflares es el monto en f anos de una inversion de 
$1 000 al 12% de interns simple, entonces 

/(f) = 1000(1 + 0.12r) 

Determine la funcidn inversa f~ l que exprese el mimero 
de alios que deben invertirse $1 000 al 12% de interf* 
simple como una funcitfn del monto de la inversi6m 

49. Como se menciond en el ejercicio 5 1 de la seecion 1 .T, de 
acuerdo con la teorfa especial de la relatividadde Einetein, 
si m(v) es la medida de la masa de una partfcula que se 
desplaza con una velocidad de medida v, entonces 



donde hiq es la medida constante de la masa de la partfcula en 
reposo respecto a un sistema de referenda y c es la medida 
constante de la rapidez de la luz. Determine la funcidn 
inversa de m que exprese la medida de la velocidad de la 
partfcula como una funcidn de la medida de su masa. 

50. Como se menciond en el ejercicio 39 de la seccidn 2.8, la 
ley de Dulong establece que si PiT) atmdsferas es la pre- 
sidn absolute de un vapor saturado a una temperature de 
T grados Celsius, entonces 



PiT) 



= f 40 + r V 

V 140 ) 



t > 80 



(a) Determine la funcidn inversa de P que exprese el nu- 
mero de grados Celsius de la temperature como una fun- 
cion del numero de atmdsferas de la presidn absoluta, e 
indique el dominio de la funcidn inversa. (b) Trace las 
grtfficas de P y la funcidn inversa obtenida en el inciso (a). 

51. Sea/(x) = x 3 + 3x - 1. (a) Demuestre que /tiene una 
inversa/ -1 . (b) Calcule la pendiente de la recta tangente a 
la graTica de/en el punto (1, 3). (c) Obtenga la pendiente 
de la recta tangente a la grffica de/* 1 en el punto (3, 1). 
Apoye las respuestas de k)s incisos (a)-(c) haciendo lo 
siguiente: (d) trace las giificas de / y /"' en el mismo 
rectangulo de inspeccion. (e) Trace las graiicas de / y de 
su recta tangente en el punto (1, 3) en el mismo rectangu- 
lo de inspeceidn. (fr) Trace las graiicas de/ -1 y de su recta 
tangente en el panto (3, I) en el mismo rectangulo de 
inspeceidn. 

5ffi. Sea fix) = 6 - x - x 3 . (a)' Demaefitre que / tiene una 
inversa/" 1 . (jb) Cateule la ; pendiente de la recta*tangente a 
la grifica4e/en el panto (2, -4). (c£ Obtenga la pendiente 
de la recta taagentea la graTica de/" 1 en d punto (-4, 2)» 
Apoye has resp aestas de los incisos (aHc) haoiando lo 
siguiente: (d) trace las graiicas de / y /"' en el mismo 
rectaiigido de inspecci6n. (e) Trace las grdficas de / y de 
su recta tangente en el punto (2, -4) en el mismo rectdn- 
galo de inspecctbn. (f)' Trace^ las gcaTiffia* de f~ [ y de su 
recta tangente en el punto (-4, 2) en el mismo rectdagulo 
de inspecci^ir. 

En fas? e$&rcicw$ 53 y 54*, demuestre que la funcidn f es su 
proph inversa. 

Vie- x 2 . 



55. m 

54i /<*> 



S" jc ■£ 4 



x + fr 
x - 1 



5£u Determine el valor de k de modo qae la funci6n uno a uno 



JW> ■■ 



x + k 



m(v) = 



m o 



sea su propia inversa. 

En los ejercicios 56 y 57, demuestre que la funcidn f es su 
propia inversa para cualquier constante k. 



® 



56. fix) 



+ k 



57. fix) = 



kx+ 1 
x - it 
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58. Muestre que la funcion definida por 
x + h 



fix) 



kx- I 



es su propia inversa para cualesquiera valores de las 
constantes h y k. 

En los ejercicios 59 y 60, (a) muestre que la funcion f no es 
uno a uno, y en consecuencia no tiene inversa; (b) restrinja el 
dominio y obtenga dos funciones uno a unof x y f 2 que tengan 
el mismo contradominio que f; (c) calcule f{~ x y f 2 ~ ] y esta- 
blezca sus dominios; (d) trace las grdficas de f x y ff l en el 
mismo rectdngulo de inspeccion; (e) trace las grdficas de f 2 
y / 2 -1 en el mismo rectdngulo de inspeccidn. 

59. f{x) = x 2 + 4 60. f{x) = x 2 - 9 

61. Sea 



fix) 



x si x < 1 

x 2 si 1 < x < 9 

27 VI si 9 < x 



Demuestre que / tiene una funcion inversa y calcule 

r l ix). 

62. Sea/tr) = J* Vl6 - t 4 dt, -2 < x < 2. Demuestre que/ 
tiene una inversa/ -1 y calcule (/ -1 )'(0). 



63. Sea fix) = \* V9+7* dt. Demuestre que / tiene una in- 
versa / _1 y calcule (/~ 3 )'(0). 



f dt 

64. Sea fix) = I , . Demuestre que / ti 

inversa y calcule (/~ ! )'(0). 

65. Sea 



tiene una 



fix) 



I COS 2 -s/ 



Vr dt 



Demuestre que/tiene una inversa/ *y calcule (/ ')'(()). 
66. Muestre que la f6rmula del teorema 5. 1.7 puede escribirse 



if~ l )'ix) 



1 



/IT 1 ix)) 

67. Utilice la f6rmula del ejercicio 66 para mostrar que 

U )W U'(f-Hx))] 3 

68. Suponga que la funcion / esta definida por la ecuaci6n 
y - fix) y se ha determinado que/tiene una inversa/" 1 . 
Sin embargo, no puede calcularse/~ l (;t). £C6mo dibujaria 
a mano la grafica de/ -1 ? ^C6mo trazaria en la graficadora 
la grAfica de/ -1 sin trazar la de/? 
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La definicion de funci6n logaritmica presentada en algebra estuvo basada en 
los exponentes, despues se demostraron las propiedades de los logaritmos a 
partir de las propiedades correspondientes de los exponentes. A continua- 
cion se presentara un breve repaso de algunas de estas propiedades y de c6mo 
las aprendi6 en el curso de algebra. 

Una propiedad de los exponentes es 



2 x . a y = a x + y 



(1) 



Si los exponentes x y y son numeros enteros positivos y si a es cual- 
quier niimero real, entonces (1) se deduce de la definici6n de exponente 
entero positivo e induccion matem£tica. Si se considera que los exponentes 
son cualesquiera numeros enteros, positivos, negativos o cero, y a / 0, 
entonces se cumple (1) si se define el exponente cero y el exponente ne- 
gativo como 



a = 1 y 



1 



n > 



Si los exponentes son numeros racionales y a > 0, entonces se cumple 
(1) cuando se define a mln como 



a 



m\n _ 



No es simple definir a x cuando x es un numero irracional. Por ejem- 
plo, <<,que significa 2 N 3 ? Sin embargo, en su curso de algebra se supuso que 
dicho numero existe debido a que la definicion de funci6n logaritmica pre- 
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" i i i "T+> t 



sentada estuvo basada en la suposicion de que a x existia si a era cualquier 
niimero positivo y x era cualquier niimero real. En esa definicion se esta- 
bleci6 que la ecuacion 

a x = N 

donde a es cualquier numero positivo diferente de 1 y N es cualquier niimero 
positivo, puede resolverse para x,y x esta determinado de manera unica por 

x = \og a N 

A partir de esta ecuaci<5n y de las propiedades de los exponentes, se 
demostraron las siguientes propiedades de los logaritmos para cualesquiera 
numeros positivos My N: 



log* 1 = 
\ogaMN - \o% a M + \og a N 

log.™ = \og a M~\og a N 

\og a M n = n\og a M 
\og a a = 1 



(2) 
(3) 

(4) 

(5) 
(6) 



En este capitulo se le capacitard con el fin de llenar el vacfo dejado 
en Algebra; esto es, se definira a x donde x es un numero irracional. En esta 
secci6n se inicia el proceso al definir la funci6n logaritmica empleando 
el Calculo y despues, demostrando las propiedades de los logaritmos me- 
diante esta definicidn. 

Recuerde la f6rmula 



/ 



x n dx = ^~~ + C n * -1 
n + 1 



Esta formula no se cumple cuando n - -\. 

una funci6n cuya derivada sea -. El primer teorema fundamental del 

x 

Calculo (4.7.1) proporciona una funcion; la cual es 



r 



dt 



donde a puede ser cualquier numero real con la condici6n de que tenga el 
mismo signo de x. A fin de interpretar dicha funcidn, sea R\ la regi6n li- 
mitada por la curva y = l/r, el eje r, a la izquierda por la recta t = 1 y a la 
derecha por la recta t = x, donde x > 1 . Esta regi6n R\ se muestra en la fi- 
gura 1. La medida del area de la regi6n R r es una funcion de x; den6tela 
por A(x) y definala como una integral definida mediante 



A(x) 



FIGURA 1 



-\> 
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Ahora considere esta integral si < x < 1. De la definici6n 4.5.5, 




FIGURA 2 



\>-\> 



La integral \* (1/0 dt representa la medida del area de la region R 2 acota- 
da por la curva y = 1/f, el eje f, a la izquierda por la recta t = jc y a la dere- 
cha por la recta t - 1 . De modo que la integral /* (1/0 dt es el negativo de la 
medida del area de la region R 2 mostrada en la figura 2. 

Si jc = 1, la integral J* (1/0 dt se transforma en \ x (1/0 dt, la cual es 
igual a cero, debido a la definition 4.5.6. En este caso, las fronteras latera- 
les derecha e izquierda son la misma y la medida del area es 0. 

Asf, la integral j* (1/0 dt para jc > puede interpretarse en te"rminos de 
la medida del area de una region. Su valor depende de jc y se emplea para de- 
finir \a funcion logaritmica natural, denotada por In. 



5.2.1 Definicion de la funcion logaritmica natural 



La fimcidn logaritmica natural es la funci6n definida por 
x > 



\nx = I i^*r 



A'.l/'' •■■.-Hi L~**~*:-7f< I 



El dominio de esta funcion es el conjunto de los numeros reales posi- 
tivos. Se lee In jc como "el logaritmo natural de jc". 

La funcion logaritmo natural es diferenciable debido a que al aplicar el 
primer teorema fundamental del Cdlculo se obtiene 



D x (\nx) = D X H }«ft) 



De este resultado y de la regla de la cadena se tiene el siguiente teorema. 



5.2*2 Teorema 



Si u es una funcidn diferenciable de jc y u(x) > 0, entonces 
D x (hiu) = - ■ D x u 



► EJEMPLO I Calcule/'Oc) si 

/(jc) = ln(3jc 2 - 6jc + 8) 
Solucion Del teorema 5.2.2, 



fix) = 



1 



3X 2 - 6x + 8 

6x - 6 
lx 2 - 6x + 8 



(6jc - 6) 
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Ahora se mostrara que la funcion logaritmica natural obedece las pro- 
piedades de los logaritmos estudiadas en algebra. 



5.2,3 Teorema 



In 1 = 



Demostracion Si x = 1 en la definition 5.2.1, entonces 



lnl 



-r'j. 



El miembro derecho de la ecuacion anterior es cero debido a la definici6n 4.5.6. 
Por tanto, 

In 1 = ■ 

El teorema 5.2.3 corresponde a la propiedad de los Logaritmos dada 
por (2). Los tres teoremas siguientes corresponden a las propiedades de los 
logaritmos dadas por (3), (4) y (5). La discusion de la propiedad (6) se pospo- 
ne porque hasta este momento no se tiene una base para los logaritmos na- 
turales. Antes de establecer cada uno de los tres teoremas, se dara un ejemplo 
ilustrativo del teorema correspondiente al calcular los logaritmos naturales 
de numeros especificos empleando NINT en la graficadora. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 De 



la definition 5.2.1. 



In 2 



In 3 






"-r 



dt NINT(1//, 1,2) = 0.693147 

NINT(1//, 1, 3) = 1.098612 



dt NINT(1//, 1,6) = 1.791759 



A partir de estos calculos, 

In 2 + In 3 = 0.693147 + 1.098612 
- 1.791759 
= In 6 



5.2.4 Teorema 



Si a y h son cualesquiera dos ndmeros positivos, entonces 
lu(ab} = In a + \nb 

Demostracion Considere la funci6n/definida por 
f{x) = \n(ax) 
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donde x > 0. Entonces 



I 
x 

Por tanto, las derivadas de ln(ajt) y In x son iguales. De modo que por el teo- 
rema 4. 1 .2, existe una constante K tal que 

ln(ajt) = Lnjc + K paratoda x > (7) 

A fin de determinar K, considere x = 1 en esta ecuacion, de donde resulta 

In a = In 1 + K 

Como In 1 =0, se obtiene K = In a. Al sustituir £ por In a en (7), se tiene 
ln(ajc) = Lnjc + In a paratoda x > 

Ahora considere x — b, entonces se obtiene 

\n(ab) = In a + In b m 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Del ejemplo ilustrativo 1, 

In 6 - In 3 = 1.791759 - 1.098612 
= 0.693147 
= In 2 4 



5,2.5 Teoremo 



Si a y h son cualesquiera do$ numeros positi vos, entonces 

In ^ - In a - In fr 

b 

Demostracion Como a - (ajb) • b, entonces 

In a = In ( | .*) 
Al aplicar el teorema 5.2.4 al miembro derecho de esta ecuaci6n se obtiene 

In a = In t + \nb 



In * = In a -lab 
b 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 De la definicion 5.2.1 se tiene 

/-49 

-dt NINT(1/M,49) = 3.891820 



In 49 
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In 7 = -dt 

J, ' 



NINT(1/M,7) = 1.945910 

i 

i 



De estos cdlculos se obtiene 

2 In 7 = 2(1.945910) 
= 3.891820 
= In 49 



5,2.6 Teorema 



5i a es cualqukr numero positive y res cualquier numero rational, 
entonces 

\x\a r = r In a 



Demostracion Del teorema 5.2.2, si r es cualquier numero racional y 
x > 0, entonces 

D x (\nx r ) = -i- .rjc r " 1 
jc r 



^(rlnjc) = - 

Por tanto, 

D^(ln^ r ) = D x (r\nx) 

De esta ecuacion, las derivadas de In x r y r In jc son iguales; de modo que, 
por el teorema 4.1.2, existe una constante K tal que 

lnjc r = roue + K paratoda x > (8) 

Para determinar K, se sustituye 1 por jc en (8) y se obtiene 

In l r = rln 1 + K 

Pero In 1 =0; en consecuencia K = 0. Al reemplazar K por en (8) se 
obtiene 

In x r - r In jc para toda jc > 

de lo cual se deduce que si jc = a, donde a es cualquier numero positivo, 
entonces 

lna r = r In a m 

Para dibujar la graTica de la funci6n logaritmica natural deben conside- 
rate las propiedades de esta funci6n. Pero antes, se trazara" en la graficadora 
la grafica de 

NINT(1/M,jc) 
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[0.0001, 10] por [-10, 10] 
NINT(1/M,jc) 

FIGURA 3 



Como e] dominio de In es el conjunto de los numeros reales positivos, se 
elige un rectangulo de inspecci6n que contenga linicamente valores posi- 
tivos de x. La figura 3 muestra la gr£fica de In trazada en el rectangulo de 
inspecci6n de [0.0001, 10] por [-10, 10]. De esta figura, parece que la 
funcion logaritmica natural es continua y creciente, y tambien concava ha- 
cia abajo. Estos hechos se confirmaran analfticamente. 
Con/(jc) = lnjc, setiene 



f(x) 



{'; 



v -dt y 



m = ± 



para x > 



Como / es diferenciable para toda jc > 0, / es continua para toda jc > 0. 
Adem£s, f'(x) > para toda jc > 0, y por tanto, /es una funcion creciente. 
La segunda derivada de In jc es 



fXx) = 



1 



Debido a que f"(x) < cuando jc > 0, la grafica de / es concava hacia 
abajo en cada punto. 

Ahora se determinard mediante geometrfa una desigualdad que implica 
a In 2. La integral definida en la ecuaci6n 



In 2 



-r 



l -dt 




puede interpretarse como la medida del area de la region que se muestra en la 
figura 4. De esta figura, se observa que In 2 esta entre las medidas de las areas 
de los rectangulos que tienen base de longitud 1 unidad y alturas de longitud ~ 
unidades y 1 unidad; esto es, 

0.5 < In 2 < 1 

Esta desigualdad puede obtenerse analfticamente a partir del teorema 
4.6.1 al proceder como sigue. Sean /(/) = \jt y g(t) = ^, entonces 
/(/) > g(t) para toda / en [1, 2]. Como/y g son continuas en [1, 2], enton- 
ces son integrables en [ 1, 2], y por el teorema 4.6.1, 



i'H 



-dt 



In 2 > 



(9) 



De manera semejante, si/(/) = \jt y h{t) - 1, entonces h(t) > /(/) 
para toda t en [1,2]. Debido a que/y h son continuas en [1,2], entonces 
son integrables en [1, 2]; y otra vez, empleando el teorema 4.6.1 se obtiene 



[-i' 1 ' 



dt 



1 ;> In 2 
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Al combinar esta desigualdad con (9) se tiene 

0.5 < In 2 < 1 (10) 

El numero 0.5 es una cota (o If mite) inferior de In 2 y I es una cota 
superior de In 2. De igual manera se puede obtener una cota inferior y 
otra superior para el logaritmo natural de cualquier numero real positivo. 
Posteriormente aprendera\ aplicando series infinitas, como calcular el loga- 
ritmo de cualquier numero real positivo con cualquier numero de cifras 
decimales deseado. 

El valor de In 2 con cinco cifras decimales esta" dado por 

In 2 - 0.69315 

Por supuesto, cualquier calculadora que incluya la tecla Qn] puede 
emplearse para obtener los valores de la f unci on logaritmica natural. Sin em- 
bargo, se puede aproximar el valor del logaritmo natural de cualquier potencia 
de 2 empleando el valor de In 2 y aplicando el teorema 5.2.6. En particular, 

ln4 = ln2 2 In 8 = ln2 3 lni = In 2" 1 ln± = In 2" 2 

= 2 In 2 = 3 In 2 = -1 • In 2 = -2 In 2 

- 1.3863 - 2.0795 - -0.69315 - -1.3863 

Ahora se determinara el comportamiento de la funcion logaritmica na- 
tural para valores grandes de x considerando el If mite lim In x. 

Como la funcion logaritmica natural es creciente, si se considera p 
como cualquier numero racional positivo, se tiene 

si x > 2 P entonces lnx > In 2 P (11) 

Del teorema 5.2.6 se tiene 

In 2 P = p In 2 
Si se sustituye de esta ecuaci6n en (1 1) se tiene 

si x > 2 P entonces In x > p\n2 
Como In 2 > ~ , de lo anterior se obtiene 

si x > 2 P entonces \nx > x -p 
Al considerar p = 2n, donde n > 0, se tiene 

si x > 2 2n entonces \nx > n 
De este enunciado se sigue, si se toma N = 2 2n , que para cualquier n > 

si x > N entonces inx > n 

Por lo que se puede concluir que 

lim lnx = +oo (12) 

A fin de determinar el comportamiento de la funci6n logaritmica natural 
para valores positivos de x cercanos a cero, se investigara el lfmite lim In jc. 
Como In x = In (jc" 1 ) -1 , entonces 

In* = -In i 
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La expresion "jc — > + " equivale a " > + oo"; por lo que la ecuacion 

anterior se escribe como 



lim In x = - 1 m In - 



(13) 



De (12) se tiene 



lim In- = +oo 

l/x^ + oo X 

Por tanto, de este resultado y de ( 13) se obtiene 



lim lnjc = -oo 



(14) 




FIGURA 5 



De (14), (12) y el teorema del valor intermedio (1.9.8), el contrado- 
minio de la funcion logarftmica natural es el conjunto de todos los numeros 
reales. De (14) se concluye que la grafica de la funcion logarftmica natural 
es asintotica a la parte negativa del eje y a traves del cuarto cuadrante. 

En resumen, la funcion logaritmica natural satisface las siguientes pro- 
piedades: 

(i) Su dominio es el conjunto de los numeros reales positivos. 

(ii) Su contradominio es el conjunto de los numeros reales. 

(Hi) La funcion es creciente en su dominio. 

(iv) La funci6n es continua en todos los numeros de su dominio. 

(v) Su grafica es concava hacia abajo en todos sus puntos. 

(vi) La grafica de la funcion es asintotica a la parte negativa del eje y a 
traves del cuarto cuadrante. 

A partir de estas propiedades y trazando algunos puntos con un seg- 
mento de la recta tangente en los puntos, se puede dibujar la grdfica de la 
funcion logaritmica natural, como se muestra en la figura 5, donde se han 



considerado los puntos de abscisas | 

tangente se determin6 mediante la formula D x (\n x) = 



1, 2 y 4. La pendiente de la recta 
1 



Ahora se presentaran algunos ejemplos mas del calculo de derivadas de 
funciones que contienen logaritmos naturales. 



Calcule ■— si 
dx 



► EJEMPL0 2 

y = ln[(4jc 2 + 3)(2jc - 1)] 
Solution Al aplicar el teorema 5.2.2, se tiene 



1 



*: = 

dx (4x 2 + 3)(2jc - 1) 

24jc 2 - 8jc + 6 
(4jc 2 + 3)(2jc - 1) 



[8jc(2jc - 1) + 2(4jc 2 + 3)] 



(15) 



► EJEMPL0 3 



-K^t) 



Determine -p- si 
dx 
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Solucion 


Del teorema 5.2.2 


dy 


1 


(JC + 1) - JC 


dx 


JC + 1 


(X + l) 2 




JC + 1 
JC 


1 




(x + l) 2 




1 





jc(jc + 1) 

Observe que cuando se aplica el teorema 5.2.2, w(jc) debe ser positiva; 
esto es, un numero del dominio de la derivada debe estar en el dominio de la 
funcion dada, In u. 

l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 En el ejemplo 1, el dominio 
de la funcion dada es el conjunto de los numeros reales, porque 3jc 2 - 6jc + 
8 > para toda jc. Esto puede verse a partir del hecho de que la parabola 
cuya ecuacion es y = 3jc 2 - 6jc + 8 tiene su verticeenel punto (1, 5)y abre 
hacia arriba. En consecuencia, (6jc - 6)/(3jc 2 ~ 6jc + 8) es la derivada para 
todos los valores de jc. 

En el ejemplo 2, como (4jc 2 + 3)(2jc - 1) > s61o cuando jc > ^,el 
dominio de la funcion dada es el intervalo {\, +oo). Por tanto, se entiende 



que la fraction (15) es la derivada unicamente si jc > ^ . 

Como jc/(jc + 1) > cuando jc<-1ojc>0, el dominio de la fun- 
cion del ejemplo 3 es (-oo, -1) U (0, +oo); por lo que 1/[jc(jc + 1)] es la 
derivada sijc<-lojc>0. A 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 2, si se aplica 
el teorema 5.2.4 antes de calcular la derivada, se tiene 

y = ln(4jc 2 + 3) + ln(2jc - 1) (16) 

El dominio de la funcion definida por esta ecuacion es el intervalo ( - , +oo), 
el cual es el mismo que el de la funcion dada. De (16), 

dy _ 8jc + 2 



dx 4jc 2 + 3 2jc - 1 
y sumando las fracciones se obtiene 

dy = 8x(2x + 1) + 2(4x 2 + 3) 
dx {4x 2 + 3)(2jc - 1) 

lo cual equivale al primer renglon de la solucion del ejemplo 2. ^ 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Sise aplica el teorema 5.2.5 
antes de calcular la derivada en el ejemplo 3, se tiene 

y = lnjc - ln(jc + 1) (17) 

Debido a que In jc esta definida solo cuando jc > 0, y ln(jc + 1) esta de- 
finida unicamente cuando jc > -1, el dominio de la funci6n definida por 
(17) es el intervalo (0, +oo). Pero el dominio de la funcion dada en el ejem- 
plo 3 consiste de los dos intervalos (-oo, -1) y (0, +oo). Al calcular la deri- 
vada de (17) se tiene 



428 CAPITULO 5 FUNCIONES LOGARJTMICAS, EXPONENCIALES, TRIGONOMETRICAS INVERSAS , 



dy 
dx 



1 



J_ 

X x + 1 

1 

x(x + 1) 



pero recuerde que aqui x debe ser mayor que cero, mientras que en la soluci6n 
del ejemplo 3 los valores de x menores que -1 tambien est£n incluidos. ^ 

El ejemplo ilustrativo 6 muestra el cuidado que debe tenerse cuando se 
aplican los teoremas 5.2.4, 5.2.5 y 5.2.6 a funciones que implican logarit- 
mos naturales. 



► EJEMPLO 4 Calcule /'(jc) si 
fix) = ln(2x - l) 3 

Solution Del teorema 5.2.6, 

f(x) = 3 ln(2x - I) 

Observe que tanto ln(2x - l) 3 como 3 ln(2jc - 1) tienen el mismo do- 
minio: x > 0.5. Al aplicar el teorema 5.2.2 se tiene 



fix) 



2x - 1 



• 2 



2x - 1 



EJERCICIOS 5.2 



En los ejercicios I a 4, demuestre las propiedades dadas de la 
funcion logaritmica natural aplicando la definition 5.2.1 y 
NINT la graficadora para calcular los logaritmos naturales 
indicados. 



23. f(w) = ]n]pL±± 24. f(x) = lnl(5x - 3) 4 (2x 2 + 7) 3 ] 



2w-5 



25. h(x) = 



hue 



26. g(x) = In (cos 2x + sen 2x 



1. In 68 = In 4 + In 17 
3. In 13 = In 117 - In 9 



2. In 1000 - 3 In 10 
4. In 81 = 2 In 9 



En los ejercicios 5 a 30, derive la funcion y simplifique el 
resultado. 



27. g(x) = In 3fZ±I 28. f(x) = Vtol 
V x l + 1 

29. F{x) = Vjc + 1 - ln(l + V7TT) 



5. f(x) = ln(4 + 5jc) 
7. hix) = lnV4T^ 
9. fit) = ln(3f + l) 2 
11. g(t) = ln 2 (3/ + 1) 
13. fix) = In l!4~x 2 



6. g(jc) = ln(l + 4;c 2 ) 

8. f(x) = ln(8 - 2jc) 

10. hix) = ln(8 - 2jc) 5 

12. G(jc) = In Vl + 4jc 2 

14. giy) = ln(lny) 

16. fix) = jchuc 

18. gix) = In cos Vx 



15. F(y) = ln(sen 5y) 

17. /(jc) = cos(ln jc) 

19. Gix) = ln(sec2jc + tan2jc) 20. h(y) = csc(lny) 

21. /(jc) = In V^ 22. /(r) 



V f 2 + 1 



30. G(jc) = jc (n(jc + Vl + jc 2 ) - Vl + jc 2 

En /os ejercicios 31 a 36, calcule -j- mediante diferenciacion 
implicita. 

31. hue? + jc + y = 2 32. In - +jc>> = 1 



33. jc = ln(jc + y + 1) 34. ln(x + y) - ln(jc - y) - 4 

35. jc + hue 2 ? + 3)> 2 = 2jc 2 - 1 

36. xlny + y\nx = xy 

37. Dibuje la graTica_ de y - In jc trazando los puntos de 
abscisas i I, 1, 3 y 9, y utilice In 3 » 1.1. En cada uno 
de los cinco puntos calcule la pendiente de la recta tan- 
gente y dibuje un segmento de dicha recta. 
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En los ejercicios 38 a 45, dibuje la grdfica de la ecuacidn. 
38. x = \ny 39. y = ln(-jc) 

40. y = \n(x + 1) 41. x = ln|jt| 



42. y = ln- 



1 



43. y = x - lnjt 
45. y = In sen x 



x - 1 
44. y = x + 2 In x 

46. Realice el ejercicio 56 de la seccion 3.10 considerando el 
logaritmo natural en ambos miembros de la ecuacibn dada 
antes de calcular la diferencial. 

47. Realice el ejercicio 55 de la seccion 3.10 considerando el 
logaritmo natural en ambos miembros de la ecuacion de la 
ley de Boyle antes de calcular la diferencial. 

48. La longitud de dos cilindros coaxiales, mostrados en la fi- 
gura adjunta, es L centimetros y los radios de los cilindros 
interior y exterior son ay b centimetros, respectivamente. 
La capacitancia entre los cilindros es C faradios donde 

c _ 2^ 

In - 

a 

donde € es una constante etectrica. ^Cual es el valor 
de lim C? 




49. Obtenga una ecuacion de la recta tangente a la curva 
y = In x en el punto cuya abscisa es 2, 

50. Determine una ecuacibn de la recta normal a la curva 
y = In x que es paralela a la recta x + 2y - 1 = 0. 

51. Obtenga una ecuacibn de la recta normal a la grafica 
de y = x In x que es perpendicular a la recta que tiene 
la ecuacibn x - y + 1 = 0. 

52. Una partfcula se mueve sobre una recta de acuerdo a la 
ecuacibn de movimiento s = (t + l) 2 ln(r + 1), donde s 
pies es la distancia dirigida de la partfcula desde el punto 
inicial a los t segundos. Calcule la velocidad y la acelera- 
cion cuando I = 3. 

53. En un cable para television, la medida de la rapidez de 
la senal es proporcional a x 2 ln(l/jt), donde x es la razon 
de la medida del radio del nucleo del cable a la medida del 
espesor del embobinado del cable. Determine el valor de 
In x para el cual la rapidez de la senal sea maxima. 

54. Un fabricante de generadores electricos comenzo sus 
operaciones el 1 de enero de 1986. Durante el primer ano 
no hubo ventas porque la compania se concentrb en el 
desarrollo e investigaci6n del producto. Despues del pri- 
mer ano las ventas se incrementaron constantemente de 
acuerdo con la ecuaci6n y = x In *, donde x es el numero 
de anos durante los cuales la compania ha estado ope- 
rando y y es el numero de millones de dolares por el vo- 
lumen de ventas. (a) Dibuje la grafica de la ecuacion. 
Determine la tasa a la que las ventas se incrementaron 
(b) el 1 de enero de 1991, y (c) el 1 de enero de 1996. 



55. Cierta compania ha determinado que cuando su gasto de ? 
publicidad semanal es x dblares, entonces si S dolares es 
su ingreso semanal total por ventas, 5=4 000 In x. 

(a) Determine la tasa de variacion del ingreso por ventas 
respecto a] gasto de publicidad cuando se ha previsto un 
gasto de publicidad semanal de $800. (b) Si el gasto de 
publicidad semanal programado se incrementa a $950, 
£cuil es el incremento aproximado del ingreso semanal 
total por ventas? 

56. (a) Trace en el mismo rectangulo de inspeccion las grd- 
ficas de 

f( x ) =1-1 g( x ) = \ nx h(x) = x - 1 

x 

y observe que /(jc) < g(x) < h(x). 

(b) Confirme la observaci6n del inciso (a) analiticamente 
estableciendo la desigualdad 

1— — <1iijc<jc— 1 paratoda x > y x * 1 
x 

mostrando que 

x - 1 - lnjc > y 1 - lnjt - - < 

X 

para toda x > y x * 1 . Sugerencia: sea 



F(x) 



1 - In* y G(x) = 1 - In* - - 



y determine el signo de F'(x) y G\x) en los interva- 
ls (0, 1) y (l, + oo). 

57. Utilice el resultado del ejercicio 56 para demostrar que 

HmMl±^ = 1 

58. Establezca el limite del ejercicio 57 aplicando la definici6n 
de la derivada para calcular F'(0) si F(x) = ln(l + x). 

59. Demuestre que 

lim x In x = 

Sugerencia: primero demuestre que x > In x si x > 0, y 
utilice este resultado para probar que -2 Vx < x In x < 
si < x < 1; despues utilice el teorema de estriccion. 

60. A.P. Hunter, Jr. y A. H. Rubenstein en su articulo "Market 
Penetration by New Innovations: the Technological 
Literature" muestran que si f{t) mide el mercado compar- 
tido de una tecnologia sustituta en t unidades de tiempo, 
entonces 



h-£4- + . 



1 - fit) 1 - f(t) 



= q + c 2 t 



donde a, c x y c 2 son constantes. Muestre que f'(t\ 
la tasa de sustitucion, esta dada por 

f , (t) = c 2 f(t)[\ - f{t)f 
of it) + [1 - /(/)] 

61. Explique como puede ser afectado el dominio de la deri- 
vada de una funcion que implica un logaritmo natural si 
se aplican las propiedades de los logaritmos a la funcion 
antes de calcular la derivada. 
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5.3 DIFERENCIACION LOGARJTMICA E INTEGRALES QUE 
PRODUCEN FUNCIONES LOGARJTMICAS NATURALES 

Para el estudio de los dos temas de esta secci6n, se necesita la f6rmula de 
/^^(ln | jc | ). A fin de deducir esta f6rmula a partir del teorema 5.2.2, se susti- 

tuye 4x* por | jc J y se aplica la regla de la cadena. Asi, 
Z> x (ln|jc|) = D x (\n 4x*) 



^ 



De esta formula y de la regla de la cadena se obtiene el teorema siguiente. 




y = \n\x\ 
FIGURA 1 



5.3.1 Teorema 



Si u es una funtitin diferenciabte de x, entonccs 



Djfln if > = Z&* u 



En el ejercicio 41 de la seccion 5.2 se le pidi6 que dibujara la graTica 
de y = In \x\ . Esta grafica se muestra en la figura 1. La pendiente de la 

recta tangente en cada punto (*, y) de la graTica es -. 



► EJEMPLO I Calcule/'Wsi 

fix) = ln|jc 4 + * 3 | 
Solucion Del teorema 5.3.1, 

fix) = * 3 (4x 3 + 3x 2 ) 

X* + X 3 

x 2 (4x + 3) 



4* + 3 



El ejemplo siguiente ilustra c6mo las propiedades de la funcitfn logarit- 
mica natural, dadas en los teoremas 5.2.4-5.2.6, pueden simplificar el trabajo 
relacionado con la diferenciaci<5n de expresiones complejas que contienen 
productos, cocientes y potencias. 



EJEMPLO 2 

mrr\ 



Calcule -7- si 
ax 



y = 



(x + 2)V* + 3 
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Solution 

\y\ = 



De la ecuacidn dada, 



(jc + 2)4x + 3 

I jc + 2 1 1 4x~n>\ 

Si se toma el logaritmo natural en los dos miembros de la ecuacion anterior y 
se aplican las propiedades de logaritmos, se obtiene 

ln.|y | = |ln [jc + l| - ln|jc + 2| - 1 In | jc + 3| 

Al diferenciar implfcitamente ambos miembros de esta ecuacion con respecto 
a x y al aplicar el teorema 53.1 se tiene 



dy = 1 

dx 3(x + 1) 



1 



1 



dy 
dx 



x + 2 2(x + 3) 
Si se multiplican los dos miembros de la ecuacion anterior por y se obtiene 

dy = ^ 2(x + 2)(x + 3) - 6(jc + l)(jt + 3) - 3(jc + 1)(jc + 2) 
dx y * 6(x + 1)(jc + 2)(jc + 3) 

Al sustituir y por su valor dado resulta 
(jc + l) i/3 2x 2 + IQjc + 12 - 6jc 2 - 24jc - 18 



3x 2 - 9x - 6 



(jc + 2)(jc + 3) 1/2 
-7jc 2 - 23jc 



6(jc + 1)(jc + 2)(jc + 3) 



12 



6(jc + 1) 2 / 3 (jc + 2) 2 (jc + 3) 3 ' 2 

El proceso ilustrado en el ejemplo 2 se denomina diferenciacion loga- 
ritmica, desarrollada en 1697 por el matematico suizo Johann Bernoulli 

(1667-1748). 

Del teorema 5.3.1 se obtiene el teorema siguiente para integracidn 
indefinida. 



5.3.2 Teorema 



/ 



-du = In I u I + C 
u 



De los teoremas 5.3.2 y 4.1.8, para cualquier numero racional n se tiene 



f 



+ C ( Si n * ™1 



u n du * ■ n + 1 

In |w| + C si n = -l 



► EJEMPLO 3 



Evalue 



/ 



jc j + 1 



-dx 
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Solution 



* 2 . A - 1 3xL A 



jc 3 + 1 3 jc 3 + 1 

= |ln|jc 3 + l| + C 



W EJEMPLO 4 Calcule el valor exacto de 

•2 



1 * + 1 



* 2 + 2 dx 



y apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 

Solution Como (jc 2 + 2)/(jc + 1) es una fracci6n impropia, se divide 
el numerador entre el denominador, obteni^ndose 

*L±l =x - l + -l- 

x + 1 x + 1 

Por tanto, 

*2 „ rl 



-|2 
= ijc 2 - jc + 31n|jc + l| I 



= 2-2 + 3 In 3-3 In 1 
= 3 In 3 - 3 ■ 
= 3 In 3 

Debido a que 3 In 3 = In 3 3 , la respuesta puede escribirse como In 27. 
En la graficadora se obtiene 

NINT((jc 2 + 2)/(jc + l) f 0,2) = 3.295836866 
lo cual es acorde con el valor de In 27. ^ 

F CJCMP10 5 Ertfc 

Solution Sean 

u = Injc y du - —dx 
x 

Por tanto, 

tdu 



/¥*-/■• 



= - + c 

2 
= klnjc) 2 + C 



5,3 PIFERENCIACION LOGARJTMICA E INTEORALES QUE PgOPUCEN FUNCIONES... 433 

Se pospusieron las formulas para las integrales indefinidas de las funcio- 
nes tangente, cotangente, secante y cosecante hasta debido a que estan rela- 
cionadas con la funcion lagaritmica natural. 

Una formula para la integral indefinida de la funcion tangente se deduce 
como sigue: Puesto que 



ftan«d«= [s^-du 

J J COS u 



sean 

v — cos u dv — -sen u du 
y al sustituirlas en la integral anterior se obtiene 

dv 



(tmudu = -[^ 



= —In | v | + C 

= -In | cos u I + C 

= In | (cos u)~ ] | + C 

= In | sec u | + C 

De esta manera se ha demostrado el teorema siguiente. 



5,3,3 Teorema 



I 



tan u du ^ Injsccii| + € 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

tan 3x dx = it 



tan 3*(3 dx) 



= ±ln|sec3;t| + C 



El teorema que proporciona la integral indefinida de la funcion cotan- 
gente se demuestra en forma semejante a la demos tracion del teorema 5.3.3. 
Consulte el ejercicio 45. 



5.3,4 Teorema 



/ 



cot u du = In | sen u | + C 



A fin de obtener la formula de J sec u du se multiplica el numerador y el 
denominador del integrando por sec u + tan «, obteniendose 



f , [sec w(sec u + tan u) , 

sec u du = du 

J J sec u + tan u 

(sec 2 u + sec u tan u) 



-[■ 



sec u + tan u 



du 
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Considere 

v = sec u + tan u dv — (sec u tan u + sec 2 u) du 
Por tanto, se tiene 

sec u du - — 



v| + C 

sec u + tan « | + C 



= In 
= In 



Asi, se ha demostrado el teorema siguiente. 



5.3.5 Teorema 



I 



secudu = In | sec w + can » | + C 






En la seccion 7.5 se obtendra una formula para la integral indefinida de 
la funci6n secante mediante un metodo que no depende del "truco" de multi- 
plicar el numerador y el denominador por sec u + tan u empleado en la de- 
mostracion del teorema 5.3.5. 

Una f6rmula para J esc u du puede deducirse al multiplicar el numerador 
y el denominador del integrando por esc u - cot u y proceder como se hizo en 
la demostracion del teorema 5.3.5. Otro procedimiento consiste en considerar 



esc u du = sec(« - j k) du 



y utilizar el teorema 5.3.5 e identidades trigonom^tricas. Se le pedira que 
demuestre esto en el ejercicio 45. La formula que se obtiene esta dada en el 
teorema siguiente. 



5.3.6 Teorema 



I 



CSC U ^1 i In I CSC u - cot u I + C 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 



dx 
sen 2x 



= esc 2x dx 



■\ 



esc 2jc(2 dx) 



= | In | esc 2* - cot2x\ + C 



► EJEMPLO 6 

•n/6 



Calcule el valor exacto de 

(esc 4x - cot 4jc) dx 



ji/8 



y apoye la respuesta utilizando NINT en la graflcadora. 
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Solution 

•K/6 



7C/8 



(esc Ax - cot Ax) dx 



•31/6 



(esc Ax - cot 4*)(4 </*) 

,/8 

= — In | esc Ax - cot 4jc | — In | sen Ax \ 

= ~ [(In | esc | ;r - cot \ tc | - In | sen § ^r | ) - 

(ln|csc^ - coti/r| -ln|sen^|)] 



tt/6 

7T/8 



= i[(H*-(-A)|-Hf|)- (in| 

,V3 



0|-ln|l|)] 



2 



(por el teorema 5.2.5) 



= i In 2 

4 

En la graflcadora se obtiene 

NINT(csc4* - cot 4^,^/8,^/6) = 0.1732867951 
lo cual es acorde con el valor de \ In 2. 

4 



EJERCICIOS 5.3 



En los ejercicios 1 a 8, utilice el teorema 5.3.1 para x 5 (x + 2) 

calcular -~. 
dx 



x - 3 



13. y = 



x 3 + 2x 
5 4x^V\ 



1. y = In |jc 3 + 1 | 



2. y = ln|jc 2 



1 



_ vr^ 



3. y — In | cos 3jc | 4. y = In | sec 2x \ 

5. y = In I tan Ax + sec Ax \ 

6. y = In J cot 3jc - esc 3jc | 

3jc 



14. y 

(jc + 1) 2/3 
£« /oi ejercicios 15 a 32, evaliie la integral indefinida. 



7. y = In 



x z + A 



8. y = sen(ln | 2x + 1 | ) 



15. 



17. 



dy 



En los ejercicios 9 a 14, obtenga ~~ mediante diferenciacion jg 
logaritmica. 

9. y = x 2 (x 2 - \)\x + l) 4 

10. y = (5x - 4)(jc 2 + 3)(3jc 3 - 5) 



21. 



11. y 



x 2 (x - \) 2 (x+ 2) 3 
(x - A) 5 



23. 



1 



3 - 2x 
lx 2 



-dx 



5x 3 - 1 

1 



dx 



dy 



16. 



18. 



20. 



y In y 

(cot5;c + csc5x)dx 22. 
2 - 3 sen 2x 



cos 2x 



■dx 



24. 



2-x 2 
2x - 1 



dx 



x{x - 1) 
sen 3t 



cos 3r - 1 



cos 3jc + 3 



dx 



dt 



dx 



sen 3jc 
(tan 2x - sec 2x) dx 
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25. f-|*L<fc 
J x 2 - 4 

27. \ {j ^dx 

29 f 2 In jc + 
J *[(ln *) 2 + 

30. 



*-J^ 



4y 2 



2y 



<*v 



28. 



f (2 + In 2 jc) 
J jc(1 - In jc) 



dx 



lnjc] 
2jc 3 + 5jc 2 



■ dx 



x 5 + 1 
tan (In jc) , 



:rf* 



32. 



i 



cot V7 

V7 



dr 



En los ejercicios 33 a 44, determine el valor exacto de la in- 
tegral definida y apoye la respuesta empleando NINT en la 
graficadora. 



[ 3jc 

* Jo * 2 + ' 

J 4 4-r 



<*jc 



-</jc 



36. 



38. 



10 

4z 3 - 1 
2z- 1 



39. 



41. 



42. 



Jo 7 * + 

I 

J 3 jc 2 - 5 

, [ ! 

J. V^d + V^o 



37. f *±i* 

i cosr 

"J 1 + 2 sen r 

raft 

(tan 2x 

ff/12 

f 4 ^ ^ f 4 ln 

J 2 jcln 2 * J 2 ^ 



<*JC 



+ sec 2jc) djc 



(cot3;c + csc3jc)^jc 



-dx 



45. (a) Demuestre el teorema 5.3.4. (b) Demuestre el teorema 
5.3.6 multiplicando el numerador y el denominador del 
integrando por esc u - cot u. (c) Demuestre el teorema 
5.3.6 considerando 

j esc u du = j sec(u - ^n)du 

y empleando el teorema 5.3.5 e identidades trigonomi- 
tricas. 

46. Demuestre que j esc u du ~ -In | esc u + cot u \ + C 
en dos formas: (a) utilice el teorema 5.3.6; (b) multipli- 
que el numerador y el denominador del integrando por 
esc u + cot u. 

En los ejercicios 47 a 55, proporcione el valor exacto del nume- 
ro a determinarse, y despuis obtenga una aproximacidn de 
este numero con cinco cifras decimales en la calculadora. 



47. Si /(jc) = l/jc, determine el valor promedio de/en el in- 
tervalo[l, 5]. 

48. Si f{x) = (jc + 2)/(jc - 3), calcule el valor promedio de/ 
en el intervalo [4, 6]. 

49. Utilice la ley de Boyle para la expansi6n de un gas (con- 
suite el ejercicio 8 de la section 2.6) para determinar la 
presi6n promedio con respecto al volumen cuando este se 
incrementa de 4 pie 3 a 8 pie 3 y la presi6n es 2 000 lb/pie 2 
cuando el volumen es de 4 pie 3 . 

50. Calcule el area de la region acotada por la curva 
y = jc/(2jc 2 + 4), el eje jc, el eje y y la recta jc = 4. 

51. Determine el area de la region limitada por la curva 

y - 2/(jc - 3), el eje jc y las rectas jc = 4 y jc - 5. 

52. Obtenga el volumen del solido de revolution generado 
cuando la region acotada por la curva y - 1 - 3/jc, el eje 
x y la recta x = 1 se gira alrededor del eje jc. 

53. Calcule el volumen del sdlido de revolution generado 
cuando la regi6n limitada por el eje jc, la curva 
y - 1 + 2/Vjc y las rectas jc = 1 y x = 4 se gira al- 
rededor del eje jc. 

54. Una linea de transmision eletrica, que consiste de dos ca- 
bles conductores paralelos de radio a unidades, conducen 
corrientes el6ctricas en sentidos opuestos. Si L es la medi- 
da del flujo de encadenamiento por unidad de longitud de 
la linea de transmisi6n y d unidades es la distancia entre 
los dos cables, donde d > 2a, entonces 



r d-a , . 

, f !*L(L + _JL_ 

J 2x\x d-x) 



donde //q es la constante de permeabilidad de los alam- 
bres e / es la corriente electrica constante. Demuestre que 



Po 1 



■°(^) 



55. Demuestre que lim -^ = por medio de dos m6todos: 



(a) sea jc = - y utilice el resultado del ejercicio 59 de la 



secci6n 5.2. (b) Primero demuestre que | — dt £ 



/; 



r 



dt aplicando el teorema 4.6. 1 . Despues emplee el teo- 



rema de estriccion. 

56. Explique la diferencia entre el teorema 5.2.2 y el teorema 
5.3.1, y por que* se obtuvo el teorema 5.3.1 antes que el 
teorema 5.3.2. 
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5.4 FUNCION EXPONENCIAL NATURAL 



Como la + funci6n logaritmica natural es creciente en todo su dominio, enton- 
ces por el teorema de la funcion inversa (5.1.5), ella tiene una inversa que 
tambi^n es una funci6n creciente. La inversa de In se denomina funcion 
exponencial natural, denotada por exp, la cual se define formalmente a con- 
tinuation. 



5,4.1 Definition de la funcion exponencial natural 



La ftmtidti exponencial natural es la inversa de la funci6n logaritmica 
natural; por tanto, se define como 

exp(jt) = y siysdlosi x - lny 

La notation exp(jc) denota "el valor de la funci6n exponencial natu- 
ral en jc". 

El dominio de exp es el conjunto de todos los numeros reales y su conixa- 
dominio es el conjunto de los numeros reales positivos debido a que estos 
conjuntos son, respectivamente, el contradominio y el dominio de In. 

Debido a que exp y In son inversas una de la otra, se tiene del teorema 5. 1 .4: 



ln(exp(jt)) = x y exp(huc) = x 



(1) 



Ahora esta preparado para definir a x , donde a es un numero real positi- 
vo y x es un numero irrational. Para llegar a una definition razonable, consis- 
tent^ con la definition de exponente racional, se considera el caso a r , donde 
a > y r es un numero racional. Como exp y In son inversas una de la otra, 
entonces 

a r = exp[ln(a r )] (2) 

Pero por el teorema 5.2.6, donde r es un numero racional, 

lna 7 " = r\na (3) 

Al sustituir de (3) en (2), se tiene 

a r = expO In a) 

Como el miembro derecho de esta ecuacion tiene signiflcado no s61o cuando r 
es un numero racional, sino tambien cuando r es cualquier numero real, se 
emplea dicha ecuacion en la definition. 



5.4.2 Definition de exponente real 



Si a es cualquier nrimero real positive y x es cualquier niimero real, 
entonces 

a x = cxp(x\na) 

AdemaX si x > 0, entonces 0* = 0. 



En la ecuacicm (3) se restringio r a los numeros racionales, pero ahora, 
debido a esta definition, la ecuacion (3) tambien es valida si r es cualquier 
numero real. Este hecho se establece como el teorema siguiente. 



I 
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5.4.3 Teorema 



Si a es cualquier ntimero real positivo y x es cualquier ntimero real, 
entonces 

Id a* = x\na 

Demostracion De la definicion 5.4.2, 

a x = exp(jc In a) 
De modo que, de la definici6n 5.4.1, 

In a x — x In a m 

Aunque la definicion 5.4.2 nos indica lo que significa a x cuando x es un 
numero irracional, la definicion no proporciona un m&odo para calcular una 
potencia irracional de un numero positivo. Para obtener un procedimiento de 
calculo, se indica el valor de la funcion exponencial en 1 , y se le da una defini- 
cion formal. Este numero es uno de los mas importantes en matematicas. 



5,4.4 Definition del numero e 



El numero e es el valor de la funci6n exponencial en L: 
e = eap 1 

La letra e fue elegida como el simbolo de este numero por el matematico 
y fisico suizo Leonhard Euler (1707-1 783). Casualmente, e es la primera letra 
de la palabra "exponente" y tambien del apellido Euler. 

El numero e es un numero trascendente; es decir, es un numero que no 
puede expresarse como la raiz de cualquier polinimio con coeficientes enteros. 
El numero n es otro ejemplo de numero trascendente. La demostracion de que 
e es un numero trascendente fue presentada primero en 1 873 por el matematico 
francos Charles Hermite (1822-1901), y su valor puede expresarse con cual- 
quier grado de exactitud. En el capitulo 8 estudiara un metodo para aproximar 
el numero e. El valor de e con siete cifras decimales es 2.7182818. Asi, 

e * 2.7182818 

La importancia del numero e se hara evidente conforme usted estudie este capftulo. 



5.4.5 Teorema 



In e = 1 



Demostracion Por la definicion 5.4.4, 
e - exp 1 

Por tanto, 

In e = ln(exp 1) 

Como la funcion logaritmica natural y la funcion exponencial natural son in- 
versas, se deduce que el miembro derecho de esta ecuacion es 1 . De este modo, 

lne = 1 ■ 
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Observe que el teorema 5.4.5 corresponde a la propiedad (6) de la secci6n 
5.2. Por tanto, el numero e es la base de los logaritmos naturales. Asi, se ha 
completado la demostracion de que la funcion In satisface las propiedades 
(2) -(6) de los logaritmos dadas en la seccion 5.2. 



5.4.6 Teorema 



Para todo valor de x, 
exp(x) = e* 

Demostracion Por la definici6n 5.4.2, con a = e, 
e x = exp(* In e) 

Pero de acuerdo con el teorema 5.4.5, In e - 1, y al sustituir en la ecuacion 
anterior se obtiene 

e x = exp(*) m 

A partir de este momento se escribira e x en lugar de exp(x); por lo que de la 
definition 5.4.1 se tiene 

g x - y siystflosi x ** lay (4) 

Con e x en lugar de exp(x), (1) se transforma en 

Ine* - x y e lnjr = x 

Si se reemplaza exp(* In a) por e x ln a en la ecuacion de la definici6n 5.4.2, 
se tiene 

a* = e xlaa r para todo a > (5) 

Esta ecuacion puede emplearse para calcular a x , donde a > 0, si x es cual- 
quier numero real. Para valores de potencias de e utilice la tecla de la 
calculadora. Por supuesto, muchas calculadoras proporcionan a x directamen- 
te. En el ejemplo siguiente se efectuan los calculos en las dos formas. 

W EJEMPLO 7 Obtenga en una calculadora el valor de 2^ con 
cinco digitos significativos aplicando primero la ecuacion (5). Apoye la res- 
puesta calculando el valor directamente. 

Solucion Comoa x = e xXna sia > 0, entonces 

2 V3 = ^V3 1n2 

_ ^(1.73205)(0.693147) 
_ ^1. 20057 

= 3.3220 

Al calcular directamente el valor de 2 V ^, se obtiene 2^ = 3.3220, lo cual 
apoya la respuesta anterior. A 

Puesto que = ln 1 , se tiene de la proposition (4) 
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A continuation se estableceran algunas propiedades de la funcion expo- 
nencial natural como teoremas. Observe que estas propiedades son consisten- 
tes con las propiedades de los exponentes estudiados en algebra. 



5,4.7 Teorema 



Si a y b son cualesquiera dos numeros reales, entonces 
e* * e b - e a+b 

Demostradon Sean A = e a y B ~ e b . Entonces, de la proposici6n (4), 
LnA = a y \nB = b (6) 

Del teorema 5.2.4, 

XnAB = In A + In B 

Al sustituir de (6) en esta ecuacion se obtiene 
XnAB = a + b 

Asf, 



Como e [nx = x, el miembro izquierdo de la ecuacion anterior es igual a AB\ 
de modo que 

AB = e a+b 

Si se reemplaza en esta ecuacion Ay B por sus valores, se obtiene 



5.4,8 Teorema 



Si a y b son cualesquiera dos mimeros reales, entonces 



La demostraci6n de este teorema es analoga a la demostracion del ante- 
rior, donde el teorema 5.2.4 se sustituye por el 5.2.5. 



5,4.9 Teoremo 



Si a y b son cualesquiera dos numeros reales, entonces 
{e a ) b e e* b 

Demostracion Si en la ecuacion x = e [n x se considera a x como (e a ) b , 
se tiene 

Al aplicar el teorema 5.4.3 al exponente del miembro derecho de esta ecuacion 
se obtiene 

(e a ) b = e b{nea 
Pero In e a = a, por tanto 

(e a ) b = e ab m 
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Debido a que la funci6n exponencial natural es la inversa de la funcion 
logaritmica natural, por el teorema 5.1.7 es diferenciable. El teorema para la 
derivada de la funci6n exponencial natural se obtiene mediante diferencia- 
cion implicita. Sea 

y = e x 

Entonces, de la proposition (4), 

x — lny 

En ambos miembros de esta ecuacion se deriva implfcitamente con res- 
pecto a x a fin de tener 

! = 1 . dy 



y dx 



dy 
dx 



- y 



Al sustituir y por e x se obtiene 
d 



dx 



(e x ) = e x 



El teorema siguiente se deduce de esta ecuacion y de la regla de la cadena. 



5.4.10 Teorema 



Si u es una funcion diferenciable de x, entonces 
D^e°) = e u D x u 

Observe que la derivada de la funcion definida por/(jr) = ke x , donde/ces 
una constante, es ella misma. La otra unica funci6n que tiene esta propiedad y 
que anteriormente se trato es la funcion constante cero; en realidad 6sta es un 
caso especial de/(x) = ke x cuando k - 0. Se puede probar que la funci6n 
mas general que es su propia derivada esta dada por/(;c) = ke x . Refierase al 
ejercicio 59. 



► EJEMPLO 2 Calcule dy/dx si 

v - e 1 '* 2 
Solucion Del teorema 5.4.10, 



dy = e ilx2(2 



dx 



2e^ 



► EJEMPLO 3 Obtenga dy/dx si 



y — g 2j:+lnj: 



Solution Comoe 2 * +ln * = e 2x e tox ye tox = x , entonces 



v = xe 2x 
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Por tanto, 



^ = e 2x + 2xe 2x * 4 

dx 

La f6rmula de integration indefinida dada en el teorema siguiente es una 
consecuencia del teorema 5.4.10. 



5-4,1 1 Teorema 



/ 



e"du = e" + C 



► EJEMPLO 4 



1 



,rx 



dx 



^x 



Evalue 




FIGURA 1 



Solucion Sean 

u = V* y du = — j= dx 

2-^x 

Por tanto, 

= 2e u + C 

= 2e^~ x + C 4 

Puesto que de (4) e x = y si y s61o si x = In y, la grdfica de > = e x es 
identica a la grdfica de x = In y. Asi se puede obtener la gra- 
fica de y = e x , mostrada en la figura 1, al reflejar con respecto a la recta 
y = x la figura 5 de la section 5.2 e intercambiar los ejes x y y. 

La graTica de y = e x puede obtenerse sin hacer referenda a la graTica 
de la funcion logaritmica natural. Puesto que el contradominio de la funci6n 
exponential natural es el conjunto de los numeros reales positivos, se deduce 
que e x > para todos los valores de x, Por tanto, la grafica estd completa- 

dy 
mente por arriba del eje x. Como — = e x > para toda x, la funcion es 

d 2 y 
creciente para toda x. Debido a que — ~ - e x > para toda x, la graTica 

dx 1 

concava hacia arriba en todos sus puntos. 

Tambien se tiene los dos limites siguientes: 



lim e x = +oo 



lim e x = 



Las demostraciones de estos limites se dejan como ejercicios. Consulte 
los ejercicios 65 y 66. Para trazar algunos puntos especificos, utilice una 
calculadora a fin de determinar las potencias de e. 

Las funciones que tienen valores de la forma Ce kx , donde C y k son 
constantes, ocurren con frecuencia en varios campos. Algunas de las aplica- 
ciones se presentan en los ejercicios de esta secci6n y otras se tratan en la 
section 5.6. 
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Como jc", donde x > 0, se ha definido para cualquier numero real n, se 
puede probar ahora el teorema para la derivada de la funci6n potencia si el 
exponente es cualquier numero real. 




[-1,11] par [-1,7] 

fix) = x^, x > 

FIGURA 2 



5-4.12 Teorema 



Si n es cualquier numero rea] y la funcion /est& dc fin id a por 

f(x) = x n donde x > 
entonces 

f\x) * rtJC™- 1 

Demostracion De la definition 5.4.2, 

/(jc) = e nXnx 
Asi, 

/'(*) = e n [nx D x (n in x) 



= ^it) 




[-1,11] por [-1,7] 

f\x) = V^"' 

FIGURA 3 



I I 1 I 



[-[,8] por [-1,5] 

f\x) = V2(V2 - 1)jc^" 2 

FIGURA 4 



► EJEMPLO 5 



Sea 



/« 



— r^ z 



jc > 



(a) Demuestre analiticamente que / es una funcion creciente. (b) Determine 
analiticamente la concavidad de la graTica de /. (c) Trace en rectangulos de 
inspeccion separados las graficas de /, /' y /", y muestre que estas graficas 
apoyan los resultados de los incisos (a) y (b). 

Solution 

(a) Del teorema 5.4.12, si jc > 0, entonces 

f\x) = 42x^~ l 

Como/'(jc) > para toda jc > 0, /es una funcion creciente. 

(b) Al calcular/" aplicando otra vez el teorema 5.4.12, se tiene 

/"(jc) = V2(V2 - l)jc^- 2 

Ya que/"(jc) > para toda jc > 0, la grafica de/es concava hacia arriba 
en todos sus puntos. 

(c) Las figuras 2, 3 y 4 muestran las graficas de//' y /" trazadas en rectdn- 
gulos de inspeccion convenientes. En la/igura 3 se observa que/'(jc) > 
para toda jc > 0, lo cual apoya el resultado del inciso (a). La figura 4 
apoya el resultado del inciso (b) porque/"(jc) > 0. La figura 2 apoya los 
incisos (a) y (b). 4 
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El numero e se ha definido como el valor de la funci6n exponencial na- 
tural en 1 ; esto es, e = exp 1 . Para llegar a otra defmicion de e> considere la 
funcion logaritmica natural 

fix) = lnjc 

Se sabe que la derivada de / esta dada por f\x) — 1/jc; en consecuen- 
cia,/'(l) = 1. Sin embargo, al aplicar la defmicion de derivada para calcular 
/'(l), se tiene 

AX-.0 Ax 

= lfm ln(l + Ax) - ln(l) 

Ax->0 AJC 

= lim —In (I + Ajc) 

a*->o Ajc 

Por tanto, 

lim — ln(l + Ax) = 1 

Si se sustituye Ax por h, se obtiene de la ecuaci6n anterior y del teorema 5.4.3 

limln(l + h)^ h = 1 (7) 

Ahora, como la funcion exponencial natural y la funcion logaritmica na- 
tural son funciones inversas, se tiene 

lim(l + h) l l h = limexp[ln(l + h) lfh ] (8) 

Debido a que la funcidn exponencial natural es continua y limln(l + h) x ^ h 

existe y es igual a 1, como se muestra en la ecuaci6n (7), se puede aplicar el 
teorema 1.9.1 al miembro derecho de (8) obteniendose 

lim(l + h) [ l h = expf" limln(l + h)^ h \ 
= exp 1 
En consecuencia, 

lim(l + h) xih = e (9) 

En ocasiones, la ecuacion (9) se da como la definici6n de e; sin embar- 
go, para emplear esta ecuacitfn como defmicion es necesario demostrar que el 
limite existe. 

Considere la funcitfn F defina por 

F{h) = (1 + h) llh (10) 

y determine en la calculadora los valores de funcion para algunos valores de h 
cercanos a cero. Cuando h es positivo, los valores se muestran en la tabla 1; 
y cuando h es negativo, los valores se presentan en la tabla 2, 

Las dos tablas conducen a sospechar que, probablemente, lim(l + h) 1 ^ 
es un ntimero que esta entre 2.7181 y 2.7184. ~* 



Tabla 1 



h 


F(h) = (1 + h) Uh 


1 


2 


0.5 


2.25 


0.05 


2.6533 


0.01 


2.7048 


0.001 


2.7169 


0.0001 


2.7181 


Tabla 2 


h 


F(h) = (1 + h) Uh 


-0.5 


4 


-0.05 


2.7895 


-0.01 


2.7320 


-0.001 


2.7196 


-0.0001 


2.7184 
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En el ejercicio 55 se le pedira" que demuestre que 
lim (1 + I \ = e y lim (l 

z-> + ~\ Z/ z->-~\ 



♦tf- 



En ese ejercicio tambien se le solicitard que apoye estos limites graficamente. 

En el ejercicio 56 se le indicara que trace la grafica de la funcion definida 
por (10) y que aproxime el valor de e a partir de la grafica. 

En la secci6n 2.8 se dijo que el movimiento arm6nico simple continua 
indefinidamente, repitiendo un ciclo cada intervalo de longitud de un periodo. 
De este modo, en el ejemplo 7 de esa secci6n, un cuerpo suspendido de un re- 
sorte se mueve verticalmente hacia arriba y hacia abajo, y se tiene una osci- 
laci6n completa cada intervalo de 6 s. Sin embargo, en la practica la friccion 
hace que la amplitud del movimiento disminuya hasta que el cuerpo alcance 
finalmente el estado de reposo. 6ste es el caso del movimiento armonico 
amortiguado, el cual puede describirse mediante el producto de una funcion 
seno y una funcion no constante denominada factor de amortiguamiento, 
que ocasiona la disminuci6n de la amplitud. El movimiento arm6nico amorti- 
guado juega un papel importante en el diseno de edificios, puentes y vehiculos. 
Por ejemplo, el prop6sito de los amortiguadores es suavizar las oscilaciones 
ocacionadas a un automovil cuando £ste se encuentra con un obstaculo en 
el camino. 

Un factor de amortiguamiento importante es una funcion exponencial 
cuyos valores se aproximan a cero conforme la variable independiente crece 
sin limite. El ejemplo siguiente ilustra el efecto de este factor. 




[O,2;r]por{-1, 1] 

F[t) = ~e t} \f{t) = e" r/4 sen4r, 
y G(t) = e~ tl4 

FIGURA5 



w EJEMPLO 6 La funcion /definida por 

f{t) = e~^ 4 sen4r t > 

es un modelo matemltico que describe un movimiento arm6nico amorti- 
guado. Considere 

F(t) = -c~' /4 y G(t) = e-'l 4 

y realice lo siguiente: (a) muestre que F(t) < f(t) < G(t); (b) trace las graTi- 
cas de las tres funciones en el rectangulo de inspeccion de [0, 2/r] por [-1, 1]; 
(c) demuestre que lim e~^ 4 sen At — 0. 

Solucion 

(a) Como | sen At \ < 1 y e~^ 4 > para toda t, entonces 

|/(0 1 < e~ tiA paratodo; 
Asi, 

-e^ < f(t) < e~ tl4 paratodo/ (11) 

Esto es, F(t) < f{t) < G(f). 

(b) La figura 5 muestra las graficas requeridas. Observe que la graTica de/estd 
entre las grlficas de F y G. 

(c) Debido a que lim (-e^ 4 ) = y lim e~^ 4 = 0, se concluye de (11) 

y del teorema de estricci6n que lim (e^ 4 sen At) = 0. ^ 
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EJERCICIOS 5.4 



En los ejercicios 1 a 4, obtenga en una calculadora el valor de 
a x para los valores dados de ay x aplicando primero la ecua- 
cion (5). Apoye la respuesta calculando el valor directamente. 

1. (a) a = 2,jc= V2 (b) a = 4l, x = e 

2. (a) a= V2,*= ^2 (b) a = 5,jc = n 

3. (a) a = <?,jc - <? (b) a = V3,jc = 7r 

4. (a) a = 7T,jc = e (b) a = n, jc = ;r 

<iy 
£n /os ejercicios 5 a 20, determine -~, y apoye la respuesta 

ax 

trazando las grdficas de la respuesta ydela derivada numerica 

en el mismo rectdngulo de inspeccion. 



5. y = e 5x 
8. y = e x2 ~ 2 

11. y = e^sene* 



6. y - e 



7. y 



,-3*2 



9. y = e C0SJC 10. y = e 2sen3 * 



14. y = e e 
16. y = In ^ 



12. ,= £l 

15. y = 



13. y = tan e 

g J - e" x 
e x + e~ x 



4~x 



- 1 



17. y = jcV 3lnx 
19. y - sece 2 * + e 



18. y = Me x + «"*) 



dy 
En los ejercicios 21 a 24, calcule — mediante diferenciacion 



implicita. 

21. «* + ^ = * x+ > 

23. y 2 *? 2 * + jcy 3 = 1 



22. *> = ln(jr 3 + 3y) 
24. ye 2x + xe 2 * = 1 



En los ejercicios 25 a 32, evalue la integral indefinida y apoye 
la respuesta grdficamente. 



27, 



29 






dx 



-dx 



K [ * 3X 
J (1 - 2e 3x 

31. f-£_* 

J e x +3 



dx 



28 



30 



>. L 2jr+1 <*jc 
i. e 3jr e 2x <*jc 

J l + e J 



£n /os ejercicios 33 a 40, evalue la integral definida. Apoye la 
respuesta empleando NINT en la graficadora. 



33. e 2 dx 

Jo 

35. J &dx 

37. I -* 



rdjc 



f e2 

36. r^ 



-dx 



39. 

Jo 



4-r 2 



<*JC 



40. 



f 



-dx 



41. Trace las grdficas de y = In jc y y - e x en el mismo 
rectdngulo de inspeccion. <,Para que* valores de jc 
(a)lnjc = 0,(b)e x = l,(c)lnjc = 1? (d) ^ x escero al- 
guna vez? Describa el comportamiento de la grafica de 
y = e x con respecto al eje jc. 

42. Dibuje las grafica s de las ecu aci ones siguientes: 
(a)y = <T x ;(b)y = e\ x \ 

En los ejercicios 43 y 44, calcule el area exacta de la region 
descrita. 

43. La region limitada por la curva y = e x , los ejes coorde- 
nados y la recta jc = 2. 

44. La region limitada por la curva y = e x , y la recta que 
pasa por los puntos (0, 1 ) y ( 1 , e). 

45. Obtenga una ecuacion de la recta tangente a la curva 
y = e~ x que es perpendicular a la recta 2jc - y = 5. 

46. Obtenga una ecuaci6n de la recta normal a la curva 
y = e 2x en el punto donde jc = In 2. 

47. Una particula se desplaza sobre una recta y a los t segun- 
dos su velocidad es v pies por segundo, donde v = e 3 - e 2t . 
Determine la distancia recorrida por la particula mientras 
v > despu^s de que t = 0. 

48. Una particula se mueve a lo largo de una recta, donde s pies 
es la distancia dirigida de la particula desde el origen, v 
pies por segundo es su velocidad y a pies por segundo cua- 
drado es su aceleracidn, a los t segundos. Si a = e t + e\ 
v = 1 y s = 2 cuando t = 0, exprese v y s en terminos de t. 

49. Si p lb/pie 2 es la presidn atmosferica a una altura de h pies 
sobre el nivel del mar, entonces/? = 21 i6 e -o.oooo3iw pe. 
termine la tasa de variacidn (o derivada) del tiempo de la 
presidn atmosferica fuera de un avi6n que se encuentra a 
una altura de 5 000 pie y se eleva a una tasa de 160 pie/s. 

50. A cierta altura el man6metro de un avi6n indica que la 
presidn atmosf6rica es de 1 500 lb/pie 2 . Aplique la formu- 
la del ejercicio 49 a fin de aproximar mediante diferen- 
ciales que tan alto debe subir el avi6n de modo que la 
presi6n sea de 1 480 lb /pie 2 . 

51. Si / pies es la longitud de una barra de acero cuando su 
temperatura es de / grados, entonces / = eOe 000001 '. Uti- 
lice diferenciales para determinar el incremento apro- 
ximado de / cuando / aumenta de a 10. 

52. Un circuito electrico simple que no contiene condensado- 
res, tiene una resistencia de R ohms y una inductancia de L 
henrys, no tiene tensidn (o fuerza electromotriz) cuando la 
corriente es / amperes. La corriente disminuye lentamen- 
te de modo que a los f segundos la corriente es i amperes, 
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e i - I e ^ L)l . Demuestre que la tasa de variaci6n de la 
corriente es proportional a la corriente. 

53. Una agenda de publicidad determin6 estadfsticamente 
que si un empresario de desayunos preparados aumenta su 
presupuesto para comerciales en televisi6n por x miles 
de dolares, tendra un incremento en la ganancia total de 
25x 2 e" 02 ' c cientos de dtflares. ^Cudl debe ser el incremen- 
to en el presupuesto para publicidad a fin de que el em- 
presario obtenga la maxima ganancia? 

54. Sea/O) - x*, x > 0. (a) Demuestre analiticamente que/ 
es una funci<5n creciente. (b) Determine analiticamente la 
concavidad de la grdfica de / (c) Trace en rectdngulos de 
inspection separados las graficas de /, /' y /", y explique 
por qu6 estas grdficas apoyan los resultados de los incisos 
(a)y(b). 

1 



55. (a) Considere h 



en la ecuacion (9) y demuestre que 



lfm| 



( i + \h"M l + if- 



(b) Utilice la calculadora para determinar los valores de 



(■ * ;r 



cuandoz =10 000 y z = -10 000. 



Despu£s obtenga una aproximaci<5n del numero e uti- 
li2ando estos valores para calcular el valor promedio 
de (1.0001) 10000 y (0.9999r 10000 . 
(c) Apoye los limites del inciso (a) trazando en el mismo 
rectangulo de inspection la recta y = e y la grafica de 
la funci<3n definida por 



fix) 



■(--J 



Observe que la recta es una asintota horizontal de la 

grafica. 

56. Trace la graTica de la funcion definida por 

f{x) = (1 + x) l l* 

en el rectangulo de inspecci6n de [-0.5, 0.5] por [2, 3]. 
Por supuesto, la grifica tiene un agujero en el eje y por- 
que/(0) no esta definido. Sin embargo, 

lim/(jc) = e 

Aproxime el valor de e con cinco digitos significativos 
empleando esta grafica y los procedimientos de intersec- 
tion (intersect) o, rastreo (trace) y aumento (zoom in) de 
la graficadora. 

En los ejercicios 57 y 58, lafuncionfes un modelo matemdtico 
que describe un movimiento armonico amortiguado. En coda 
ejercicio haga lo siguiente: (a) muestre que F(t) < f(t) < 
G(t). (b) Trace las graficas de las tres funciones en el rectan- 
gulo de inspeccion [0, 2n] por [-1, 1]. (c) demuestre que 
lim/(f) = 0. 



57. /(f) = e' tl2 cos 4t;F(t) = -e~ tl2 ',G(t) = e~ tl2 

58. f(t) = e~ t! * sen 3 t;F(t) = -e~ tj *\ G(t) = e*' 1 * 

59. Demuestre que la funcion mas general igual a su derivada 
esta dada por/(*) = ke x . Sugerencia: sea y = f(x) y re- 

suelva la ecuaci6n diferencial — = y. 
dx 

60. Demuestre que 

lim JL = o 

Sugerencia: utilice el resultado del ejercicio 55 de la sec- 
cion 5.3. 

En los ejercicios 61 y 62, realice analiticamente lo siguiente: (a) 
obtenga los extremos relativos de f; (b) determine los valores 
de x en los que ocurren los extremos relativos; (c) determine 
los intervalos en los quefes creciente; (d) determine los inter- 
valos en los quefes decreciente; (e) determine donde la grafica 
defes concava hacia arriba; (f) determine ddnde la grafica de 
f es cdncava hacia abajo; (g) calcule la pendiente de la recta 
de inflexidn. Utilice la informacidn de los incisos (a) a (f) para 
dibujar la grafica def En el ejercicio 62 emplee el resultado del 
ejercicio 60 para dibujar la grafica. Apoye las respuestas en 
la graficadora. 



61. /(*) = e~ 



62. f(x) = xe' 



63. Para la funcion del ejemplo 6, lim f(t) = 0; sin embar- 
go, el eje t no es una asfntota horizontal de la grafica de/ 
^Por que no se cumple la definition (3.7.4) de asfntota 
horizontal para esta funcion? 

64. Demuestre que la funci6n del ejemplo 5 es continua por la 
derecha en mostrando que 

lim jc^ 2 = 

65. Demuestre que 

lim e x = +oo 

mostrando que para cualquier N > existe una M > 
tal que six > M entonces e x > N. 

66. Demuestre que 

lim e x = 

mostrando que para cualquier € > existe una N < 
tal que si x < N entonces e x < €. 

67. Se inici6 el estudio de las funciones exponenciales y loga- 
ritmicas en la section 5.2 con la definition de la funcion 
logaritmica natural, de modo que pudo definirse en esta 
section un exponente irrational. Este procedimiento pro- 
porciona una aplicaci6n puramente matemAtica del 
Calculo. Describa paso a paso brevemente, como sea posi- 
ble, el proceso que condujo de la definition (5.2.1) de 
funci6n logaritmica natural a la definici6n (5.4.2) de ex- 
ponte irrational. 
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5.5 OTRAS FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARJTMICAS 

En las tres secciones anteriores se estudiaron las funciones' exponenciaJ na- 
tural y logaritmica natural, las cuales tienen base e. Ahora se trataran fun- 
ciones exponenciales y logarftmicas con otras bases. 

Recuerde de la definition 5.4.2 que si a > 0, entonces 

a x = e x\na (1) 

La expresion del miembro izquierdo de esta ecuaci6n se denomina fiincidn 
exponencial de base a. 



5,5.1 Definition de funcion exponencial de base a 



Si a cs cualqujcr ntimero real positivo yjtes cualquier ntimero real, 
entonces la funci6n/dcfinida por 

se denomina fiintion exponencial de base a, 



La funci6n exponencial de base a satisface las mismas propiedades que 
la funcion exponencial natural 



t> EJEMPLO ILUSTRAI1VO 1 Si x y y son cualesquiera 
dos numeros reales y a es positivo, entonces de (1), 

a x a y _ e x\na e y\na 
_ e x\na+y\na 
= e (x+y)\na 

= a x+ y 4 

Del ejemplo ilustrativo 1 se tiene la propiedad 

a x a y _ a x+y 

Tambien se twnea las propiedades siguientes: 

a. x + a? = ck x ~y 
(a x y = a x y 

(ab) x = a x b x 
a° = 1 

Las demostmckmes da estas propiedades se dejan como ejercicios (refie- 
rase a los-ejercickK.37 a 40) i 

A fin de obtener la derivada de la funci6n exponencial de base a se con- 
siders a x = e xlna y se apljaa la regla de la cadena. 

a x = e x\na 

D£a x ) = e x{na D x (xlna) 
= e xXna (\na) 
- a x In a 

Por tanto, se tiene el siguiente teorema. 
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f(x) = a x < a < 1 
FIGURA 2 



5.5*2 Teorema 



Si a es cualquier ntimcro leal positive y u es una fiincidn difereociable 
dc jr, eutonces 



DJ^) = rf'lna/?^ 



► EJEMPLO I Calcule/'Oc) si 

/« = 3* 2 

Solution Del teorema 5 .5 .2 

/'(*) = 3* 2 (ln3)(2x) 

= 2(ln3);c3* 2 4 

A continuaci6n se discutira la grafica de 

f(x) = a x a > 

Al calcular las derivadas primera y segunda de/, se obtiene 

f\x) = a x \na f"(x) = a*(ln a) 2 

Recuerde que In a > si a > ly que In a < OsiO < a < 1. Asf, cuando 
a > 1 ,/'(*) > y/es una funci6n creciente, y cuando < a < 1 ,/'(*) < 
y / es una funci6n decreciente. Cbmo f"(x) > para toda x y toda a > 0, 
la grafica de / es c6ncava hacia arriba en todos sos puntos. Con esta infor- 
maci6n se dibuja la grdfica en la ftgura 1 cuando a > 1, y en la figura 2 
cuando < a < 1. 

El sigaiente teorema, que proporeiona la fdrmula de integracidn indefi- 
nida para la funcidn exponecial de base a, se deduce del teorema 5.5.2. 



!>^pj teorema 



Si^ca«ualqui*r *ihncrarf^lpt*iivo^fcn^W te% f ntouces 

► EJEMPLO 2 Evalue 

SoluCf6f1 Como Vl0 3j = 10 3 *' 2 , se< aplica el teorema 5.5.3 con 
u - |jc. Entonces setiene 

4wP*dx = \^ 2 dx 
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2 \0 3x/2 

3 * In 10 

2Vio^ 



+ c 



3 In 10 



+ C 



y^-* 



jt = 2 




FIGURA3 



► EJEMPLO 3 (a) Dibuje las graficas de y = 2 X y y = 2~ x en 
el mismo sisfcema de ejes. (b) Calcule el area exacta de la region limitada por 
estas dos graiicas y la recta x - 2, (c) Apoye la respuesta del inciso (b) me- 
diante el calculo de la integral definida empleando NINT en la graficadora. 

Solucion 

(a) Las graficas requeridas se muestran en la figura 3. La regi6n esta som- 
breada en la figura. 

(b) Si A unidades cuadradas es el area deseada, entonces 

A = lim Y [2 w i - 2' w i]A;X 

|A|-0 £{ 





(2x-T 


~ x )dx 






Jo 








2 X 2~ x ~ 
In 2 In 2 


i: 






In 2 In 2 


i 

In 2 


1 
In 2 




9 








4 In 2 






(c) 


En la graficadora se 


obtiene 






NINT(2 JC - 2" 


*,0,2) = 


= 3.2461 



Este resultado es acorde con la respuesta del inciso (b) debido a que, con 
cinco dfgitos significativos, 9/(4 In 2) = 3.2461 . 4 

Ahora se puede definir la funcidn logaritmica de base a, denotada por 
log a , donde a es cualquier ntimero real positivo diferente de 1. 



5.5.4 Definition de funcidn logaritmica de base a 



Si a es cuaiqujer nuraero real positivo diferente de 1, la funcidn lo- 
garftmka de base a es la in versa de la funcidn exponential de base 
a; esteem, 



y - toga* si y solo si a? = jc 



(2) 






Esta definici6n es la misma que la presentada en Algebra; sin embargo, (2) 
tiene significado para cualquier ntimero real v porque a? se ha defmido preci- 
samente para cualquier ntimero real como exponente. Si a = e, se tiene la fun- 
ci6n logaritmica de base e, la cual es la funci6n logaritmica natural. 

El sfmbolo log fl x se lee como "el logaritmo de x de base a". 

Debido a que las graiicas de una funci6n y su inversa son reflexiones 
una de la otra con respecto a la recta v = jc, se obtiene la graTica de v = log fl x 
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y = \og a x 





a partir de la gr&fica de y = a x . La figura 4 muestra las dos gr&ficas si a > 1 , 
mientras que la figura 5 muestra las graTicas si < a < 1 . 

La funcitfn logaritmica de base a cumple las mismas leyes que la funcion 
logaritmica natural. Estas leyes son: 

logatoO = log^x + \og a y 
log a (x + y) = \og fl x - \ogay 
1 log a .l ^ '■=■■-'■■ 

toga* 3 ' = ylogfl* 

Las demostraciones de estas propiedades se dejan como ejercicios (refi^rase 
a los ejercicios 41 a 44). 

A continuation se deduce una relation entre los logaritmos de base a y 
los logaritmos naturales. Sea 

y - tog a x 

Entonces 

ay = x 

lna> = \nx 

y In a = In x 

In x 
In a 



y = 



Al sustituir y por log a x en la ecuacion anterior se obtiene 



(3) 



La mayoria de las calculadoras no tiene la tecla [log a x\ . De modo que (3) es 
una formula conveniente para calcular valores de log a x en la calculadora. 

La ecuacion (3) se emplea en ocasiones como la definition de la funcitfn 
logaritmica de base a, Como la funcion logaritmica natural es continua en toda 
x > 0, se deduce de (3) que la funcion logaritmica de base a es continua en 
todax > 0. 

Si en (3) se considera x = e, se obtiene 



log„ e = 



In e 
In a 



16 *"=i£ 



(4) 



A continuaci6n se determinar& la derivada de la funci6n logaritmica de 
base a diferenciando los dos miembros de (3) con respecto a x. 



D x (\og a x) = 7±-D x (lnx) 
In a 

D/}og a x) = rj-. I 
In a x 

Al sustituir de (4) en esta ecuacitfn se tiene 



(5) 



D x (\og a x) = 



_ tog fl g 



Si se aplica la regla de la cadena a esta formula y a (5) se obtiene el teorema 
siguiente. 
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5.5.5 Teorema 



Si a es una funcidn diferenciab le de x> ciuonces 



Si en este teorema se considera a = e, se tiene 



D x (\o %e u) = X2M± D x u 



D x iMu) = ~D x u 



el cual es el teorema 5.5.2 para la derivada de la funcibn logaritmica natural. 

► EJEMPLO 4 Calcule ^ si 

dx' 

y = log.o-^r 

X Z + 1 

Solucibn Al emplear una propiedad de logaritmos, se tiene 

j = log 10 (* + 1) - log 10 (* 2 + I) 
Del teorema 5.5.5 

dy ^ logio e _ logio g 2jc 
dx x + 1 jc 2 + 1 

= log^f-^ - -£-] 

\ X + 1 JC 2 + 1/ 

iog 10 g(l - 2* - * 2 ) ^ 

(JC + 1)(JC 2 + 1) 

A fin de evaluar integrates que contiene logaritmos de base a, primero se 
aplica la ftfrmula (3)<para cambiar a logaritmos naturales. 



► EJEMPLO 5 



EvaMe 



\ 



l0 ^ X dx= -L- X **dx 
x In 10 ' 



Solution La integral de la derecha se evalua como en el ejemplo 5 de la 
seccion 5.3, y se obtiene 



\ 



logio x ^ _ _1__ (In x) 2 r 
~~x~ dX ~ In 10 " ~^~ + C 

- 0" *) 2 



2 In 10 



+ C 



El teorema 5.4.12 permite diferenciar una variable elevada a un exponen- 
te constante. En esta seccion se estudio como calcular la derivada de una 
constante elevada a un exponente variable. Ahora se considerara la derivada de 
una funcion cuyo valor es una variable elevada a un exponente variable. 
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[-1, 5]por[-l, 3] 

y 2 = NDER (?,,*) 

FIGURA 7 



v 



1 1 H 



H, 5]por[-l f 3] 

y 3 = NDER(y 2 ,x) 

FIGURA 8 



► EJEMPLO 6 



Si y - x x , donde x > 0, calcule 







Solucion De la definici6n 5 A2, si jc > 0,x x = e xlnx . Pof tanto, 

dx 

= e* ln -M;c- - + lnjc) 

= x*(l + In*) ^ 

La derivada de una variable elevada a un exponente variable tambien 
puede calcularse mediante diferenciacion logarftmica, como se muestra en el 
ejemplo siguiente. 

W EJEMPLO T Calcule la derivada del ejemplo 6 mediante deri- 
vaci6n logarftmica. 

Solucion Se tiene 



l,5]por[-l,3] 


y = x x 


y x = x x 


Al tomar el logarit 


FIGURA 6 


lny = In** 




lny = x\nx 




Si se derivan ambos miembros de la ecuaci6n anterior con respecto a x 
se tiene 



dy 1 

-~ = x • — + In x 

dx r 



dy 
dx 



= y(\ + In*) 
= **(! + In*) 



► EJEMPLO 8 

/(*) = x x x > 



Sea 



Trace las graficas de/, NDER(** x) y NDER2(** x) en rectangulos de inspec- 
ci6n convenientes. A partir de las graficas, estime los extremos relativos de/, 
los valores de x donde ocurren los extremos relativos, donde es crecien- 
te / donde es decreciente /, donde es concava hacia arriba la grafica de / y 
donde lo es hacia abajo, y sus puntos de inflexi6n. Confirme las estimaciones 
analfticamente. 

Solucion En la graficadora, considere 

Vl = x x y 2 = NDER^,*) y 3 = NDER(y 2 ,*) 

Al trazar las graficas de y 1( y 2 y y$ en el rectangulo de inspection de [-1, 5] 
por [-1, 3], se obtienen las flguras 6, 7 y 8, las cuales muestran las graficas de 
/,/' y/", respectivamente. De la figura 7, con los procedimientos raiz (root) o 
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rastreo (trace) y aumento (zoom in) de la graficadora, se estima que la grafica 
de/' intersecta al eje x en el punto donde x - 0.368. Comof'(x) < cuando 
< x < 0.368, yf'(x) > cuando x > 0.368, se estima que/es decrecien- 
te cuando < x < 0.368, y es creciente cuando x > 0.36'8; adem£s, / tiene 
un valor minimo relativo en 0.368. De la figura 8, /"(*) > para toda x > 0. 
Por tanto, la grafica de/es concava hacia arriba en todos sus puntos. 

A continuacion se confirmaran analiticamente estos resultados. Del 
ejemplo 6, 

f(x) = x x (\ + In*) 

De modo que, 

f"(x) = D x (x x )(\ + In*) + x x D x (\ + In*) 

= [x x (l + ln*)](l + In*) + **(l) 
= x x (l + In*) 2 + x x ~ l 
Al considerar/'OO = 0, se obtiene 

I + In* = 
In* = -1 

x = e- 1 

Con tres digitos significativos, e~ l - 0.368. La expresi6n para/'(*) es negati- 
va cuando < x < e~ [ y positiva cuando x > e~ l , y la expresion para/"(;t) 
es positiva para toda x > 0. Estos hechos confirman las estimaciones efec- 
tuadas graficamente. La graTica de la figura 6 tambiSn es acorde con los 
resultados. A 



EJERCICIOS 5.5 



En los ejercicios 1 a 20, calotte la derivada de lafuncion. 



1. /(*) = 3 5x 
3. f(t) - 4 3 ' 2 
5. fix} = 4 sen: 



7. gix) 
9. hix) 



2 5x 2 4x2 
logio x 



2. f(x) = 6~ 3x 

4. gix) = \0 x2 ~ 2x 

6. fiz) = 2 csc3z 

8. fix) = (* 3 + 3)2" 7 * 



10. fit) - log 



t + 1 



12. giw) = tan2 3w 
14. fix) = x inx ;x > 

2 



11. fix) = fi^x" 
13. fit) = sec3' 2 
15. fix) = x^ x \x > 
17. giz) = z cosz \z > 

19. hix) = (sen*) 1 "*; sen* > 

20. git) = (cos r/; cos r > 

En los ejercicios 21 a 30, evaliie la integral indefinida. 



16. fix) = x x ;x > 
18. fix) = x eX ;x > 



21. 



23. 



|3 2x d[x 
ia'e'dt 



22. 



24. 






2 *(2x 3 + \)dx 



27. 
29. 



x 2 \0 x dx 



en* y V y dy 



26, 



28. 



log 2 x 2 



dx 



I. L' ln *(ln 

J 
/ 



z + \)dz 



4ln(lA) 



dx 



(log 3 x) 1 



dx 



En los ejercicios 31 a 34, obtenga el valor del logaritmo con 
cinco digitos significativos en una calculadora. 

31. (a) log 5 e (b) log 3 7 

32. (a) log 6 L0 (b) log 2 361 

33. (a) log 2 10 (b) log 10 * 

34. (a) log 3 2 (b) log4 4728 

En los ejercicios 35 y 36, dado que log t0 e = 0.4343, utilice 
diferenciales para obtener una aproximacion del valor del 
logaritmo con tres digitos significativos; apoye la respuesta 
obteniendo el valor en una calculadora. 

35. log l0 997 36. log 10 1.015 

En los ejercicios 37 a 40, demuestre la propiedad si ay b son 
cualesquiera dos numeros reales positivos, en tanto que x y y 
son numeros reales. 
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37. a x -*- a> = a x ~y 
39. (ab) x = a x b x 



38. (a x y = a*y 
40. a = 1 



En los ejercicios 41 a 44, demuestre la propiedad si ay b son 
cualesquiera dos numeros reales positivos diferentes de 1, 
en tanto que xyy son numeros reales. 

41. log fl (*y) = log fl * + log a ? 

42. log a U + y) = log a * - log a > 

43. log a 1=0 44. loga x y = y log fl x 

45. Una compania ha aprendido que cuando inicia una campa- 
na de ventas, el numero de ventas por dia se incrementa. Sin 
embargo, el numero de ventas extras diarias disminuye 
conforme el impacto de la campana disminuye. Para una 
campana especifica la compania ha determinado que si 
hay 5(r) ventas extras diarias como resultado de la campa- 
na y nan transcurrido t dias desde que la campana termin6, 
entonces S(t) = 1000(3 ~ tl2 ). Calcule la tasa a la cual las 
ventas extras diarias decrecen cuando (a) t = 4, y 
(b) t = 10. 

46. Una compania estima que en t anos el numero de sus em- 
pleados sera #(0, donde iV(r) = 1 000(0.8y /2 . (a) i,Cuantos 
empleados espera tener la compania en 4 anos? (b) ^A que" 
tasa se espera que el numero de empleados est£ variando 
en 4 anos? 

47. Una partfcuia se desplaza a lo largo de una recta de acuerdo 
con la ecuacion de movimiento s - A • 2 kt + B • 2~ kt , 
donde A, B y k son constantes y s pies es la distancia di- 
rigida de la particula desde el origen a los t segundos. 
Demuestre que si a pies por segundo cuadrado es la acele- 
raci6n a los t segundos, entonces a es proporcional a s. 
^Por qu6 el movimiento no es arm6nico simple? 

48. Una particula se mueve a lo largo de una recta de acuerdo 
con la ecuacion de movimiento s = t 1 '*, donde s pies es la 
distancia di rig id a de la partfcuia desde el origen a los t 
segundos. Calcule la velocidad y la aceleraci6n a los 2 s. 

49. Un cuadro abstracto, importante hist6ricamente, fue com- 
prado en 1934 por $200, y su valor se ha duplicado cada 10 
anos a partir de su compra. Si y dolares es el valor del cua- 
dro t anos despues de su compra, (a) defina y en t6rminos 
de t. (b) £Cu£l fue el valor del cuadro en 1 994 ? (c) Determi- 
ne la tasa a la cual el valor del cuadro estuvo incrementan- 
dose en 1994. 

En los ejercicios 50 a 52, dibuje la grdfica de la ecuacion. 

50. (a) y - 3 X (b) y = log 3 x 

51. (a)y = 2 X (b) y = \og 2 x 

52. (a)y = T x (b) y = log 1/3 ^ 

En los ejercicios 53 a 56, apoye la respuesta al calcular la inte- 
gral definida empleando NINT en la graficadora. 

53. Calcule el area exacta de la regi6n limitada por la grafica 
de y = 5^ y las rectas x = 1 y y = 1. 

54. Obtenga el area exacta de la region acotada por las gr£fi- 
casdey = e x yy = 2 X , y la recta x = 2. 

55. Determine el volumen exacto del s61ido generado al girar 
la region del ejercicio 53 alrededor del eje x. 



56. Calcule el volumen exacto del s61ido generado al girar la 
regi6n del ejercicio 54 alrededor del eje x. 

57. Calcule con cinco digitos significativos'el area de la re- 
gi6n limitada por las graTicas de y = log 10 ^, y = lnxyla 
recta x ~ 3. 

58. Obtenga con cinco digitos significativos el volumen del 
solido generado al girar la regi6n del ejercicio 57 alre- 
dedor del eje x. 

En los ejercicios 59 y 60, naga lo siguiente: (a) trace las grdfi- 
cas def, NDER(/(jc), x) y NDER2(/(jc), x) en rectdngulos de 
inspeccion convenientes. A partir de las grdficas, estime (b) los 
extremos relativos de f, (c) donde es creciente f, (d) donde es 
decreciente f, (e) donde la grdfica defes concava hacia arriba 
y donde lo es hacia abajo, y (f) los puntos de inflexion, (g) 
Confirme analiticamente las estimaciones. 

59. f{x) = x lnx 60. f(x) = jc^ 1 

61. En la secci6n 5.4, las funciones del ejemplo 6 y de los 
ejercicios 57 y 58 son modelos matemiticos que descri- 
ben movimiento armonico amortiguado, donde la amplitud 
decrece hasta cero conforme el tiempo se incrementa. Si 
la ampltud aumenta sin limite conforme el tiempo crece, se 
tiene un movimiento arm6nico ilimitado y ocurre la re- 
sonancia. La funci6n definida por 



/(r) = 2 X cos4r 







es un modelo matemitico que describe el fen6meno de re- 
sonancia. (a) Considere 

F{t) = -2< y G(t) = 2 X 

y trace las graficas de/ F y G en el rectangulo de inspec- 
ci6nde[0, k] por [-10, 10]. (b) A partir de las graTicas del 
inciso (a), observe que 

Fit) <L f(t) < Git) 

Confirme analiticamente esta desigualdad continua. 
(c) Describa el comportamiento de/(r) conforme t crece sin 
limite. 

62. Realice el ejercicio 61 considerando ahora que fit) = 
3 f/3 sen8r,F(r) =-3 r/3 yG(r) = 3 ' /3 . En el inciso (a) trace 
las graficas en el rectangulo de inspecci6n de [0, 2/r] por 
[-10,10]. 

63. Sea/(jc) = ^ ia x + a~ x ). Demuestre que 

fib + c) + fib - c) = 2fib)fic) 

64. Explique por que, conociendo los valores de log 10 2 
y l°gio 3, se puede obtener, sin emplear una calculadora, 
log 10 4, log 10 5, log 10 6, log 10 8, log t0 9, pero no log 10 7. 

65. La unica solucion de la ecuaci6n 

lo gio* = lnjc 

es x = 1. Explique por que 6sta es una soluci6n y por que 
no existen otras. 

66. Describa las caracteristicas comunes de las graTicas de 
y — l°&\o x yy — m x - Tambi6n describa sus diferencias. 

67. Sea/(*) = log x 5. (a) Trace la graTicade/enun rectangulo 
de inspecci6n conveniente. Sugerencia: primero aplique la 
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ecuackin (3) de esta seccitfn. Describa la graTica y en su 
descripci6n incluya: (i) donde parece que / es creciente, 
donde parece que / es decreciente, y los extremos relati- 
vos de/; (ii) donde parece que la graTica de/es c6ncava 
hacia arriba, donde Io es hacia abajo, y los puntos de in- 
flexidn de/ (b) Trace la graTica de/' en un rectingulo de 
inspection adecuado. A partir de esta graTica determine 
donde /es creciente, donde /es decreciente y los extremos 



relativos de / ^Son estas conclusiones consistentes con 
las obtenidas en el inciso (a)? (c) Trace la graTica de/" en 
un rectangulo de inspecci6n conveniente, A partir de esta 
graTica determine donde la graTica de / es c6ncava hacia 
arriba, donde lo es hacia abajo y los puntos de inflexion 
de/ i,Son estas conclusiones consistentes con las obteni- 
das en el inciso (a)? (d) Confirme analfticamente sus con- 
clusiones. 



5.6 APUCACIONES DE LA FUNCION EXPONENCIAL NATURAL 

Los modelos matemdticos que implican ecuaciones diferenciales cuyas solu- 
ciones contienen potencias de e, ocurren en muchos campos tales como quf- 
mica, ffsica, biologia, sicologia, sociologia, administracidn y economia. 

Esta seccidn se inicia con el estudio de modelos que implican crecimien- 
to y decrecimiento, los cuales se obtienen cuando la tasa de variacidn (deri- 
vada) de una cantidad con respecto al tiempo es proporcional a la cantidad 
presente en un instante dado. Por ejemplo, la tasa de crecimiento de la pobla- 
ci6n de una comunidad puede ser proporcional a la poblacion real en cualquier 
instante dado. En biologfa, bajo ciertas circunstancias, la tasa de crecimiento de 
un cultivo de bacterias es proporcional a la cantidad de bacterias presentes en 
cualquier momento especffico. En una reaccidn quimica, la tasa (velocidad) de 
reaction con frecuencia es proporcional a la cantidad de sustancia presente; 
por ejemplo, los quimicos saben, a partir de experimentos, que la tasa de de- 
crecimiento (decaimiento o desintegracidn) del radio es proporcional a la 
cantidad de radio presente en un instante dado. Una aplicaci6n en finanzas se 
tiene cuando el interns se compone continuamente. 

En tales casos, si el tiempo se representa mediante t unidades, y si y uni- 
dades representa la cantidad presente en cualquier momento, entonces 

Tt = ky 

donde k es una constante y y > para toda t > 0. Si y crece conforme t se in- 
crements entonces k > y se tiene la ley de crecimiento natural. Si y decre- 
ce cuando t aumenta, entonces k < 0, y se tiene la ley de decrecimiento natural. 

Si por definicidn y es un numero entero positivo (por ejemplo, si y es la 
poblacion de cierta comunidad), se supondrS que y puede ser cualquier ntimero 
real positivo a fin de que y sea una funcidn continua de L 

Suponga que se tiene un modelo matematico que implica la ley de cre- 
cimiento o decrecimiento natural y la condicidn inicial y = y Q cuando t = 0. 
Entonces la ecuacion diferencial que representa este modelo es 

dy 



dt 



= ky 



Al separar las variables se obtiene 

£ =kdt 



Si se integran ambos miembros de esta ecuacion se tiene 
dt 



Jf-/« 



In |y| = kt + c 
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\y\ = e kt+ c 
\y\ = e^ • e kt 

Al considerar e c = C se tiene jy | = Ce*', y como y es poskivo se pueden 
omitir las barras de valor absolute, obteniSndose 

y = Ce kt 

debido a que y = y cuando f = 0, se tiene C = y . De modo que 

y = y e kt 

De esta manera se ha demostrado el teorema siguiente. 




f(t) = Be k \ k > 
FIGURA 1 




fit) = Be kt , k < 
FIGURA 2 



5.6.1 Teorema 



Suponga que y es una funcion contjnua de t con y > Oparatoda/ ^ 0. 
Ademas, suponga que 

i -*> 

donde it es una constante y y ^ y fl cuando * = 0. Enionces 



kt 



y = v 



Considere el enunciado de este teorema con la notacion funcional. Con 
y = /(0 y/(0) = ByB > 0(estoesy = #), el teorema establece que si 

no = km t>o (i) 



entonces 

f(t) = Be kt 



t > 



(2) 



Si k > 0, entonces (1) es la ley de crecimiento natural y (2) define una fun- 
cion que tiene crecimiento exponenciaL Con k > se tiene 

lim /(/) = B lim e kt 

= + 00 

Asi,/(/) crece sin limite conforme / aumenta sin limite. La grafica de (2) cuan- 
do k > se presenta en la figura 1. 

Si k < 0, entonces (1) es la ley de decrecimiento natural y (2) define una 
funcion que tiene decrecimiento exponenciaL De (2), con k < 0, se tiene 

lim f(t) = B lim e kt 
= 

y /(/) se aproxima a cero a travel de valores positivos. La figura 2 muestra la 
grafica de (2) cuando k < 0. 



w EJEMPLO I En cierto cultivo, la tasa de crecimiento de bacte- 
rias es proporcional a la cantidad presente. Inicialmente, se tenian 1 000 bac- 
terias y la cantidad se duplic6 en 12 min. (a) Si y bacterias estan presentes a los 
/ minutos, exprese y como una funcion de /. (b) En una graficadora, estime con 
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precision de minutos, el tiempo que debera" trancurrir para que se tengan 
10 000 bacterias. (c) Confirme analfticamente la estimacion del inciso (b). 

Solution La tabla 1 muestra las condiciones de frontera,donde y bacterias 
estan presentes a los t minutos. Observe que T minutos seran necesarios para 
que se tengan 10 000 bacterias en el cultivo. 

(a) El modelo matematico consiste en la ecuacion diferencial 

dy _ 



Tab 


lal 






t 





12 


T 


y 


1000 


2000 


10 000 




[0, 100] por [0, 20 000] 

y = 1000- 2 tln y > = 10 000 

FIGURA 3 



dt 



ky 



donde k es una constante y y = 1 000 cuanto t = 0. Del teorema 5.6.1, 

y = 1 000e*' (3) 

Como y = 2 000 cuando t = 12, de (3) se obtiene 



,12* 



= 2 



(4) 



A partir de (3) se dene 

y = 1000(e 12 *)" 12 
Al sustituir de (4) en la ecuacion anterior se obtiene 

y = 1000 -2'/ 12 



(5) 



(b) La figura 3 muestra las gr£ficas de la ecuacion (5) y la recta y = 10 000 
trazadas en el rectangulo de inspeccion de [0, 100] por [0, 20 000]. 
Utilizando los procedimientos interseccion (intersec), o rastreo {trace), 
y aumento (zoom in) de la graficadora, se determina que la graTica y la 
recta se intersectan en el punto donde t = 39.9. De este modo, se estima 
que son necesarios 40 minutos para que se tengan 10 000 baterias en el 
cultivo. 

(c) A fin de confirmar analfticamente la estimacion, en (5) se sustituye t por 
T y v por 10 000, obteniendose 

10 000 = 1 000 • 2 Tln 
2 T ^ = 10 
In (2 Til1 ) = In 10 

-£• • In 2 = In 10 
12 

12 In 10 



T = 



In 2 



T = 39.9 
lo cual confirma la estimacion del inciso (b). 
Conclusion: En 40 minutos se tendran 10 000 bacterias en el cultivo. ^ 



Tabla 2 






t 





30 


60 


y 


50 000 


75 000 


>« 



W EJEMPLO 2 La tasa de crecimiento de la poblaci6n de cier- 
ta comunidad es proporcional a la poblacion. En 1950 la poblacion fue de 
50 000 y en 1980 fue de 75 000. (a) Si y es la poblacion t anos a partir de 1950, 
exprese y como una funcion de t. (b) Estime en la graficadora la pobla- 
cion que habr£ en el ano 2010. (c) Confirme analfticamente la estimacidn del 
inciso (b). 

Solution La tabla 2 proporciona las condiciones iniciales donde y m es la 
poblacion esperada para el ano 2010. 
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[0, 70] por [0, 150 000] 

y = 50 000 (1.5) r/3 ° 

FIGURA 4 



(a) El modelo matematico esta" representado por la ecuacion diferencial 
dy 



dt 



= ky 



donde k es una constante y y = 50 000 cuando t = 0. Del teorema 5.6. 1 
se tiene 



y = 50 000**' 
Como y = 75 000 cuando t = 30, de (6) se obtiene 
75 000 = 50 000* 30 * 



(6) 



(7) 



e 30k = L5 
A partir de (6) se tiene 

y = 50 000(e 30 *)< /3 ° 
Si se sustituye de (7) en esta ecuaci6n, se obtiene 

y = 50 000(1. 5) ' /30 



(8) 



(b) La gr&fica de la ecuacion (8) esta trazada en el rectangulo de inspecci6n de 
[0, 70] por [0, 150 000] y se muestra en la figura 4. Se emplea el aumen- 
to (zoom in) para determinar que el valor de v es 112 500 cuando / = 60. 

(c) Al sustituir 60 por t y y^ por y en (8) se obtiene 

y^ = 50 000(1.5) 2 
= 112 500 

lo cual confirma la estimaci6n del inciso (b). 
Conclusion: La poblacion en el ano 2010 sera de 1 12 500. A 

En el ejemplo anterior, como la poblacion crece con el tiempo se tiene un 
caso de crecimiento exponencial. Si una poblacion decrece al transcurrir el 
tiempo, lo cual puede ocurrir si la tasa de mortalidad es mayor que la tasa de 
natalidad, entonces se tiene el caso de decrecimiento exponencial (refierase al 
ejercicio 4). El ejemplo siguiente proporciona otra situacion que implica de- 
crecimiento exponencial. En los problemas que tratan acerca de este tipo de 
decrecimiento, la semivida (o vida media) de una sustancia es el tiempo 
necesario para que la cantidad de sustancia se reduzca a la mitad. 



Tabla3 






t 





1690 


1000 


y 


20 


10 


?I000 



W EJEMPLO 3 La tasa de decrecimiento (rapidez de desintegra- 
cion) del radio es proporcional a la cantidad presente en cualquier momento. 
La semivida del radio es de 1 690 afios y se tienen actualmente 20 mg de este 
elemento quimico. (a) Si se tendran y miligramos de radio dentro de f anos a 
partir de ahora, exprese y como una funcion de t. (b) Estime en la graficadora 
la cantidad de radio que se tendra dentro de 1 000 anos a partir de ahora. 
(c) Confirme analiticamente la estimaci6n del inciso (b). 

Solution Las condiciones de frontera se presentan en la tabla 3, donde 
y l (m miligramos de radio se tendran dentro de 1 000 a partir de ahora. 

(a) El modelo matematico consiste en la ecuaci6n diferencial 



dy 
dt 



= ky 
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[0, 4 000] por [0, 25] 

/ ,y/ 1690 

F1GURA5 



donde k es una constante y y = 20 cuando / = 0. Del teorema 5.6.1 se 
tiene 



y = 20e* r 
Comoy = 10 cuando/ = 1690, de (9) se obtiene 

10 = 20e 1690 * 

^1690^ _ I 
" 2 

A partir de (9) se tiene 
y = 20(e ]69Ok yl 1690 

Al sustituir de (10) en la ecuaci6n anterior se obtiene 
^ f/1690 



(9) 



(10) 



-»ur 



(id 



(b) La figura 5 muestra la grdfica de (1 1) trazada en el rectangulo de inspec- 
ci6n de [0, 4 000] por [0, 25], Al aplicar los procesos rastreo (trace) y 
aumento (zoom in) de la graficadora se determina que y = 13.27 cuan- 
do / = 1 000. 

(c) A partir de la ecuaci6n (11), considerando y = >iooo y * = 1000, se 
tiene 



>1000 



-„(I 



1 000/1690 



= 13.27 

lo cual confirma la estimaci6n del inciso (b). 

Conclusion: Dentro de mil anos, a partir de ahora, se tendrdn 13.27 mg de 
radio. ^ 

Observe que la ecuacion (1 1) en la solucion del ejemplo 3 es un caso especial 
de la siguiente situacion mds general: Si la semivida de una sustancia es de h anos 
y y unidades de la sustancia estan presentes ahora, entonces dentro de / anos se 
tendran y unidades de sustancia, donde 

> ■ 41)"* 

Se le pedird que demuestre esto en el ejercicio 34. 



W EJEMPLO 4 Un deposito contiene 100 millones de litros de 
agua fluorada para el suministro de una ciudad, y el agua contiene 700 kg 
de cierto fluoruro. A fin de disminuir la cantidad del fluoruro, se introduce 
agua pura al deposito a una tasa de 3 millones de litros por dia. La mezcla 
de agua y fluoruro se mantiene uniforme, y sale del dep6sito a una tasa igual a 
la que entra. ^Cuantos kilogramos del fluoruro contiene el deposito 60 dias 
despu^s de que comenzo a fluir agua pura al dep6sito? 

Sollicion Sean / dias el tiempo que transcurre desde que comenzo a fluir 
agua pura al deposito. Sean x kilogramos la cantidad del fluoruro en el dep6- 
sito a los / dias. 



Tab 


la4 




t 





60 


X 


700 


*60 
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Como se tienen 100 millones de litros de agua en el deposito en cualquier 
instante, a los / dias la cantidad de fluoruro por mill6n de litros es jc/100 ki- 
logramos. Del deposito salen tres millones de litros por dia de agua fluorada; 
de modo que el deposito pierde 3(jc/100) kilogramos del fluoruro por dia. 

Como — es la tasa de variation de x con respecto a U y x decrece confor- 
dt 

me a / aumenta, entonces se tiene la ecuacion diferencial 



dx = 3x 
dt 100 

dx 
Esta ecuacion es de la forma — = kx, donde k = -0.03. Las condiciones 

dt 

iniciales dadas se muestran en la tabla 4, donde x m kilogramos es la cantidad 

del fluoruro en el deposito despu^s de 60 dias. Cuando / = 0, x = 700; de 

modo que, por el teorema 5.6.1, se tiene 

x = 700*- a03 ' 

Al considerar / = 60 y x = x^ en esta ecuacion, se obtiene 

x^ = 100e~ l * 
= 115.71 

Conclusion: El deposito contiene 1 16 kg del fluoruro 60 dias despues de 
introducir agua pura al dep6sito. M 

El Calculo a menudo es dtil para los economistas en la evaluation de 
ciertas decisiones sobre cuestiones financieras. Sin embargo, para aplicar el 
Calculo debe tratarse con funciones continuas. Considere, por ejemplo, la 
siguiente formula, la cual proporciona A, el monto de una inversion a los 
t aiios, si P dolares se invierten a una tasa anual de lOOi %, compuesto m veces 
al ano: 

A = p(\ + -0 mf (12) 

Imagine una situaci6n en la cual el interes se compone continuamente; 
esto es, considere la f6rmula (12), donde se permite que el numero de perio- 
dos de interes por ano aumente sin limite. Entonces tomando el limite en la 
formula (12) se tiene 



A = P lim (1 + -i- ] 
el cual puede escribirse como 



A = P lim 



.(■ * r 



(13) 



Para calcular este limite mediante el teorema 1.9.1, primero debe determi- 
narsi 



lim (l + lY" 



462 CAPITULO 5 FUNOONES LOQARITMICAS, EXPONENCIALES, TRIGONOMETRICAS INVERSAS... 

existe. Considerando h = i\m se tiene que mji - \jh\ y como m^ + oo 
es equivalente a h->0 + , entonces 



lim (l + ±- ) il = lim (1 + A) 1 " 1 



En consecuencia, por teorema 1.9.1 se tiene 



lim 

m— ► + « 



(•♦±rT-[jsL(-ir? 



y asi, (13) se transforma en 

A = Pe" (14) 

Si se considera que t varia en el conjunto de los numeros reales no negativos, se 
observa que (14) expresa a A como una funcion continua de *. 

Otra forma de mirar la misma situacidn consiste en considerar una inver- 
si6n de P d61ares que se incrementa a una tasa proporcional a su monto. £sta 
es la ley de crecimiento natural. Entonces, si A ddlares es el monto a los 
t anos, entonces 

f = kA 
dt 

donde k es una constante y A = Pcuandot = 0. Por el teorema 5.6.1, se tiene 
A = Pe kt 

Al comparar esta ecuaci6n con (14) se observa que son las mismas si 
k = i. Asi, si una inversi6n crece a una tasa proporcional a su monto, se dice 
que el interns es compuesto continuamente, y la tasa de interns anual es la 
constante de proporcionalidad. 

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si P ddlares se invierten a 

una tasa del 8% anual compuesto continuamente, y A es el monto de la inver- 
sion a los t anos, entonces 

—■ = 0.08A 
dt 

y 

A = Pe 00 *< 4 

Si en (14) se toma P = 1, i = 1 y t = 1, se obtiene A = e, lo cual da 
una justificacidn de la interpretacidn que los economistas hacen del numero 
e como el nSdito 4e una inversi6n de $1 por un ano a una tasa de interns del 
100% compuesto continuamente. 

En el ejemplo siguiente se emplea el concepto de tasa efectiva de inte- 
rns anual, la cual es la tasa que proporciona la misma cantidad de interns 
compuesto una vez al ano. 

W EJEMPLO 5 Un banco anuncia que la tasa de interns en cuen- 
tas de ahorro se calcula al 4% anual compuesto diariamente. Si se depositan 



TablaS 






t 





40 


100 


y 


120 


60 


^100 
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$1000 en una cuenta de ahorro en el banco, calcule (a) el monto aproximado 
al final de un ano considerando la tasa de interns de 4% compuesto conti- 
nuamente, y (b) el monto exacto al cabo de un ano considerando una tasa 
de interns anual de 4% compuesto 365 veces al ano. (c) Obtenga la tasa efecti- 
va de interns anual. 

Solution 

(a) Sean A d<51ares el monto al final de 1 ano. De (14) con P = 1 000, 
i = 0.04 yt = l,setiene 

A = 1 OOOe 004 
= 1040.81 

Conclusion: $1 040.81 es un monto aproximado del dep6sito al t6r- 
mino de 1 ano 

(b) De (12) con P = 1 000, i = 0.04, m = 365 y t = 1, y si A 365 dolares 
es el monto, entonces 



^Hi + iiH 



= 1040.81 

Conciusi6n: El monto exacto del dep6sito al final de 1 ano es 
$1 040.81%. 
(c) Sea j la tasa efectiva de interns anual. Por tanto, 

1000(1 + j) = 1040.81 

1 + j = 1.04081 

j = 0.04081 

Conclusion: La tasa efectiva de inter6s anual es 4.08 1 %. ^ 

Una aplicacion de la funci6n exponencial natural en ffsica es proporcio- 
nada por la ley de enfriamiento de Newton, la cual establece que la tasa a la 
cual un cuerpo cambia de temperatura es proporcional a la diferencia entre 
su temperatura y la del medio ambiente. 

W EJEMPLO 6 Si un cuerpo rodeado de aire a 35° de tempera- 
tura se enfria de 120° a 60° en 40 min, utilice la ley de enfriamiento de 
Newton para determinar la temperatura del cuerpo despu6s de 100 min. 

Solution Sean t minutos el tiempo que ha transcurrido desde que el cuer- 
po comenz6 a enfriarse, y v grados la temperatura del cuerpo a los t mi- 
nutos. La tabla 5 muestra las condiciones de frontera, donde v 100 grados es la 
temperatura del cuerpo despues de 100 min. 

A partir de la ley de enfriamiento de Newton, se tiene 

% = «> ~ 3 * 

donde k es una constante y v > 35 para toda t ^ 0. Al sustituir u por 
y - 35 y dufdt por dyjdt, esta ecuaci6n se transforma en 

dt 
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Cuando t = 0, y - 120 y m = 85. De modo que por el teorema 5.6.1, la so- 
Iuci6n de esta ecuaci6n diferencial es 

m = %5e kt 

Si se reemplaza u por y - 35, se obtiene 

y - 35 = S5e kt 

y = %Se kt + 35 (15) 

Como y = 60 cuando t = 40, se tiene 

60 = 85*? 40 * + 35 

««* = ^ (16) 

De (15), 

y = ZSie 40 *)'! 40 + 35 
Al sustituir de (16) en esta ecuaci6n se obtiene 

/ c \//40 

* = 85 (iU +35 

Debido a que y = y m cuando t = 100, de la ecuaci6n anterior resulta 

^ioo = 85 (^) 5/2 + 35 
= 38.99 

Conclusion: La temperatura del cuerpo despuls de 100 min es 39°. A 

Suponga ahora que una cantidad crece a una tasa proporcional a la dife- 
rencia entre un numero positivo fijo A y su magnitud. Entonces, si se represen- 
ta el tiempo por / unidades y y uhidades es la magnitud de la cantidad presente 
en cualquier tiempo, entonces 

J = HA - y) (17) 

donde k es una constante positiva y y < A para toda t > 0, Al reemplazar w 
por A - yy dujdt por -dyjdt, esta ecuaci6n se transforms en 

f = -*« 

dt 

Si u = B (esto es, y = A - E) cuando t = 0, entonces por el teorema 5.6.1 la 
soluci6n de esta ecuaci6n es 

« = Be' kt 

Al sustituir u por A - y se obtiene 

A - y = Be~ kt 

y = A - Be~ kt (18) 

Si en esta ecuaci6n se considera y = /(/), se tiene 
fit) = A - Be~ kt 
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A-B 



fit) =A- Be~ k 
FIGURA 6 



donde A, B y k son constantes positivas. Esta ecuacitfn describe el crecimien- 
to limitado. 

Al considerar el limite de/(0 se tiene 



lim f(t) 

= A 

= A 

= A 



lim (A - Be~ kt ) 



B lim e~ kt 
B-0 



y f{t) se aproxima a A a travel de valores menores que A. Por tanto, la recta 
horizontal ubicada a A unidades sobre el eje / es una asintota horizontal de la 
grafica de/. Tambien observe que 

/(0) = A - Be~ k '° 
= A - B 

A partir de esta informaci6n se obtiene la grafica de / mostrada en la figu- 
ra 6. Esta graTica se denomina en ocasiones curva de aprendizaje. El nombre 
es apropiado cuando /(/) representa la aptitud con la que una persona realiza 
una tarea. Conforme la experiencia de una persona aumenta, la aptitud se 
incrementa rapidamente al principio y despues disminuye debido a que la 
experiencia adicional tiene poco efecto sobre la habilidad con la cual se efec- 
tua la tarea. 
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W EJEMPLO 7 Un empleado nuevo realiza un trabajo con mayor 
eficiencia cada dia, de tal modo que si producen v unidades por dia despues 
de t dias en el trabajo, entonces 



dt 



*(80 - v) 



(19) 



donde k es una constante positiva y v < 80 para toda / > 0. El empleado 
produce 20 unidades el primer dia de trabajo y 50 unidades por dia despues de 
1 dias de estar en el trabajo. (a) Exprese v como una funcion de /. (b) i,Cu£ntas 
unidades por dia se espera que eventualmente produzca el empleado? (c) Trace 
la grafica de la funci6n del inciso (a) y la asintota horizontal de la grifica. 
(d) i,Cu£ntas unidades producira* el empleado despues de estar 30 dias en el traba- 
jo? (e) Muestre que despues de estar 60 dias en el trabajo, el empleado produ- 
cira* exactamente 1 unidad menos que el potencial total. 

Solution La ecuaci6n diferencial (19) es la misma que (17) con A = 80. 
La tabla 6 muestra las condiciones de frontera donde v 30 unidades y y m unida- 
des son producidas por dia despues de que el empleado est£ 30 y 60 dias en el 
trabajo, respectivamente. 
(a) La solucion general de (19) es de la misma forma de (18) con A - 80: 



v = 80 - Be' kt 
Como v = 20 cuando t = 0, de (20) se obtiene 

20 = 80 - Be 
B - 60 

Al reemplazar B por 60 en (20) resulta 
y = 80 - 60<T*' 



(20) 



(21) 
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[0, 50] por [0, 90] 

y = 80- 60(0.5)' /I0 

y = 80 

FIGURA7 





TTtT* H 


j 





[-3, 3] por [-2, 2] 



A/**) 



1 



FIGURA8 



-*/2 



De esta ecuaci6n, con y = 50 cuando f = 10, setiene 
50 = 80 - 60<r 10 * 



-10* _ 



0.5 



Si se sustituye este valor de e 10k en (21), se tiene 

■ y = 80 - &Xe' l6k ) tll ° - 

y = 80 - 60(0.5)' /l0 , (22) 

(b) El limite de (22) cuando f-*+ oo es 

lim [80 - 60(0.5)' /10 ] = 80-60 lim — L_ 

= 80 - 60 * 
= 80 

Conclusion; Se espera que el empleado producira" eventualmente 80 
unidades por dia. 

(c) La figura 7 muestra la gr£fica de (22) y su asintota horizontal, la recta 
* v = 80, trazadas en el rectangulo de inspecci6n de [ 0, 50] por [0, 90], 

(d) Como v = v 30 cuanto t = 30, de (22) se obtiene 

v^ = 80 - 60(0.5) 3 

= 72.5 

Conclusion: El empleado producira" 72 unidades- por dia despu^s de 
estar 30 dias en el trabajo. 

(e) De (22), con y = y^ cuando t = 60, se tiene 

y m = 80 - 60(0.5) 6 
= 79.06 

Conclusion: Despu^s de estar 60 dias en el trabajo, el empleado pro- 
ducira 79 unidades por dia, justo 1 menos que el potencial total. ^ 

En la secci6n 7.4 se tratara otro tipo de crecimiento limitado, el cual 
proporcionara* un modelo matem£tico del crecimiento de una poblacidn que 
tiene en cuenta los factores ambientales. 

Una funcion importante en estadistica, llamada funci6n normal estan- 
darizada de densidad de probabilidad esta definida por 

w> = ^n 



La grafica de N es la curva en forma de campana, conocida en estadistica. La 
figura 8 muestra esta grafica trazada en el rectangulo de inspecci6n de [-3, 3] 
por [-2, 2]. Observe que conforme x crece o decrece sin limite, N(x) se apro- 
xima rdpidamente a cero. 

La probabilidad de que una election aleatoria de x este* en el intervalo 
cerrado [a, b] se denota por P([a, b]\ y est£ dada por 



P([a.bJ) 



V2^J. 



e' x2l2 dx 



(23) 



Esta integral definida es la medida del area de la regi6n limitada superiormen- 
te por la curva y = N(x), inferiormente~por el eje x, y lateralmente por las 
rectas x = a y x = b. La integral definida no puede evaluarse mediante el 
segundo teorema fundamental del Calculo debido a que se ha demostrado que 
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Wx) = 



4lit 



■*m 



FIGURA 9 




una antiderivada del integrando no puede expresarse en t^rminos de funciones 
elementales. Sin embargo, se puede calcular un valor aproximado por medio 
de NINT en la graficadora. 

w EJEMPLO 8 Para la funci6n normal estandarizada de densidad 
de probabilidad, calcule la probabilidad de que una elecci6n aleatoria de x 
este en el intervalo [0, 2], 

Solution La probabilidad de que una elecci6n aleatoria de x est6 en el 
intervalo [0, 2]esP([0, 2]), y de (23) se tiene 

P([0,2]) = 4= e-^dx 
4ln h 
En la graficadora se obtiene NINT(#(jc), 0, 2) = 0.47725. Asf, 



FIGURA 10 



/>([0, 2]) = 0.47725 < 

Refierase a la figura 9. La region sombreada del primer cuadrante esta* 
limitada por la graTica de la funcion normal estandarizada de densidad de 
probabilidad, los ejes coordenados y la recta jc = f, donde t > 0, Si A(t) 
unidades cuadradas es el area de esta regi6n, puede demostrarse, aunque es di- 

ficil hacerlo, que lim A(t) = 0.5. De modo que el valor exacto de P([0, 2]), 

/-►+«> 

el cual es la medida del area de la regi6n sombreada de la figura 10, debe ser 
menor que 0.5. Este hecho es acorde con el resultado del ejemplo 8. 



EJERCICIOS 5.6 



1 . La tasa de crecimiento natural de la poblacidn de cierta ciudad 
es proporcional a la poblaci6n. En 1955 la poblaci6n 
fue de 40 000, yen 1995 fuede 60 000. (a) Si yes el numero 
de individuos de la poblacidn / anos a partir de 1955, expre- 
se y como una funcidh de t. (b) Estime en la graficadora 
cual serila poblacidn para el afio 2001. (c) Estime en la gra- 
ficadora en que" afio la poblacidn serd de 80 000, (d) Confir- 
me analiticamente las estimaciones de los incisos (b) y (c). 

2. Un cultivo de bacterias crece a una tasa proporcional al 
numero de bacterias presentes. Se tienen 1000 bacterias 
presentes ahora y el numero se duplicara en 30 min. (a) Si y 
bacterias estan presentes a los t minutos a partir de ahora, 
exprese. y como una funcion de t. (b) Estime en la grafi- 
cadora cudntas bacterias se tendran dentro de 2 horas. 
(c) Estime en la graficadora dentro de cuanto tiempo se 
tendran 50 000 bacterias. (d) Confirme analfticamente las 
estimaciones de los incisos (b) y (c). 

3. Cuando a un circuito el&trico simple, el cual no contiene 
capacitores pero si capacitancia y resistencia, se le elimina 
la fuerza electromotriz, la tasa de decrecimiento de la co- 
me nte es proporcional a la corriente. La corriente es 
i amperes a los t segundos despues de la interrupcidn de la 
fuerza electromotriz, / = 40 cuando t = 0, y la corrien- 
te diminuye 15 amperes en 0.01 s. (a) Exprese i como una 
funci6n de t. (b) Estime en la graficadora la corriente en 
0.02 s. (c) Confirme analiticamente la estimacion del in- 
ciso (b). 



4. La poblaci6n de una ciudad decrece a una tasa proporcio- 
nal a su tamano. En 1980 la poblacion fue de 50 000 y en 
1990 fue de 44 000. (a) Si y es la poblaci6n t anos a partir 
de 1980, exprese y como una funcion de t. (b) Estime en la 
graficadora cuil serd la poblacidn en el afio 2000. (c) Con- 
firme analiticamente la estimacidn del inciso (b). 

En los ejercicios 5 a 26, deflna precisamente todas las varia- 
bles como numeros. Utilice la variable t para representor el 
tiempo y defina las otras variables en tirminos de t. No olvide 
escribir una conclusion. 

5. Despu6s de que se suspendid la publicidad de cierta pelfcu- 
la el primer dia de exhibicidn, la asistencia decrecid a una 
tasa proporcional a su tamano. Si la asistencia del primer 
dia de exhibicidn fue de 5 000 espectadores y la asisten- 
cia del tercer dfa fue de 2 000, ^cudl es la asistencia esperada 
para el sexto dia? 

6. La poblacidn de cierta ciudad se duplicd de 1900 a 1960. 
Si la tasa de crecimiento natural de la poblacidn es propor- 
cional a la poblacidn en cualquier tiempo y la poblacidn en 
1960 fue de 60 000, estime la poblacidn para el afio 2010. 

7. Suponga que el valor de cierta coleccidn de antigiiedades 
se incrementa con el tiempo y que la tasa a la que se in- 
crementa es proporcional a su valor en cualquier instante. 
Si hace 10 anos el valor de la coleccidn fue de $25 000 y 
su valor actual es de $35 000, ^dentro de cuantos anos su 
valor esperado sera* de $50 000? 
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8. Al ano de usar un automovil, su tasa de depreciaci6n en 
cualquier momento es proporcional a su valor en ese tiem- 
po. Si un autom6vi1 se compr6 el 1 de marzo de 1993, y 
sus valores el 1 de marzo de 1994 y de 1995 fueron $7 000 
y $5 800, respectivamente, ^cual es el valor esperado para 
el 1 de marzo de 1999? 

9. En cierto cultivo de bacterias, donde la tasa de crecimien- 
to es proporcional al numero de bacterias presentes, el nu- 
mero se triplica en 1 hora. Si ai final de 4 horas se tienen 
10 millones de bacterias, ^cuantas bacterias se tuvieron 
inicialmente? 

10. Si la semivida del radio es de 1960 alios, <,qu6 porcentaje 
de la cantidad actual quedarf despues de (a) 100 anos, y 

(b) 1000 anos? 

11. El 30% de una sustancia radiactiva se desintegra en 
15 afios. Determine la semivida de la sustancia. 

12. En invierno, la tasa de mortalidad de cierta especie de fau- 
na salvaje de una regi6n geografica particular, es propor- 
cional al mimero de animales de dicha especie presentes en 
cualquier momento. El 2 1 de diciembrc, el primer dia de 
invierno, habia 2 400 ejemplares de la especie presentes; 
30 dias despu6s, 2 000 animales de la especie estuvieron 
presentes. ^Cuantos ejemplares de la citada especie se es- 
pera que sobrevivan al invierno? Esto es, ^cuantos anima- 
les de dicha especie se espera que vivan el 21 de marzo, 
primer dia de primavera? 

13. Se efectua un depdsito de $5 000 en una cuenta de ahorro 
en un banco que anuncia que el interns en este tipo de cuenta 
se calcula a una tasa anual del 5% compuesto diariamente. 
Calcule (a) un monto aproximado al final de 1 ano tomando 
la tasa de interes como 5% compuesto continuamente, 
y (b) el monto exacto al termino de 1 ano considerando 
una tasa de interes del 5% compuesto 365 veces al ano, 

(c) i,Cual es la tasa efectiva de interns anual? 

14. Realice el ejercicio 13 si el banco anuncia que el interns 
se calcula a una tasa del 6% compuesto diariamente, y 
(a) tome la tasa como 6% compuesto continuamente, 
y (b) considere una tasa de interes anual del 6% com- 
puesto 365 veces al ano. 

15. Si una cantidad de dinero invertida se duplica en 10 afios a 
un interes compuesto continuamente, ^cuanto tiempo tar- 
darf en triplicarse la suma inicial? 

16. Si el poder de compra de un ddlar disminuye a una tasa de 
10% anualmente, compuesto continuamente, ^cuanto tiem- 
po serf necesario para que el poder de compra sea de $0.50? 

17. En cierta reacci6n quimica, la tasa (velocidad) de conver- 
sion de una sustancia es proporcional a la cantidad de la 
sustancia que atin no se transforma en ese instante. Despu6s 
de 10 min, un tercio de la cantidad original de la sustancia 
se ha convertido y 20 g se convierte despu^s de 15 min. 
^Cual era la cantidad original de la sustancia? 

18. Un tanque contiene 200 litros de salmuera en la cual hay 
3 kg de sal por litro. Se desea diluir esta soluci6n agregan- 
do salmuera que contiene 1 kg de sal por litro, la cual fluye 
hacia el tanque a una tasa de 4 L/min y la mezcla, que se 



mantiene uniforme mediante agitaci6n, sale a la misma 
tasa. ^Cuando tendra el tanque 1 .5 kg de sal por litro? 

19. Se tienen 100 litros (L) de salmuera en un tanque la 
cual contiene 70 kg de sal disuelta. Se agrega agua dulce 
a una tasa de 3 L/min, y la mezcla, que se mantiene unifor- 
me revolviendola, sale del tanque a la misma tasa. <,Cuan- 
tos kilogramos de sal se tienen en el tanque despu6s de 
una hora? 

20. El azucar se disuelve en el agua a una tasa proporcional a 
la cantidad insoluta. Si se tenian 50 kg de azucar presentes 
inicialmente y despu6s de 5 horas 6sta se redujo a 20 kg, 
i,cuanto tiempo debera pasar para que el 90% del azucar 
se disuelva? 

21. El profesor Willard Libby, de la Universidad de California 
de Los Angeles, fiie distinguido con el premio Nobel en 
quimica por el descubrimiento de un metodo para deter- 
minar la fecha de muerte de un ser viviente. El profesor 
Libby emple6 el hecho de que el tejido de un organismo 
vivo est£ compuesto de dos tipos de carbono: el carbono 
14 (denotado por I4 C) radiactivo y el carbono 12 ( l2 C) es- 
table, de modo que la razon de la cantidad de 14 C a la can- 
tidad de 12 C es aproximadamente constante. Cuando el 
organismo muere la ley de decrecimiento natural se aplica 
al l4 C. Si se determina que la cantidad de 14 C en un trozo de 
carbon vegetal es s61o el 45% de su cantidad original y que 
la semivida del 14 C es de 5 730 anos, ^hace cuanto tiempo 
muri6 el arbol de donde proviene el trozo de carbon vegetal? 

22. Refi6rase al ejercicio 21. Suponga que despu6s de encon- 
trar un f6sil, un arque61ogo determina que la cantidad de 
14 C presente en el fosil es 25% de su cantidad original. 
Empleando el hecho de que la semivida del 14 C es de 
5 730 anos, £cudl es la edad del fdsil? 

23. En las mismas condiciones del ejemplo 6, £despu6s de 
cuantos minutos la temperatura del cuerpo serf de 45°? 

24. Una olla con agua estuvo hirviendo a 1 00° y se dejo enfriar 
al aire fibre a una temperatura de 0°. Despu6s de 20 min la 
temperatura del agua fue de 90°. (a) ^DespuSs de cudntos 
minutos la temperatura del agua serf de 80°? (b) ^Cual 
serf la temperatura del agua despu^s de 1 hora? Utilice la 
ley de enfriamiento de Newton. 

25. Si se lleva un term6metro de una habitaci6n en la cual la 
temperatura es de 75° hacia el exterior donde la tempe- 
ratura es de 35° y la lectura en el term6metro es 65° 
despues de 30 s, (a) <,cuanto tiempo despu^s la lectura en el 
term6metro serf de 50°? (b) <,Cual serf la lectura en 
el term6metro despues de 3 minutos? Utilice la ley de 
enfriamiento de Newton. 

26. Un cuerpo rodeado de aire a una temperatura de 0° se en- 
frfa de 200° a 100° en 40 minutos, ^cuantos minutos mis 
seran necesarios para que el cuerpo alcance una tempera- 
tura de 50°? Utilice la ley de enfriamiento de Newton. 

27. Un estudiante tiene 3 horas para preparar apresuradamen- 
te un examen y durante este tiempo desea memorizar un 
conjunto de 60 hechos. De acuerdo con la sicologia, la tasa 
a la que una persona puede memorizar un conjunto de he- 
chos es proporcional al numero de hechos que quedan por 
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28. 



memorizar. De este modo, si el estudiante memoriza y 
hechos en t minutos, entonces 

± = A(60 - y) 

donde k es una constante positiva y y < 60 para toda 
t > 0. Suponga que cero hechos se memorizan inicial- 
mente. Ademas, suponga que el estudiante memoriza 15 
hechos en los primeros 20 min. (a) Exprese y como una 
funcion de t. (b) Trace la grafica de la funcion del inciso (a) 
y la asfntota horizontal de la grafica. <,Cuantos hechos 
memorizara el estudiante en (c) 1 hora, y (d) 3 horas? 

Un nuevo obrero en una Ifnea de ensamble puede realizar 
una tarea particular de tal manera que si y unidades son 
terminadas en un dfa despues de t dias en la linea de en- 
samble, entonces 



dy 
dt 



£(90 - y) 



donde Jfe es una constante positiva y y < 90 para toda 
t > 0. El dia en que el obrero comenzo se terminaron 60 
unidades y al quinto dfa el obrero termino 75 unidades. 
(a) Exprese y como una funcion de t. (b) ^Cuantas unidades 
por dfa se espera que eventualmente termine el obrero. (c) 
Trace la grafica de la funcion del inciso (a) y la asfntota 
horizontal de la grafica. (d) <,Cuantas unidades termi- 
nard el obrero el noveno dfa? (e) Demuestre que el traba- 
jador producira casi a su potencial total despuds de 
los 30 dfas. 

29, Para la funcion normal estandarizada de densidad de pro- 
babilidad, determine, con cinco dfgitos significativos, la 
probabilidad de que una eleccion aleatoria de x este en el 
intervalo [0, 1]. 



30. Para la funcion normal estandarizada de densidad de pro- 
babilidad, determine, con cinco dfgitos significativos, la 
probabilidad de que una eleccion aleatoria de x este en el 
intervalo [-3, 3]. 



31. La funcion error, denotada por erf, esta definida por 
erfCx) 



32, 



34. 



35. 



4n 






Calcule un valor aproximado de erf(l) con cinco dfgitos 
significativos. 

Para la funcion error definida en el ejercicio 31, calcule un 
valor aproximado de erf (3) con cinco dfgitos significativos. 

33. En biologfa, la ecuacidn que en ocasiones se emplea para 
describir el crecimiento restringido de una poblacion es la 
ecuacidn de crecimiento de Gompertz: 

dt y 



donde ay h son constantes positivas. Determine la solu- 
cion general de esta ecuaci6n diferencial. 

Si la semivida de una sustancia que tiene decrecimiento 
exponencial es h anos y y Q unidades de la sustancia estan 
presentes ahora, entonces si y unidades estaran presentes 
en t aiios, demuestre que 



-<r 



Sean / una funci6n que describe crecimiento exponencial 
y g una funcion que describe crecimientojimitado. ^En qu6 
difieren las graficas de estas dos'funciones? ^Son semej an- 
tes las graficas en algiin aspecto? ^Por que la grafica de g es 
llamada en ocasiones curva de aprendizaje? 



5.7 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS 

Aunque se introdujeron las funciones trigonom^tricas inversas en el curso de 
trigonometria o de matemdticas previas al Calculo, se revisardn brevemente 
en esta seccion. Se centrard la atencion en las funciones seno inversa, coseno 
inversa, tangente inversa y secante inversa porque 6stas son las mis importan- 
tes en Cdlculo. 

Recuerde de la seccion 5.1 que una funci6n debe ser uno a uno para que 
tenga una inversa. Como las seis funciones trigonometricas son peri6dicas y, 
por tanto, no son uno a uno, ninguna de ellas tiene inversa. Sin embargo, se 
pueden restringir los dominios de estas funciones de modo que tengan una 
inversa. 

Se comenzard con la funci6n seno cuya graTica se muestra en la figu- 
ra 1. Observe en la figura que la funci6n seno es creciente en el intervalo 
[-\n, ^7t], y en consecuencia, por el teorema 5.1.5 asf como por el criterio 
de la recta horizontal, la funcion F para la cual 



F(x) = senjc y -~n <> x < 



(1) 
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y - sen* 
FIGURA 1 



tiene inversa. La grafica de F se presenta en la figura 2; su dominio es 
[-\tz, k n }y su contradominio es [-1, 1]. La inversa de esta funcion se de- 
nomina funcion seno inversa. 



5,7,1 Defi 



de la funcion seno inversa 



La funcion seno inversa, denotada per sen' 1 , estA definida por 
y = sen" 1 x si y stiio si x = seny y -± ff £ y £ \k 



F(x) = sen* -!&<*< ~n 

2 2 



FIGURA 2 



El dominio de sen * es el intervalo cerrado [-1, 1] y su contradominio 



es el intervalo cerrado [- ^ /r, ±n]. 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 



(a) sen 



V2 



= 4* 



(b) sen 



-■(-*)- 



Por supuesto, en la calculadora pueden obtenerse aproximaciones de 
los valores de la funcion seno inversa utilizando la tecla [sen -1 ! o la combi- 
nation de teclas | inv] y ]sen|, o 12nd I y jsen ] . 



En (1) el dominio de F esta restringido al intervalo cerrado [— ^ 7T, ^n] 
de modo que la funcion sea mon6tona en su dominio a fin de que tenga una 
funci6n inversa. Sin embargo, la funci6n seno tiene periodo In y es creciente 
en otros intervalos, por ejemplo, [-|«;-|w]y[|w, \n\. Tambien, la fun- 
ci6n es decreciente en ciertos intervalos cerrados; en particular, en los interva- 
los [- 1 /r, - ±7i] y [ ~7i y ~ k\. Cualquiera de estos intervalos podria haberse 
elegido para el dominio de F de la ecuacion (1). No obstante, se acostum- 
bra elegir el intervalo [- ± /r, ^ n] porque es el intervalo mas grande que con- 
tiene el numero en el cual la funci6n es monotona. 

El uso del simbolo -1 para representar la funcion seno inversa hace 
necesario denotar el reciproco de sen x mediante (sen jc)" 1 a fin de evitar con- 
fusiones. Una convenci6n similar se aplica cuando se utiliza cualquier expo- 
nente negativo con una funcion trigonometrica, por ejemplo, 



1 



tan x 



(tan jc) 



1 



= (cosjc) 2 



y asf sucesivamente. 

El termino arco seno se utiliza en ocasiones en lugar de funcion seno in- 
versa y la notation arc sen x se emplea en vez de sen -1 x. Probablemente esta 
notation proviene del hecho de que si / = arc sen u, entonces sen * = u, y / 
unidades es la longitud del arco de la circunferencia unitaria para el cual el 
seno es u. En este texto, en la notation para las funciones trigonomStricas in- 
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FIGURA3 



versas se empleara* el simbolo -1 en lugar de la palabra arc. Esta convenci6n 
es consistente con la notacion general para las funciones inversas. 

Se puede dibujar la grafica de la funcion seno inversa localizando algu- 
nos puntos a partir de los valores de sen" 1 x tales como los presentados en la 
tabla 1. La graTica se muestra en la figura 3. 



* ► * Tabla 1 



X 


-1 


_V3 
2 


1 
2 





I 

2 


V3 
2 


1 


sen" 1 x 


-I* 

2 


-H 


~\* 





i* 


Ik 
3 


u 

2 



De la definition 5.7.1, se tiene 

sen(sen~ 1 jc) = x para x en [-1, 1] 
sen" 1 (sen y) = y para y en [- \iz, \ k] 

Observe que sen" 1 (sen v) *= y si y no esta* en el intervalo [-jX t ^n]. Por 
ejemplo, 

sen" l (sen |;r) = sen' 1 -=- y sen _1 (sen lit) = sen* 1 ( - -75"j 



► EJEMPLO 1 Calcule (a) coslseir^- ± )]; (b) sen" l (cos § a). 

Solution Como el contradominio de la funcion seno inversa es 
[- \k, | /r], entonces scn"^- \ ) = - \ n. 

(a) cos[sen _1 (-|) = cos(-g^) 
2 



(b) sen ^cos |/f) = sen x {-\) 



- _I 



Ahora se obtendra* la ftfrmula para la derivada de la funcitfn seno inversa 
aplicando el teorema 5.1.7, el cual establece que la derivada de una funcitfn 
montftona y continua, y la derivada de su inversa son reciprocas una de la 
otra. Sea 

v = sen _1 jc 

lo cual es equivalents a 

x = sen v y y esta* en [- \n, ~ n] 
Al diferenciar los dos miembros de esta ecuacitfn con respecto a y resulta 



dx 
dy 



= cos v y y est! en [-\n, \ n\ 



(2) 



De la identidad sen 2 y + cos 2 y = 1, y sustituyendo sen v por jc, se obtiene 
cos 2 v = 1 - x 2 



CDS? 



- yJ - j 1 sJ y&s}£mh?% ?a 
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L i 


i- j 


■ 
■ 

: 


■ 



t-l,l]por[-lO, 10] 
1 



NDER (sen" ] x, x) 
FIGURA 4 




Al sustituir de esta ecuacitfn en (2) se obtiene 



dy 

Como — - es el reciproco de -— , entonces 
dx dy 



D x (sen _1 x) = 



1 



VT 



(3) 



Este resultado se apoya graficamente al trazar las graficas de 



1 



vr-^ 



y NDER(sen _I jc,jc) 



en el mismo rectangulo de inspeccitfn, observando que son identicas. Con- 
suite lafigura4. 

Ahora se investigara la interpretation geometrica de la ecuacion (3). 
Refierase a la figura 5, la cual muestra la graTica de la funcion seno inversa 
y segmentos de algunas rectas tangentes. Observe que cuando -1 < x < 1, 
el cual es el dominio de D x (sen" 1 x\ la pendiente de la recta tangente es po- 
sitiva. Ademis, cuando jc->~1 + o jc->1~, la pendiente de la recta tangente 
crece sin limite. Esta information apoya graTicamente los lfmites 



lim 



1 



vr^~ 



= +00 



lim . 



De (3) y de la regla de la cadena se tiene el teorema siguiente. 



5.7,2 Teorema 



Si u es una funcitfn diferenciable de x t entonces 



DjLsetT 1 u) = 



\ 



4i^V 2 



*D r u 



► EJEMPLO 2 Calcule/'U) si 

f(x) = sen" 1 x 2 

Solution Del teorema 5.7.2, 



fix) 



(2jc) 



Vi-(^ 2 ) 2 

A fin de obtener la fiincion coseno inversa, se procede como se hizo con 
la funcitfn seno inversa. Se restringe el dominio del coseno al intervalo en el 
cual la funcibn sea monotona. Se elige el intervalo [0, n] en el que el coseno 
es decreciente, como se muestra en la gra^Ica del coseno de la figura 6. Asf, se 
considera la funcion G definida por 



G(x) = cosjc y < jc < ;r 
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G(x) = cos x < x <; K 
FTGURA 7 



El dominio de G es el intervalo cerrado [0, n] y su contradominio es el inter- 
valo cerrado [-1, 1]. La grafica de G se presenta en la figura 7. Como G es 
continua y decreciente en su dominio, entonces tiene una in versa, la cual se 
definira" a continuation. 



5-7.3 Definition de la functon coseno inversa 



La fkincida coseno jnversa, dene tad a por cos l , e std de f i n id a por 
v = cos* 1 x si y sdlo si x = cos y y OSySff 



El dominio de cos l es el intervalo cerrado [-1, 1] y su contradominio 
es el intervalo cerrado [0, n]. 



\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 




y = cos x 
FIGURA 8 



(a) cos- X = I, (b) cor>(--^) = \n < 

La grafica de la funci6n coseno in versa se muestra en la figura 8. 
De la definition 5.7.3, se tiene 

cos(cos~ ] x) = x para x en [-1, 1] 
cos -1 (cosy) = v para y en [0, n] 

Observe que de nuevo existe una restriction sobre y a fin de tener la igual- 
dad cos -1 (cos y) = y. Por ejemplo, como | 7resta en [0, n], entonces 



cos Hcos ~7t) 



l<rr\ = 2i 



Sin embargo, 



cos ^cos |;r) - cos M-— =1 y cos -1 (cos j7T) = cos M-p 



- 3 , 



► EJEMPLO 3 



COS * X 



1 r = 1 ff - 



Demuestre que 
;r - sen -1 x para | x | < 1 



(4) 
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r 


i 



[-1,1] par [-10, 10] 

NDER (cos -1 jc, jc) 
FIGURA 9 




y = cos ' jc 
FIGURA 10 



Soluci6n Suponga que jc esta" en [-1, 1] y que 



t = cos( \n - sen * jc) 



(5) 



Al aplicar la f6rmula de reducci6n cos( \n - v) = sen v, con v = sen l x en 
el miembro derecho de (5), se tiene 

/ = sen(sen _1 jc) 
Como sen(sen _1 jc) = jc, entonces 

/ = JC 
Si se sustituye t por jc en (5) resulta 

jc = cos( \k - sen -1 jc) (6) 

Como - \n < sen -1 jc < ^ k, al sumar - ^ n a cada miembro se tiene 

-k < - \n + sen" 1 jc < 

Al multiplicar cada miembro de esta desigualdad por -1 e invertir los signos 
de desigualdad se obtiene 

< \k - sen" 1 jc < n 
De esta desigualdad, de (6) y de la definicion 5.7.3, resulta 

cos" 1 jc = ~ n - sen" 1 jc para | jc | < 1 
lo cual es (4). A 



Observe en la solucion del ejemplo 3 que la identidad depende de que la 
elecci6n del contradominio de la funci6n coseno in versa sea [0, ri\. 

A fin de obtener la formula para la derivada de la funci6n coseno inversa 
se utiliza (4), la cual ya se demostrtf. Al diferenciar con respecto a jc, se tiene 



ZX^cos l jc) = D x ( \k - sen ! jc) 



vr 



(7) 



donde jc esta en (- 1 , 1 ). 

Como se hizo con la derivada de la funci6n seno inversa, la ecuaci6n (7) 
se apoya al trazar las graTicas de 



y = 



1 



vr^ 



y NDER(cos _1 x, jc) 



en el mismo rectangulo de inspeccion, y observando que son identicas. Con- 
suite la figura 9. 

Tambien, como se hizo anteriormente, refierase a la figura 10 para la in- 
terpretaci6n geom£trica de la ecuaci6n (7). La figura, que muestra la graTica de 
la funci6n coseno inversa y segmentos de algunas rectas tangentes, apoya el 
hecho de que D x (cos -1 jc) < cuando -1 < jc < 1 y que 



lim 



-1 



- i+ vr 



-oo y 



lim 



-1 



Mf -vr^i2 



El teorema siguiente se obtiene de (7) y de la regla de la cadena. 
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5.7*4 Teorema 



Si u es una funci6n diferenciable dc x t entonces 



ri u\ = -- 



X^COS" 1 If) - 



vn^? 



*DrU 





FIGURA 12 




► EJEMPLO 4 



v = cos 1 e 2x 



Calcule -~ si 
dx 



Solucion Del teorema 5.7.4, se tiene 



dy = J_ 

dx 4\-(e lx ) 2 

~2e 2x 



~{e 2x ){2) 



VI - e Ax 

A continuation se obtendra la funcion tangente inversa. Observe en la 
grdfica de la figura 11 que la funcion tangente es continua y creciente en 
el intervalo abierto (~\ti, \k). Ahora se restringe la funcion tangente a este 
intervalo y se considera la funcion H definida por 



H(x) = tan jc y 



■±K < x < --K 



El dominio de H es el intervalo {-- n, ^7t)y su contradominio es el conjunto 
R de los numeros reales. Refierase a la figura 12, la cual presenta la graTica 
de //. Esta funci6n tiene una inversa llamada funcion tangente inversa. 



5-7.5 Definition de la funcion tangente inversa 



La funcion tangente inversa, denotada por tan* 1 , estf definida por 

y = tan" 1 x si y s6Jo si jr = lan v y -\k < y < iff 



El dominio de tan ' es el conjunto R de los numeros reales y su contra- 



dominio es el intervalo abierto (- \ 7t, ^n). 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

(a) tan" 1 V3 = }-k (b) tan" 1 (— ^ ) = ~\x (c) tan* 1 = < 

La figura 13 muestra la graTica de la funci6n tangente inversa. De la de- 
finition 7.5.5 se tiene 

n-l 



tan(tan l x) — x parajcen(-oo, +oo) 



tan *(tan v) = v para v en (- \k, \ k) 



\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

tan" 1 (tan j;r) = x -n y tan _1 [tan(-|;r)] = -±k 
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Sin embargo, 

taiT^tan \ n) = tan _1 (-l) y tan'Htan Ik) - tan -1 1 

4 4 




FIGURA 14 



► EJEMPLO 5 

sec[tan _1 (-3)] 



Calcule el valor exacto de 



Solution Este problema se resolverd interpretando tan l (~3) como un 
angulo. Sea 

9 = tan" 1 ^) 

Como el contradominio de la funci6n tangente inversa es (- £ ;r, i ;r), y tan 9 
es negativa, entonces - ^n < 9 < 0. Asi, 

tan = -3 y - 1 * < 9 < 

La figura 14 presenta un angulo 9 que satisface estas condiciones. Observe 
que el punto P selecciona do en el lado terminal de 0es (1, -3). Del teorema 
de Pitdgoras r es igual a ^/l 2 + (~3) 2 = VTO . Por tanto, sec 9 = VTO . En 
consecuencia, 

secttan" 1 ^)] = VTO 4 

A fin de obtener la formula de la derivada de la funcion tangente inversa 
se aplica otra vez el teorema 5. 1 .7. Si 

y = tan" 1 x 
entonces 

x = tan y y y esta en (- ~k, | k) 
Al diferenciar los dos miembros de esta ecuaci6n con respecto a x se obtiene 

,.,,-, (8) 

De la identidad sec 2 y = 1 + tan 2 y, y sustituyendo tan y por jc, se tiene 



^ = sec 2 y y y est£ en (- \ k, \ k) 



sec 2 > = 1 + x 1 
Si se reemplaza de esta ecuacion en (8) resulta 

= 1 + x 2 



dx 
dy 



De modo que, por el teorema 5. 1 .7, 



/^(tan" 1 *) = 



1 



1 + x z 



(9) 



El dominio de la derivada de la funci6n tangente inversa es el conjunto R 
de los nUmeros reales. 

En el ejercicio 58, se le pedira" que apoye gra^Icamente la ecuacitfn (9) y 
que proporcione una interpretation geom^trica de la ecuaci6n, como se hizo 
con las ecuaciones (3) y (7) para las derivadas de sen" 1 x y cos" 1 x. 

De (9) y de la regla de la cadena se obtiene el teorema siguiente. 
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5,7,6 Teorema 



Si u es una ftincidn cHfereociable <te x, entonces 






D^tanU) = y^D** 



► EJEMPLO 6 



f(x) = tan" 



1 



Calcule/'(jc) si 



jc + 1 
Sol UC l6n Del teorema 5.7.6, se tiene 



fix) = 



1 



-1 



1 + — L_ <* + I) 2 
(x + l) 2 



(jc + \y + 1 



jc^ + 2x + 2 



m 

i 



3 -K 




**° 



-2 

-3 j 



1 1 1 

1 * 3 



FIGURA 15 



_, j (_ 



-l 



H 1 > X 



1 



■-I , 



y - sec' 1 j: 
FIGURA 16 



Antes de definir \afunci6n secante inversa, se dirigira* la atencitfn sobre 
el hecho de que cos x > en el contradominio [- £ ;r, 1 7t] de sen" 1 jc, lo cual 
fue significativo en la obtencion de la formula (3) para la derivada de sen -1 jc. 
Ademds, observe que sen jc > en el contradominio [0, k\ de cos" 1 jc, y que 
sec x > en el contradominio (- ^ ;r, £ it) de tan" 1 jc. De modo que el valor 
de tan jc sera no negativo en el contradominio de la funcitfn secante inversa, se 
elige ese contradominio de modo que este* en los cuadrantes primero y tercero, 
lo cual aportara* ventajas cuando se obtenga la formula de la derivada de la 
funcion secante inversa. Se veran otras ventajas de estas relaciones cuando se 
apliquen las funciones trigonomStricas inversas en ciertos caUculos, en particu- 
lar en la section 7.3, concernientes a una tecnica de integration que implica 
sustituciones trigonomemcas. 

Refierase a la figura 15, la cual muestra la graTica de la funcion secante, 
y observe que la secante es creciente en el intervalo [0, \t£) y es decre- 
ciente en el intervalo [n, \k). Mas aun, si jc e [0, \it) U [m> |;r), entonces 
secjc e (-oo,-l] U [1, +oo). Asf, se tiene la definition siguiente. 



5.7.7 Definition de la funcion secante inversa 



La fiuicidii secante inversa, denotada por sec ' t esta" de fin ida per 

-t i xi ft) ^ y < ifl six £ 1 

y = sec ■ jc si y wSlo si x = sec y y ^ J \ 

[% £ y < §H six ^ -1 

El dominio de sec -1 es (-oo, -1] U [1, +oo). El contradominio de sec" 1 
es[0, \k)\J [k, \k). 

EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 ~~~ 

(a) sec~ l (V2) = \n (b) sec^-VI) = \n ^< 

Consulte la figura 16, la cual presenta la graTica de la funckm secante 
inversa. 
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De la definicitfn 5.7.7, se tiene 

secCsec" 1 *) = x para jc en (-oo,-l)] U [l,+oo) 
sec' 1 (secy) = y para y en [0, ±n) U [/r, §/r) 



\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 

sec -1 (sec |/r) = \n y sec -1 (sec |/r) = \n 
Sin embargo, 

sec -1 (sec |tt) = j/r y sec" 1 (sec -n) = ^n A 

A fin de obtener la f6rmula para la derivada de la funci6n secante in- 
versa, sea 

y = sec" 1 x y |jc| > 1 
Entonces 

x ~ sec y y y esta* en [0, ~7t) U [/r, \ n) (10) 

Al diferenciar los dos miembros de (10) con respecto a y se obtiene 

j- = sec y tan y y y est£ en [0, \ n) U [/r, j /r) (11) 

A partir de la identidad tan 2 y = sec 2 y - 1, con sec y = ;c,.se tiene 

tan 2 y = * 2 - 1 
Como y esta" en [0, ± ;r) U [n, | tt), entonces tan y es no negativo. Asi, 

tan y = V* 2 - 1 si y esti en [0, | tt) U [tt, § /r) 
Si se sustituye de (10) y de esta ecuaci6n en (1 1 ) resulta 



dy 



De este modo, por el teorema 5.1.7, 
D^sec" 1 *) = 



x4x^ 



donde | jc | > 1. De (12) y de la regla de la cadena se obtiene el si 
teorema. 



(12) 
siguiente 



5.7,8 Teorema 



Si u es una funci6n diferenciable de *, entonces 



MVM^ ~ 1 



► EJEMPLO 7 

f(x) = x sec" 1 - 



Calcule/'(*) si 
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Solution 



-ll 



f'(x) = sec * - + x 
x 





* r 
sec" 


X 


+ 


* 2 




4\-x 2 




sec" 


a 

X 


- 


1 




Vl-x 2 
\x\ 




sec" 


ll 




\*\ 






* VT 



Refierase al ejemplo 3 en el cual se demostr6 la identidad (4) que rela- 
ciona a cos" 1 y sen" 1 . Esta identidad puede emplearse para definir la funci6n 
coseno inversa, y a partir de esta definici6n se puede determinar que el con- 
tradominio de cos" 1 es [0, n], Este tipo de procedimiento se empleard en la 
discusion de las dos funciones trigonom£tricas restantes. 



5,7.9 Definition de lo funcion cotanqente inversa 



La funcion cotangent* Inversa, dcnotada par cot" 1 , esti definida por 
cor 1 x = |1t - tan* 1 x donde x es cualquier ndmero real 

De la definici6n, el dominio de cot _1 es el conjunto R de los numeros rea- 
les. Para determinar el contradominio de cot" 1 , se escribe la ecuacion de la 
definici6n como 



tan l x = j n - cot ' jc 



(13) 



Como 



-\n < tan" 1 * < \n 



al sustituir de (13) en esta desigualdad se obtiene 




-\K< \K 



COt _1 JC < \K 



y - cot ' jc 
FIGURA 17 



Si se resta I n de cada miembro se tiene 

2 

-n < -cot" 1 x < 

Ahora se multiplica cada miembro por -1 e invirtiendo el sentido de los signos 
de desigualdad se obtiene 

< cor 1 x < n 

Por tanto, el contradominio de la funcidn cotangente inversa es el inter- 
valo abierto (0, k). Su grafica se muestra en la figura 17. 
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[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 



(a) tan l 1 = ±n 




(c) cot" 1 1 = Iff - 


tan 


= i*- 


i« 



(b) tair'(-l) = -±;r 

(d) cor'H) = \n- tair'H) 



= \n 



= \n 



(->) 



Con objeto de deducir la f6rmula para la derivada de cot l x, se derivan 
los dos miembros de la ecuaci6n de la definici6n 5.7.9: 



D x (cot~ l x) = D x (\n - tan~ l x) 
1 



1 + x 2 
El teorema siguiente se deduce a partir de esta f6rmula y de la regla de la cadena. 



5*7,10 Teorema 



Si u cs una furuntfn diferenciabie de x t emonces 



D x (coT* u) 



1 



T^ 



D x u 






Ahora se definird laifiincidn cosecante inversa en tenninos de la funcion 
secante inversa. • 



-2 



— •— ► x 
2 



.7,11 Definition dV la funcion cosecante inversa 



.ka Jfimctfn tesecante i*Terva, denotada por csc _1 t esta defini- 

.dapor . 

esc" 1 x =t \k - sec!" 1 *^ para |jc| £ 1 

De la definici6n, el dominio de esc -1 es (-oo, -1] U [1, +oo). El con- 
tradominio de esc" 1 puede obtenerse de manera semejante a la empleada para 
determinar el contradominio de cot" 1 . El contradominio de esc -1 es 
(-;r, - ~ n] U (0, I n], y se le pedira" que demuestre esto en el ejercicio 57. La 
grdfica de csc~ l se muestra en la figura 18. 



MGURA 18 



t> EJEMPUO ILUSTRATIVO 8 



(a) sec" 1 2 = \n 

(c) esc" 1 2 = ~n - sec -1 2 



= \n 



in 

3 



(b) sec" 1 ^) = \n 

(d) csc" l (-2) = \n - sec" l (-2) 



De la definici6n 5.7-1 1, «e tiene 



esc 1 x = ~ n - sec l x para | x 
Al diferenciar con respecto a x*se obtiene 

1 



> 1 



/^(csc l x) = 



W* 2 - i 
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donde \x\ > 1 . A partir de esta f6rmula y de la regla de la cadena se tiene el 
teorema siguiente. 




FIGURA 19 



5,7 AT. Teorema 



Si u es una funcion diferenc iable de x t 



D x (csc" 1 u) = - 



1 



W« 2 - 1 



D t u 



Esta secci6n se concluye con un ejemplo que muestra una aplicaci6n de 
las funciones trigonom&ricas inversas. En el ejemplo, un observador mira un 
cuadro colocado en una pared. Consulte la figura 19. Cuando el observador 
esta alejado de la pared, el dngulo subtendido por el cuadro en los ojos del 
observador es pequeno. Conforme el observador se acerca a la pared, el angu- 
lo crece hasta alcanzar un valor maximo. Despu£s, conforme el observador 
se acerca aun ma's a la pared, el angulo disminuye. Cuando el angulo es un 
maximo, se dice que el observador tiene la "mejor vista" del cuadro. 

W EJEMPLO 8 Un cuadro de 7 pie de altura se coloca en una pa- 
red con su base a 9 pie sobre el nivel de los ojos de un observador. (a) Estime, 
con aproximaci6n de pies, en la graficadora, que* tan alejado debe estar el 
observador para que tenga la "mejor vista" del cuadro. (b) Confirme analfti- 
camente la estimaci6n del inciso (a). 

Solucion 

(a) Refierase a la figura 19. Sean x pies la distancia del observador desde la 
pared, 6 la medrda en radianes del angulo subtendido en los ojos del 
observador por el cuadro, a la medida del angulo subtendido en los ojos 
del observador por la porci6n de la pared que se encuentra entre el ni- 
vel de sus ojos y la base del cuadro, y p = a + 0. De la figura, se tiene 



C0S = 16 y COt a = f 
ComoO < fi < iw y < a < ±jr,entonces 

P = cor 1 ^ y a = cot" 1 | 

Al sustituir e&tos valores de p y area Ja ecuacton 8 = )8 - a se tiene 



e = cor 1 j- - cor 1 £ x > o 

10 y 



(14) 



A fin de trazar la graTica de esta ecuaci6n en la graficadora, primero se 
expresa el miembro derecho de la ecuaci6n en tenninos de tan" 1 porque 
no existe tecla para cop 1 en *a graficadora. Al aplicar la definici6n 5.7.9, 
se tiene 



0= * _ tan- 1 ^ - (Z -tan" 1 *) 
2 16 l 2 9 / 



6 = tan -1 # - tan -1 x 



16 
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[0, 20] por [0, 0.4] 



taxT'f 
FIGURA 20 



■"£ 



La figura 20 muestra la graTica de esta ecuacitfn trazada en el rectangulo 
de inspection de [0, 20] por [0, 0.4]. En la graficadora se estima que el 
valor maximo de ocurre cuando x - 1 2. 
(b) Se desea determinar analiticamente el valor de x que 'hard a un maxi- 
mo absolute Como x est& en el intervalo (0, +00), el valor maximo ab- 
solute de ser& un valor extremo relative 

Al diferenciar los dos miembros de la ecuacion 14 con respecto a x 
se obtiene 

J_ 1 



d$ 


16 




9 


dx 


■♦{# 


1 + 


w 




16 




9 




16 2 + x 2 


' 9 2 


+ x 2 


Si se considera — - = se tiene 




9(16 2 + x 


2 ).- 16(9 2 + 


* 2 ) = 





-lx 2 


i- 9 • 16(16 


- 9) = 









x 2 = 


9- 16 






X ~ 


±12 



Se rechaza el valor -12 porque no esta en el intervalo (0, -1- 00). La tabla 
2 muestra los resultados de aplicar el criterio de la primera derivada. Como 
el valor maximo relativo de 0es un valor maximo absolute entonces se 
ha confirmado analiticamente la estimation del inciso (a). 

Conclusion: El observador debe estar parado a 12 pie de la pared a 
fin de que tenga la "mejor vista". 



Tabla 2 








de 

dx 


Conclusion 


< x < 12 

x = 12 

1'2 < x < +00 


+ 



6 es creciente 

6 tiene un valor maximo relativo 

Gesdecreciente 



EJERCICIOS 5.7 



En los ejercicios I a 6, determine el valor defuncion exaeto. 



1. 


(a) sen 


1 1 
2 


(b) 


sen-^-i) 




(c) cos" 


1 
2 


(d) 


cos-^-i) 


2. 


(a) sen" 


iV3 

2 


(b) 


»-'(-#) 




(c) cos" 


iV3 
2 ' 


(d) 


--(-#) 


3. 


(a) tan" 


1 

V3 


(b) 


tan" l (-V3) 




(c) sec" 


2 

s 


(d) 


-(-*) 


4. 


(a) cot" 


1 

73 


(b) 


cor l (-V3) 




(c) CSC" 


1 2 

V3 


(d) 


csc 1-A) 



5. (a) sen" 1 1 
(d) csc" l (-l) 

6. (a) cos" 1 1 
(d) sec-^-l) 



(b) seiT^-l) 
(e) sen _1 

(b) cos _l (-l) 
(e) cos" 1 



(c) esc l 1 



(c) sec" 1 1 



-1 1 

3' 



de las siguientes expresiones: (a) cos jc; (b) tan jc; (c) cot jc; 
(d) sec jc; (e) esc jc. 

8. Dada jc = cos -1 |, determine el valor exaeto de cada una 
de las siguientes expresiones: (a) sen jc; (b) tan jc; (c) cot x\ 
(d) sec jc; (e) esc jc. 

9. Realice el ejercicio 7 si x = sen~ l (- 5). 

10. Realice el ejercicio 8 si x - cos _1 (- 1). 

11. Dada v = tan _1 (-2), determine el valor exaeto de cada 
una de las siguientes expresiones: (a) sen y; (b) cos y; 
(c) cot y; (d) sec y; (e) esc y. 
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12. Dada t = sec _1 (-3' determine el valor exacto de cada una 
de las siguientes expresiones: (a) sen t; (b) cos t\ (c) tan t\ 
(d) cot t\ (e) esc t. 



39. (a) /(jc) - cos~ ! (sen jc) 



En los ejercicios 13 a 24, determine el valor exacto de 
sion indicada. 


13. 


(a) 


sen ^sen Iff) 

6 


(b) 


sen ^se^-iff)] 

6 




(c) 


sen _1 (sen |ff) 

o 


(d) 


sen~'(sen U71} 




14. 


(a) 


sen _1 (sen Iff) 


(b) 


sen _1 [sen(-iff)] 




(c) 


sen _1 (sen ^ff) 


(d) 


sen _1 (sen Ijff) 


15. 


(a) 


cos _l (cos iff) 


(b) 


cos _1 [cos(-Iff)] 




(c) 


cos _1 (cos ?-ff) 


(d) 


cos _1 (cos ^ff) 


16. 


(a) 


cos^Ccos Iff) 


(b) 


cos -1 [co s(- Iff)] 




(c) 


cos~ l (cos ^ff) 


" (d) 


cos -1 (cos |ff) 


17. 


(a) 


tan _1 (tan Iff) 

6 


(b) 


tan'^tani-iff)] 




(c) 


tan" ! (tan Ik) 

6 


(d) 


tan _1 [tan(-iff) 


18. 


(a) 


tan~ l (tan Iff) 


(b) 


tan^ftanC-iff)] 

6 




(c) 


tan" 1 (tan jff) 


(d) 


tan -1 [tan(-Jff)] 

o 


19. 


(a) 


sec _, (sec iff) 


(b) 


. sec _1 [sec(-Iff)] 




(c) 


sec _1 (sec f-ff) 


(d) 


sec^secC^ff)] 


20. 


(a) 


sec _l (sec iff) 

4 


(b) 


sec _I [sec(-iff)] 




(c) 


sec~ l (sec Ik) 

4 


(d) 


sec^sec |ff) 


21. 


(a) tan[sen -1 I V3] 


(b) 


senftan" 1 1 V3] 


22. 


(a) 


costtan" 1 ^)] 


(b) 


tan[sec _1 (-3)] 


23. 


(a) 


costsen'^-i)] 


(b) 


sen[cos _l (- 1 )] 


24. 


<a) tan[cot" l (-l)] 


(b) 


cot[tan _1 (-l)] 



En los ejercicios 25 a 30, dibuje la grdfica defuncion. Apoye la 
grdfica en la graficadora, 

25. f{x) = 2 sen -1 x 26. g(x) = sen" 1 2x 



29. h(x) 



-l i , 

2 

I cos" 1 3jt 



28. f{x) = 1 tan -1 x 
30. h(x) = 3 cos" 1 ij 



31. (a) Dibuje la graTica de/(x) = se n( sen" l jc), y apoye la gra- 
fica en la graficadora. Establezca el dominio y el contrado- 
minio de/. (b) Dibuje la grafica de g(x) = sen" l (senjc), y 
apoye la grafica en la graficadora. Establezca el dominio 
y contradominio de g. 

32. Realice el ejercicio 31 si/(jc) = cos(cos~Ks) y 
g(x) = cos -, (cos x). 

En los ejercicios 33 a 42, calcule la derivada de lafuncion. 

33. (a) f{x) - sen -1 Ijc (b) g(x) = tan" 1 2jc 

34. (a) /(jc) = cos" 1 3jc (b) g(x) = sec" 1 2x 

35. (a) F(jc) = 2 cos" 1 V* 



(b) g(r) = sec" 1 5t + esc ' 5r 



36. (a) g(jc) 
(b) f(y) 

37. (a)/(jc) 



sen 



'V 



sen" 1 Vl ~ x 2 



38. (a) /(w) = 2 tan" 1 1 



(b) G(x) = cot" 1 1 
x 

(b) F(jc) = jccos _1 jc 



(b) A(jc) = 4 sen" 1 1 * + jcV4~ 



40. (a) h(x) = tan 



■I 2jc 
1-jc 2 



(b) g(Jc) = sec" 1 V* 2 + 4 



41. (a) /(jc) = jc tan" 1 jc - In -Jl - jc 2 
(b) g(jc) = sec" 1 (2^ 3j ) 

42. (a) /(jc) = jc sen' 1 jc + jc cos" 1 jc 
(b) /(/) = esc" 1 4t 

43. Un cuerpo esta suspendido de un resorte y vibra verti- 
calmente de acuerdo con la ecuacion 4 

v = 2sen4ff(f + I) 

donde v centimetres es la distancia dirigida del cuerpo des- 
de su posici6n central t segundos despues de iniciado el mo- 
vimiento y el sentido positivo se consideia hacia arriba. (a) 
Resuelva la ecuacion para /. (b) .Utilice la ecuacion del iriciso 
(a) para determinar los tres valoies positivos mas pequefios 
para los cuales el cuerpo esta 1 cm sobre su posici6n central. 



£ ifcy > ° 




y < 



44. Una corriente altema de 60 ciclos esta descrita por la ecua- 
ci6n jc = 20 sen 120ff (r - J^-), donde jc amperes es la 
corriente a los / segundos. (a) Resuelva la ecuaci6n para 
t. (b) Utilice la ecuacion del inciso (a) para determinar los 
tres valores positivos mas pequefios para los cuales la co- 
rriente es de 10 amperes. 

45. Obtenga las ecuaciones de las rectas tangente y normal a 
la grafica de la ecuacion y — sec _1 (2jc + 1) en el punto 
(I, \n). 

46. En el ejemplo 8, demuestre que otra ecuacion que define a 
$ en tenninos de jc es 



$ - tan 1 - 



7jc 



jc 2 + 144 

Utilice esta ecuaci6n para determinar que tan lejos de la 
pared debe estar ubicado el observador para que tenga 
la "mejor vista" del cuadro. 

47. pn anuncio de 3 pie de altura esta colocado en una pared 
con su base a 2 pie arriba del nivel de lbs ojos de una mujer 
que intenta leerlo. (a) Estime en la graficadora, con aproxi- 
maci(5n de cent6simos de pies, que tan retirada de la pared 
debe estar la mujer a fin de .que tenga la "mejor vista" del 
anuncio; es dear, de modo que el angulo subtendido por 
el anuncio en sus ojos sea un maximo. (b) Confirme anali- 
ticamente la estimaci6n del inciso (a). 

48. El ejemplo 8 y el ejercicio 47 son casos particulares de la 
situacion mas general: un objeto (por ejemplo, un cuadro 
o un anuncio) de a pies de altura esta colocado en una pared 
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con su base a b pies sobre el nivel de los ojos de un ob- 
servador. Demuestre que el observador obtiene la "mejor 
vista" del objeto cuando la distancia del observador desde 
la pared es yjb(a + b) pies. 

En los ejercicios 49 a 55, defina las variables precisamente 
como numeros de unidades de medicion. Utilice el simbolo t 
para representor el tiempo y defina las otras variables en ter- 
minos de t. No olvide escribir una conclusidn. 

49. Un cuadro de 40 cm de altura esti colocado en una pared 
con su base a 30 cm del nivel de los ojos de un observador. 
Si el observador se aproxima a la pared a una tasa de 
40 cm/s, i,qu6 tan rapido cambia la medida del angulo 
subtendido por el cuadro en los ojos del observador cuan- 
do este se encuentra a 1 m de la pared? 

50. En un muelle, un hombre tira mediante una cuerda de un 
bote a una tasa de 2 pie/s. Las manos del hombre est&n 
20 pie arriba del nivel del punto donde la cuerda esti atada 
al bote. iQ\x€ tan r&pido cambia la medida del dngulo de 
depresion de la cuerda cuando hay 52 pie de cuerda suelta? 

51. Un faro se localiza a 3 km de la playa recta. Si gira a 2 r pm 
(revoluciones por minuto), calcule la rapidez de su rayo 
luminoso a lo largo de la playa cuando el rayo se halla a 
2 km del punto de la playa m&s cercano al faro. 



54. 



55, 



56. 



mo de un diametro perpendicular al de su trayectoria pro- 
yecta su sombra sobre la pared circular. ^Que tan r&pido 
se mueve la sombra a lo largo de la pared cuando la distan- 
cia de la mujer al centro del patio es de I r, donde r pie es 
el radio del patio? 

En el ejercicio 53, £qu6 tan retirada est£ la mujer del cen- 
tro del patio cuando la rapidez de su sombra a lo largo de la 
pared es de 9 pie/s? 

Una cuerda se ata a un cuerpo y se pasa por un gancho que 
se encuentra a 8 pie sobre el suelo. La cuerda es tirada so- 
bre el gancho a una tasa de | pie/s y arrastra el cuerpo por 
el suelo. Si la longitud de la cuerda entre el cuerpo y el gan- 
cho es x pies cuando la medida en radianes del a^igulo 
formado por la cuerda y el suelo es 9, determine la tasa de 
variaci6n (derivada) de 9 con respecto a jc. 

Demuestre en dos formas que si x > 0, entonces 



tan ' x + tan ' - 



1 



x 2 

(a) utilice la definici6n 5.7.9; (b) demuestre que tan" 1 x y 
tan" 1 1/jc difieren por una constante y despues determine 
la constante. 

57. Demuestre que el contradominio de la funci6n cosecante 
in versa es {-it, - -^ 7t\ U (0, ^ tt]. 

58. Confirme la ecuacion 



k 2 tm-^-»r 



T 

y 



i- 



D x (tan~ ] jc) 



1 r\ = 



1 



1 + Jt Z 



en la graficadora. Tambien de" una interpretacidn geom6- 
trica de esta ecuaci6n como se hizo con las ecuaciones (3) 

y(7). 

59. Sea 



f{x) = tan" 1 - 



cot 



52. Una escalera de 25 pie de longitud se recarga sobre una 
pared vertical. Si la base de la escalera se jala horizon- 
talmente alejandola de la pared de modo que su parte 
superior se deslice hacia abajo a 3 pie/ s, ^que tan rdpido esta 
cambiando la medida del dngulo formado por la escalera 
y el suelo cuando la base de la escalera esta" a 15 pie de 
la pared? 

53. Una mujer camina a una tasa de 5 pie/s a lo largo de un 
diametro de un patio circular. Una luz, ubicada en el extre- 




(a) Demuestre que/'U) = para toda jc en el dominio de 
/. (b) Demuestre que no existe constante C para la cual 
/(jc) = C para toda jc en el dominio de/. (c) ^Por que el in- 
ciso (b) no contradice el teorema 4, 1 .2? 

En los ejercicios 60 a 62, una expresidn algebraica en la varia- 
ble x se representa como una expresidn trigonometrica en la 
variable 9 mediante una sustitucion que implica una funcion 
trigonometrica inversa. Este tipo de sustitucion se requerird en 
la seccidn 73. 

60. Demuestre que la sustitucion 9 - sen _1 ( Ijc) en la expre- 
sidn V9 - jc 2 conduce a 3 cos 9, y explique como se 
emplea el dominio de 9. 

61. Demuestre que la sustitucion 9 = tan rI ( Ijc) en la expre- 
sidn 4* 2 + 4 conduce a 2 sec 9, y explique c6mo se uti- 
liza el dominio de 9. 

62. Demuestre que la sustitucion 9 = sec"^ ~x) en la expre- 
sidn *jx 2 - 25 conduce a 5 tan 9, y explique c6mo se 
emplea el dominio de 9. 
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5.8 INTEGRALES QUE PRODUCEN FUNCIONES 
TRIGONOMETRICAS INVERSAS 



A partir de las formulas de las derivadas de las funciones trigonometricas 
inversas se obtienen algunas formulas de integration indefinida. El teorema 
siguiente proporciona tres de estas formulas. 



5.8.1 Teorema 



f 



du 



ViTp- 



= sen' 1 u + C 0) 



J 



J 



r ^ T = tan-'« + C (2) 



du 



W« 2 - 1 



« sec-* u +■ C (3) 



La demos trac ion de cada formula es inmediata considerando la derivada 
del miembro derecho. El teorema siguiente proporciona algunas formulas 
mas generales. 



5.8,2 Teorema 



J 



. du ■ ■ = sen' 1 - + C donde a > (4) 



I 



\ 



u 



-** , = iiaiJ- 1 - + C dondca * (5) 

a* + »* a a 

===== = -scc" 1 ^ + C donde a > (6) 



it* - a' 



Demostracion Estas formulas pueden demostrarse al calcular la derivada 
de los miembros derechos y obtener los integrandos. Se demostrara la for- 
mula (4). 






Va 2 . I 

Va 2 - u 2 a 

a . J_ 

4a 2 - u 2 a 

1 
Va 2 - u 2 



si a > 
si a > 



Las demostraciones de (5) y (6) se dejan como ejercicios (consul te los ejer- 
cicios 32 y 33). _ ■ 

Las formulas del teorema 5.8.2 tambien pueden demostrarse realizando 
un cambio de variable conveniente y despues aplicando el teorema 5.8.1 
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(refterase a los ejercicios 34 a 36). Observe que las f6rmulas del teorema 
5.8.2 contienen a las del teorema 5.8.1 considerando a = 1. 



I 



EJEMPLO I Lvalue 
dx 



V4 - 9x 2 
Solucion 



f— *_ = 1 J" 

J V4 - 9x 2 3j 



d(3x) 



^4 - (3a:) 2 



= - sen * — + C ^ 

3 2 

En los tres ejemplos siguientes se completa el cuadrado de una expresion 
cuadratica a fin de escribir el integrando de modo que sea posible aplicar el 
teorema 5.8.2. 



W EJEMPLO 2 Rvalue 

f *__ 

J 3jc 2 - 2jc + 5 

y apoye la respuesta graficamente 
Solucion 

r dx = r dx 

J 3x 2 - 2x + 5 J 3(jc 2 - | x) + 5 

A fin de completar el cuadrado de x 2 - |jc se suma ± , y como ± esta 
multiplicado por 3, en realidad se suma \ en el denominator, de modo que 
tambten se restara | del denominador. Por tanto, se tiene 



f * f 

J 3jc 2 - 2x + 5 J 



dx 



3(x 2 - f x + i) + 5 - i 



dx 



3(* - |) 2 + l i 



1 C <fr 

3 J (*-i) 2 + £ 

- 3 • A»-(pi) - * 



Esta respuesta se apoya graficamente al trazar las graficas de 

y=^ — ' y NDERf-TLtan- 1 ^^^) 

y 3jc 2 - 2jc + 5 * \ Vl4 Vl4 7 
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NDE] 



3*' - 2x + 5 



FIGURA1 



en el rectangulo de inspecci6n de [-5, 5] por [0, 0.5], como se muestra en la 
figura 1, El hecho de que las graTicas coincidan apoya la respuesta. A 

w EJEMPLO 3 Utilice NINT en la graficadora para aproximar 
con seis digitos significativos el valor de 



f 



(2-jc + l)dx 

x 2 + 2x + 5 



Confirme analfticamente la respuesta. 
Sollicion Bn la graficadora se calcula 

NINT[ 1 2xJrl — ,0,1 1 = 1.27438 

Vjc 2 + 2x + 5 / 

Para confirmar analfticamente la respuesta, es necesario evaluar la integral 
definida. Pero primero se evaluard la integral indefinida. 

Debido a que d{x 2 + 2x + 5) = (2x + 2)dx, se escribe el numerador 
como (2x + 2)dx + 5dx y se expresa la integral original como la suma de 
dos integrales. 

f (2x + l)dx = f (2x + 2)dx + 5 f dx 
J x 2 + 2x + 5 J x 2 + 2x + 5 J x 2 + 2jc + 5 

= ln|jc 2 + 2jc + 5 | + 5 [ %^~ 

' ' Ju + l) 2 +4 

= ln(^ 2 + 2x + 5) + ^^-l ^L±i + .C 
2 2 

JVoto; |jc 2 + 2jc + 5 | = x 2 + 2x + 5porquex 2 + 2x + 5 > Oparatodajc. 

f V* + 1)dx = ln(x 2 + 2x + 5) + Itan-'i+l] 1 

J jc 2 + 2x + 5 2 2 J 

= In 8 + ftan-'l - (In 5 + flan" 1 \) 
= 1.27438 
lo cual confirma la respuesta. ^ 



► EJEMPLO 4 

r 2- 42 



Calcule el valor exacto de 



f 



6dx 



j (2 - jc)Vjc 2 - 4jc + 3 
Sollicion Primero se evaluard la integral indefinida. 



f 6dx = f 

J (2 - jc)Vjc 2 - 4jc + 3 J - 



6dx 






(x - 2)V(* 2 - 4x + 4) - 1 



2)V(jc - 2) 2 - 1 



= -6 sec" 1 ^ - 2) + C 
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Por tanto, 

■2- -J2 



6dx 



= -6 sec *(jc 



-*] 



2-V2 




(2 - x)^Jx 2 - 4jc + 3 J (3 

= -6[sec" l (-V2) - sec* 1 ^)] 

= Iir 



P 1 EJEMPLO 5 Calcule el area exacta de la region del primer 
cuadrante limitada por la curva 



y = 



1 + x 2 
el eje x, el eje y y la recta x - 1 , 

Sol UC ion La figura 2 muestra la regi6n y un elemento rectangular de 
area. Si A unidades cuadradas es el area de la region, entonces 



A = lim Y — L- -A.-JK 

II A 1-0 £[ 1 + W; 2 ' 



*i-i A.-jc ■*/ 



i 



1 + X* 

FIGURA 2 



4* 



1 + x 1 



- tan l x 



= tan" 1 1 - tan" 1 



EJERCICIOS 5.8 



En /cu ejercicios 1 a 16, evaltie la integral indefinida. Apoye la 
respuesta grdficamente o mostrando que la derivada de la res- 
puesta es el integrando. 



3. f *L_ 
J 9x 2 + 16 

5. f * 

J 4*V* 2 - 16 

7. J , r dr 
J Vl6 - 9r 4 

9. f-SV«** 

J 7 + e 2x 

11. f * _ 12. f-^ 



J x 2 +25 

J Vl - 16r 2 

J x 4 + 16 

J Wl6w 2 - 9 

[ sen jc 

J V2 - cos 2 jc 



13. [** 14. [ - ^ 

J * 2 - * + 2 J V3jc - jc 2 - 

is. f ■ i 

J Vl5 + 2jc - x 2 
f Idt 

J (t - 3)V' 2 - 6t + 5 



dx 



16, 



En los ejercicios 17 a 24, calcule el valor exacto de la integral 
definida. Apoye la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 



17. C±±±dx 18. f-j— ^ 

J 1 + x 2 J 2 x 2 - 4jc + 13 

19. f" 2 ■ dt 20. [ 3 - x 

J_ 4 4-t 2 - 6t - 5 J Vl2 - jc 4 

21. p dx a. p 6 — < 

Jo *' + *~* Jo 1 + 



dx 



9 tan 2 jc 



dx 
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23. J"' *_^ 24. f 1 t <** 

J l x[l + (In*) 2 ] ) un x ^ 4x 2 _ ! 

En los ejercicios 25 a 28, emplee NINT en lagraficadora para 
aproximar, con seis digitos significativos, el valor de la inte- 
gral definida. Confirme analiticamente la respuesta. 

I x dx 26. I 

J-i V8 - 2x - jc 2 Jo 



25. 



2 + jc 



<fc 



27. 
Jo 



2jc 3 



2jc 2 - 4jc + 3 



-</* 28, 



^f 



V4 - 2jc - jc 2 



-i ib 

+ jc + 1 



29. Determine el area exacta de la region acotada por la curva 
y = 8/(jc 2 - 4), el eje jc, el eje y y la recta x = 2. 

30. Calcule el area exacta de la regidn limitada por la curvas 
x 1 = Aayyy = 8o 3 /(jc 2 + 4a 2 ). 

31. Determine el drea exacta de la regidn acotada por la 
curva y = 1/ V5 - Ax - x 2 , el eje jc, el eje_y y las rectas 

x = -1 yx = -I. 

En los ejercicios 32 y 33, demuestre la formula mostrando que 
la derivada del miembro derecho es igual al integrando. 



32. 



33. 



f ,du = i 
J a 2 + u 2 a 

f du 
)u4u 2 -a 2 



tan" 1 £ + C 
a 



- 1 * + C 



sia > 



En /as ejercicios 34 a 36, demuestre la formula indicada del 
teorema 5.8.2 efectuando un cambio de variable adecuado y 
despues aplicando el teorema 5.8.1. 

34. F6rmula(4) 35. F6rmula(5) 36. Fdrmula (6) 

37. En la seccidn 2.8 se establecid que una partfcula que se 
desplaza sobre una recta tiene movimiento armonico simple 
si la medida de su aceleracion siempre es proporcional a 
la medida de su desplazamiento desde un punto fijo de la 
recta, y su aceleracion y su desplazamiento tienen sentidos 
opuestos. Por tanto, si a los t segundos, s centfmetros es la 
distancia di rig id a de la partfcula desde el origen y v centi- 
metros por segundo es la velocidad de la particula, enton- 
ces una ecuaci6n diferencial para el movimiento armdnico 
simple es 



£ = -k 2 s 
dt 



(7) 



donde k 2 es la constante de proporcionalidad y el signo 
menos indica que la aceleracidn tiene sentido opuesto al 

del desplazamiento. Como =^- = — • — , se deduce 
dt ds dt 

que -^ = v -^. De modo que (7) puede escribirse como 
dt ds 



v^ = ~k 2 s 
ds 



(8) 



(a) Resuelva (8) para v con la finalidad de obtener 
v - ±k^a 2 '~ s 2 . Nota: tome a 2 k 2 como la constante 
arbitraria de integraci6n, y jusufique esta eleccidn. (b) Al 
considerar v - dsjdt en la solucidn del inciso (a) se ob- 
tiene la ecuacidn diferencial 



at 



(9) 



Al tomar t = en el instknte cuando v - (y en conse- 
cuencia s = a), resuelva (9) para obtener 



s = a cos to 



(10) 



(c) Muestre que el maximo valor para \s\ es a. El numero 
a se denomina amplitud del movimiento. (d) La particula 
oscilara entre los puntos donde s = a y s = -a. Si 7 
segundos es el tiempo empleado para que la particula vaya 
de a a -a y regrese, demuestre que T = Injk. El numero 
T recibe el nombre dcperiodo del movimiento. 

38. Una partfcula se mueve sobre una recta de acuerdo a la 
ecuacidn de movimiento ^ = 5—10 sen 2 2r, donde s cen- 
tfmetros es la distancia dirigida de la partfcula desde el 
origen a los t segundos. (a) Utilice el resultado del inciso 
(b) del ejercicio 37 para verificar que el movimiento es 
arm6nico simple, (b) Verifique que el movimiento es ar- 
mdnico simple mostrando que la ecuacidn diferencial (7) 
se satisface. (c) Determine la amplitud y el periodo de este 
movimiento. 

En los ejercicios 39 a 41, demuestre que el valor exacto de la 
integral definida es n. Despuis aproxime it, con nueve digitos 
significativos, aplicando NINT a la integral definida en la gra- 
ficadora. 



J- 0.5 r\ 

—L^dx 40. _± 

o vn^ 1 Jo i + 

41. f -™=dx 

J 42 W* 2 - 1 



-dx 



42. Demuestre las formulas (a), (b) y (c) mostrando que la 
derivada del miembro derecho es igual al integrando. Des- 
puis explique por qui la fdrmula es equivalente a la 
fdrmula correspondiente del teorema 5.8.1. 



(a) , du = -cos- ! « + C 
JVl - u 2 

< b > fv^r = - cor ' M + C 

J\ + u 2 

(o f-4= 

J mV« 2 - 1 



-CSC ' M + C 



490 CAPITUIO 5 FUNCIONES LOOARJTMICAS, EXPONENCIAUS, TRIOONOMETRKAS INVERSAS... 

5.9 FUNCIONES HIPERBOUCAS 

Ciertas combinaciones de e x y e~ x aparecen con frecuencia en algunas aplica- 
ciones de matematicas, especialmente en ingenieria y fisica. Estas combinacio- 
nes se denomman funciones hiperbdlicas y de las cuales las dos m£s importantes 
son el seno hiperbolico y el coseno hiperbolico, Al final de esta secci6n se de- 
muestra que los valores de estas funciones estan relacionados con las coordena- 
das de los puntos de una hip&bola equiMtera de manera semejante a la forma en 
que los valores de las funciones trigonometricas correspondientes estan rela- 
cionados con las coordenadas de los puntos de una circunferencia. 



5.9.1 Definition de las funciones seno hiperbolico 
y coseno hiperbolico 



La funcion seno hiperbdttco, denotada per scan, y la funcidn 
hiperbolico, denotada por cosh, estan defmidas como sigue: 



senh* = t^ZJl 



+ £* 



donde x es cuaiquier mSmero real, 

De la definici6n, el dominio de cada una de estas funciones es el conjunto 
R de los ntimeros reales. El contradominio de senh tambi^n es el conjunto R. 
Sin embargo, el contradominio de cosh es el conjunto de ntimeros del inter- 
valo [1, +oo). Como 



serin (-x) = 



e 



e x 



2 
e x - e~~ 



cosh(-jc) = 



+ e x 



2 
= cosh* 



= -senh* 

el seno hiperb61ico es una funci6n impar y el coseno hiperb61ico es una fun- 
ci6n par. 

Las f6rmulas de las derivadas de las funciones seno hiperb61ico y el co- 
seno hiperbolico se obtienen mediante la aplicaci6n de la definici6n 5.9.1 y 
diferenciando las expresiones resultantes que contienen funciones exponen- 
dales. Asi, 

Z^senh*) = D x [ eX ~ g ~* ) D x (coshjc) = dJ ^'* + e * ) 



2 t 2 

= cosh* = senh* 

De estas formulas y de la regla de la cadena se tiene el teorema siguiente. 



5.9,2 Teorema 



Si m es una funcidn di ferenciable de *, ententes 



D x (senh u) m cosh u D x u 
D x (coshu) m senhuD x u 



m I ■■■ - ■ ■ ■ H H "*•— *■**•- 
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y = senhx 



Como D x (senh x) > para toda jc, la funcion seno hiperbolico es cre- 
ciente en su dominio completo. Con esta informacion, el conocimiento de que 
es una funcion impar y algunos valores obtenidos con la calculadora, se tie- 
ne la grafica de la funcion seno hiperbolico, la cual se muestra en la figura 1 . 

La funci6n coseno hiperbolico es decreciente en el intervalo (-oo, 01 
porque D^cosh x) < si x < 0, y es creciente en el intervalo [0, +oo,) por- 
que jp^cosh x) > si x > 0. Ademas, el coseno hiperbolico es una funcion 
par. Con estos hechos y algunos valores de cosh x, obtenidos con una calcu- 
ladora, se tiene la grafica de la funcion coseno hiperbolico, la cual se presenta 
en la figura 2. 

Las otras cuatro funciones hiperbolicas se definen en terminos del seno 
hiperbolico y del coseno hiperbolico. Observe que cada una satisface una 
identidad analoga a la que satisfacen las funciones trigonometricas corres- 
pondientes. 




5.9.3 Definicion de las otras cuatro funciones 

hiperbolicas 



Las funciones tangente htperbtiika, cotangente hiperboltca* secante 
hiperbdlica y cosecant? hiperbdlica, denotadas respectivamente por 
tanh, cou\ seen y csch, estan defmidas como sigue: 



tanh* = 



sechjt s 



senh x 
cosh jc 

I 

cosh jc 



cothjt = 



cosh jc 
senh x 



cschjt = 



1 



sciih-t 



FIGURA 2 




■ 1 — 



-2 



y = cothx 
FIGURA 4 



Las funciones hiperb61icas de esta defmicidn pueden expresarse en ter- 
minos de e x y e~ x aplicando la definicion 5.9.1: 



tanh* = 



sech j = 



2 



coth* = * 
e 



e* + e" 



e* + e" 



cschjt = 



La grafica de la tangente hiperbolica se muestra en la figura 3. Su domi- 
nio es el conjunto R de los numeros reales y su contradominio es el intervalo 
abierto (-1, 1). La figura 4 presenta la grafica de la cotangente hiperbo- 
lica cuyo dominio es (-oo, 0) U (0, +oo) y cuyo contradominio es 
(-oo, -1) U (1, +oo). Observe de las figuras 1 a 4, que ningunade estas funcio- 
nes es periodica, mientras que las funciones trigonometricas correspondien- 
tes son periodicas. 

Las identidades que son satisfechas por las funciones hiperbolicas son 
semejantes a las que relacionan funciones trigonometricas. Cuatro de las iden- 
tidades fundamentals se dan en la definicion 5.9.3. Las otras cuatro identi- 
dades fundamentales son las siguientes: 



tanhx - 



1 



coth jc 
cosh 2 * - sent^jc "sa ! 

1 - tanh 2 jc = sech 2 jc 
1 - coth 2 * = -csch 2 * 
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La primera de estas identidades se deduce inmediatamente de las defini- 
ciones de tanh x y coth x. Las otras tres pueden demostrarse aplicando las 
f6rmulas para las funciones en terminos e x y e~ x . Por ejemplo, 

x \2 



cosh 2 * - senh 2 x = [^Af^f - ( g * "/" ) 



= \{e 2x + 2e° + e~ 2x - e 2x + 2e° - e~ 2x ) 
= 1 

Otras identidades pueden demostrarse a partir de las ocho identidades 
fundamentals. 

Las dos relaciones siguientes pueden obtenerse de la definition 5.9.1 : 

coshx + scnhx m e* 
coshx - senhx = e~ x 

Estas relaciones son utiles para demostrar las siguientes identidades: 

senh(jc + y) - senhxcoshy + eoshx&enhy 
cosh(x + y) = cosh x tosh y + scnhx senhy 

Si se sustituye y por x en estas dos identidades, se tiene 

fienhlx = 2 senh x cosh x 
cosh2x - cosh 2 x + senh 2 x 

A fin de obtener la derivada de la tangente hiperb61ica, se aplican algunas 
de las identidades: 

D "<—> - *(sK) 

_ cosh 2 x - senh 2 x 
cosh 2 x 

1 



cosh 2 x 
= sech 2 x 

Las f6rmulas de las derivadas de las tres funciones hiperb61icas restan- 
tes son: D^coth x) = -csch 2 x; D^/sech x) = -sech x tanh x; ZX^csch x) = 
-csch x coth x. Las demostraciones de estas f6rmulas se dejan como ejer- 
cicios (refi6rase a los ejercicios 1 1 y 12). 

A partir de estas formulas y de la regla de la cadena se obtiene el teore- 
ma siguiente. 



5,9.4 Teorema 



Si u es una tuncidn diferenciable de x, enconces 

D<(tanh u) ~ sech 2 u D^u 
D x (cothu) = -csch 2 a D x u 
D x ($echu) = -sechu tanhw D x u 
D x (cschu) = -cschu cothw D x u 



5.9 FUNCIONES HIPERBOUCAS 493 



Observe que las f6rmulas de las derivadas del seno, coseno y tangente hi- 
perbolicos tienen signo m&s, mientras que la cotangente, secante y cosecante 
hiperbolicas tienen signo menos. Aparte de esto, las formulas son semejan- 
tes a las formulas correspondientes de las derivadas de las funciones trigo- 
nometricas. 



W EJEMPLO I Calcule f'(x) y simplifiquela mediante identida- 
des de funciones hiperbolicas si 

f(x) = ^lntanhjc 

Solucion 



/'(*) = 



1 


1 


D^tanh . 


2 


tanh jc 


1 


1 


* sech 2 jc 


2 


tanh jc 


1 


cosh jc 
senh jc 


1 


2 


cosh 2 jc 




1 




2 senh jc cosh jc 




1 




senh 2jc 




csch 2jc 





Las formulas de integration indefinida del teorema siguiente se deducen 
a partir de las formulas correspondientes de diferenciaci6n de los teoremas 
5.9.2 y 5.9.4. 



5*9.5 Teorema 



I scnhudu — 
{ cosh udu = 
\ sech 2 udu — 
I csch 2 udu - - 



cosh« + C 



senna + C 



tanhw + C 



cothu + C 



sech u tanh udu - -sech u + C 



\ 

csch u 



cothudu = -cschw + C 



Las tecnicas aplicadas para integrar funciones hiperbolicas son semejan- 
tes a las empleadas para integrar funciones trigonom&ricas. Los dos ejemplos 
siguientes ilustran el procedimiento. 
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► EJEMPLO 2 Evalue 

senh x cosh 2 x dx 

Solucion 

senh x cosh 2 xdx = cosh 2 x (senh x dx) 



icosh 3 * + C 




y = a cosh £ a > 
FIGURA5 



► EJEMPLO 3 



Evalue 



r 



tanh 2 x dx 



con cuatro digitos significativos y apoye la respuesta utilizando NINT en la 
graficadora. 

Solucion 



tanh 2 :cJjc = J (1 - 



= x - tanh* 



I 



= 1 - tanh 1 + tanh 

= 1 - 0.7616 + 
= 0.2384 

En la graficadora se obtiene 

NINT(tanh 2 :c,0, 1) = 0.2384 

lo cual apoya la respuesta. 

La graTica de la funcion definida por 



fix) = a cosh- 
a 



a > 



se muestra en la figura 5. El punto mis bajo se encuentra en (0, a), la funci6n 
/ es decreciente cuando x < y es creciente cuando x > 0, y la graTica es 
concava hacia arriba en todo punto. Se le pedira que confirme analiticamen- 
te estas propiedades en el ejercicio 61. Esta graTica recibe el nombre de 
catenaria, una curva formada por un cable flexible de densidad uniforme que 
cuelga libremente de dos puntos bajo su propio peso. Algunos cables de puen- 
tes colgantes, algunos suspendidos de postes telef6nicos y algunos otros con 
corriente elSctrica para los tranvias y trolebuses, penden en esta forma. 

En la graTica del seno hiperb61ico mostrada en la figura 1, observe que 
cualquier recta horizontal intersecta a la graTica en a lo mis un punto, Por 
tanto, el seno hiperb61ico es uno a uno. Ademas, el seno hiperbolico es conti- 
nuo y creciente en su dominio, lo cual se le pedira que demuestre en el ejercicio 
62. Asi, esta funcion tiene una inversa la cual se definira a continuation. 
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senh ] x 



FIGURA 6 




5.9*6 Definicion de la funcion seno hiperbolico inverse 



La funcion seno hiperbolico inversa, denotada por senh \ est 2 de- 
finida como sigue: 

y = senlr 1 x si y sdlo si x = senh y 



donde y es cualquier numero real. 



Tanto el dominio como el contradominio de senh" 1 son el conjunto R de 
los numeros reales. La grafica de esta funcion se presenta en la figura 6. De la 
definition, 

senhCsenh" 1 x) = x y senh -1 (senh y) = y 

En la figura 2 observe que una recta horizontal, y = k donde k > 1, 
intersecta la grafica del coseno hiperbolico en dos puntos. Por lo que cosh no 
es una funcion uno a uno y, en consecuencia, no tiene una funcion inversa. En 
la misma forma en que se obtuvieron las funciones trigonom6tricas inversas, 
se restringir£ el dominio de cosh y se definird una nueva funcion como sigue: 

F(x) = cosh* x > 

El dominio de esta funcion es el intervalo [0, +oo) y su contradominio es el 
intervalo [1, + oo). La figura 7 muestra la grafica de F. Como F es continua 
y creciente en su dominio, entonces tiene una inversa, denominada funcion 
coseno hiperbolico inversa. 



5.9.7 Definicion de la funcion coseno hiperbolico inversa 



La funcion coseno hiperbolico inversa, denotada por cosh K estd de- 
finida como Signer 

y = cosh -1 x si y solo si jr - cosh y y y ^ 

El dominio de cosh" 1 es el intervalo [1, +oo) y su contradominio es 
[0, +oo). La graTica de cosh -1 se muestra en la figura 8. De la definicion 5.9.7, 

cosh(cosh _1 x) = x si x > 1 




FIGURA 8 



cosh l (coshy) = y siy > 

Como con el seno hiperb61ico, cualquier recta horizontal intersecta las 
graficas de las funciones tangente y cotangente hiperbolicas a lo m£s en un 
punto. Esto se puede observar en la figura 3 para la tangente hiperb61ica y en la 
figura 4 para la cotangente hiperb61ica. Por tanto, estas dos funciones son uno 
a uno y tienen una inversa. 



5.9.8 Definition de las funciones tangente 
y cotangente hiperbolicas inversas 



Las funciones tangente hiperboiica inversa y cotangente hiper- 
boiica Inversa, denoladas reapectivamente por tantr 1 y cotfr 1 , cstan 

definidas como sigue: 

y = tanh" 1 x si y &61o si x = tanh v 
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donde y es cualquier numero real; 

y = cotiT 1 x si y solo si x = coih y 
donde y e (-**, 0) U (0, +»). 

El dominio de la funci6n tangente hiperb61ica inversa es el intervalo 
abierto (-1, 1) y su contradominio es el conjunto R de los numeros reales. La 
graTica de tanh" 1 se presenta en la figura 9. 

El dominio de la funci6n cotangente hiperbolica inversa es 
(-oo, -1) U (1, + oo) y su contradominio es (-oo, 0) U (0, +oo). La figura 10 
muestra la grdfica de coth" 1 . 

No se trataran las funciones secante hiperbdlica inversa y cosecante 
hiperbdlica inversa debido a que rara vez se emplean. 

Las funciones hiperbolicas inversas se pueden expresar en terminos de 
logaritmos naturales. Esto no debe causar sorpresa porque las funciones hiper- 
b61icas se definieron en terminos de la funcitfn exponencial natural, la inversa 
de la funci6n logaritmica natural, Las siguientes son las expresiones para las 
cuatro funciones hiperbolicas inversas que se nan tratado. 




FIGURA 9 




sentr 1 x * \n(x + V* 2 + 1) x es an numcro real 



r 1 x = ln(x + 4x 2 - I) * * i 



cosh 



tanh' 1 x = ± In —^ 
2 I - x 

coth" 1 x = i In ^-^4 

2 x - 1 



Ul<i 



(1) 

(2) 
(3) 

(4) 



Se demostrara la fbrmula (1); las demostraciones de las otras tres f6r- 
mulas son semej antes. A fin de demostrar (1), considere 

v = senh" 1 x 

De la definici6n 5.9.6, x = senh y. Si se aplica la definici6n 5.9.1 a senh y, 
se obtiene 

e y - e -y 



2x = ey 



ey 



de donde se deduce 

e 2 y - 2xey -1=0 
Al resolver esta ecuaci6n para ey mediante la f6rmula cuadratica, se obtiene 

e y = 2x ± V4jc 2 + 4 



ey = x ± V* 2 + 1 

Se puede desec har el si gno menos en esta ecuacion debido a que e y > para 
toda v y x - V* 2 + 1 < 0, para toda x. Por tanto, 



v = ln(jc + -\lx 2 + 1) 

y como v = senh" 1 jc, se ha demostrado (I). 
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w EJEMPLO 4 Exprese cada una de las siguientes expresiones 
en te*rminos de un logaritmo natural: (a) senh"' 2; (b) tanh~ l (7 ^). 

Solution 

(a) De(l), 



sentr 1 2 = ln(2 + V5) 



(b) De(3), 

tanh-H-f) - ilnf 



- >3" 2 
= -In 3 



A continuaci6n se aplicara la ecuac : i (1) para calcular la derivada de la 
funci6n seno hiperbolico inversa. 

D x (sentr 1 x) = D x ln(x + V* 2 + 1, 

1 + - T- ±— 

Vjc 2 + 1 



x + V* 2 +■ 1 



— Vjc 2 + 1 + X 

V* 2 + 1(jt + V* 2 + I) 
1 

Las f6rmulas de las derivadas para las otras tres funciones hiperb61icas in- 
versas se determinan de manera semejante a las formulas (2), (3) y (4). La ob- 
tenci6n de sus derivadas se dejan como ejercicios (refierase los ejercicios 37 a 39). 
A partir de estas f6rmulas y de la regla de la cadena, se tiene el teorema siguiente. 



5,9.9 Teorema 



Si u es una funci6n diferenriabie de x, entonces 



VVTT 



D, (cosh -1 a) = 



.D T u u > 1 



PiOanlr'if) = — X -^D x u |»| < 1 

1 - U* 

D^(coth _1 w) = J—* D x u \u\ > I 
1 - u z 



(5) 
(« 

(7) 
(8) 



Calcule -r- si 



► EJEMPLO 5 

y = tanh -1 (cos 2x) 
Solucion De (7), 

? = : L y— (-2sen2x) 

ax 1 - cos z 2jc 

_ -2 sen 2x 
sen 2 2a: 



dx 
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-2 
sen 2x 

= -2 esc 2x ' 4 

La aplicaci6n principal de las funciones hiperbolicas inversas estd re- 
lacionada con la integration, donde se emplean las formulas del teorema 
siguiente. 



5,9.10 Teorema 



/ 

J 



du 



V^TT" 



= senir 1 ^ + C 
a 



du 



■Ju 2 - a 2 



I; 



du _ 



= ln(a + V** 2 .+ a 2 ) + C si^>0 (9) 

= coslr 1 - + c 
a 

= 1d(« + V« 2 - & 2 ) + C si « > a>0 (10) 

itanh" 1 " + C si |uj < a 
a a 

Itanh" 1 - + € si \u\ > a 



-L\ n \*±Ji\ + Cbiu * ay a * . (11) 



Las formulas de este teorema pueden demostrarse mediante el calculo de 
la derivada del miembro derecho y observando que se obtiene el integrando. 
Se mostrard el procedimiento al probar la f6rmula (9). 



Demostracion de (9) 

Disenh- 1 a) = — 1— 



V« 2 + a 2 



y como a > 0, 4<? = a; de modo que 

A/senh-1 *) = T J= =f 
V a) Vm 2 + a 2 



A fin de obtener la representacidn en t6rminos de logaritmos naturales, 
se utiliza la formula (1), obteniendose 



senh - ; - ■»(; + W^) 



= lnl « + ^ 



f^) 



= ln(M + V" 2 + a 2 ) - In a 
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Por tanto 

senh" 1 - + C = ln(w + V" 2 + a 2 ) - In a + C 
a 

= ln(w + Vw 2 + a 2 ) + Q 
donde Cj = C - In a. ■ 

En el capitulo 7 se estudiaran otras tecnicas para evaluar las integrates 
del teorema 5.9,10. Las f6rmulas del teorema proporcionan representacio- 
nes alternativas de la integral en cuestion. Cuando se evalua una integral en la 
que ocurre una de esas formas, la representation hiperbolica inversa puede 
ser mas facil de emplear y en ocasiones es menos engorrosa de escribir. 

► EJEMPLO 6 E^hfe 

dx 



I 



V* 2 - 6jc + 13 
y escriba la respuesta en te'rminos de un logaritmo natural. 

Solution Se aplicara (9) despu£s de completar el cuadrado. 

dx 



( * = f 

J V* 2 - 6* + 13 J 



4(x 2 - 6* + 9) + 4 



r dx 

J J(x - 3) 



V(x -3) 2 +4 



= ln(* - 3 + V* 2 - 6x + 13) + C 



W EJEMPLO 7 Calcule el valor exacto de 
r 10 

f , * 

J 6 V* 2 - 25 

en terminos de funciones hiperbolicas inversas y apoye la respuesta utilizando 
NINT en la graficadora. 

Solucion De la f6rmula (10), 

. * =cosh-'f1 
J 6 V* 2 - 25 5 J 6 

= cosh -1 2 - cosh -1 1.2 

En la graficadora se obtiene 

NINT( -=J=,6, 10 1 = 0.6945953932 

Con el mismo numero de digitos significativos, 

cosh" 1 2 - cosh" 1 1.2 = 0.6945953932 
lo cual apoya la respuesta. ^ 



t, sen t) 
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Como se prometib, se concluye esta seccibn demostrando que los valores 
de funci6n de senh y cosh tienen la misma relaci6n con la hipeYbola unitaria 
x 2 - y 2 = 1 que el seno y el coseno con la circunferencia unitaria x 2 + 
y 2 = 1. Este hecho justifica el nombre de funciones seno y coseno hiperb61i- 
cos, exactamente como el seno y el coseno reciben el nombre de funciones 
circulares. 

Recuerde de sus cursos de matem£ticas previas al C&lculo o de trigono- 
metrfa ( o consulte la secci6n A.9 del apendice) que si / es la medida en radia- 
nes del angulo formado por el eje x y el segmento de recta desde el origen 
hasta el punto P (jc, y) de la circunferencia unitaria, entonces 

sen t - y y cos t - x 

Refterase a lafigura 1 1 . Ahoraconsidere la figura 12 donde /es cualquier numero 
real. El punto P (cosh /, senh /) esta sobre la hiperbola unitaria porque 

cosh 2 / - senh 2 / = 1 

Observe que como cosh / nunca es menor que 1 , todos los puntos (cosh /, senh /) 
estan sobre la rama derecha de la hiperbola. 

Ahora se mostrard c6mo estan relacionadas las areas de las regiones som- 
breadas de las figuras 11 y 12. Como el area de un sector circular de radio r 
unidades y angulo central de / radianes, esta dada por \r 2 t unidades cuadra- 
das, el area del sector circular de la figura 1 1 es ~t unidades cuadradas, pues- 
to que r — 1 . El sector AOP de la figura 12 es la regidn limitada por el eje x, 
la recta OP y el arco AP de la hiperbola unitaria. Si A\ unidades cuadradas es 
el area del sector AOP, A 2 unidades cuadradas es el area de la region OBP y 
A 3 unidades cuadradas es el area de la regi6n ABP, entonces 




FIGURA 11 




A, = A 2 



(cosh o, senh 0) ^ e * a formula para determinar el area de un triangulo se tiene 



A 7 = 



- cosh / senh / 



(12) 



(13) 



El area A 3 se obtiene mediante integracibn: 



FIGURA 12 



■if 



senh u rf(cosh u) 



senh 2 u du 



(cosh2w - \)du 



= ~ senh 2u 

4 



>: 



Por tanto, 



A3 = ^ cosh / senh t - \t 
Al sustituir de esta ecuacion y ( 13) en (12), se tiene 

A x = I cosh /senh/ - (£ cosh /senh/ - \t) 

= it 
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Asi, la medida del area del sector circular AOP de la figura 1 1 y la medi- 
da del drea del sector AOP de la figura 12 es, en cada caso, un medio del valor 
del parametro asociado con el punto P. Para la circunferencia unitaria, el 
parametro t es la medida en radianes del angulo AOP. El par&metro t para la 
hip£rbola no es interpretado como la medida de un angulo; sin embargo, el 
termino radian hiperbolico se emplea en ocasiones para referirse a /. 



EJERCICIOS 5.9 



En los ejercicios I a 6, (i) determine el valor defuncion exacto, 
y (ii) si el valor exacto no es un numero racional, exprese el 
valor con cuatro dfgitos significativos. 

1. (a) senhO (b) coshO (c) senh 1 (d) senh(-l) 

2. (a) tanhO (b) sechO (c) cosh 1 (d) cosh(-l) 

3. (a) tanh2 (b) tanh(-2) (c) cosh(ln2) (d) cosh(ln0.5) 

4. (a) coth(0.5) (b) coth(-0.5) (c) senh(ln2) 
(d) senh(ln0.5) 

5. (a) sech2 (b) sech(-2) (c) coth(-l) (d) csch(lnl.5) 

6. (a) csch2 (b) csch(-2) (c) tanh 1 (d) sech(ln 1.5) 
En los ejercicios 7 a 10, demuestre la identidad. 

7. (a) 1 - tanh 2 * = seen 2 * 

(b) senh(* + y) - senh* cosh y + cosh* senh y 

8. (a) 1 - coth 2 * = -csch 2 * 

(b) csch(* + y) = cosh* cosh y + senh* senh y 



9. 



1 + tanh * 



= e 2 * 



10. tanh(ln*) 



- 1 



1 - tanh * x l + 1 

11. Demuestre: D^coth *) = -csch 2 *. 

12. Demuestre: (a) D x i$echx) = -sech*tanh*; 

(b) D x (cschx) ~ -csch*coth*. 

En los ejercicios 13 a 18, calcule la derivada de lafuncion. 

13. (a)/(*) = senh* 2 (b) f(w) = sech 2 4w 

14. (a) f(x) = tanh 3 V*~ (b) g(t) = cosh t 3 

15. (a) h(x) = cothi (b) g{x) = ln(tanh*) 

* 

16. (a)/(j) = coth(lny) (b) h(x) = ^cosh* 

17. (a)/(*) = tan-^senh 2*) (b) g(x) = (cosh*)* 

18. (a) g(x) = sen- l (tanh* 2 ) (b) /(*) = x^^x > 
En los ejercicios 19 a 24, evaliie la integral indefinida. 



19. senh 4 

-J 



* cosh * dx 



x 2 csch 2 * 3 d* 



23, tanh 2x ln(cosh 2x) dx 



20. 



* cosh x 2 senh * 2 dx 
coth 2 3* dx 
sech 2 * tanh 2 * dx 



25. Demuestre: (a) J tanh udu = In cosh « + C; 
(b) \ csch u du = In | tanh | u \ + C. 

26. Demuestre: (a) J coth u du - In | senh u | + C; 
(b) \ sech udu = 2 tan" 1 e u + C. 



En los ejercicios 27 a 32, evalue con cuatro digitos significativos 
el valor de la integral definida y apoye la respuesta utilizando 
NINT en la graficadora. 

In 2 

28. | tanh z dz 






sech 2 t dt 






29. 



31. 



f seiuWI^ ^ f ,^2,2,,, 



r 



sech 2 * tanh 5 * dx 32. 



r 



senh 3 * cosh * dx 



En los ejercicios 33 a 36, determine el valor defuncidn exacto. 

33. (a) cosh _I l (b) tanh" 1 1 

34. (a) senh _I l (b) coth -1 2 

35. (a) senh' 1 ± (b) coth" 1 (-2) 

36. (a) cosh" 1 2 (b) tanh* 1 ^) 

En los ejercicios 37 a 39, demuestre la formula. 

37. Formula (6) 38. Formula (7) 39. F6rmula (8) 
En los ejercicios 40 a 48, calcule la derivada de lafuncion. 

40. (a) /(*) = cosh -1 1* (b) F(x) = tanh' 1 * 3 

41. (a) g{x) = senh" 1 4* (b) G(*) = coth -1 * 2 

42. (a) h{w) = coth -1 (3w + 1) 
(b) fix) = x 2 serin" 1 x 2 

43. (a)/(*) = cosh -1 (tan*) 
(b) g(x) = tanh -1 (cos *) 

44. (a) g(x) = tanh -1 (sen 3*) 
(b) F(x) = coth" 1 (3 sen*) 

45. (a) f(z) = (coth -1 z 2 ) 3 (b) g(x) = tanh' 1 (sene x ) 

46. (a) f(t) = serin"' e 2t (b) Hx) = cosh -1 (In*) 

47. G(*) = * senrf ' * - Vl + x 2 

48. //(*) = In Vl ~ x 2 - *tanh _1 * 

En los ejercicios 49 a 54, exprese la integral indefinida en ter- 
minos de una funcidn hiperbolica inversa y como un logarit- 
mo natural 



49. f-J 

J V4 - 

51. ( ' 



dx 



■I 



dx 



dx 
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53. 



/ 



dt 



4e~ 



,/ 



dw 



vr 



En los ejercicios 55 a 60, obtenga el valor exacto de la integral 
definida en terminos de funciones hiperbolicas inversas y apo- 
ye la respuesta utilizando NINT en la grqficadora. 



•I 



dx 



3 V? 
1/2 



dx 



-1/2 
3 



1 



dx 




j 2 ^9x 2 - \2x - 5 J| ^x z + 2x 

61. La figura 5 muestra la grafica de la catenaria definida por 



f(x) = a cosh - 



a > 



Confirme analiticamente que el punto mas bajo esta en 
(0, a), la funcion/es decreciente cuando x < y crecien- 
te cuando x > 0, y que la graTica es c6ncava hacia arriba 
en todo punto. 

62. Demuestre que la funci6n seno hiperbolico es continua y 
creciente en su dominio. 

63. Calcule el area de la region limitada por la catenaria 

y = 6 cosh ~ 
6 

el eje jc, el eje y y la recta x — 6 In 6. 

64. Calcule el volumen del solido de revolucion generado si 
la region del ejercicio 63 se gira alrededor del eje x. 

65. Una particula se mueve sobre una recta de acuerdo con la 
ecuacion de movimiento 

s = e-^ 2 (3 senh / + 4 cosh t) 

donde s centimetres es la distancia dirigida de la particu- 
la desde el origen a los / segundos. Si v centimetres por 
segundo y a centimetres por segundo por segundo son la 
velocidad y la aceleracion, respectivamente, de la particu- 
la a los t segundos, (a) exprese v y a como funciones de t. 
(b) Demuestre que a es la suma de dos numeros, uno de los 
cuales es proporcional a s y el otro es proporcional a v. 

66. Una curva pasa por el punto (0, a\ a > 0, y la pendiente 

en cualquier punto es 
curva es una catenaria. 



ifla 2 



1 . Demuestre que la 



67. Una mujer con paracaidas salta desde un ayi6n y, cuando 
su paracaidas se abre, su velocidad es de 200 pie/s. Si v 
pies por segundo es su velocidad a los t segundos despues 
de que se abri6 el paracaidas, entonces 



324 
g 



^ = 324 



donde g es la aceleracion constante debida a la gravedad. 
Resuelva esta ecuaci6n diferencial a fin de obtener 



= ISfcoth 
8 \ 



-l JL 
18 



coth 



■f) 



69. 




68. La region limitada por la curva 

v = (i6 - * 2 r 1/2 

el eje x y las rectas x = -2 y x = 3 se gira alrededor del 
eje x. (a) Muestre que la medida exacta del volumen 
del s61ido generado es 

IjrEtanh- 1 ^) - tanh-^-I)] 

(b) Utilice una calculadora para aproximar el volumen con 
cuatro digitos significativos. 

La bodega mostrada en la figura adjunta tiene 100 pie de 
longitud y 40 pie de ancho, donde x y y se miden en pies. 
Una seccion transversal del tejado tiene la forma de la 
region limitada superiormente por la catenaria invertida 
cuya ecuacion es 



(a) 



y = 31 - 20 cosh 



Determine el numero de pies cubicos del espacio para 
almacenamiento de la bodega. 



31 - 20 cosh ^ 




70. 



Suponga que una particula se mueve sobre una recta de 
modo que s metres es la distancia dirigida de la particu- 
la desde el origen a los t segundos. Explique por qu£ el 
movimiento es arm6nico simple si la ecuaci6n de mo- 
vimiento es 

s = A sen kt + B cos kt 

pero noes armonico si 

s = AsenhJfef + Bcoshfc* 

donde A, By k son constantes. 
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REVISION DEL CAPITULO 5 



► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 5 



1. Defina funcidn uno a uno y establezca un criterio geom£- 
trico para determinar si una funci6n es uno a uno. Invente 
un ejemplo que ilustre la respuesta. 

2. Enuncie un teorema que proporciona un criterio que en 
ocasiones pueda aplicarse para demostrar analfticamente 
que una ftinci6n es uno a uno. Invente un ejemplo y muestre 
c6mo se aplica el criterio. 

3. Defina la inversa de una funcion. Invente un ejemplo de 
una funcion algebraica y su inversa. 

4. Enuncie un teorema que pueda emplearse para determinar 
analfticamente si dos funciones son inversas una de la otra. 
Aplique el teorema a Las funciones de la respuesta de la 
sugerencia 3. 

5. Si se sabe que una funcion /tiene una inversa, ^cdmo pue- 
de obtenerse, en ocasiones, / -1 (*) a partir de/(x)? {.Por 
que" no siempre es posible determinar f~\x) a partir de 
/(jc)? Invente dos ejemplos de una funcidn / que tenga 
una inversa/ -1 : una donde pueda determinar/ _1 (x) a par- 
tir de/(jc) y otra donde no pueda. 

6. Enuncie una propiedad geom&rica satisfecha por las gra- 
ficas de una funcidn y su inversa. ^Cdmo se puede dibujar 
la graTica de la inversa de una funcidn a partir de la graTica 
de la funcidn? ^Cdmo puede trazar en el mismo rectangu- 
lo de inspecci6n las graTicas de una funci6n y su inversa si 
se conoce/(jc) pero no/~ l (jc)? 

7. Enuncie un teorema que relacione las derivadas de una 
funcion y de su inversa. Invente un ejemplo que ilustre el 
teorema. 

8. Defina la funcidn lagaritmica e indique su dominio y su 
contradominio. 

9. Enuncie los teoremas concernientes a la funcidn logarft- 
mica natural que corresponden a las propiedades de los 
logaritmos estudiadas en los cursos de ilgebra. 

10. Describa en palabras unicamente (sin figuras) la grifica de 
la funcidn logarftmica natural. 

11. iQue se entiende por diferenciacion logaritmica? In- 
vente un ejemplo donde se emplee diferenciacion lo- 
garftmica. 

12. Establezca la f6rmula que proporciona \u n du para cual- 
quier numero racional n. 

13. Enuncie cuatro teoremas que impliquen integrales inde- 
finidas de funciones trigonom^tricas que tengan como resul- 
tado una funcidn logaritmica natural. 

14. Defina la funcidn exponential natural y determine su do- 
minio y su contradominio. 

15. Defina lo que significa a x si a es cuaJquier niimero real po- 
sitivo y x es cualquier numero real. Invente un ejemplo en 
el que se aplique la definicidn donde x es irracional. 



22. 



16. Defina el numero e. Muestre que e se emplea para calcu- 
lar un valor aproximado en el ejemplo de la suge- 
rencia 15. 

17. ^Cudl es la derivada de la funcidn exponencial natural 
exp? ^Cual es la integral indefinida de exp? <,Cudl es la 
funcidn mds general cuya derivada es ella misma? ^Por 
que" es £sta la unica funcidn que tiene estas propiedades? 

18. Describa en palabras unicamente (sin figuras) la graTica de 
la funcidn exponencial natural. 

19. Exprese el numero e como un Hmite. ^.Puede emplearse este 
limite para definir el ndmero e? De" una razdn para su 
respuesta. 

20. Enuncie los teoremas concernientes a la funcidn exponen- 
cial que corresponden a las propiedades de los exponentes 
estudiadas en los cursos de algebra. 

21. Defina la funcidn logaritmica de base a y determine su 
dominio y su contradominio. 

^Cuiles son las fdrmulas para la derivada y la integral 
indefinida de a x l Invente un ejemplo que muestre el 
cilculode/'(*)si/(jc) = a* ( *\dondea > Oyg(jc)esuna 
funcidn trascendente. Invente un ejemplo que muestre el 
cilculo de / /(jc) dx si/(jc) = a hix) h'(x) donde a > 0, y h 
es una funcidn trascendente. 

Describa en palabras unicamente (sin figuras) la grifica de 
la funcidn exponencial de base a: (i) si a > 1; (ii) si 
< a < 1. 

Describa en palabras unicamente (sin figuras) la grifica de 
la funcidn logaritmica de base a: (i) si a > 1; (ii) si 
< a < 1. 

Escriba una ecuacidn que relacione log a x y In jc. Establezca 
dos fdrmulas para la derivada de log^ jc, una que impli- 
que log a e y la otra que contenga In a. Invente un ejem- 
plo que muestre el calculo de f\x) si /(jc) = log a g(jc), 
donde g es una funcidn trascendente. 

Describa cdmo se calcula la derivada de una funcidn cuyo 
valor es una variable elevada a una potencia variable. In- 
vente un ejemplo que muestre el calculo de /'(jc) si 
/(jc) = g(x) h ^ donde g es una funcidn polinomial y h es 
una funcidn trascendente. 

27. ^Cudles son las leyes de crecimiento natural y de decreci- 
miento natural? En su respuesta incluya la ecuacidn dife- 
rencial que proporciona estas leyes. 

28. Proporcione un ejemplo de la ley de crecimiento natural en 
biologia y en economia. 

29. D6 un ejemplo de la ley de decrecimiento natural en quimi- 
ca y en finanzas o administracidn. 

30. iQu6 es la semivida (vida media) de una sustancia? Pro- 
porcione un ejemplo. 



23. 



24. 



25. 



26. 
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31. Defina una funci6n que describa crecimiento exponential 
y una que describa decree imiento exponencial. 

32. Defina una funci6n que describa crecimiento limita- 
do, De un ejemplo de crecimiento limitado en finanzas o 
administration. 

33. iQu€ es la ley de enfriamiento de Newton? Invente un 
ejemplo que muestre como se aplica la ley de enfriamien- 
to de Newton. 

34. iQu€ es \& funcion normal estandarizada de densidad de 
probabilidad ? ^Como se calcula la probabilidad de que una 
election aleatoria de la variable independiente este" en el 
intervalo cerrado [a, &]? 

35. Defina la funci6n seno inverse determine su dominio, su 
contradominio y dibuje su grafica. 

36. Defina la funcion cose no inversa, determine su dominio, su 
contradominio y dibuje su grafica. 

37. Establezca una identidad que relacione a las funciones 
seno inversa y coseno inversa. 

38. Defina la funcion tangente inversa, determine su dominio, 
su contradominio y dibuje su grafica. 

39. Defina la funcion cotangente inversa en t£rminos de la 
funcion tangente inversa mediante una identidad similar a 
la de la respuesta de la sugerencia 37. Determine el dominio 
y contradominio de la funcion cotangente inversa. 

40. Defina la funcion secante inversa, determine su dominio, su 
contradominio y dibuje su grafica. 

41. Defina la funcion cosecante inversa en terminos de la fun- 
ci6n secante inversa mediante una identidad similar a la de 
la respuesta de la sugerencia 37. Determine el dominio y 
contradominio de la funcion cosecante inversa. 

42. Establezca las f6rmulas que proporcionan las derivadas de 
las funciones seno inversa y coseno inversa. ^Como estan 
relacionadas? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 

43. Establezca las formulas que proporcionan las derivadas de las 
funciones tangente inversa y cotangente inversa. <,C6mo es- 
tan relacionadas? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 



44. Establezca las formulas que proporcionan las derivadas 
de las funciones secante inversa y cosecante inversa. iC6mo 
estan relacionadas? Invente un ejemplo que ilustre la 
respuesta. 

45. Invente un ejemplo de una integral indefinida que produz- 
ca una funci6n seno inversa. 

46. Invente un ejemplo de una integral indefinida que produz- 
ca una funci6n tangente inversa. 

47. Invente un ejemplo de una integral indefinida que produz- 
ca una funcion secante inversa. 

48. Defina las funciones seno hiperbolico y coseno hiperboli- 
co y establezca el dominio y contradominio de cada una, 
Dibuje sus graficas. 

49. Defina las funciones tangente hiperbolica, cotangente 
hiperbdlica, secante hiperbolica y cosecante hiperbolica 
en terminos de las funciones seno hiperb61ico y coseno 
hiperb61ico, y determine el dominio y contradominio de 
cada una. 

50. Escriba las formulas de las derivadas de cada una de las 
seis funciones hiperb61icas y las formulas correspondien- 
tes de las integrales indefinidas. 

51. iQ\x€ es una catenaria y cuaU es su ecuacidn? 

52. Defina las funciones seno hiperbolico inversa, coseno 
hiperbolico inversa, tangente hiperbolica inversa y cotangen- 
te hiperbolica inversa y establezca el dominio y contrado- 
minio de cada una. Dibuje sus grificas. 

53. Exprese las cuatro funciones hiperb61icas inversas me- 
cionadas en la sugerencia 52 en terminos de logaritmos 
naturales. 

54. Escriba las formulas de las derrvadas de las cuatro fun- 
ciones hiperbolicas inversas, mencionadas en la suge- 
rencia 52. 

55. ^Como se utilizan las funciones hipertxSlicas inversas, en 
ocasiones, para disminuir los calculos en la integraci6n? 
Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 
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En los ejercicios 1 a 6, determine si la funcion tiene una inver- 
sa. Si la inversa existe, haga lo siguiente: (a) determine la y 
establezca su dominio y contradominio; (b) trace las grdficas 
de la funcion y de su inversa en el mismo rectdngulo de inspec- 
cidn. Si la funcion no tiene inversa, apoye este hecho grdfi- 
camente verifwando que una recta horizontal inter secta la 
grafica de la funcion en mas de un punto. 

1. f{x) = x 3 - 4 2. f(x) = 2^ - 1 



3. fix) - 
5. /<*) = 



9 - x 2 
3jc - 4 




En los ejercicios 7 y 8, (a) demuestre que la funcion f tiene 
una inversa, (b) obtenga f~ [ (x), y (c) verifique las ecuaciones 
del teorema 5. 1A parafy f~ l . 



7. f{x) = 3 4x~7~\ 



8. fix) = 



2x - 1 



2x + \ 

En los ejercicios 9 a 12, calculeif'^Yid). 
9. fix) - x 2 - 6x + 8,jc :> 3; d = 3 

10. fix) = V3jc + A\d = 5 

11. fix) = 8^ + 6x;d = 4 

12. fix) = x 5 + x - 22; d = 12 

En los ejercicios 13 a 30, derive la funcion y simplifique el 
resultado. 

13. (a)/(jc) = ln(cos3;c) (b) Fix) * ln(* 2 + l) 2 

14. (a) gix) = cos(31n.r) (b) G(x) « (In* 2 ) 2 

15. (a) git) = sen.e 4r (b) Git) = 2^' 
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16. (a)/(w) = e mAw 

17. (a) /(*) « tan" 1 e x 

18. (a) F{x) = cos" 1 3 X 

19. (a) /(w) = senh 3 2w 

20. (a) s(r) = tanh(ln t) 

21. (a) F(x) - sech(tanjc) 

22. (a) f(x) = senh" 1 x 2 

23. /(*) = log, 



(b) F(w) = tan 2 W 

(b) *(*) = e^" 1 * 

(b) G(j) = 3 scn ~ ljc 

(b) F(w) == cosh 2w 3 

(b) G(f) = ln(coth r) 

(b) G(x) = tanh(secx) 

(b) g(x) = tanrT 1 2je 



fer 



24. *(*) 



In 



25. g(t) = (sen r) 2r , sen t > 
27. F(jc) = cosh" 1 yfx 



J2xT~\ 
i x - 3 

26. /(r) = r 3 ' 1 "' 



-1-C2 



28. G(jc) = sec~ J V* 2 + 1 

29. /(*) = cos-'Ctanh 2x) 



30. g(x) = com" 1 (esc x) 



£>z los ejercicios 31 y 32, obtenga — mediante diferenciacidn 
logantmtca. 



31? = jrV + l) 2 (x 



I) 4 32. y = ^ 



£n /<w ejercicios 33 y 34, obtenga en una calculadora el valor 
de a x para los valores dados deayx, aplicando primero la de- 
finicidn de exponente real. Apoye la respuesta calculando el 
valor directamente. 

33. (a) a = 3, x = 42 (b) a = 2, x = n 

34. (a) a = l,x = e (b) a - e,x - n 
En los ejercicios 35 a 48 evaltie la integral indefinida. 



35. {-** 
37. J (< 



dx 



2 ix )dx 



39. je*2 f 'd.x 
41. [-J£—J: 

43. [^-±- 

J x 2 + 2x + 

45. [-^* 

-I 



10 



tanh 2 3w dw 




D^jc 



En los ejercicios 49 a 58, evaliie la integral definida y apoye la 
respuesta utilizando NINT en la graficadora. 



49. I 

Jo 



x 2 e x3 dx 



x xl * 

JC 4/3 + 4 _ 



-dx 



50. (e 2x + \) 2 dx 

Jo 

/■1/2 



4j" 3 + 2 



53. 
55. 

57, 

59. 

60. 
61. 

62. 
63. 

64. 
65. 

66. 
67. 

68. 

69. 
70. 

71. 



Jo «* - 5 

J, V^T 1 
^0 



cosh 2 y - 1 dy 58. 



54. -^-* 

56. V 2i±A_ 

J j j 2 + 2x + 

r 



</* 



sech 2 ijcrfj: 



Calcule — si ye* + xe y + x + y = 



Demuestre que cosh (In x) = 



x l + 1 
2x 



Exprese la cantidad en t6rminos de un logaritmo natural: 



(a) cosh" 1 2; (b) tanh" 1 ' 
4 



Demuestre: (a) 



lim cothjc 

:—► + «> 



l;(b) 



lim csch* = 0. 

(a) Trace en el mismo rectangulo de inspecci6n la grafica 
de y - x x ~ x y la recta tangente en el punto (2, 2). 

(b) Obtenga una ecuaci6n de la recta tangente. 

Utilice diferenciales para calcular un valor aproximado 
con tres cifras decimales de log 10 100 937. Emplee el he- 
cho de que log 10 e = 0.43429 con aproximaci6n de cinco 
cifras decimales. Apoye la respuesta con la calculadora. 

Una particula se mueve sobre una recta, donde s pies es la 
distancia dirigida de la particula desde el origen, v pies por 
segundo es su velocidad, y a pies por segundo por segundo 
es su aceleracion a los t segundos. Si a = e t + e~\v = I 
y s = 2 cuando t = 0, obtenga v y s en t6rminos de t. 

El area de la regi6n limitada por la curva y = e~ x > los 
ejes coordenados y la recta x - b (b > 0) es una funcidn 
de b. Si/es esta funcidn, obtenga f{b). Tambi£n determi- 
ne el limite lim f(b). 

El volumen del s61ido de revolucion obtenido al girar la 
region del ejercicio 66 alrededor del eje x es una funci6n 
de b. Si g es esta funcion, obtenga g(b). Tambi^n determi- 
ne el lfmite lim f(b). 

b— ►+<» 

Demuestre que si un rectangulo tiene su base sobre jl eje x 
y dos de sus vertices estan sobre la curva y - e' x , enton- 
ces el rectangulo tendra el area maxima posible si los dos 
vertices estdn en los puntos de inflexion de la graTica. 

Sea f(x) = In | x |. y x < 0. Demuestre que / tiene una 
funci6n inversa. Si g es la funcion inversa, determine g(x) 
y el dominio de g. 

Demuestre que si x < 1 , entonces In x < x. Sugerencia: 
Sea/(x) = x - In jc, y demuestre que/es decreciente en 
el intervalo (0, 1) y calcule /(l). 

Cuando un gas se expande o se comprime adiabaticamente 
(sin ganar o perder calor), entonces la tasa de variaci6n de 
la presion con respecto al volumen, varfa directamente a la 
presion e inversamente al volumen. Si la presidn es p li- 
bras por pulgada cuadrada cuando el volumen es v pul- 
gadas ctibicas, y la presi6n y volumen iniciales son 
p libras por pulgada cuadrada y v pulgadas cribicas, 
demuestre que pv k = /?o v o** 
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72. Calcule el volumen del s61ido de revoluci6n generado si 
la regi6n limitada por la curva y — 2~ x y las rectas x - 1 
y x - 4 se gira alrededor del eje x. 

73. La semivida del cesio 137 es de 30 de alios, su tasa de de- 
crecimiento (desintegracidn) es proportional a la cantidad 
presente en cualquier tiempo, y se tienen actualmente 65 mg 
de cesio. 

(a) Si se tendran v miligramos de cesio dentro de t afios a 
partir de ahora, exprese y como una funcion de /. 

(b) Estime en la graficadora dentro de cuantos afios se 
tendran 10 mg de cesio. 

(c) Confirme analfticamente la estimaci6n del inciso (b). 

74. La tasa de crecimiento natural de una poblacidn de cier- 
ta ciudad es proportional a la poblacidn, y se espera que 
6sta se duplique en 60 afios. La poblacidn actualmente es 
de 120 000. 

(a) Si y es el numero de individuos de la poblacidn espe- 
rada dentro de t afios a partir de ahora, exprese y como 
una funcion de /. 

(b) Estime en la graficadora dentro de cuantos afios se 
espera que la poblacion sea de 150 000. 

(c) Estime en la graficadora la poblacidn esperada dentro 
de 20 afios a partir de ahora. 

(d) Confirme analfticamente las estimaciones de los in- 
cisos (b) y (c). 

75. Una persona que estudia lenguas extranjeras tiene que 
memorizar 50 verbos. La tasa a la que la persona puede me- 
morizar esos verbos es proportional al numero de verbos 
que le restan por memorizar; esto es, si la persona memo- 
riza v verbos en t minutos, entonces 



dt 



*(50 - y) 



donde fces una constantepositivayy < SOparatodaf £ 0. 
Suponga que inicialmente no se ha memorizado ningun 
verbo y que a los 30 min se nan memorizado 20 verbos. 

(a) Exprese v como una funcidn de t. 

(b) Trace la grdfica de la funcion del inciso (a) y la asfn- 
tota horizontal de la grafica. 

(c) Estime en la graficadora cuantos verbos memorizar^ 
la persona en 1 hora. 

(d) Estime en la graficadora cuanto tiempo pasar£ hasta 
que la persona tenga un verbo por memorizar. 

(e) Confirme analiticamente las estimaciones de los in- 
cisos (c) y (d). 

En los ejercicios 76 a 85, defina todas las variables precisamen- 
te como numeros. Utilice la variable tpara representor el tiempo 
y defina las otras variables en terminos de t. No olvide escribir 
una conclusion, 

76. El interes de una cuenta de ahorro se calcula al 10% anual 
compuesto continuamente. Si una persona desea tener 
$1 000 en la cuenta al final de un ano realizando sdlo un 
depdsito ahora, ^cudl debe ser la cantidad del depdsito? 

77. ^Cuanto tiempo deberi transcurrir para que una inversidn se 
duplique si el interns se paga a una tasa de 8% anual 
compuesto continuamente? 



78. La carga electrica sobre una superficie esf6rica se pierde 
a una tasa proportional a la carga. Inicialmente la carga 
electrica fue de 8 coulombs y en 15 min se perdid un cuarto 
de ella. ^.Dentro de cuanto tiempo se tendran unicamente 
2 coulombs? 

79. La tasa de crecimiento de cierto cultivo de bacterias es 
proportional al numero de baterias presentes, y el numero 
se duplica en 20 min. Si al final de una hora se tuvieron 

1 500 000 bacterias, ^cuantas baterias se tuvieron ini- 
cialmente? 

80. Refterase al ejercicio 21 de la seccidn 5.6. Un arquedlogo 
descubrid un insecto preservado dentro de ambar transpa- 
rente, el cual es una resina endurecida de un arbol, y la canti- 
dad de l4 C presente en el insecto se determind como el 2% 
de su cantidad original. Utilice el hecho de que la semi- 
vida del 14 C es de 5 730 afios, para determinar la edad del 
insecto hasta el tiempo de su descubrimiento. 

81. La tasa de decrecimiento (desintegracidn) de una sustan- 
cia radiactiva es proportional a la cantidad de sustancia 
presente. Si un medio de una cantidad dada de la sustan- 
cia se desintegra en 1900 anos, <,cyanto tiempo transcu- 
rrira para que el 95% de la cantidad se desintegre? 

82. Si la poblacidn de cierto pais se duplica en 25 afios, <,a que* 
porcentaje anual esta creciendo? 

83. Un tanque contiene 60 gal de agua salada con 120 lb de sal 
disuelta. Se introduce al tanque agua salada con 3 lb de 
sal por galdn a una tasa de 2 gal/min, y la mezcla, que se 
man tiene uniforme median te agitacidn, sale del tanque a la 
misiiia tasa. ^Cuanto tiempo transcurriri antes de que el 
tanque cohtenga 135 lb de sal?. 

84. Un tanque contiene agua simple, y se introduce al tanque 
salmuera que contiene 2 kg de sal por litro de agua a una 
tasa de 3 L/min. Si la mezcla, que se mantiene uniforme 
mediante agitacidn, sale del tanque a la misma tasa, ^cuantos 
kilogramos de sal contends el tanque al final de 30 min? 

85. Utilice la ley de enfriamiento de Newton para determinar 
la temperatura actual de un cuerpo rodeado de aire a una 
temperatura de 40° si hace 30 min la temperatura del 
cuerpo fue de 150° y hace 10 min fue de 90°. 

86. Determine el punto de la grifica de/(*) = e x para el cual 
la recta tangente a la grafica en ese punto pasa p6¥ el origen. 

87. En un circuito electrico la fuerza electromotriz es E volts a 
los t segundos, donde E - 20 cos 120**. 

(a) Resuelva la ecuacidn para t. Utilice la ecuacidn del 
inciso (a) para determinar «1 menor valor positivo de t 
para el cual la fuerza electromotriz es (b) 10 volts; 
(c) 5 volts; (d) -10 volts; (e) -5 volts. 

88. Un cuerpo est£ suspendido de un resorte y vibra verti- 
calmente de acuerdo con la ecuacidn 

y = 4scn27t(t + ^) 

donde v centimetros es la distancia dirigida del cuerpo des- 
de su posicidn central t segundos despu6s de iniciado el 
movimiento, y el sentido positivo se considera hacia arriba. 
(a) Resuelva la ecuacidn para t. Utilice la ecuacidn del inciso 
(a) para determinar el menor valor positivo de t para el cual 
el desplazamiento del cuerpo sobre su posicidn central es (b) 

2 cm, y (c) 3 cm. 
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89. Calcule el area de la regi6n limitada por la recta jc = 2 V2, 
la curva y — 9/ V9 - jc 2 , y los dos ejes coordenados. 

90. Obtenga el volumen del s61ido de revolution generado 
cuando la regi6n limitada por la curva v = Vsenh jc, el 
eje x y las rectas x - y x — In 2, se gira alrededor 
del eje jc. 

91. Un faro se encuentra a ^ km de un camino recto y man- 
tiene su luz fija en un automovil que viaja a una veloci- 
dad constante de 60 km/h. Calcule la tasa de variaci6n 
(velocidad) a la cual el rayo de luz cambia de direccidn (a) 
cuando el automovil esta" en el punto mas cercano al faro, 
y (b) cuando el automovil esta" a ^km camino abajo de 
este punto. 

92. Un helicoptero despega del suelo en un punto a 800 pie 
de un observador y se eleva verticalmente a 25 pie/s. 
Calcule la tasa de variacidn (derivada) de la medida del 
angulo de elevacidn de la nave respecto al observador, 
cuando el helicoptero esta" a 600 pie del suelo. 

93. Un avi6n vuela a una velocidad de 300 mi/h a una altura 
de 4 mi. Si un observador se halla en tierra, determine la 
tasa de variaci6n de la medida del dngulo de elevaci6n del 
avi6n respecto al observador, cuando el avi6n esta" direc- 
tamente sobre un punto en tierra a 2 mi del observador. 

94. Un cuadro de 5 pie de altura esta colocado en una pared 
con su base a 7 pie sobre el nivel de los ojos de un observa- 
dor. Si el observador se aproxima a la pared a una tasa de 
3 pie/s, £que tan rapido cambia la medida del dngulo sub- 
ten dido por el cuadro en los ojos del observador cuando 
el observador esta" a 10 pie de la pared? 

95. Dos puntos A y B son diametralmente opuestos uno del 
otro en las orillas de un lago circular de 1 km de di£metro, 
Un hombre desea ir del punto A al punto B, y puede remar 
a una velocidad 1.5 km/h y caminar a una velocidad de 
5 km/h. Determine el tiempo minimo que puede tomarle al 
hombre ir del punto A al punto B. 

96. Resuelva el ejercicio 95 si las velocidades al remar y ca- 
minar son, respectivamente, 2 km/h y 3 km/h. 

97. Demuestre, empleando la definicion de derivada, que 



lim 

x-»0 



lQgq(l + X) 



98. Demuestre sin emplear la definici6n de derivada que 

lim^-^ = In a 
*->o x 

Sugerencia: sea v = a* - 1 y exprese (a x - 1)/jc como 
una funci6n de j, digamos g( v). Despu^s demuestre que 
y — > conforme x — > 0, y obtenga el If mite lim g( v). 

99. Utilice los resultados de los ejercicios 97 y 98 para de- 
mostrar que 



lim- 



1 



*-*i x - 1 
Sugerencia: escriba 

x b - 1 e 



b In x 



1 b\n. 



x~ 1 



fclnjc 



x - 1 



Despues considere s = b\nxyt = x-\. 
100. Demuestre empleando la definicion de derivada que 



1 



lim - 



101. Si el dominio de/es el conjunto R de los numeros reales 
y/'(jc) = cf(x) para toda jc, donde c es una constante, de- 
muestre que existe una constante k para la cual /(jc) = 
ke cx para toda jc. Sugerencia: considere la funcion g para 
la cual g{x) - f{x)e~ cx , y determine g'{x). 

102. Demuestre que 



DAlnjc) = (-l)"- 1 & ^ 

jc" 

Sugerencia: utilice induccidn matemattca. 

103. Calcule | ' e~\ x \ dx si / es cualquier niimero real. 

104. Demuestre que si jc > 0, y J * t h ~ x dt ~ 1, entonces 



limjc = lim(l + h) 
105. La graTica de la ecuaci6n 



l/* 



asenh 1 



i-V^" 1 " 



log^ 



se denomina tractriz. Demuestre que la pendiente de la 
curva en cualquier punto (jc, v) es -yj ^ja 2 - y 2 . 

106. Realice el ejercicio 51 de los ejercicios de repaso del ca- 
pftulo 4 evaluando cada integral. 

107. El gudertnanniano, llamado asi en honor al matematico 
alem^n Christoph Gudermann ( 1 798- 1 852), es la funcidn 
definida por 

gdjc = tan _I (senh jc) 



(Nota: compare con el ejercicio 57 de la secci6n 5.2). 



Demuestre que D^gd jc) = seen jc. 



Aplicaciones 
adicionales de la 
integral definida 




\IVS\ON V^tUNVXNNR 



6*1 tengjtud de arco.de la grafira 
de una furicion 

6.2 Centre) de masa <Je una fcorro 

6.3 Centro de masa de una lamina 

y centfoida de unaregipa ; 
'■%■.' plarija 

6.4 ' . Traba jo '...••". 

6»5 fuerza ejercida por la presion . 
de un Irqirido 




El poder del Calculo Integral se ha mostrado en 
geometria por sus aplicaciones al calculo del 
area de una region plana, del volumen de un 
solido de revolucion y del volumen de un solido que riene 
secciones planas paralelas conocidas. En la seccion 6.1 se 
presenta otra aplicacion geometrica: el calculo de la longi- 
tvd de orco de la grafica de una funcion entre dos puntos. 
Las aplicaciones de la integracion a la fisica e 
ingenieria se muestran en las otras cuatro secciones. En 
la seccion 6.2 se determina el centro de masa de una 
barra y en la seccion 6.3 se estudia el cenfro de masa de 
una lamina. En la seccion 6.4 se calcula el trabajo 
realizado por una fuerza variable que se aplica sobre 
un objeto, mientras que en la seccion 6.5 se aplica la 
integral definida para determinar la fuerza ejercida 
por la presion de un liquido, tal como la presion del 
agua sobre las paredes de un envase. 
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FIGURA1 




FIGURA 2 



En el estudio de areas y volumenes, se emplearon las palabras "medida del 
6rea" y "medida del volumerT para indicar un numero sin incluir alguna unidad 
de medicidn. Al estudiar la longitud de arco se empleara" la palabra "longitud" 
en lugar de las palabras "medida de la longitud". Asi, la longitud de arco es 
un numero sin unidades de medicidn. 

Sea /la funci6n continua en el intervalo cerrado [a, b] y considere la 
graTica de esta funcidn definida por la ecuacidn y = j{x), la cual se muestra 
en la figura 1. La porci6n de la curva desde el punto A (a, j{a)) hasta el pun- 
to B{b,fib)) de denomina arco. Se desea asignar un numero a lo que intui- 
tivamente se considera como la longitud de dicho arco. Si el arco es un 
segmento de recta desde el punto {x\, y x ) hasta el punto (x 2 , y^), se sabe por la 
formula de la distancia entre dos puntos que su longitud esta dada por 
V(*i - x i) 2 + (y\ yi) 1 • Esta formula se utiliza para definir la longitud de 
un arco en general. Recuerde de geometria que la longitud de la circunferen- 
cia est^ definida como el limite de los perimetros de poligonos regulares ins- 
critos en la circunferencia. Para otras curvas se procede en forma semejante. 

Sea A una particion del intervalo cerrado [a, b] formada al dividir el inter- 
valo en n subintervalos eligiendo cualesquiera n - 1 niimeros intermedios 
entre ay b. Sea x = a y x n = b, y jc b jc 2 , x 3 , . . . , jc„_i, lo niimeros inter- 
medios de modo que jc < Xy < x 2 < . . . < x n _y < x n . Asi, el i'-6simo 
subintervalo es [*,_i, x n ], y su longitud, denotada por A,-*, es jc, - x^^ donde 
/ = 1, 2, 3, . . . , n. Entonces, si || A ||es la norma de la particion A, cada 
A,-*£ || A|| . 

Asociado con cada punto (*,■, 0) del eje x hay un punto /^(jc,, /(*/)) de la 
curva. Dibuje un segmento de recta desde cada punto P^i al siguiente punto P i9 
como se muestra en la figura 2. La longitud del segmento de recta de P,_i 
a Pi se denota por | P^\ Pi \ y esta determinada por la formula de la distancia 



La suma de las longitudes de los segmentos es 

|7vp7| + \p^\ + |7v^| +...+ 



l) 2 



(1) 



I Jvl^il 



la cual puede escribirse con la notacion sigma como 



(2) 



Parece razonable que si n es suficientemente grande, entonces la suma 
de (2) se "acercard" a lo que intuitivamente se considera como la longi- 
tud del arco AB. Asi, se define la longitud de arco como el limite de la su- 
ma (2) conforme la norma de A se aproxima a cero, en tal caso, n crece sin 
limite. Por tanto, se tiene la definicion siguiente. 



6.1 .1 Definicion de la longitud de arco de la grafica de 
una funcion 



Suponga que la funcioii/es continua en el intervalo cerrado [a, b]. Ade- 
mrts considere que existe un numero L que tiene la siguiente propiedad; 
Para cualquier € > existe una 8 > tai que para cada parti- 
tion A del intervalo [a, b] es cierto que 
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fVi (-*,-_ i^«-i) 



Pfa> yi> 




si || A || < S entonces 
Entonces se escribe 



L= Op Xlfl-ill 



T,\M\-l 



< € 



(3) 



yZ.se denomina la Longitud de arco de la curva y = f(x) desde el pun to 
A(aJ(a)) hasta el punto B(bJ{b)\ 

Si el limite de (3) existe, entonces se dice que el arco es rectificable. 

A continuacion se deducira una formula para determinar la longitud L de 
un arco que es rectificable. En la deduction se requiere que la derivada de/sea 
continua en el intervalo [a, b\\ a la funcion que cumple esta condition se le 
llama lisa ( o suave) en [a, b\. 

Refierase a la figura 3. Si P^\ tiene coordenadas (jc,-_i, >/— i) y Pi tiene 
coordenadas (*,-, y,*), entonces la longitud de la cuerda P^ \ Pj esta dada por 
la formula (1). 

Al considerar *j - *,-_] = A^x y y,- - y ( _i = A,-y, se tiene 



\Pi- } Pi\ = V( A /*) 2 + (W* 
o, equivalentemente, como A { x * 0, 



^ i ■ W m 



(4) 



Como se pidio que /' fuese continua en [a, b], entonces / satisface la 
hipotesis del teorema del valor medio (3.3.2); de modo que existe un numero 
Zi en el intervalo abierto (jc f -_ i , jc ( ) tal que 

Debido a que A,y = /(*,-) - /(*,■_ i) y A,jc = x, - x,-_j, de la ecuacion 
anterior se tiene 

^ = /TW) 

Si se sustituye de esta ecuaci6n en (4) se obtiene 



\Pi-yPi\ = V 1 + t/'(z/H 2 4* 
Para cada / de 1 a n existe una ecuacion de esta forma, de modo que 

Al tomar el limite en los dos miembros de esta ecuacion conforme 
| A || se aproxima a cero se obtiene 



Urn £ 1*5-1 J}| = lim X V 1 + LTU/)] 2 A/x 



(5) 



si este limite existe. 

A fin de demostrar que el limite del miembro derecho de (5) existe, sea F 
la funci6n definida por 



Fix) = V 1 + t/'W] 2 
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Como se pidio que/' fuese continua en [a, b], entonces F es continua en 
[a, b]. Puesto que *,__) < n < *;, para i = 1, 2, ... ,/i, en el miembro dere- 
cho de (5) se tiene el limite de una suma de Riemann, la cual es una integral 
definida. Por tanto, de (5), 

b 



lim Xh-i/jl = I Vl + [/'(^)] 2 * 
De (3), el miembro izqujerdo es L; por tanto, 
L= I Vl + [/'(*)J 2 * 
En esta forma se ha demostrado el siguiente teorema. 



6.1 .2 Teorema 



Si la funci6n / y su derivada /' sod continuas en el intervalo cerrado 
[a,b} t entonces la longitud de arco de la curva y - f(x) a partir del 
punto (<z, /(a)) hasta el punto {b*f{b)) esta" dada por 



L = j Vl + [/'tol 2 <fr 




FIGURE 4 



El teorema siguiente, el cual proporciona la longitud de arco de una curva 
cuando x se expresa como una funcion de y, se deduce a partir del teorema 
anterior al intercambiar x y y asi como las funciones/y g. 



6.1.3 Teorema 



Si la tunc ion g y su derivada g' son continuas en el intervale cerrado 
[c, d], entonces la longitud de aico de la curva x = g{y) a partir del 
punto (g(c), c) hasta e] punto (g{d} t d) esU dada por 



L = | ^1 + lg'(y)?® 



w ' EJEMPLO I Calcule la longitud de arco de la curva v = x 2 ' 3 
desde el punto (1, 1) hasta el punto (8, 4) utilizando el teorema 6.1.2. 

Soluciotl Vea la figura 4. Como/(jc) = x 2 ^J\x) = f jT 1 ' 3 . Del teo- 
rema 6. 1 .2, se tiene 



-r 
-if 



1+ ^* 



9x 2/3 + 4 



,1/3 



dx 



A fin de evaluar esta integral considere u = 9x^ 3 + 4; entonces du - 
6a:" 1 / 3 dx. Cuando x = l,w = 13; cuando x = 8, u — 40. Por tanto, 



/•4U 

L = J- u l ' 2 du 
18 J 13 

18 b" Jl3 
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= ^O 3 ' 2 - 13 3 ' 2 ) 
- 7.634 
Conclusi6n: La longitud de arco es 7.634. 



W EJEMPLO 2 Determine la longitud de arco del ejemplo 1 em- 
pleando el teorema 6.1.3. 

Solution Como y = ;c 2 ' 3 y x > 0, se despeja x obteni^ndose 
jc = y 3 ' 2 . Al considerar g(y) = y 3 ' 2 se tiene g'(y) - ~y 1 ' 2 . Entonces, del 
teorema 6.1.3, se tiene 



= J ^i + fyrfy 



V4 + 9y dy 

= i(40 3 ' 2 - 13 3 ' 2 ) 
- 7.634 
lo que es acorde con el ejemplo 1. 




(6 In 6, 6 cosh(ln 6» 



I 1 I i I t I I I I l » x 



y = 6 cosh - 
6 



FIGURA 5 



W EJEMPLO 3 Obtenga la longitud de arco de la catenaria defi- 
nida por 



y = 6coshl r] 

desde el punto (0, 6) hasta el punto donde jc = 6 In 6. 

Solution Vea la figura 5, la cual muestra el arco de la catenaria. Al 
diferenciar y se obtiene 



-~ = 6 senh 
ax 



(?) 



= senh 



Si L unidades es la longitud del arco dado, entonces del teorema 6. 1 .2 se tiene 

6 In 6 
L 



r b In b , 

/• 6 In 6 

= J ^ 1 + senh2 (f)^ 

-/, 



61n6 



cosh 2 \~j dx 



cosh 



o 
6 senh 



l~ J dx (porque cosh 1 1) £ 1 J 

(f)r* 
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= 6 senh(ln 6) - 6 senh 

e h\ 6 _ e -ln6 

= 6 • 




= 3 < 6 - i> 

= 35 
2 

Conclusion: La longitud de arco de la catenaria es exactamente 17.5. 4 

La integral deflnida que se obtiene cuando se aplican los teoremas 6.1 .2 y 
6.1 .3, en general es dificil, y la mayorfa de las ocasiones imposible, de evaluar 
mediante el segundo teorema fundamental del C&lculo, como se hizo en los 
ejemplos anteriores cuidadosamente disenados. Sin embargo, se pueden utili- 
zar los teoremas para indicar las integrales y despu£s calcular un valor 
aproximado de la longitud de arco utilizando NINT en la graficadora, como se 
ilustra en los dos ejemplos siguientes. 

W EJEMPLO 4 Calcule con cuatrodfgitos significativos la longitud 
de arco de la curva y = x 3 desde el origen hasta el punto (2, 8). 

Sol UC ion Lafigura6muestraelarco.Si/(x) = x^entonces/'C*) = 3x 2 . 
Asi, por el teorema 6.1.2, 

L = yjl + (3x 2 ) 2 dx 
Jo 



■I 



Vl + 9x 4 dx 




En la graficadora se obtiene, con cuatro dfgitos significativos, 

NINT(Vl + 9jc 4 , 0, 2) = 8.630 
Conclusion: La longitud de arco es 8.630. 4 

W EJEMPLO 5 Calculd corf cuatro dfgitos significativos la longi- 
tud de arco de la curva y = sen 2 x ddsde el origen hasta el punto (n> 0). 

Soludon La figura 7 muestra^l alto; el cual es la graTica de y = sen 2 x 
trazada en el rectaiigulo de inspeccion de [0, n] por [0, 2], Sea/(jt) = sen 2 jc. 
Ententes 

f'(x) = 2 sen x cos x 
= sen2jc 

Del teorema 6.-1.2 se tiene 
L 



-Jvr 

Jo 



1 + sen 2 2xdx 
En la graficadora se obtiene 



NINT(Vl + sen 2 2jc, 0, n) = 3.820' 

Conclusion: La longitud de arco es 3.826.- 4 

Si se emplea la notacitfn de Leibniz para las derivadas, las formulas de los 
teoremas 6.1.2 y 6.1.3 pueden escribirse como 
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'[PW-^-HfW^ 



(6) 



A continuaci6n se presentan la funcion longitud de arco y la diferencial 
de la longitud de arco, las cuales proporcionan ilna forma nemotScnica 
para recordar estas fdrmulas. 

Si/' es continua en [a, b], la integral definida J* ^1 + [f'(t)] 2 dt es una 
funci6n de x; y proporciona la longitud de arco de la curva y = f(x) desde 
el punto (a, f(a)) hasta el punto fee, /fee)), donde jc es cualquier ntimero del 
intervalo cerrddo [a, b], Considere que s(x) denota la longitud de este arco; 
s recibe el nombre de funcion longitud de arco y 



=/> 



S (x) = | ^1 + [/'(r)] 2 dt 
Del primer teorema fundamental del Cdlculo se tiene 




o, como-s'fec) = 



r/w - £„ 



Al multiplicar por d!x se obtiene 

ds = 



1 + 



m 



dx 



(7) 



De rnanera semejante, para la longitud de arco de la curva x = g(y) desde 
el punto (g(c), c) hasta el punto (g(y), y), 



<fc 



1 + 



dxV 



(0 



rf> 



(8) 



Observe que ds (la diferencial de la longitud de arco) es el integrando en 
las formulas (6). Al elevar al cuadrado los dos miembros de (7) u (8), se tiene 



(ds) 2 = {dx? + (dyf 



(9) 



A partir de esta ecuacion se obtiene la interpretaci6n geom6trica de ds, 
mostrada en la figura 8. En la figura, la recta T es tangente a Ja curva 
v = f(x) en el punto P. \~PM\ = Ax = dx; [Mq\ = Ay; \~MR.\ =* dy\ 
| PR | = ds; la longitud de arco P Q es As. La figura 8 proporciona una rna- 
nera facil de recordar (9), de la cual se pueden obtener las f6rrnulas (6). 



EJERCICIOS6.1 



En los ejercicios I a 24, calcule la longitud de arco exacta 
evaluando la integral definida que resulte mediante el segundo 
teorema fundamental del Cdlculo. 

1. Calcule la longitud del segmento de la recta j = 3x desde 
el punto (1, 3) hasta el punto (2, 6) mediante tres m&odos: 
(a) utilice la fbrmula de la distancia; (b) emplee el teorema 
6. 1 .2; (c) use el teorema '6. 1.3. 

2. Obtenga la longitud del segmento de la recta x .+ 3v = 4 
desde el punto (-2, 2) hasta el punto (4, 0) mediante tres 
mdtodos: (a) utilice la formula de la distancia; (b) emplee 
el teorema 6. 1 .2 ; (c) use el teorema 6.1.3. , 



3. Calcule la longitud del segmento de la recta Ax + 9 y = 36 
entre sus intercepciones x y y mediante tres metodos: 
(a) utilice el teorema de Pitigoras; (b) emplee el teorema 
6.1.2; (c) use el teorema 6.1.3. 

4. Siga las instrucciones del ejercicio 3 para la recta 5jc - 
2y = 10. 

5. Obtenga la longitud de arco de la curva 9y 2 = 4jc 3 desde 
el origen hasta erpunto (3, 2"V3 ). 

6. Determine la longitud de arco de la curva x 2 = (2y + 3) 3 
desde el punto (1, -1) hasta el punto (7 41 , 2). 
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7. Calcule la longitud de arco de la curva 8y = x 4 + 2jc~ 2 
desde el punto donde jc - 1 hasta el punto donde x - 2. 

8. Utilice el teorema 6. 1 .2 para obtener la longitud de arco de la 
curva y 3 = 8 x 2 desde el punto (1,2) hasta el punto (27, 18). 

9. Resuelva el ejercicio 8 empleando el teorema 6. 1 .3. 

10. Calcule la longitud de arco de la curva y = §(* - 5) 3 ' 2 c 
desde el punto donde jc = 6 hasta el punto, donde jc = 8. 

XV Obtenga la longitud de arco de la curva y = j (jc 2 + 2) 3 ' 2 

desde el punto donde jc = hasta el punto donde jc = 3. 
12. Determine la longitud de arco de la curva 6jcv = y 4 + 3 

13. 

14. 

15. Determine la longitud de arco de la curva jc 2 ' 3 + y 2 ' 3 = 1 



desde el punto donde y = 1 hasta ef punto donde y = 2. 

Calcule la longitud de arco de la curva y= ~4xQx-\) 
desde el punto donde jc = 1 hasta el punto donde jc = 4. 
Obtenga la longitud de arco de la curva y = ~ x 3 + ~ x~ x -, 
desde el punto (2, jf ) hasta el punto (5, ™ ). 



16. 



17. 



18. 



19. 



20. 



en el primer cuadrante desde el punto donde jc = ^ hasta 
el punto donde jc = 1. 

Calcule la longitud de arco de la curva jc 2 ' 3 + y 2 ' 3 = a 2 ' 3 
(a es una constante, a > 1) en el primer cuadrante desde 
el punto donde jc = 1 hasta el punto donde x = a. 

/ r \2/3 ( \2l3 

Obtenga la longitud de arco de la curva! - + 1 - =1 

en el primer cuadrante desde el punto donde jc = |a 
hasta el punto donde x = a. 

Calcule la longitud de arco de la curva 9y 2 = x 2 (2x + 3) 
en el segundo cuadrante desde el punto donde jc = -1 has- 
ta el punto donde jc = 0. 

Determine la longitud de arco de la curva 9y 2 =jc(jc - 
3) 2 en el primer cuadrante desde el punto donde jc = 1 has- 
ta el punto donde jc = 3. 

Obtenga la longitud de arco de la curva 9y 2 = 4(1 + jc 2 ) 3 
en el primer cuadrante desde el punto donde x = hasta 
el punto donde jc = 2 42 . 

Calcule la longitud de arco de la curva y = In sec jc des- 
de' jc = 6 hasta jc = -. n. 



21. 

22. Determine la longitud de arco de la curva y = In esc jc 
23. 



desde jc 
Si 



\ K hasta jc 



/(*)• 



Jo 



cos tdt 



^determine la longitud de arco de la grafica de/desde el pun- 
to donde jc = hasta el punto donde jc = ~ it. Sugerencia: 
obtenga /'(jc) mediante el primer teorema fundamental del 
Calculo y emplee la identidad cos 2 ~ x = ^ (1 + cos jc). 



24. £i 



/(*) 



r 

Jo 



sen tdt 



calcule la longitud de arco de la grafica de/desde el punto 
donde jc = hasta el punto donde jc = i k. Sugerencia: 



utilice la sugerencia del ejercicio 23 y la identidad 

sen jc = cos ( \ n - jc). 

En los ejercicios 25 a 34, determine la longitud de arco con 
cuatro digitos significativos calculando la integral que resulte 
mediante NINT en la graficadora. 

25. El arco de la parabola y = jc 2 desde el origen hasta el pun- 
to (2, 4). 

26. El arco de la parabola y - ^ (jc - 2) 2 + I desde el pun- 
to (-2, 5) hasta el punto (4, 2). 

27. El arco de la curva senoidal desde el origen hasta el punto 
(*0). 

28. El arco de la curva cosenoidal desde el origen hasta el pun- 
to (^ \). 

29. El arco de la curva y = \ jc 3 desde el origen hasta el pun- 
to (1, |). 

30. El arco de la curva y = tan jc desde el origen hasta el 
punto (\k\). ^ 

31. El arco de la curva y = jc 3 - 6jc 2 + 9x - 1 desde el 
punto (0, -1) hasta el punto (3, -1 ) 

32. El arco de la curva y = jc 3 - 2jc 2 - 5x + 6 desde el 
punto (-2, 0) hasta el punto (3, 0). 



33. El arco de la curva y 



3jc 2 + 3 entre los dos pun- 



34, 



35, 



tos donde la grafica intersecta a la parte positiva del eje jc. 

El arco de la curva y = 3 - (jc - l) 4 entre los dos pun- 
tos donde la graTica intersecta al eje jc. 

La siguiente figura muestra un cable que pende en la forma 
de catenaria entre dos postes separados 300 pie, y el punto 
mis bajo del cable est3 a 200 pie sobre el suelo. Los ejes 
coordenados se eligen de modo que el origen este a la mitad 
entre las bases de los dos postes sobre el eje jc. y el eje y 
contiene el punto mas bajo del cable. Una ecuacion de la 
catenaria es 



200 cosh 



\20oJ 



Calcule la longitud del cable entre los dos postes. 




36, 



Explique por que no puede emplearse el teorema 6.1.2 
para determinar la longitud de arco de la gr£fica de 
y 3 = jc 2 desde el origen hasta el punto (1, 1). ^Pue- 
de emplear el teorema 6.1.3 para calcular esta longitud de 
arco? Si la respuesta es no, explique por que. Si la res- 
puesta es si, calcule la longitud de arco. 
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6.2 CENTRO DE MASA DE UNA BARRA 



En la secci6n 4.6 se dijo que si la funci6n/es continua en el intervalo 
cerrado [a, b], entonces el valor promedio de/en [a, b] esta dado por 
r b 

f(x)dx 



Una aplicacion importante del valor promedio de una funcion ocurre en 
ffsica en relacion con el concepto de centro de-masa. 

A fin de llegar a la definition de masa, considere una partfcula que se 
pone en movimiento a lo largo de un eje mediante una fuerza ejercida sobre 
ella. Mientras la fuerza actue sobre la partfcula, su velocidad se incrementa; 
esto es, la partfcula tendra una aceleracion. La razdn de la fuerza a la acelera- 
cion es constante de acuerdo con la magnitud de la fuerza, y esta razon cons- 
tants se denomina masa de la partfcula. Por tanto, si la fuerza es F unidades, 
la aceleracion es a unidades y la masa es M unidades, entonces 

M = I ' 
a 

La fuerza, masa y aceleracion se mediran en unidades de los sistemas 
ingles y metrico. A continuation se discutiran estas unidades. 

En el sistema de ingenierfa ingles la unidad de fuerza es 1 libra (lb) y la 
unidad de aceleracion es pie/s 2 . La unidad de masa se define como la masa 
de una partfcula cuya aceleracion es 1 pie/s 2 cuando la partfcula esta sujeta a 
una fuerza de 1 lb. Esta unidad de masa se denomina 1 slug. En consecuencia, 

lib 
1 slug = 



1 pie/s 2 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La aceleracion de cierta par- 
tfcula que se mueve sobre una recta horizontal es de 10 pie/s 2 cuando la fuerza 
es de 30 lb. Por tanto, la masa de la partfcula es 



30 lb 3 lb 



10 pie/s 2 1 pie/s 2 

De este modo, por cada 1 pie/s 2 de aceleracion se ejerce una fuerza de 3 lb 
sobre la partfcula. Por tanto, la masa de la partfcula es de 3 slugs. ^ 

El sistema metrico adoptado oficialmente por casi todos los pafses, excepto 
Estados Unidos, es el Sistema Internacional de Unidades, abreviado SI por su 
nombre oficial en frances, Systeme International d'Unites. En el sistema SI, la 
unidad de masa es 1 kilogramo (kg) y la unidad de aceleracion es 1 metro por 
segundo cuadrado (m/s 2 ). La unidad de fuerza en el sistema SI es Fnewton (N), 
el cual es la fuerza que imparte a una masa de 1 kg una aceleraci6n de 1 m/s 2 . 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Una partfcula cuya masa es 
de 6 kg esta sujeta a una fuerza horizontal constante de 3 N. La aceleracion de 
la partfcula se obtiene al dividir la fuerza entre la masa, de modo que 

IN. = 0.5 m/s 2 < 

6 kg 
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En el sistema SI, la aceleraci6n debida a la gravedad cerca de la super- 
ficie de la Tierra es 9.8 1 m/s 2 . Si la masa de un objeto es de M kilogramos, y 
si F newtons es la fuerza sobre el objeto debida a la gravedad cerca de'la 
superficie de la Tierra, entonces 

F = 9.81 M 

Otro sistema metrico, ya en desuso, es el sistema centfmetro-gramo- 
segundo, abreviado como CGS. En el sistema CGS la unidad de masa es el 
gramo (g), donde 1 g = 0.001 kg. La unidad de aceleracion en el sistema 
CGS es 1 cm/s 2 . Por tanto, la unidad de fuerza, llamada dina (din), es la fuerza 
que imparte a una masa de 1 g una aceleracion de 1 cm/s 2 . Como 

lkg = 10 3 g y lm/s 2 = 10 2 cm/s 2 

entonces 

1 N = 10 5 din 

La tabla 1 resume las unidades de los sistemas ingles, SI y CGS. 

Tabla 1 



Sistema de Unidades 


Fuerza 


Masa 


Aceleracion 


Ingles 

SI 

CGS 


libra (lb) 
newton (N) 
dina (din) 


slug 

kilogramo (kg) 
gramo (g) 


pie/s 2 

m/s 2 

cm/s" 










m 3 

• 1 


m 4 m x 


m 2 


m i 


*3 C 


) x 4 .r, 

FIGURA 1 


X 2 


•■ ■> X 

X; 



Considere ahora una barra horizontal, de peso y espesor despreciables, 
colocada sobre el eje x. En la barra se tiene un sistema de n particulas ubica- 
das en los puntos x h x 2 , . . . , x„. La /-esima partfcula (i = 1, 2, ...,«) se 
encuentra a una distancia dirigida de x ( metros del origen y su masa es m { 
kilogramos. Vea la figura 1. El numero de kilogramos de la masa total del 

sistema es X «/• Se define el numero de kilogramos-metro del momento 
de masa de la /-esima partfcula con respecto al origen como m t x t . El mo- 
mento de raasa para el sistema se define como la suma de los momentos de 
masa de todas las particulas. En consecuencia, si M kilogramosmetro es 
el momento de masa del sistema con respecto al origen, entonces 

n 

Si las medidas de las distancias es en pies y de la masa en slugs, entonces el 
momento de masa se mide en slug-pie. 

Se desea determinar un punto x tal que si la masa total del sistema se 
concentrace ahi, su momento de masa con respecto al origen seria igual al 
momento de masa del sistema con respecto al origen. Entonces x debe satis- 
facer la ecuacion 
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n n 

*X m i = X m i x i 

i=l i=l 



X w i 



(1) 



El punto jc, denominado centro de masa del sistema, es el punto donde el 
• sistema estaraequilibcado. La posicion del centro de masa es independiente de 
la posicion del origen; esto es, la ubicacion del centro de masa, relativa a las 
posiciones de las particulas, no cambia cuando se cambia el origen. El centro 
de masa es importante debido a que el comportamiento de un sistema com- 
plete de particulas puede describirse mediante el comportamiento del centro 
de masa del sistema. 



V* EJEMPLO I Dadas cuatro particulas de masa 2, 3, 1 y 5 kg 
ubicadas en el eje x en los puntos que tiene coordenadas 5, 2, -3 y -4, 
respectivamente, donde la distancia se mide en metros, determine el centro 
de masa de este sistema. 

Solucion Si 3T es la coordenada del centro de masa, de la formula (1) se 
tiene 

- = 2(5) + 3(2) + l(-3) + 5(-4) 
A 2+3+1+5 

_1_ 
11 
Conclusion: El centro de masa esta a ^m a la izquierda del origen. ^ 

A continuacion se extendera la discusion anterior a una barra horizon- 
tal rfgida cuya masa esta distribuida en forma continua. Se dice que la barra 
es homogenea si tiene una^densidad lineal constante, esto es, si su masa es 
directamente proporcional a su longitud. En otras palabras, si el segmento 
de la barra cuya longitud es A,* metros tiene masa A,-m kilogramos, y 
A,m = k A/.v, entonces la barra es homogenea. El numero k es una constan- 
te y k kilogramos por metro es la densidad lineal de la barra. 

Suponga que se tiene una barra no homogenea, de modo que en este 
caso, la densidad lineal varfa a lo largo de la barra. Sea L metros la longitud 
de la barra y coloque esta sobre el eje x de modo que su extremo izquierdo 
coincida con el origen y su extremo derecho quede en L. Vea la figura 2. La 
densidad lineal en cualquier punto x de la barra es p(x) kilogramos por metro, 
donde p es continua en [0, ZJ. Para determinar la masa total de la barra se 
considera una particion A del intervalo cerrado [0, L] en n subintervalos. El 
/-esimo subintervalo es [a" M , *,•] y su longitud es A f x metros. Si >v/ es cual- 
quier punto de [x t -\, x t ], entonces una aproximacion de la masa de la porcion 
de la barra contenida en el /-esimo subintervalo es A,m kilogramos, donde 



A ( -im = p(Wi)AiZ 



A i m = p(w i )A i x 



r ,--i w i 



FIGURA 2 
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El numero de kilogramos de la masa total de barra se aproxima mediante 

n n 

t=l (=1 

Cuanto mas pequena se tome la norma de la partition A, m£s cerca estar& 
esta suma de Riemann de lo que intuitivamente pensamos como la medida 
de la masa de la barra, por lo que se define la medida de la masa de la barra 
como el limite de la suma de Riemann anterior. 



6.2 .1 Definition «le la masa de una barra 



Una barm de L metres de loogitud tiene su extreme izquierdo en el 
ori gen. Si p{x) kilogramos par metro es la densidad lineal en tin pun to 
situado a x mctros del ori gen, donde p es continua en [0, L] t entonces 



total de la barra es A# kilogramos, donde 



M = tiro T p{ Wj)&a 
IWI-« ft 



Jo 



P(x)dx 



m 



En esta definicidn, si la distancia se mide en pies, y la masa se mide en 
slugs, entonces la densidad se medir£ en slugs por pie. 

w EJEMPLO 2 La densidad lineal en cualquier punto de una barra 
de 4 m de longitud varia directamente conforme la distancia desde el punto a 
un punto exterior de la barra situado a 2 metros de su extremo derecho, donde 
la densidad lineal es 5 kg/m. Determine la masa total de la barra. 

Solution La figura 3 muestra la barra colocada sobre el eje jc. Si p(x) 
kilogramos por metro es la densidad lineal de la barra en el punto ubicado a x 
metros del extremo que tiene la mayor densidad, entonces 

Pto = c(6 - x) 



-6-jr- 




donde c es la constante de proporcionalidad. Como p(4) = 5, entonces 
En consecuencia p(x) = | (6 - x). Por tanto, si M kilo- 



5 = 2c o c - | . 



gramos es la masa total de la barra, de la definicidn 6.2.1 se tiene 

n 

Xl(6- w ( ) AiX 



M = lim 

llAlUO 



Jo 



\(6 - x)dx 



520 CAPJTUIO 6 APLICACIONES ADICIONALES PE LA INTEGRAL DEFINIPA 



= 40 



It 2 ! 4 

2 JO 



Conclusion: La masa trial de la barra es 40 kg. ^ 

Antes de obtener una formula para calcular el centro de masa de una 
barra cuya masa se distribuye en forma continua, se debe definir el momento 
demas(i&? la barra con respecto al origen. 



FIGURA4 

Se coloca la barra sobre el eje x de modo que su extremo izquierdo 
coincida con el origen y el extremo derecho quede en L. Vea la figura 4. Sea 
A una particion de [0, L] en n subintervalos, de manera que el /-esimo 
subintervalo [x,-_i, x,] tenga longitud A t x metros. Si \v t es cualquier punto de 
[jcj-i,*/], una aproximacion del momento de masa con respecto al origen 
de la porcion de la barra contenida en el z'-esimo subintervalo es Wj A t m 
kilogramos-metro, donde A t m - p(wf) A ( x. El numero de kilogramos-me- 
tro del momento de masa de la barra completa se aproxima mediante 

n n 

i=l i=l 

Cuanto mas pequena sea la norma de la particion A, mas cerca estara la 
suma de Riemann de lo que intuitivamente pensamos como el momento de 
masa de la barra con respecto al origen. Entonces se tiene la siguiente 
definicion. 



6.2.2 Definicion del momento de masa de una barra 



Una barra de L metros de longitud tiene su extremo izquierdo en el 
origen y p(x) kilogramos por metro es la densidad lineal en un punto 
situado a x metros del origen, donde p es continua en [0, L]. El mo- 
mento de masa de la barra con respecto al origen es Mo kilogra- 
mos-metro, donde 



M = lim ^ WfPiwflAfX 



xp(x) dx 



(3) 



El centro de masa de la barra esta en el punto x tal que si M kilogramos 
es la masa total de la barra, entonces xM = M . Asi, de (2) y (3) se tiene 



x = 



r 

Jo 

f 

Jo 



xp(x) dx 



(4) 



p(x)dx 
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EJERCICIOS 6.2 



► EJEMPL0 3 



Determine el centre de masa de la barra del ejemplo 2. 



Solution En el ejemplo 2, M = 40. De(4)conp(jt) = |(6 - *),se tiene 



f 

Jo 



|(6 - x)dx 



40 

_ 5 

~~ 3 



Conclusion: El centro de masa esta a | m del extremo que tiene la mayor 
densidad. ^ 

^ EJEMPLO 4 Demuestre que el centro de masa de una barra de 
densidad lineal uniforme esta en el centro de la barra. 

Solucibn Sea k kilogramos por metro la densidad lineal uniforme, 
donde k es una constante. De la formula (4), si L es la longitud de la barra, 
entonces 



f 



xkdx 



J 

Jo 



kx 2 ' 


L 


kl? 




2 J 





_ 2 . 


_ L 


krU 




kL 


2 



kdx 



Conclusion: El centro de masa esta" en el centro de la barra. 



En los ejercicios J a 4, una particula se mueve sob re una recta 
horizontal. Determine la fuerza ejercida sobre la particula si 
tiene la masa y aceleracion dadas. 

1. La masa es 50 slugs; la aceleracidn es 5 pie/s 2 . 

2. La masa es 10 kg; la aceleracion es 6 m/s 2 . 

3. La masa es 80 g; la aceleracion es 50 cm/s 2 . 

4. La masa es 22 slugs; la aceleracion es 4 pie/s 2 . 

En los ejercicios 5 a 8, una particula esta sujeta a la fuerza 
horizontal dada, y se proporciona la masa o la aceleracion. 
Calcule la otra cantidad. 

5. La fuerza es 6 N; la masa es 4 kg. 

6. La fuerza es 32 lb; la masa es 8 slugs. 

7. La fuerza es 24 lb; la aceleracion es 9 pie/s 2 . 

8. La fuerza es 700 din; la aceleracion es 80 cm/s 2 . 

En los ejercicios 9 a 12, en el eje x se localiza un sistema de 
particulas. El numerode kilogramos de la masa de cada particula 
y la coordenada de su posicion estdn indicadas. La distancia se 
mide en metros. Determine el centro de masa de cada sistema. 

9. m ] = 5 en 2; m 2 = 6 en 3; m 3 - 4 en 5; m 4 = 3 en 8 



10. 


m x ~ 2en-4;m 2 = 8en-l;m 3 = 4en2;m 4 = 2 en 3 


11. 


m x = 2 en -3; m 2 = 4 en -2; m 3 = 20 en 4; m 4 = 10 




en 6; m 5 = 30 en 9 


12. 


/ttj = 5 en -7; m 2 ~ 3 en -2; m 3 = 5 en 0; m 4 = 1 en 2; 




m 5 = 8 en 10 



En los ejercicios 13 a 21, calcule la masa total y el centro de masa 
de la barra indicada. 

13. La longitud de una barra es de 6 m y la densidad lineal de la 
barra en un punto que esta a x metros de un extremo es 
(2x + 3)kg/m. 

14. La longitud de una barra es de 20 cm y la densidad lineal de 
la barra en un punto ubicado a x centimetros de un extremo 
es (3x + 2) g/cm. 

15. La longitud de una barra es de 9 pulg y la densidad lineal de 
la barra en un punto que esta a x pulgadas de un extremo es 

(4x + l)slugs/pulg. 

16. La longitud de una barra es de 3 pie y la densidad lineal de 
la barra en un punto~ ubicado a x pies de un extremo es 
(5 + 2x) slugs/pie. 

17. La longitud de una barra es de 1 2 cm y la medida de la den- 
sidad lineal de la barra en un punto es una funcidn lineal de 
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18. 



19. 



la me'dida de la distancia del punto al extremo izquierdo 
de la barra. La densidad lineal en el extremo izquierdo es 
3 g/cm y en el extremo derecho es 4 g/cm. 
La longitud de una barra es de 10 m y la medida de la densi- 
dad lineal en un punto es una funcion lineal de la medida 
de la distancia del punto al extremo izquierdo de la barra. 
La densidad lineal en el extremo izquierdo es 2 kg/m y en 
el extremo derecho es 3 kg/m. 

La medida de la densidad lineal en cualquier punto de una 
barra de 6 m de longitud varia directamente como la dis- 
tancia del punto a un punto externo situado a 4 m de un 
extremo, donde la densidad es 3 kg/m. 

20. Una barra tiene 10 pie de longitud, y la medida de la densi- 
dad lineal en un punto es una funcion lineal de la medida 
de la distancia desde el centro de la barra. La densidad en 
cada extremo de la barra es de 5 slugs/pie y en el centro la 
densidad lineal es de 3 i slugs/pie. 

21. La medida de la densidad lineal en un punto de una barra va- 
ria directamente como la tercera potencia de la medida de la 
distancia del punto a un extremo. La longitud de la barra es 
de 4 pie y la densidad lineal es de 2 slugs/pie en el centro. 

22. La densidad lineal en cualquier punto de una barra de 5 m 
de longitud varia directamente como la distancia del punto 
a un punto externo que esta a 2 m de un extremo de la barra, 
en donde la densidad lineal es de K kg/m. Determine K si la 
masa total de la barra es de 135 kg. 

23. La densidad lineal en cualquier punto de una barra de 3 m de 
longitud varia directamente como la distancia del punto a un 
punto externo situado a 1 m de un extremo de la barra, en 
donde la densidad lineal es 2 kg/m. Si la masa total de la 
barra es de 1 5 kg, determine el centro de masa de la barra. 



24. La medida de la densidad lineal en un punto de una barra 
varia directamente como la cuarta potencia de la medida de 
la distancia del punto a un extremo. La longitud de la barra 
es de 2 m. Si la masa total de la barra es de M kg, determi- 
ne el centro de masa de la barra. 

25. La densidad lineal de una barra en un punto que esta a x 
centimetros de un extremo es 2/(1 + x) gramos por centf- 
metro. Si la barra mide 15 centimetros de longitud, deter- 
mine la masa y el centro de masa de la barra. 

26. La masa total de una barra de L metros de longitud es M 
kilogramos, y la medida de la densidad lineal en un punto 
ubicado a x metros del extremo izquierdo es proporcional a 
la medida de la distancia del punto al extremo derecho. 
Demuestre que la densidad lineal en un punto de la barra 
a x metros del extremo izquierdo es 2M(L - x)jL- kilo- 
gramos por metro. 

27. Una barra tiene 6 m de longitud y 24 kg de masa. Si la medida 
de la densidad lineal en cualquier punto de la barra varia 
directamente como el cuadrado de la distancia del punto a un 
extremo, determine el valor mas grande de la densidad lineal. 

28. Una barra tiene L metros de longitud y su centro de masa 
esta en el punto ubicado a | L metros de su extremo iz- 
quierdo. Si la medida de la densidad lineal en un punto es 
proporcional a una potencia de la medida de la distancia 
del punto al extremo izquierdo y la densidad lineal en el 
extremo derecho es 20 kg/m, determine la densidad lineal 
en un punto ubicado a x metros del extremo izquierdo. 

29. El peso de un objeto es la fuerza que resulta de la grave- 
dad ejercida sobre el objeto. Explique la diferencia entre 
el peso y la masa de un objeto. Invente un ejemplo para 
cada sistema de unidades: ingles, SI y CGS. 



6.3 CENTRO DE MASA DE UNA LAMINA Y CENTROIDE 
DE UNA REGION PLANA 

Ahora considere una placa delgada de masa distribuida en forma continua, 
por ejemplo una hoja de papel o de hojalata, de dos dimensiones. A tal region 
plana se le llama lamina. En esta seccion se limitara la discusion a Idminas 
homogeneas, esto es, laminas que tiene densidad de area (o superficial) 
constante. Las laminas de densidad superficial variable se estudian en rela- 
ci6n con las aplicaciones de las integrales multiples, tema del capftulo 13. 

Considere un sistema de n particulas ubicadas en los puntos (x h vj), 
(*2> yi)* • • • > ( x ?v y n )y en el P lano x y y sean las medidas de sus masas m h m 2 , 
. . . , m„. Imagine que las particulas estan sobre una placa de peso y grosor 
despreciable. El centro de masa es el punto donde la hoja estara en equili- 
brio. Refierase a la figura 1, la cual muestra ocho particulas colocadas sobre 
la placa. En la figura, la identification de la Z-esima particula es m h que es la 
medida de su masa. La placa estara en equilibrio sobre un punto de apoyo 
ubicado en el centro de masa denotado por (Z y ). Para determinar el centro 
de masa de dicho sistema primero se debe definir la masa total del sistema y 
el momento de masa del sistema con respecto a los ejes coordenados. 

Suponga que la z-esima particula, ubicada en el punto (x,-, yj) t tiene 
masa de m t kilogramos. Entonces la masa total del sistema es M kilogra- 
mos, donde 




FIGURA 1 
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1 = 1 

El momento de masa de la /-esima particula con respecto al eje y es 
rriiXi kilogramos-metro y su momento de masa con respecto al eje x es m,}> ( - 
kilogramos-metro. Si M y kilogramos-metro es el momento del sistema de 
n particulas con respecto al eje y, y M x kilogramos-metro es el momento 
del sistema con respecto al eje x, entonces 



M y = S "</*/ y M x = £ ' 



El centro de masa del sistema es el punto (jc, y), donde 

^JL - - M x 

M y y ~ M 



x — 



El punto (*, y) puede interpretarse como el punto tal que, si la masa total del 
sistema de M kilogramos se concentrace ahf, entonces el momento de masa 
del sistema con respecto al eje y seria Mx kilogramos-metro y su momento 
con respecto al eje x serfa My kilogramos-metro. 



y=M 




W EJEMPLO I Determine el centro de masa del sistema de cuatro 

particulas, cuyas masas tienen medidas 2, 6, 4 y 1, y las cuales se ubican en los 
puntos (5, -2), (-2, 1), (0, 3) y (4, -1), respectivamente. 

Solucion 

4 

My = Yu m i x i = 2(5) + 6(-2) +' 4(0) + 1(4) = 2 
/=i 

4 

M x = X m iyi = 2 (~ 2 ) + 6(1) + 4(3) + 1(-1) = 13 
(=i 

4 

M = X m i = 2 + 6 + 4+1 = 13 



/=! 



Por tanto, 



M 



V = 



M x 
M 

13 



FIGURA 2 



= 1 s 

Conclusion: El centro de masa se encuentra en ( ~, 1). -4 

A continuacion se extenderan los conceptos de masa, momentos de 
masa y centro de masa para laminas heterogeneas. Si la lamina homogenea 
es un rectangulo, se define su centro de masa como el centro del rectangulo. 
Esta definicion se aplica a fin de obtener el centro de masa de una lamina 
homogenea mas general. 

Sea L la lamina homogenea cuya densidad de area constante es k kilo- 
gramos por metro cuadrado, la cual esta limitida por la curva y = /(jc), el eje 
x y las rectas x - a y x = b. Suponga que la funcion/es continua en el 
intervalo cerrado [a, b] y que/(.t) > para toda x en [a, b]. Vea la figura 2. 



524 CAPITULO 6 APLICACIONES ADICIONALES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 



£ 



partition del intervalo [a, b] en n subintervalos. El i-esimo subintervalo es 
[jc,_i, jcJ, cuyo punto medio es m, y A,jc = jc, - jc,*_j. Asociado con el i-esi- 
mo subintervalo se tiene una lamina rectangular cuya ancho, akura y densidad 
de area estan dados por A/Jt metros, f(mf) metros y k kilogramos por metro 
cuadrado, respectivamente, y cuyo centro de masa esta en el punto (m„ |/(m,)). 
El area de la lamina rectangular es /(m,-) A,jc metros cuadrados; en conse- 
cuencia, kfimf) A/Jt kilogramos es su masa. De modo que la suma de las 
medidas de las masas de las n laminas rectangulares es la suma de Riemann 



X kfirrii) A t x 



En la defmici6n formal 6.3.1 se define la masa total de L como el limite 
de esta suma de Riemann. 

Sea AiM x kilogramos-metro el momento de masa de la i-esima lamina 
rectangular con respecto al eje jc, y AjM y kilogramos-metro el momento de 
masa de esta lamina con respecto al eje y. Entonces 

A ( M X = Iflmdtkfimi) *jx] y A f Af y = m.ttflm,.) A,*] 

Las sumas de Riemann de las medidas de los momentos de masa de las n 1&- 
minas rectangulares son 



XW*;)] 2 ^ y 5>«.-/<m«)Ai* 



A continuacion se definen formalmente los momentos de masa de L con res- 
pecto a los ejes coordenados como los lfmites de estas sumas de Riemann. 



6.3.1 Definition de masa, momentos de masa y centro 
de masa de una lamina 



Sea L una lamina homogenea cuya densidad de area constants es Jfc 
kilogramos por metro cuadrado, la cual esta" limitada por la curva 
y = fix)* el eje x y las rectas -x - a y x = b. La funci6n/es continua 
en [a, b] y f(x) 2: para toda jc de [a, b\. Si M kilogramos cs la i 
total de la lamina L, entonces 



M - lim X*/(«j)A** 



Jtr 



\x)dx 



Si M r kilogramos-metro es el momento de masa de la lamina I con 
respecto al eje £, entonces 



M - = A^ k[flm,)]A,x 



J a 



IfMfdx 



Si My kilogramos-metro es el momento de 
respecto al eje.?, entonces 



masa de la Lamina L con 
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-4 



xf(x)dx 



Si (X, y ) es el centro de mass de 1a lamina L t emonces 



x = 






T- ^ 



y y = 



Af 



0) 



Si se sustituye la expresion para A/, M x y M y en (1), se obtiene 



Jar 



*| xf(x)dx I 

j = _^u- y y = _ 



'J' 



t /(*)«** 



Ja 

k\ f(x)dx 

Ja 



Al dividir el numerador y el denominador entre k se tiene 



Ja 



k\ xf(x)dx 



Ja 



y y = 






* [/(j:)] 2 ^ 



* /W«k 



i 



k\ f(x)dx 



En estas f6rmulas el denominador es el numero de unidades cuadradas 
del area de la region; de modo que se ha expresado un problema fisico en 
terminos de uno geom^trico. Esto es, x y y pueden considerarse como la abs- 
cisa promedio y la ordenada promedio, respectivamente, de una region 
geometrica. En tal caso, xyy dependen solo de la region, y no de la masa de 
la lamina. Asf, se hara referenda al centro de masa de una region plana en 
lugar de centro de masa de una lamina homogenea. En tal caso, el centro de 
masa recibe el nombre de centroide de la region. En lugar de momentos 
de masa se consideraran momentos de la region. 



6.3.2 Definicion de momentos y centroide de una 
region plana 



Sea R la regidn limitada por la curva y = f(x), el eje x y las rectas 
x ^ a y x = h. La funci6n / es continua en [a, b] y f{x) a para 
toda x de [a, b\. Si M x denota el momenta de R eon respecto al eje x 
y M y denota el momento de R con respecto at ejey, enionces 



K - Jfe ft £ {irndf AiX M y = ^ £ mi/fa) A iX 



*m 



= \\ [f<M 2 dx = f 

Ja Ja 



xf(x) dx 



Si (x f v) es el centroide de la regidn plana R cuya area es A unidades 
cuadradas, y M x y M y se definen como ea el pairafo anterior, entonces 



M y 



X = 



y ?> — 
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FIGURA 3 



W EJEMPLO 2 Determine el centroide de la region del primer 
cuadrante limitada por la curva v 2 = 4jc, el eje x y las rectas x = 1 y x = 4. 

Solucion Sea/U) = 2* 1 ' 2 . Entonces la ecuacion de la curva es y = 
f(x). En la figura 3 se muestra la region junto con el i-6simo elemento 
rectangular de area. El centroide del rectangulo esta en (m,> £/(«,■))■ El area 
A unidades cuadradas de la region esta dada por 

n 

IMI-"> JTi 



= J f(x)dx 
= f Ix^dx 



= ?8 
3 



Ahora se calcularan M y y M x . 

n n 

M y = „ , il rn 2 "//("i) A,-jc M, = lim £±[/(m,)-/K)A/* 

■^ II a Lift *» U L>.n *■* z 



'i=l 



'i»l 



= J xf(x)dx 


= {\ IfMV 


x(2x ll2 )dx 


i f 4 

= ^ 1 Axdx 


= 2\ x 3l2 dx 


= * 2 }i 


= J * 5/ t 


= 15 


_ 124 
5 




En consecuencia 








. *¥ 15 




- 93 _ 45 
~ 35 ~ 28 




Conclusion; El centroide estd en el pu 


n«o(S.£). 



! ^ 



En el ejemplo siguiente la regi6n esta limitada por dos curvas en lugar 
de una y el eje x. El m&odo para determinar el centroide es el mismo que el 
anterior, pero las ecuaciones para M x y M y ahora dependen de las ecuaciones 
que definen las curvas. 

W EJEMPLO 3 Determine el centroide de la region limitada por 

las curvas v = x 2 y y = 2x + 3. 
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(3,9) 




Solution Los puntos de intersecci6n de las dos curvas son (-1 , 1 ) y (3, 9). 
En la figura 4 se muestra la regi6n junto con el i'-6simo elemento rectangular 
Sea/(jc) = x 2 y K g(x) = 2x + 3. El centroide del i-6simo elemento rec- 
tangular esta en el puntoim,-, | [/(m, + g(m,)]), donde m ( es punto medio del 
y -f( X ) i-esimo subintervalo [jc^j, jc,-]. La medida del area de la regi6n esta" dada por 

n 

A = lim £ [g(m f ) - /(m,)] A ; * 



(.n,., lifimj + gim;)]) 



l—+x 



FIGURA 4 



■I 
-i 



— 32 

~~ 3 



[g(x) - f(x)] dx 



[2x + 3 - x 2 ] dx 



A continuation se calcularan M y y M x . 

n 

M y = (| lim^ ^ milgirrii) - /(m,-)] A t x 



-£ 



3 
x[g(x) -f(x)]dx 



x[2x + 3 - x 2 ] dx 



32 
3 



M x = n 1 ™ £i[*0»i) + f(mi)][g(mi) ~ /(m^A,* 

Iklho rj * 

•3 

lg(x) + f(x)][g(x) - f(x)] dx 



- i£ 



+ 3) + * 2 ][(2* + 3) - jc 2 ] ^ 



= Ui 14 * 2 * 


12* + 9 - 


x 4 ]dx 


544 

~~ 15 






Por tanto, 






My 

x= — y = 


A 




32 

— 3 _ 

- 32 - 

3 


544 
15 
32 
3 




= 1 


17 

5 




Conclusion: El centroide esta en el p 


unto (1, 



El teorema siguiente en ocasiones puede simplificar el problema de 
determinar el centroide de una regi6n plana que puede dividirse en regiones 
que tiene ejes de simetria 



6,3.3 Teorema 



Si una recta es un eje de simetrfa de la regi6n plana /?, entonces el ceo 
troide de la region esti sobre esa recta. 



mm 
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(-m |( /(^m.)) 



(m ( ,/(m t )) 




FIGURA 5 



Demostracion Elija los ejes coordenados de modo que el eje de sime- 
tria coincida con el eje y y el origen este en la region R. La figura 5 muestra 
esta situaci6n. En la figura, R es la regi6n CDE, C es el punto (-a, 0), E es 
el punto (a, 0) y una ecuacibn de la curva CDE es y = f(x). 

Considere una partici6n del intervalo [0, a]. Sea m, el punto medio del 
i-6simo subintervalo. El momento con respecto al eje y del elemento rec- 
tangular que tiene altura/Cm^) y ancho.Ajje es m,- [/(/»,■) A,*]. Debido a la si- 
metrfa, para una partici6n similar del intervalo [-a, 0] existe un elemento 
correspondiente cuyo momento con respecto al eje v es -/^[/(m,) A,-jc]. La 
suma de estos dos momentos es 0; por tanto, M y ~= 0. Como x = My/A, se 
concluye que x = 0. Asi, el centroide de la regi6n R estd sobre el eje v, lo 
cual es lo que se deseaba demostrar. ■ 



(m (> V 4 - m i 2 j 




W EJEMPLO 4 Determine el centroide de la regi6n limitada por 

el eje x y la semicircunferencia v = V4 - x 2 , 

Solucion La figura 6 muestra la regi6n cuya area es 2k unidades 
cuadradas. Como el eje v es un eje de simetna, el centroide esta* sobre el 
eje y; de modo que x - 0. 

El momento de la regi6n con respecto al eje x esta" dado por 

M x = ton £±y*-mi 2 ] 2 *ix 



Ajc 
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= 2 



Jo 



x 2 )dx 



= ^-i^B 



- 1* 

~ 3 



Por tanto, 



1* 
~ 3/r 



Conclusion: El centroide estd en el punto 



(»•*) 



Una aplicaci6n de los centroide s la proporciona el teorema de Pappus, 
llamado asf en honor al matemitico griego Pappus de Alejandria, quien 
vivi6 en el siglo IV. 




FTGURA7 



6.3.4 Teorema de Pappus para volumenes de solidos 
de revolucion 



Si una region plana se gira alrededor de una recta de su piano que no 
corta la region , entonces la medida del volumen del s61ido de re vol u- 
cion generado es igual al producto de la medida del area de la region y 
la medida de la distancia iecorrida por el centroide de la region. 

A fin de visualizar este teorema, refterase a la figura 7 que muestra la 
regi6n R limitada por las curvas y = f(x) y y - g(x). Si A es la medida del 
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FIGURA8 



de R y si x es la abscisa del centroide de R, entonces el teorema establece 
que la medida del volumen V del s61ido de revolution obtenido al girar R 
alrededor del eje y esta dado por 



V = InxA 



(2) 




FIGURA 9 



En el ejercicio 39 se le pedira que demuestre el teorema de Pappus 
estaMecido como esta formula . 

W EJEMPLO 5 Aplique el teorema de Pappus para determinar 
el volumen del toro (forma de dona) generado al girar la circunferencia de 
radio r unidades alrededor de una recta de su piano a una distancia de b uni- 
dades de su centro, donde b > r. 

Solucion Elija los ejes coordenados de modo que el centro de la circun- 
ferencia este en el punto (£>, 0) del eje x. Vea la figura 8. El toro mostrado en 
la figura 9 se forma al girar la circunferencia alrededor del eje y. Del teorema 
6.3.3, se deduce que el centroide de la region circular es el centro de la cir- 
cunferencia. Por tanto, por el teorema de Pappus establecido como la formula 
(2), si V unidades ctibicas es el volumen del toro, entonces 

V = (2nb)(nr 2 ) 
= 2n 2 r 2 b 

Conclusion: El volumen del toro es2n 2 r 2 b unidades cubicas ^ 



EJERCICIOS 6.3 



1. Determine el centro de masa de las tres particulas cuyas 
masas son de 1 , 2 y 3 kg, las cuales estan ubicadas en los 
puntos (-1, 3), (2, 1) y (3, -1), respectivamente. 

2. Obtenga el centro de masa de las cuatro particulas cuyas 
masas son de 2, 3, 3 y 4 kg, las cuales estan ubicadas en los 
puntos <-l, -2), (1, 3), (0, 5) y (2, 1), respectivamente. 

3. La coordenada y del centro de masa de cuatro particulas es 5 . 
Las particulas tienen masas de 2, 5, 4 y m kg, las cuales estan 
ubicadas en los puntos (3, 2), (-1, 0), (0, 20) y (2, -2), 
respectivamente. Determine m. 

4. Obtenga el centro de masa de las tres particulas cuyas masas 
son de 3, 7 y 2 kg, las cuales estan ubicadas en los puntos 
(2, 3), (-1, 4) y (0, 2), respectivamente. 

5. Determine el centro de masa de las tres particulas de igual 
masa, las cuales estan ubicadas en los puntos (4, -2), (-3, 0) 

yd, 5). 

6. Demuestre que el centro de masa de tres particulas de igual 
masa est£ en el punto de intersection de las medianas del 
tridngulo que tiene como yertices a los puntos en los que se 
encuentran las particulas. 

En los ejercicios 7 a 14, determine el centroide de la region 
limitada por lasfronteras indicadas. 



7. La par&bola y = 4 - x 2 y el eje x. 

8. La parabola x - 2y - y 2 y el eje y. 

9. La parabola y = x 2 y la recta y = 4. 

10. La parabola y 2 = 4jc, el eje y y la recta y = 4. 

11. Las curvas y = jc 3 y y = 4x en el primer cuadrante. 

12. Lasrectasy = 2*+l,jc + y = 7y;t=8. 

13. Las curvas y = x 2 - 4 y y = 2x - x 2 . 

14. Las curvas y = x 2 y y = x 3 . 

15. Determine el centro de masa de la lamina limitada por la pa- 
rabola 2y 2 = 1 8 - 3* y el eje y, si la densidad de area (o 
superficial) en cualquier punto (x, y) es V6 - x kilogramos 
por metro cuadrado. 

16. Resuelva el ejercicio 15 si la densidad de area en cualquier 
punto (x, y) es jc kilogramos por metro cuadrado. 

En los ejercicios 17 a 24, necesitard una graficadora para de- 
terminar el centroide de la region del ejercicio indicado de la 
seccion 4.8. Exprese la respuesta con cuatro digitos sig- 
nificativos. 



Y7. Ejercicio 39 
19. Ejercicio 4 1 



18. Ejercicio 40 
20. Ejercicio 42 



530 CAPITULO 6 APLICACIONES ADICIONALES DE LA INTEGRAL DEFINIDA 



21. Ejercicio43 22. Ejercicio44 

23, Ejercicio45 24. Ejercicio46 

En los ejercicios 25 a 32, necesitard una graficadora para de- 
terminar el centroide de la region del ejercicio indicado de la 
section 4.9. Exprese la respuesta con cuatro digitos sig- 
nificativos. 



25. 
27. 
29. 
31. 
33. 

34. 



Ejercicio 41 
Ejercicio 43 
Ejercicio 45 
Ejercicio 49 



26. 
28. 
30. 
32. 



Ejercicio 42 
Ejercicio 44 
Ejercicio 46 
Ejercicio 50 



Determine el valor de a si el centroide de la region limita- 
da por la parabola y 2 = Apx y la recta x = a, esti en el 
punto (p, 0). 

Demuestre que la distancia del centroide de un triingulo a 
cualquier lado del triingulo es igual a un tercio de la lon- 
gitud de la altura correspond iente al lado. 



flos ejercicios 35 a 38, utilice -el teorema de Pappus para 
\determinar lo que se le pide. 

35. El centroide de la regi6n limitada por una semicircunfe- 
rencia y su diametro. 

36. El volumen del cono circular recto cuyo radio de la base 
rriide r unidades y cuya altura mide h unidades. 

37. El momenta con respecto a la recta y = -r de la regi6n li- 
mitada por la semicircunferencia y = -vV 2 - x 2 y el eje jc. 

38. El volumen del s61ido de revolucidn generado al girar la re- 
gion del ejercicio 37 alrededor de la recta x - y - r. Suge- 
rencia: Utilice el resultado del ejercicio 30 de la seccidn 3.9. 

39. Demuestre el teorema de Pappus para volumenes de soli- 
dos de revoluci6n establecido como la formula (2). 

40. ^Es el centroide de una regi6n plana necesariamente un 
punto dentro de la rep^jnvente un ejemplo que ilustre la 
respuesta. 




6.4 TRABAJO 



En fisica se utiliza el termino trabajo para caracterizar la energia de 
movimiento de un cuerpo cuando 6ste es movido cierta distancia debido a 
una fuerza que actiia sobre el, de modo que 

trabajo es igual a fuerza por distancia 

Por ejemplo, suponga que una fuerza constante de F libras actua en el 
sentido del movimiento de un objeto que se desplaza hacia la derecha a lo 
largo del eje x desde un punto a hasta un punto b. Entonces si b - a es el 
numero de pies de la distancia que el objeto recorre, y si W es el numero de 
libras por pie (denotadas por libras-pie o lb-pie) de trabajo realizado por la 
fuerza, entonces W esti deflnido por 



W = Fib -a) 



(1) 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si W libras-pie es el trabajo 
necesario para levantar un peso de 70 lb hasta una altura de 3 pie, entonces 

W = 70 • 3 

= 210 

Asi, el trabajo realizado es de 210 lb-pie. ^ 

La unidad de medici6n para el trabajo depende de las unidades de fuer- 
za y distancia. En el sistema ingles, donde la fuerza se mide en libras y la 
distancia en pies, el trabajo se mide en libras-pie. En el sistema SI, la unidad 
de fuerza es el newton, la unidad de distancia es el metro y la unidad de traba- 
jo es un newton-metro denominadoyoM/e (J). En el sistema CGS la unidad de 
fuerza es la dina, la unidad de distancia es el centime tro y la unidad de traba- 
jo es una dina-centimetro llamada ergio (erg). Para propositos de conver- 
si6n, 1 newton es igual a 10 5 dinas y 1 joule es igual a 10 7 ergios. 

El ejemplo ilustrativo siguiente muestra el calculo del trabajo em- 
pleando unidades del sistema SI. 
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t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se desea determinar el tra- 
bajo realizado al levantar una roca cuya masa es de 8 kg a una altura de 4 m. Se 
utiliza la formula F = Ma, donde F newtons es la fuerza necesaria para dar a la 
masa de M kg una aceleraci6n de a metros por segundo cuadrado. En este caso 
la fuerza es la fuerza de gravedad y la aceleracion es aquella debida a la grave- 
dad, la cual es 9.8 1 m/s 2 . La masa es 8 kg. Por tanto, M = 8 y a = 9.81, y 

F = 8(9.81) 
= 78.5 

De este modo, se quiere determinar el trabajo realizado por una fuerza de 
78.5 N y una distancia de 4 m. Si W joules es el trabajo, entonces 

W = (78.5)(4) 
= 314 
En consecuencia, el trabajo realizado es de 3 14 joules. ^ 

Ahora considere el trabajo realizado por una fuerza variable que actua a 
lo largo de una recta en el sentido del movimiento. Se desea definir lo que 
significa el termino "trabajo" en este caso. 

Suponga que / es una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b] y 
que f(x) unidades es la fuerza que actua en el sentido del movimiento sobre 
un objeto que se desplaza hacia la derecha a lo largo del eje x de un punto 
a un punto b. Sea A una particion del intervalo [a, b]: 

a = xq < x\ < X2 < • ■ . < jc„_i < x n - b 

El r-esimo subintervalo es [jcj_i,jcJ; y si jc/_j esta cerca de x^ entonces 
la fuerza es casi constante en este subintervalo. Si se supone que la fuerza 
es constante el i-esimo subintervalo y w t es cualquier punto tal que 
x^i < Wf < Xj, entonces si A/W unidades de trabajo se realiza sobre el 
objeto conforme se mueve de x^ x al punto jc„ de la formula (1) se tiene 

Al sustituir x t - jc,-_! por A^jc se obtiene 
A,-W = fiw^AiX 

n n 

i=l i=l 

Cuanto mas pequena se tome la norma de la particion A, mas grande sera n y la 
suma de Riemann estard mas cerca de lo que intuitivamente se piensa como 
la medida del trabajo total realizado. Por tanto, se define la medida del tra- 
bajo total como el limite de esta suma de Riemann, 



6,4.1 Definition de trabajo 



Sea /una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b] y f{x) unida- 
des la fuerza que actua sobre un objeto en el punto x del eje x. Si W 
unidades e& el trabajo realizado por la fuerza conforme et objeto se 

desplaza de a a b, entonces 






-r 



f(x)dx 



532 CAPITULO 6 APUCACIONES ADICIONAUS DE LA INTEGRAL DEFINIDA 



W EJEMPLO I Una partfcula se mueve a lo largo del eje jc debi- 
do a la accidn de una fuerza de/(jc) libras cuando la partfcula est3 a jc pies del 
origen. Si /(jc) = x 2 + 4, calcule el trabajo realizado conforme la partfcula 
se mueve del punto donde x = 2 hasta el punto donde x = 4. 

Sol UC ion Se toma una partition del intervalo cerrado [2, 4]. Si W 
libras-pie es el trabajo realizado cuando la partfcula se mueve del punto don- 
de x = 2 hasta el punto donde jc = 4, entonces de la definici6n 6.4.1, 



W = lim £/<*,)*,* 



-I 



4 



2 

(jc 2 + 4)rfjc 



JC 3 



= * + 16-({ + 8) 

= 26| 

Conclusion: El trabajo realizado es de 26 | lb-pie. A 

En el siguiente ejemplo se utiliza la ley de Hooke, llamada asf en honor 
del matematico britanico Robert Hooke (1635-1703). La ley de Hooke es- 
tablece que si un resorte se estira mis alia de su longitud natural, sin llegar a 
su Ifmite de elasticidad, se contrae con una fuerza igual a ^jc unidades, don- 
de k es una constante que depende del material y del tamano del resorte. 



W EJEMPLO 2 Un resorte tiene una longitud natural de 14 cm. Si 
una fuerza de 500 dinas se requiere para mantener el resorte estirado 2 cm, 
^cuanto trabajo se realiza al estirar el resorte de su longitud natural hasta una 
longitud de 18 cm? 

Solucidn Coloque el resorte a lo largo del eje jc de modo que el origen 
quede en el punto donde empieza el estiramiento. Vea la figura 1 . Sea /(jc) 
dinas la fuerza requerida para estirar el resorte jc centfmetros m3s alia" de su 
longitud natural. Entonces, por la ley de Hooke, 

f(x) = kx 
Como/(2) = 500, se tiene 

500 = k • 2 
k = 250 
Asf, 

/(jc) = 250 jc 



14 cm H 



o 4 

FIGURA 1 
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Debido a que el resorte se estira de 14 cm a 18 cm, se considera una partition 
del intervalo cerrado [0, 4] sobre el eje jc. Sea A,jc centimetros la longitud del 
f-esimo subintervalo y sea w t cualquier punto de este subintervalo ; Si Wergios 
es el trabajo realizado al estirar el resorte de 14 cm a 18 cm, entonces 

W = aVP Z/K)A^ 



Jo 

-f 

Jo 



_ 250 2 

~ 2 

= 2000 



f(x)dx 



250xdx 



Conclusion: El trabajo realizado al estirar el resorte es de 2000 ergios. 4 

En los ejemplos 3 y 4 tratan acerca del peso del agua. En el sistema SI el 
peso especifico del agua es 98 10 N/m 3 , y en el sistema ingles es de 62.4 lb/pie 3 . 




FIGURA 2 



W CJCMPLO 3 Un tanque que contiene agua tiene la forma de un 
cono circular recto invertido, tiene un diametro de 2 m en su parte superior y 
1 .5 m de profundidad. Si la superficie del agua esta 0.5 m por debajo de la par- 
te superior del tanque, determine el trabajo realizado para bombear el agua 
hasta la parte superior del tanque. 

Soliicion Refierase a la figura 2. La parte positiva del eje x se elige 
hacia abajo debido a que el movimiento es vertical. Se toma el origen en la 
parte superior del tanque. Ahora considere una partition del intervalo ce- 
rrado [0.5, 1.5] sobre el eje jc, y sea w f cualquier punto del /-esimo sub- 
intervalo [jc^i, jc,-]. Un elemento de volumen es un disco circular que tiene 
grosor AjX metros y radio/O,) metros, donde la funci6n/esta determinada 
por una ecuacion de la recta que pasa por los puntos (0, 1) y (1.5, 0) en la 
forma y = /(jc). El volumen de este elemento es n[f(wj )] 2 Ajjc metros cu- 
bicos. Como el peso de 1 m 3 de agua es de 9810 N, el peso del elemento es 
9810 tf[/(w/)] 2 A,jc newtons, el cual es la fuerza que actua sobre el ele- 
mento. Si jc,_i esta cerca de x h entonces la distancia que recorre el elemento 
es aproximadamente w,- metros. Asi, el trabajo realizado al bombear el ele- 
mento a la parte superior del tanque es aproximadamente (9810^[/(w ( )] 2 
A/Jc) • w t joules. De modo que si W joules es el trabajo efectuado, entonces 



W = lim J^mOxlfiwi)] 2 

Mho fTi 

rX.5 

= 9810^ [f(x)] 2 xdx 

Jo.5 



w { A t x 



A fin de determinar f(x) se obtiene una ecuacion de la recta que pasa por 
los puntos (0, 1) y (1.5, 0) empleando la forma pendiente-intercepci6n: 

0-1 



y = 



1.5-0 



jc + 1 O y = 



■ \x + 1- 



Portanto,/(jc) = - |jc + l,y 
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W = 98107T 



98 



dx 



{-\x + ifxdx 
J0.5 

r L5 

\0k (I jc 3 - Ijc 2 + x) 

J 0.5 

= 1090* 
- 3424 

Conclusion: El trabajo realizado es de 3424 joules. ^ 

W EJEMPLO 4 Conforme se levanta un tanque que contiene agua, 
esta se descarga a una tasa constante de 2 pie 3 por pie de altura. Si el peso 
del tanque es de 200 lb y originalmente contenia 1000 pie 3 de agua, determi- 
ne el trabajo efectuado al subir el tanque 20 pie. 

Solution Refierase a la figura 3. En ella se considera el origen en el fon- 
do del tanque y la parte positiva del eje x hacia arriba debido a que el movi- 
miento es vertical hacia arriba desde O. Considere una partition del intervalo 
cerrado [0, 20] sobre el eje x. Sea w { cualquier punto del /-6simo subinter- 
valo [jt/_i, jcJ. Cuando el fondo del tanque esta en w,-, existen (1000 - 2w t ) 
pies cubicos de agua en el tanque. Como el peso de 1 pie 3 de agua es de 
62.4 lb, entonces el peso del tanque y su contenido, cuando esta en w,, es 
de [200 + 62.4(1000 - 2w t )] libras o (62 600 - 124.8W,-) libras, lo cual es 
la fuerza que actua sobre el tanque. El trabajo realizado al subir el tanque a 
traves del /-esimo subintervalo es aproximadamente (62 600 - 124.8W/) A ( * 
libras-pie. Se emplea el termino "aproximadamente" debido a que se supo- 
ne que la cantidad de agua en el tanque es constante a traves del subinter- 
valo. Si W libras-pie es el trabajo total reali-zado al subir el tanque 20 pie, 
entonces 

n 

W = lim £ (62 600 - 124.8 w,-) A,jc 



J- 20 



(62600 - 124.8*) </x 

= 62600* - 62.4* 2 ]^ 

- 1230000 
Conclusion: El trabajo realizado es 1 230000 lb-pie. 



EJERCICIOS 6.4. 



En los ejercicios 1 y 2, una particula se mueve a lo largo del 
eje x debido a la action de una fuerza def(x) libras, dirigida a 
lo largo del eje x, cuando la particula esta a x pies del origen. 
Determine el trabajo realizado conforme la particula se mueve 
del punto donde x - aal punto donde x - b. 

1. f(x) = (2x + if\a = \;b = 3 



2. f(x) 



+ 1 ; x 2 a = 0; b 



En los ejercicios 3 y 4, una particula se mueve a lo largo del 
eje x debido a la action de una fuerza def(x) newtons, dirigida 
a lo largo del eje x, cuando la particula esta a x rnetros del 
origen. Determine el trabajo efectuado cuando la particula 
se mueve del punto donde x = a al punto donde x = b. 
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3. /(*) = x4x~T\;a = 3;fe = 8 

4. f{ x ) = (4jc - l) 2 ;a = \;b = 4 

5. Un objeto se mueve a lo largo del eje x debido a la acci6n de 
una fuerza de/(*) dinas cuando el objeto esta a x centimetres 
del origen. Si el trabajo realizado al mover el objeto desde 
el origen hasta el punto donde x - K y f{x) = 2x - 3, 
es de 96 ergios, determine it si K > 0. 

6. Resuelva el ejercicio 5 si el trabajo efectuado es de 90 er- 
gios, yf{x) = 4x - 3. 

7. Un resorte tiene una longitud natural de 8 pulg. Si una fuer- 
za de 20 lb estira el resorte ipulg, calcule el trabajo efec- 
tuado al estirar el resorte de 8 pulg a 1 1 pulg. 

8. Un resorte tiene una longitud natural de 10 pulg, y una fuerza 
de 30 lb lo estira hasta 1 1 j pulg. (a) Determine el trabajo 
realizado al estirarel resorte de 10 pulg a 1 2 pulg. (b) Calcule 
el trabajo efectuado al estirar el resorte de 12 pulg a 14 pulg. 

9. Una fuerza de 8 N estira un resorte de su longitud natural 
de 4 m una longitud adicional de 50 cm. Determine el tra- 
bajo realizado al estirar el resorte de su longitud natural 
hasta una longitud de 5 m. 

10. Una fuerza de 500 din estira un resorte de su longitud na- 
tural de 20 cm a una longitud de 24 cm. Calcule el trabajo 
efectuado al estirar el resorte de su longitud natural hasta 
una longitud de 28 cm. 

11. Un resorte tiene una longitud natural de 12 cm. Una fuerza 
de 600 din lo comprime a 10 cm. Determine el trabajo rea- 
lizado al comprimirlo de 12 cm a 9 cm. La ley de Hooke 
se cumple tanto para compresidn como para el estiramiento. 

12. Un resorte tiene una longitud natural de 6 pulg. Una fuerza 
de 1200 lb lo comprime a5| pulg. Calcule el trabajo 
efectuado al comprimirlo de 6 pulg a 4 i pulg. 

13. Un tanque lleno de agua tiene la forma de un paralelepipe- 
do rectangular de 5 pie de profundidad, 15 pie de ancho 
y 25 pie de largo. Determine el trabajo requerido para 
bombear el agua del tanque hasta un nivel de 1 pie por 
arriba de la superficie del tanque. 

14. Una artesa llena de agua tiene 10 pie de largo y su seccibn 
transversal tiene la forma de un triangulo is6sceles de 2 pie 
de ancho en su parte superior y 2 pie de altura. ^Cuanto 
trabajo se efectua al bombear toda el agua de la artesa por la 
parte superior. 

15. Un tanque hemisfdrico, colocado de modo que su parte 
superior es una region circular cuyo radio es de 6 pie, se llena 
de agua hasta una altura de 4 pie. Calcule el trabajo reali- 
zado al bombear el agua hasta la parte superior del tanque. 



16. 




Un tanque tiene la forma de un cilindro circular recto, de 
12 pie de profundidad y un radio de 4 pie, esti lleno hasta la 
mitad de aceite que pesa 60 lb/pie 3 . Determine el trabajo 
realizado al bombear el aceite hasta una altura de 6 pie por 
arriba del tanque. 




17. 



18. 



19. 



Un cable de 200 pie de longitud pesa 4 lb/pie y pende ver- 
ticalmente en un pozo. Si se suspende un cuerpo cuyo peso 
es de 100 lb del extremo inferior del cable, determine el 
trabajo efectuado al subir el cable y el cuerpo hasta la parte 
superior del pozo. 

Una cubeta que pesa 20 lb, y que contiene 60 libras de are- 
na, esta" atada al extremo inferior de una cadena de 100 pie 
de longitud que pesa 10 lb y pende en un pozo profundo. 
Calcule el trabajo realizado al subir La cubeta a la parte 
superior del pozo. 

Resuelva el ejercicio 18 si la arena sale de la cubeta a una 
raz6n constante y al llegar arriba se ha vaciado comple- 
tamente. 



20. Conforme se levanta un saco de harina hasta una altura de 
9 pie, la harina escapa a una raz6n tal que el numero de libras 
perdidas es proporcional a la raiz cuadrada de la altura 
alcanzada. Si el saco contenia originalmente 60 lb de ha- 
rina y perdi6 un total de 12 lb mientras se levant6 9 pie, 
calcule el trabajo al le van tar el saco. 

21. Un tanque en forma de cilindro circular recto, cuya pro- 
fundidad es de 10 m y cuyo radio mide 5 m, contiene agua 
hasta la mitad. Determine el trabajo necesario para bom- 
bear el agua hasta la parte superior del tanque. 

22. Un tanque en forma de cono circular recto invertido tiene 
un diametro de 8 m en su parte superior y una profundidad 
de 10 m. Si el tanque se llena a una altura de 9 m con agua, 
calcule el trabajo efectuado al bombear el agua hasta la 
parte superior del tanque. 
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23. Si el tanque del ejercicio 22 se llena a una altura de 8 m 
con aceite que pesa 950 kg/m 3 , determine el trabajo reali- 
zado al bom bear el aceite a la parte superior del tanque. 
Sugerencia: el numero de newtons de fuerza necesaria para 
elevar un objeto es el producto del numero de kilogramos 
de masa (el mismo que el numero de kilogramos de peso) 
y 9.81, que es el numero de metros por segundo cuadrado 
de la aceleracion debida a la gravedad. 

24. Si en el ejercicio 22, solo se bombea la mitad de agua a la 
parte superior del tanque, calcule el trabajo. 

25. Un motor de 1 caballo de fuerza (hp) puede realizar un tra- 
bajo de 550 lb-pie por segundo. Si se emplea un motor de 
0. 1 hp para bombear agua desde un tanque lleno que tiene 
forma de paralelepipedo rectangular, cuyas medidas son 
2 pie de profundidad, 2 pie de ancho y 6 pie de largo, a un 
punto situado a 5 pie sobre la parte superior del tanque, 
^cudnto tardara en hacerlo? 

26. Un meteorito esta a a millas del centro de la Tierra y cae a 
la superficie de esta. La fuerza de gravedad es inversa- 
mente proporcional al cuadrado de la distancia de un cuer- 
po al centro de la Tierra. Calcule el trabajo realizado por 
la gravedad si el peso del meteorito es w libras en la su- 
perficie de la Tierra. Sean R millas el radio de la Tierra. 



27. Un tanque tiene la forma de un paralelepipedo rectangu- 
lar, cuyas medidas son 6 pie de profundidad, 4 pie de ancho 
y 12 pie de largo, esta lleno de aceite que pesa 50 lb/pie 3 . 
Cuando se ha realizado un tercio del trabajo necesario para 
bombear el aceite a la parte superior del tanque, determi- 
ne cuanto disminuye el nivel del aceite. 

28. Un tanque cilindrico de 5 pie de radio y 10 pie de altura, 
que contiene agua, esta colocado sobre una plataforma a 
50 pie de altura. Calcule la profundidad del agua en el tan- 
que cuando se ha efectuado la mitad del trabajo requerido 
para llenar el tanque desde el nivel del suelo mediante 
una tuberia en el fondo. 

29. Un recipiente tiene la forma de un sdlido de revolution 
generado al girar alrededor del eje x (con la parte positiva 
del eje x hacia abajo) la region limitada por la curva 
y 2 x = e~ 2x y las rectas x ~ 1 y x = 4. Si el recipiente 
esti lleno de agua, determine el trabajo al bombear el agua 
a 1 pie por arriba de la parte superior del recipiente. La 
distancia se mide en pies. 

30. Si W libras-pulg es el trabajo realizado por un gas que se 
expande contra un piston en un cilindro y P libras por pul- 
gada cuadrada es la presion del gas cuando el volumen de 
este es de V pulgadas cubicas, demuestre que si V x pulga- 
das cubicas y V 2 pulgadas cubicas son los volumenes ini- 
cial y final, respectivamente, entonces 



31. 



W 



-f 



PdV 



Suponga que un pist6n comprime un gas en un cilindro de 
un volumen inicial de 60 pulg 3 a un volumen de 40 pulg 3 . 
Si se cumple la ley de Boyle (vea el ejercicio 8 de la sec- 
tion 2.6), y la presion inicial es de 50 lb/pulg 2 , calcule 
el trabajo efectuado per el piston. Utilice el resultado del 
ejercicio 30. 
32. Explique las semejanzas y diferencias entre el uso cientifico 
del termino trabajo y la definition de trabajo de Webster 
como "esfuerzo ffsico o mental para realizar algo". 



6.5 FUERZA EJERCIDA POR LA PRESION DE UN LIQUIDO 



Otra aplicacion de la integral definida en fisica consiste en determinar la 
fuerza ejercida por la presion de un liquido sobre una placa sumergida en el 
o sobre un lado del recipiente que lo contiene. 

La presion de un liquido es la fuerza por unidad cuadrada de area ejer- 
cida por el peso del liquido. Asi, si p es la medida de la densidad del liquido, 
entonces la presion ejercida por el liquido en un punto a h unidades debajo 
de la superficie del liquido es P unidades, donde 



P = ph 



(1) 



Observe de (1) que el tamano del recipiente no importa en lo que a la 
presion se refiere. Por ejemplo, a una profundidad de 5 pie en una alberca 
llena de agua salada la presion es la misma que a 5 pie en el Oceano Pacifi- 
co, considerando que la densidad del agua sea la misma. 
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Suponga que se introduce horizontalmente una placa delgada en el lf- 
quido de un recipiente. Si A unidades cuadradas es el area de la placa sumer- 
gida y F es la medida de la fuerza ejercida por el liquido que actua sobre la 
cara superior de la placa, entonces 




«***# 



FIGURA 1 



F = PA 
Si se sustituye de (1) en esta ecuacion se obtiene 
F = phA 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Una lamina rectangular de 
hojalata de 8 pie por 12 pie se sumerge en un tanque que contiene agua a una 
profundidad de 10 pie. Vea la figura 1. Si P lb/pie 2 es la presion ejercida por 
el agua en un punto de la cara superior de la lamina, entonces 

P = lOp 

El area de la lamina es de 96 pie 2 . De este modo, si F lb es la fuerza debida 
a la presion del agua que actua sobre la cara superior de la lamina, entonces 

F = 96P 
Al sustituir lOp por P, se tiene 

F = 960p 

Como p = 62.4 en el sistema ingles, 

F = 960(62.4) 
= 60 000 

Por tanto, la fuerza ocasionada por la presidn del agua sobre la cara superior 
de la lamina de hojalata es de 60 000 lb. "4 

Ahora suponga que se sumerge una placa delgada verticalmente en el 
liquido de un recipiente. Entonces, en puntos de la placa a diferentes profundi- 
dades la presion, calculada mediante (1), es diferente y sera mayor en la parte 
inferior que en la parte superior de la placa. Para definir la presion causada por 
la presion de un liquido sobre esta placa vertical se utiliza t\principio de Pascal, 
llamado asf en honor al matematico francos Blaise Pascal (1 623-1662)'. 




H-/W) 



= f(x) 



FIGURA 2 



Prmeipio de Pascal; En cualquier punto de un liquido, la presion es 

la misma en codas Las direcciones. 

En la figura 2, sea ABCD la region limitada por el eje jc, las rectas 
x = a y x = b y yla curva y = f(x), donde la funci6n / es continua y 
f(x) > en el intervalo [a, b]. Elija los ejes coordenados de modo que el 
eje y quede sobre la superficie del liquido. Considere el eje x vertical con 
el sentido positivo hacia abajo, de modo que f(x) unidades es la longitud de 
la placa a una profundidad de x unidades. 

Sea A una partici6n del intervalo cerrado [a, b] que divide al intervalo 
en n subintervalos. Elija un punto w; en el /-esimo subintervalo, de modo 
que X(-[ < h>, < Xj. Dibuje los n rectangulos horizontals. El *'-6simo rec- 
tangulo tiene una longitud de f(wi) unidades y un ancho de A^x unidades 
(vea la figura 2). 
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(o,-|) 



*(o, |) 




(Wf/CWf)) 



FIGURA 3 



Si se gira cada elemento rectangular un angulo de 90°, cada elemento 
se convertira" en una placa sumergida horizontalmente en el liquido a una 
profundidad w/ unidades debajo de la superficie del liquido y perpendicular 
a la regi6n ABCD. Entonces la medida de la fuerza sobre el i'-6simo ele- 
mento rectangular es pw,/(w/) A,jc. Una aproximaci6n de la medida de la 
fuerza total ejercida por la presi6n del liquido sobre la placa es 

n 

la cual es una suma de Riemann. Cuanto m£s pequena se tome || A || , mayor 
ser£ n y mds cercana estar£ esta suma de Riemann de lo que deseamos que sea 
la medida de la fuerza total. De este modo, se tiene la siguiente definicion. 



6.5.1 Definicion de fuerza ejercida por la presion 
de un liquido 



Suponga que una placa se sumerge verricaimente en un lfquido para el 
cual la medida de su densidad es p. La kragitud de la placa a una 
profundidad de x unidades debajo de la superficie del lfquido es /(.*) 
unidades, doode/es continua en el intervalo cerrado \a, b] y f{x) ^ 
en [a, bl Si F es la medida de la fuerxa ejerdda por a Hi preslon del 
tfqoido sobre la placa, entonces 






< 



xf(x)dx 



W EJEMPLO I Una artesa, cuya secci6n transversal es un trape- 
cio, esta llena de agua. Si el trapecio mide 3 pie de ancho en su parte superior, 
2 pie de ancho en su parte inferior, y 2 pie de profundidad, calcule la fuerza to- 
tal ejercida por la presi6n del agua en un lado de forma trapezoidal de la artesa. 

Solution La figura 3 muestra el lado de la artesa junto con un elemento 
rectangular de area. Puesto que una ecuacion de la recta AB es y = | - \ jc, 



Si se gira el elemento rectangular un angulo de 90°, la fuerza sobre el ele- 
mento es 2pw//(w/) Ajjc libras. Si F libras es la fuerza total sobre el lado de 
la artesa, entonces 



n 

Mho Jtf 

Jo 

= 2p| 

Jo 



xf(x) dx 



x(§ - \x)dx 



12 * Jo 



1 4p 



Conclusion: Con p = 62.4, la fuerza total es de 291 lb. 
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(0,2) 



(0,-2). 




(w,-, V 4 * V) 



FIGURA 4 



W EJEMPLO 2 Los extremos de un tanque para gasolina son re- 
giones semicircu lares, cada una con un radio de 2 pie. Determine la fuerza 
ejercida por la presion en un extremo si el tanque esta lleno de gasolina, la 
cual tiene una densidad de 41 lb/pie 3 . 

Sol UC ion La figura 4 muestra un extremo del tanque junto con un ele- 
mento rectangular de a rea. Al resolver la ecuacion de la semicircunferencia 
para y se tiene y — V4 - x 2 . La fuerza sobre el elemento rectangular es 
2pw^4 - wi 2 Atx libras. Por tanto, si F libras es la fuerza total sobre el 
lado semicircular del tanque, entonces 






= 2p| 

Jo 



x^4 - x 2 dx 



= tP 
Conclusion: Con p = 41, la fuerza total es de 219 lb. 



Existe una relacion util entre la fuerza ejercida por la presi6n de un li- 
quido sobre una region plana y la ubicacion del centroide de la region. 
Considere la region ABCD de la figura 2 como la placa delgada sumergida 
verticalmente en un liquido como se describi<5 en la definicion 6.5.1. De la 
definicion, si F es la medida de la fuerza debida a la presion del liquido so- 
bre la placa, entonces 

F = p J xf(x) dx (2) 



Ja 



Si x es la abscisa del centroide de la region ABCD, entonces x = M y /A. 
Como M y = \ b Q xf(x)dx i 



f 

Ja 



xf(x) dx 



Ja 



xf(x) dx - xA 



Al sustituir de esta ecuacion en (2) se ob tiene 
F = pxA 



(3) 



De (3) se deduce que la fuerza total ejercida por a la presi<5n del liquido 
contra la region plana vertical es la misma que la que se obtendria si la placa 
estuviese en forma horizontal a una profundidad de x unidades debajo de la 
superficie del liquido. 

EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Considere el tanque para 
gasolina del ejemplo 2. Los extremos del tanque son regiones semicircu - 
lares cada una con un radio de 2 pie. El area de la region es In pie 2 , y del resul- 
tado del ejemplo 4 de la seccion 6.3, el centroide de la region esta a una 
profundidad de 8/(3tt) pie. Por tanto, de (3), si F libras es la presion ejercida 
por el liquido sobre un extremo del tanque, entonces 
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= fp 
lo que es acorde con el resultado del ejemplo 2. ^ 

Los centroides de varias regiones planas pueden encontrarse en una 
tabla. Cuando el drea y el centroide de la region pueden obtenerse directa- 
mente, la formula (3) es facil de aplicar y en tales casos, es utilizada por los 
ingenieros para determinar la fuerza ejercida por la presion de un lfquido. 

En el ejemplo siguiente, se utilizan unidades del sistema SI, donde la 
densidad del agua es de 9810 N/m 3 . 

W EJEMPLO 3 Un recipiente en la forma de cilindro circular 
recto tiene en la base un radio de 3 m, y esta colocado de lado en el fondo de 
un tanque lleno de agua. La profundidad del tanque es de 13 m. Calcule la 
fuerza total ejercida por la presion del agua sobre un extremo del recipiente. 

Solution La figura 5 muestra un extremo del recipiente dentro del 
tanque y un elemento rectangular de area. El sistema coordenado se elige de 
modo que el origen este en el centro de la circunferencia. Una ecuacion 
de esta circunferencia es x 2 + y 2 = 9. Si se resuelve esta ecuaci6n para x 
se tiene x = ^9 - y 2 . El numero de newtons de la fuerza sobre el ele- 
mento rectangular es 



p(10 - w,)[2^9- *i 2 ] A ( -y 



De modo que si F newtons es la fuerza total sobre el extremo del recipien- 
te, entonces 



F = lim £p(10- w,)[2V9- Wi 2 U,> 



(10 - y)^9 - y 2 dy 



l> 



9 - y 2 dy - 19 620 



L'^ 



y 2 dy 



(4) 



Como p - 9810, se tiene 

•3 

F = 196 200 ] 

'-3 

Para evaluar J^ 3 ^9 - y 2 dy se requiere una tecnica de integraci6n que se 
estudiara en la seccion 7.3. Por el momento se puede determinar su valor 
al considerar la medida del area de la region encerrada por una semicircun- 
ferencia de radio 3. Por tan to, 



/: 



fi^7 dy = \n 

Al sustituir este valor en (4) y evaluando la segunda integral se tiene 
F = 196200(|7r) + 19 620 [i (9 - y 2 ) V2 f 
= 882 90007T 
Conclusion: La fuerza total es de 882 900^ N. 
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EJERCICIOS 6.5 



1. Una placa rectangular de 1 pie de ancho y 8 pie de pro- 
fundidad se sumerge verticalmente en un tanque que 
contiene agua de modo que el lado superior de la pla- 
ca coincide con la superficie del agua, Calcule la fuerza 
ejercida por la presi6n del agua sobre una cara de la placa. 

2. Una placa cuadrada de 4 pie por lado se sumerge verti- 
calmente en un tanque que contiene agua y su centra esta 
2 pie debajo de la superficie. Determine la fuerza ejercida 
por la presidn del agua sobre una cara de la placa. 

3. Resuelva el ejercicio 2 si el centra de la placa esta 4 pie 
debajo de la superficie. 

4. Una placa en forma de triangulo rectangulo is6sceles se 
sumerge verticalmente en un tanque que contiene agua, 
con un cateto en la superficie del agua. Los catetos miden 
cada uno 6 pie de longitud. Calcule la fuerza ejercida por a 
la presidn del agua sobre una cara de la placa. 

5. Un tanque rectangular lleno de agua tiene 2 pie de ancho y 
18 pulg de profundidad. Determine la fuerza ejercida por 
la presion del agua en un extremo del tanque. 

6. Los extremos de una artesa son triangulos equildteros 
cuyos lados tiene una longitud de 2 pie. Si el agua de la 
artesa tiene 1 pie de profundidad, calcule la fuerza ejerci- 
da por la presi6n del agua en un extremo. 

7. La cara de la compuerta de una presa tiene la forma de un 
triangulo isosceles de 4 m de ancho en su parte superior y 
una altura de 3 m. Si la lado superior de la cara de la 
compuerta esti 15 m debajo de la superficie del agua, 
determine la fuerza total ejercida por la presi6n del agua en 
la compuerta. 

8. La cara de la compuerta de una presa es vertical; y tiene la 
forma de un trapecio is6sceles de 3 m de ancho en su par- 
te superior, 4 m en su parte inferior y 3 m de altura. Si la 
base superior est£ a 20 m debajo del agua, calcule la fuer- 
za total ejercida por la presidn del agua en la compuerta. 

9. La cara de una presa en contacto con el agua es vertical y 
tiene la forma de un triangulo isosceles de 250 m de ancho 
en su parte superior y 100 m de altura en su parte central. 
Si el agua tiene 10 m de profundidad en el centra, determi- 
ne la fuerza total ejercida por la presion del agua en la cara 
de la presa. 



10. 



11 




Un tanque tiene la forma de cilindro circular recto con un 
diametro de 4 m, y su eje es horizontal. Si el tanque esti lleno 
hasta la mitad d a aceite, cuya densidad es de 7360 N/m 3 , 
calcule la fuerza total ejercida por la presion del liquido sobre 
uno de sus extremos. 

Un tanque tiene la forma de cilindro circular recto con 
un radio de r metres y su eje es horizontal. Si el tanque 
esta lleno hasta la mitad de aceite, cuya densidad es de 
7 360 N/m 3 , determine r si la fuerza total ejercida por 
la presi6n del lfquido en un extremo del tanque es de 
80 000 N. 



14. 
15. 



16. 



17, 



12. Resuelva el ejercicio 4 utilizando la ecuaci6n (3). 

13. Resuelva el ejercicio 5 mediante la ecuacion (3). 
Resuelva el ejercicio 6 empleando la ecuaci6n (3). 
La cara de una presa en contacto con el agua es vertical y tie- 
ne la forma de un trapecio is6sceles de 90 pie de ancho en su 
parte superior, 60 pie de ancho en la parte inferior y una al- 
tura de 20 pie. Unhce la ecuacion (3) para calcular la fuerza 
total ejercida por la presi6n del agua en la cara de la presa. 
Una placa semicircular de 3 pie de radio se sumerge verti- 
calmente en un tanque que contiene agua, de modo que 
su diametro coincide con la superficie del agua, Utilice 
la ecuaci6n (3) para calcular la fuerza total ejercida por la 
presi6n del agua sobre una cara de la placa. 
Calcule el momento de la fuerza del ejercicio 15 con res- 
pecto a la base inferior del trapecio, 

18. Una placa tiene la forma de una regidn limitada por la pa- 
rabola x 2 = 6y y la recta 2y = 3, y se coloca dentro de 
un tanque que contiene agua con su vdrtice hacia abajo y 
la recta sobre la superficie del agua. Determine la fuerza 
ejercida por la presion del agua sobre una cara de la placa, 
si la distancia se mide en metres. 

19. Un tanque cilindrico esti lleno hasta la mitad de gasolina, 
cuya densidad es de 42 lb/pie 3 . Si el eje del cilindro es ho- 
rizontal y su diametro es de 6 pie, calcule la fuerza ejerci- 
da por la presi6n de la gasolina en un extremo del tanque. 

20. Si el extremo de un tanque que contiene agua tiene la forma 
de un rectangulo y esti lleno, demuestre que la medida de 
la fuerza ejercida por la presi6n del agua sobre el extremo 
es el producto de la medida del area del extremo y la me- 
dida de la fuerza en el centra geometrico. 

21. El fondo de una alberca es un piano inclinado. La alberca 
tiene una profundidad de 2 pie en un extremo y 8 pie en 
el otro. Si el ancho de la alberca es de 25 pie y su longitud 
de 40 pie, determine la fuerza ejercida por la presi6n del 
agua sobre el fondo. 




22. La cara de una presa, que esti en contacto con el agua, esta 
inclinada un angulo de 45° con respecto a la vertical. La 
cara es un rectangulo de 80 pie de ancho y una altura incli- 
nada de 40 pie. Si la presa esti llena de agua, calcule la 
fuerza ejercida por la presi6n del agua sobre la cara. 




23. La cara de una presa, que esta* en contacto con el agua, esta* 
inclinada un angulo de 30° con respecto a la vertical. La for- 
ma de la cara es un rectangulo de 50 pie de ancho y una altura 
inclinada de 30 pie. Si la presa esti llena de agua, determi- 
ne la fuerza ejercida por la presion del agua sobre la cara. 
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24. Resuelva el ejercicio 23 si la cara de la presa es un trape- 
cio is6sceles de 120 pie de ancho en su parte superior, 
80 pie de ancho en la parte inferior y 40 pie de altura. 



25. Explique por que las presas se construyen de modo que 
las paredes son mas gruesas en la parte inferior que en la 
parte superior. 
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 6 



1. Establezca dos fdrmulas que proporcionen la longitud de 9. 
arco de la grafica de la funcion/. i,Que" condiciones debe 
satisfacer la funcidn/a Fin de aplicar estas dos fdrmulas? 10. 

2. Invente un ejemplo donde una de las dos formulas de la 
sugerencia 1 puedan aplicarse. 

3. Invente un ejemplo donde unicamente una de las fdrmulas 
de la sugerencia 1 pueda aplicarse y explique por que" la 
otra formula no puede ser aplicada. 



4. Si s(x) denota la longitud de arco de la curva v = /(jc) 
desde el punto (a,f(a)) hasta el punto (jc,/(jc)), donde la 
funcion / satisface las condiciones pedidas en la sugeren- 
cia 1, establezca una f6rmula que incluya a ds, dx y dy. 
De una interpretation geometrica de ds que proporcione 
una forma facil de recordar esta* formula. 

5. i,Cdmo determinaria la masa total de una barra si la den- 
sidad lineal varia a lo largo de la barra? Invente un ejem- 
plo que ilustre la respuesta. 

6. ^Cdino determinaria el centro de masa de una barra si la 
densidad lineal de la barra varia a lo largo de la barra? In- 
vente un ejemplo que ilustre la respuesta. 

7. Si una barra tiene densidad constante, £ donde esta ubica- 
do su centro de masa? Justiflque la respuesta aplicandola a 
la respuesta de la sugerencia 6. 

8. iComo determinaria el centroide de una region limitada 
por una curva, el eje jc y dos rectas verticales? Invente 
un ejemplo que ilustre la respuesta. 



11. 
12. 



13. 



14. 



15. 



16. 



17. 



18. 



i,C6mo determinaria el centroide de una region plana limitada 
por dos curvas? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 
<,En que* consiste el teorema de Pappus y cdmo puede 
emplearse para determinar el volumen de un sdlido de re- 
volucidn? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 
Defina el significado cientmco de trabajo. Invente un ejemplo. 
<,Cdmo calcularia el trabajo realizado por una fuerza varia- 
ble que actua a lo largo de una recta en el sentido del mo- 
vimiento? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 
i,C6mo se utiliza la ley de Hooke para calcular el trabajo 
realizado por una fuerza utilizada para estirar un resorte? 
Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 
UC6mo calcularia el trabajo realizado al bombear el li- 
quido de un tanque hacia afuera? Invente un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

^Cdmo calcularia la fuerza ejercida por la presidn de un 
liquido sobre una placa sumergida en un liquido si la cara 
de la placa es horizontal? Invente un ejemplo que ilustre la 
respuesta. 

^Cdmo determinaria la fuerza ejercida por la presidn de 
un liquido sobre una placa sumergida verticalmente en el 
liquido? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 
^Cdmo calcularia la fuerza ejercida por un liquido sobre 
una cara vertical de un recipiente? Invente un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

^Cual es la relacidn entre la fuerza ejercida por la presidn de 
un liquido sobre una region plana y la ubicacidn del centroi- 
de de la region? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 
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1. Calcule la longitud de arco de la curva 6v 2 = jc(jc - 2) 2 
desde el punto (2, 0) hasta el punto (8, 4V3 ). 

2. Obtenga la longitud de arco de la curva ay 2 - jc 3 desde 
el origen hasta el punto (4a, 8a). 

3. Determine la longitud de arco de la curva 9jc 2 ' 3 + 
4>> 2 ' 3 = 36 en el segundo cuadrante desde el punto don- 
de jc - -1 hasta el punto donde jc = - ^ . 



4. Calcule la longitud de arco de la curva 3y = (x 



r= ( r 2 



2> 



,3/2 



desde el punto donde jc = 3 hasta el punto donde jc = 6. 

Tres parti'culas cuyas masas de 4, 2 y 7 kg, estan ubica- 
das sobre el eje jc en los puntos que tienen coordenadas 
-5, 4 y 2, respecti vamente, donde la distancia se mide en 
metros. Determine el centro de masa del sistema. 

Tres particulas tienen masas de 5, 2 y 8 slugs estan ubica- 
das, respectivamente, en los puntos (-1,3), (2, -1) y (5> 2). 
Determine el centro de masa si la distancia se mide en pies. 



7. Obtenga las coordenadas del centro de masa de las cuatro 
particulas que tienen masas iguales y estan ubicadas en 
los puntos (3, 0), (2, 2), (2, 4) y (-1, 2). 

8. Tres particulas, con la misma masa, estan ubicadas sobre 
el eje jc en los puntos que tiene coordenadas -4, 1 y 5, 
donde la distancia se mide en metros. Determine las coor- 
denadas del centro de masa del sistema. 

9. La longitud de una barra es de 8 pulg y la densidad lineal 
de la barra en un punto ubicado a jc pulgadas del extremo 
izquierdo es 2V* + 1 slugs por pulgada, Calcule la masa 
total de la barra y el centro de masa. 

10. La longitud de una barra es de 4 m y la densidad lineal de 
la barra en un punto ubicado a jc metros del extremo iz- 
quierdo es (3jc + 1) kilogramos por metro. Determine la 
masa total de la barra y el centro de masa. 

11. Obtenga el centroide de la regidn del primer cuadrante aco- 
tada por los ejes coordenados y la parabola y = 9 - jc 2 . 
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12. Determine el centroide de la regi6n limitada por la para- 
bola y 2 = jc y la recta y = x - 2. 

13. Obtenga el centroide de la regi6n acotada por las curvas 
y = V* y y = x 2 . 

14. Determine el centroide de la regi6n limitada superior- 
mente por la parabola 4jc 2 = 36 - 9y e inferiormente 
por el eje jc. 

15. Utilice el teorema de Pappus para determiner el volumen 
-de una esfera de 4 m de radio, 

16. Emplee el teorema de Pappus para calcular el volumen de 
un cono circular recto de 3 m de altura y cuya base tiene 
un radio de 2 m. 

En los ejercicios 17 a 20, necesitard la graficadora para de- 
terminar el centroide de la regidn. Exprese la respuesta con 
cuatro digitos significativos. 

17. La regi6n limitada por la grdfica de y = Hx 2 - 7 y el eje 
x. 

18. La regi6n acotada por las graTicas de y — x 3 - 6x 2 + 



9x - 1 y y 
tay = 4. 



2x + 2 y no intersectada por la rec- 



19. La region limitada por las grificas de y = cos x 2 y 
y = jc 3 , y el eje y. 

20. La regi6n acotada por las graficas de y ~ cos Vjc y y ~ 
jc 2 , y el eje y. 

En los ejercicios 21 a 24, determine la longitud de arco con 
cuatro digitos significativos al calcular la integral definida 
que resulte, utilizando NINT en la graficadora. 

21. El arco de la curva y — 4/jc 2 desde el punto (1,4) hasta 
el punto (2, 1). 

22. El arco de la curva y = 8/jc 3 desde el punto (1,8) hasta 
el punto (2, 1). 

23. El arco de la curva y = tan jc desde el origen hasta el 
punto dondejc = 1. 

24. El arco de la curva senoidal desde el punto donde jc = 1 
hasta el punto donde jc = 2. 

25. Calcule la longitud de la catenaria de y ~ cosh jc desde 
el punto donde jc = In 2 hasta el punto donde jc = In 3. 

26. Se requiere una fuerza de 500 lb para comprimir un resorte 
de su longitud natural de 10 pulg hasta una longitud de 

9 pulg. Determine el trabajo realizado al comprimir el re- 
sorte hasta una longitud de 8 pulg. 

27. Se necesita una fuerza de 600 din para estirar un resorte de 
su longitud natural de 30 cm hasta una longitud de 35 cm. 
Determine el trabajo efectuado al estirar el resorte de su 
longitud natural hasta una longitud de 40 cm. 

28. El trabajo necesario para estirar un resorte de 9 pulg a 

10 pulg es \ del trabajo necesario para estirarlo de 8 pulg 
a 9 pulg. ^Cu&l es la longitud natural del resorte? 

29. Un cable de 20 pie de longitud y de 2 lb/pie de peso 
pende verticalmente de la parte superior de un poste. De- 
termine el trabajo que se realiza al subir el cable com- 
pleto hasta la parte superior del poste. 

30. Una artesa llena de agua tiene 6 pie de longitud y su sec- 
tion transversal tiene la forma de semicircunferencia con 
un diametro de 2 pie en la parte superior. ^Cuanto trabajo 
se requiere para bombear el agua hacia afuera por la parte 
superior. 



31. Un tanque lleno de agua tiene la forma de un paralelepi- 
pedo rectangular de 4 m de profundidad, 15 m de ancho y 
30 m de largo. Calcule el trabajo requerido para bombear 
el agua del tanque a un nivel de 50 cm por arriba de la 
parte superior del tanque. 

32. Un recipiente tiene la misma forma y dimensiones que el 
s6lido de revoluci6n formado al girar alrededor del eje y 
la regi6n del primer cuadrante limitada por la parabola 
x 2 ~ Apy, el eje y y la recta y = p. Si el recipiente esti 
Reno de agua, determine el trabajo que se realiza al bom- 
bear toda el agua hasta un punto ubicado 3p pies por arriba 
de la parte superior del recipiente. 

33. Un tanque tiene la forma de una semiesfera coronada por 
un cilindro circular recto. El radio de la semiesfera y del 
cilindro es de 4 pie, y la altura del cilindro es de 8 pie. Si 
el tanque esta - lleno de agua, calcule el trabajo necesario 
para vaciar el tanque bombeando el agua a travel de un 
orificio de salida ubicado en la parte superior del tanque. 

34. Un tanque hemisfenco tiene un diametro de 10 m y con- 
tiene agua hasta una profundidad de 3 m. Determine el 
trabajo que se realiza al bombear el agua hacia la parte 
superior del tanque. 

35. Una placa tiene la forma de la regi6n limitada por la pa- 
rabola x 2 = 6y y la recta 2y = 3, se coloca dentro de un 
tanque con agua de modo que su v&tice esta en la parte 
inferior y la recta coincide con la superficie del agua. 
Calcule la fuerza ejercida por la la presi6n del agua sobre 
una cara de la placa si la distancia se mide en pies. 

36. Una placa semicircular de 4 pie de radio se sumerge verti- 
calmente en un tanque que contiene agua, de modo que su 
diametro coincida con la superficie del agua. Utilice la 
ecuacion (3) de la secci6n 6.5 para determinar la fuerza 
ejercida por la presi6n del agua sobre una cara de la placa. 

37. Un tanque cilindrico est£ lleno de gasolina, cuya densidad 
es de 40 lb/pie 3 . Si el eje del cilindro es horizontal y su 
diametro es de 8 pie, calcule la fuerza ejercida por la pre- 
si6n de la gasolina sobre un extremo del tanque. 

38. La cara de una presa, que esta en contacto con el agua esta\ 
inclinida 45° con respecto a la vertical. La cara es un rec- 
tangulo de 100 pie de ancho y una altura inclinada de 
60 pie. Si la presa esta llena de agua, determine la fuerza 
total ejercida por la presi6n del agua sobre la cara. 

39. La superficie de un tanque es la misma que la de un pa- 
raboloide de revoluci6n obtenido al girar la paribola 
y — x 2 alrededor del eje y. El vertice de la pardbola esta 
en el fondo del tanque y 6ste tiene 36 pie de altura. Si se 
llena el tanque con agua a una profundidad de 20 pie, 
calcule el trabajo que se realiza al bombear toda el agua 
hacia afuera por la parte superior. 

40. Si 



M 



-r 

Jo 



determine la longitud de arco de la grafica de / desde el 
punto donde jc = ~ n hasta el punto donde jc = j n . 
Sugerencia: utilice el primer teorema fundamental del 
Calculo y la identidad cos 2 ^jc = |(1 + cosjc). 
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Las primeras cinco secciones de este capitulo 
tratan sobre tecnicas de integracion. A pesar de 
que vivimos en la epoca de la electronica, cuan- 
do los sistemas algebraicos computarizados pueden em- 
plearse para calcular integrales, resulta necesario conocer 
ciertas tecnicas de integracion para expresar el integran- 
do en una forma que la computadora pueda manejar o 
que puedan encontrarse en una tabla de integrales. 
Ademas, el desarrollo de las habilidades de calculo es im- 
portante en todas las ramas de las matematicas, de modo 
que los ejercicios de este capitulo le proporcionaran un 
buen entrenamiento. 

Dos aplicaciones mas se presentan en la seccion 
7.4: la ley de accion de masas estudiada en quimica, y 
crecimiento logistico que se presenta en economia, 
biologia y sociologia. 

Los metodos rrumericos para obtener un valor aproxi- 
mado de una iritegral definida se estudian en la seccion 
7.6. Los calculos mediante estos procesos son facilmente 
realizados en la graficadora. 

Los metodos para calcular ciertos limites que impli- 
can formas indeterminadas, mediante la aplicacion t de un 
teorema denommado regla de V Hopital, se estudian en 
las secciones 7.7 y 7.8, 

Hasta antes' de la seccion 7.9 se consideran unica- 

rrrente integrates propias, las cuales son integrales defi- 

nidas de funcrones continuas en un intervalo cerrado. 

Las integrates impropias, las cuales tienen limites de 

integracion infinito o tienen un integrando que po- 

>ee una discontinuidad infinita en los limites de 

integracion, se presentan en las dos secciones 

finales de este capitulo. 
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7.1 INTEGRACION POR PARTES 



Antes de discutir las diferentes tecnicas de integration, se presenta una lista 
numerada de las formulas tipicas de integration indefinida estudiadas en los 
capftulos anteriores que ocurren con frecuencia. 



1. \ du = u + C 



2. 



3. 



4. 



5. 



6. 



9. 



10. 



11. 



12. 



13. 



14. 



15. 



16. 



17. 



a du — au + C donde a es cualquier constante 
[/(") + g(M)]du = \f(u)du + \g(u)du 



u n du = « + c n * -1 

n + 1 



du i i I ^ 

— = In \u \ + C 



a u du - + C donde a > y a * 1 

In 3. 



e u du = e u + C 



sen u du - -cos u + C 



eos udu - sen u + C 



sec 2 u du = tan u + C 



esc 2 u du - -cot u + C 



sec w tan u du = sec u + C 



esc w cot u du — -esc w + C 



tan w dw = In | sec u | + C 

cot w du = In | sen u | + C 

sec u dw = In | sec u + tan u | + C 

esc w £?w = In | esc u - cot u | + C 
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18. , du = sen" 1 - + C donde a > 

19. [^J» = Itan-'-H + C 

20. f ; ^ = is 

J u^Ju 2 -a 1 a 

21. I senh udu - 
I. I cosh udu = 



donde a * 



- sec" 1 - + C donde a > 
a 



cosh w + C 

22. I cosh udu = senh u + C 

23. seen 2 udu - tanh a + C 



J» 



24. 


1 csch 2 udu - -coth w + C 


25. 


sech m tanh udu = -sech w + C 


26. 


csch u coth udu = -csch u + C 


27 


f Jw spnh" 1 M + r 




J Vw 2 + a 2 a " 




= ln(w + V" 2 + a 2 ) 


28 


f Jm poQh-i u + r 




J Vw 2 - a 2 fl 



29. 



J a 2 - * 2 



= ln(u + 4u 2 - a 2 ) + C si w > a > 
i tanh" 1 - + C si I u I < a 



-coth -1 - + C si I ul > a 

V a a f 



2a 



-In 



a + u 



+ C siu * a y a * 



Una de las tecnicas de integracion mas ampliamente usadas es la integration 
por partes, que se obtiene de la formula para la derivada del producto de dos 
funciones. Si/y g son funciones diferenciables, entonces 

f(x)g'(x) = D x [f(x)g(x)] - g(x)f'(x) 
Al integrar cada miembro de esta ecuacion se obtiene 



\f(x)g'{x)dx = \D x [f(x)g(x)]dx- \g(x)f'i 



\x)dx 



(1) 
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La formula ( 1 ) recibe el nombre de formula de integracf 6n por partes. Para 
los prop6sitos de cdlculo, una forma mds conveniente de esta fbrmula se ob- 
tiene al considerar 



u = f(x) y v = g(x) 
Entonces 

du = f'(x) dx y dv - g'(x) dx 
de modo que (1) se transforma en 



I u dv — ttv - I v da 



(2) 



Esta formula expresa la integral \ u dv en terminos de otra integral, j v du. 
Mediante una eleccion adecuada de u y dv, puede evaluarse mas facilmente la 
segunda integral que la primera. Cuando se eligen las sustituciones para u y dv, 
por lo general se considera que dv es el factor mds complejo del integrando 
y puede integrarse directamente, y que u es una funcion cuya derivada es una 
f unci on mas simple. Este m6todo se muestra mediante los ejemplos y ejemplos 
ilustrativos siguientes. 

; EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sedeseaevaluar 

x In x dx 



\> 



A fin de determinar las sustituciones de u y dv, tenga en mente que para 
obtener v debe integrarse dv. Esto sugiere que se considere dv ~ x dx y u = 
In jc. Entonces, 



v = 4r + C\ y du = ^ 

2 l J x 



Al sustituir los valores correspondientes en la formula (2) se obtiene 

J* ln **= ln *(T + Cl )-/(T + c ')f 

= ^-ln^ + C, lnjc - I j xdx - C x \ { 



dx 
x 



X i , r^ i x 



^rlnx + Ci lnjc - - A Cilnjc + C 2 

2 4 



= \x 2 In jc - \x 2 + C 2 



En el ejemplo ilustrativo 1 observe que la primer constante de integracibn 
C\ no aparece en la respuesta final. C\ se utiliza s61o para mostrar que todas las 
elecciones para v de la forma ~x 2 + Q conducen al mismo resultado de 
J jc In jc dx. Esta situacion es verdad en general, y se demostrara como sigue: 
Al escribir v + C { en la fbrmula (2) se tiene 

\u dv = u(v + C x ) - (v + C { ) du 

= uv + C x u - v du - C\ \ du 
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\u - \ v du - C\u 



= uv + C\u 
= mv - v du 
Por tanto, no es necesario escribir C\ cuando se determina v a partir de dv. 

l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se verif-icara" el resultado del 
ejemplo ilustrativo 1 mediante el calculo de la derivada de la respuesta. 



D x (±*lnx - \*) - xlnx + \* 2 (±) ~ \ 



2 X 



— jc In X + ^X - ~x 

- x\xix 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 A fin de evaluar 

|xV 2 <fr 



I' 



se realiza una sustituci6n para los exponentes no lineales, lo cual debe ser una 
practica comun antes de aplicar cualquier otra tdcnica. 

Sea w = x 2 ; por lo que dw = 2x dx. Entonces se tiene 



|jtV 2 <& = i |jcV 2 (2xdx) 



■■*/• 



Ahora se utiliza la integraci6n por partes con u = w y dv = e w dw. Entonces 

du ~ dw y v = e w 
Al efectuar las sustituciones correspondientes en la f6rmula (2) se tiene 

= \ [we w - e w ]+ C 
Al reemplazar w por jt 2 se obtiene 



! 



*v 2 <k = ixV J - ±e* 2 + c 



► EJEMPLO I Evalue 
x cos x dx 



y apoye graficamente la respuesta. 
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[-10, 10] por [-10, 10] 
y = x cos x y NDER (jc sen x + cos jc, x) 

FIGURA 1 



Solution Sean u = x y dv = cos x dx. Entonces 

du = dx y v = sen* 
Por tanto, 



/ 



/■ 



jc cos jc dx — x sen jc - sen jc dx 

— x sen jc + cos x + C 

La figura 1 muestra las grdficas de 

y = x cos jc y NDER (jc sen jc + cos jc, jc) 

trazadas en el rectdngulo de inspecci6n de [-10, 1 0] por [-10, 10]. El hecho de 
que las graTicas coincidan apoya la respuesta. ^ 

L> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Enelejemplol,sienlugarde 
elegir u y dv como se hizo se hubiese considerado 

u = cos jc y dv = xdx 
entonces 



du = -sen xdx y v = ~x 2 



Asf, 



I 



x cos xdx = 4r- cos jc + i jc 2 sen jc dx 



*/* 



La integral de la derecha es mds complicada que la integral original, debido a 
que la potencia de x se ha incrementado, lo cual indica que estas no son 
elecciones adecuadas para uy dv. ^ 

La integraci6n por partes se utiliza con frecuencia cuando el integrando 
contiene funciones trigonom&ricas inversas y logarftmicas. 



► EJEMPLO 2 

tan -1 xdx 



Evalue 



/• 



Sol UC l6n Sean u = tan l x y dv = dx. Entonces 



du = 



dx 



1 + JC^ 



y v = jc 



Por tanto, 

tan"" 1 jc dx = jc tan" 1 jc 



/• 



f xdx 

' J 1 + JC 2 



= JttaiT 1 * - jln(l + x 2 ) + C 



En el ejemplo siguiente, se tiene una integral en la que se requieren aplicaciones 
repetidas de la integraci6n por partes. 
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► EJEMPL0 3 Evalue 
(In jc) 2 dx 



/« 



Sol UC ion Sean u = (In jc) 2 y dv = dx. Entonces 

du = 2 In*! — dx) y v = x 
Por tanto, 

I (Xnxfdx = jc(huc) 2 - jc[~2 lnjcf i) <£c] 

= jc(lnjc) 2 - 2 lnjcdfr 

Otra vez se aplica la integracion por partes. Sean u = In jc y dv = dx. 
Entonces, 

du = —dx y V = x 
x 

De modo que se obtiene 



(lnjc) 2 <£c = jc(lnjc) 2 - 2| Jclnjc - I *(-<**) 

= jc(ln jc) 2 - 2x In x + 2 \ dx 
= jc(Injc) 2 - 2jclnjc + 2jc + C 



► EJEMPL0 4 Evalue 
\ x s*«xdx 



J- 



Solution Sean w = r* y </v = sen jc dx. Entonces 

du = e x dx y v = -cos jc 
Por tanto, 

e x sen jc dx = -e x cos jc + \e x cos jc <£c 

La integral de la derecha es semejante a la primera integral, excepto que cos jc 
aparece en lugar de sen jc. Se aplica la integraci6n por partes otra vez 
considerando u - e x y d v = cos jc dx. Asi, 

du - e x dx y v = senjc 
Por tanto 

e x sen xdx = -e x cos jc + I e x sen jc - \ e x sen jc dx 
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En el miembro derecho se tiene la misma integral que en el izquierdo. Por 
lo que se suma j e x sen x dx en ambos miembros de la ecuacion, obteni^ndose 



2 e x sen x dx - -e x cos x + e x sen x + 2C 



Observe que el miembro derecho de la ecuaci6n anterior contiene una cons- 
tante arbitraria debido a que en el miembro izquierdo se tiene una integral 
indefinida. Esta constante arbitraria se escribio como 2C de modo que cuando 
se dividan los dos miembros entre 2, la constante arbitraria de la respuesta fi- 
nal sera C. En consecuencia, 



\ 



e x &sxixdx — ^^(sen* - cosjc) + C 



Al aplicar la integraci6n por partes a una integral especffica, un par de elec- 
ciones de u y dv puede funcionar mientras que otro no. Esto se vio en el ejemplo 
ilustrativo 4, y otro caso similar se presentara en el ejemplo ilustrativo 5. 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 En el ejemplo 4, en el paso 
donde se tiene 

e x sen x dx = -e x cos x + I e x cos x dx 



e x ssi\xdx = -e x cosjc + 



si se evalua la integral de la derecha considerando u = cos x y dv = e x dx, 
se tiene 

du = -senxdx y v = e x 
De modo que se obtiene 

e x sen x dx ~ ~e x cos x + ( e x cos x + e x sen x dx J 

= \e x sen x dx 

lo cual, por supuesto, es correcto pero no conduce a ninguna parte. ^ 

La respuesta para una integral indefinida se puede apoyar empleando 
NINT en la graficadora para la integral definida correspondiente con una 
elecci6n arbitraria de los limites de integracion, como se muestra en el ejemplo 
ilustrativo siguiente. 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Se desea evaluar la integral 
definida obtenida de la integral indefinida del ejemplo 4 con 1 y 2 como limites 
de integraci6n. Entonces, 

e x senxdx = \e x \ senjc - cosjc 

= |e 2 (sen 2 - cos 2) - ^e(sen 1 - cos 1) 
= 4.487560335 
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En la graficadora se tiene 

NINTC^sen*, 1, 2) = 4.487560335 

lo cual apoya la respuesta anterior con diez digitos significativos. Por supuesto, 
este procedimiento no es una prueba determinante de que no se han cometido 
errores algebraicos cuando se evalua la integral indefinida, pero proporciona un 
apoyo poderoso a la respuesta. A 

Las integrates que contienen potencias de funciones generalmente se eva- 
luan mediante formulas de reduccion, asi llamadas debido a que la f6rmula 
reduce el exponente de la potencia. Muchas de las f6rmulas que aparecen en 
una tabla de integrates son f6rmulas de reducci6n, algunas de las cuales se dedu- 
ciran conforme se avance en este capitulo. En el ejemplo siguiente se obtiene 
la primera de estas formulas. 

W EJEMPLO 5 Deduzca la siguiente f6rmula de reduccion, donde 
n es cualquier nrimero real. 



/'""**-"<*-" J*"""** 



Sol UC ion A fin de deducir la formula se utilizara integration por partes 

con u = x n y dv = e x dx. Entonces 

du ~ nx n ~ l dx y v - e x 
Por tanto, 

x n e x dx = x n e x - I e x (nx n ~ ] dx) 



x n e x dx = x n e x - e 

= x n e x - n x n ~ x e x dx 



La formula de reduccion del ejemplo anterior aparece como la f6rmula 98 
en la tabla de integrates que se encuentran al final del libro. Esta formula de 
reducci6n se aplica en el ejemplo siguiente. 



W EJEMPLO 6 Utilice NINT en la graficadora para aproximar con 
seis digitos significativos el valor de 

x 2 e x dx 

Jo 

Confirme la respuesta aplicando la formula de reducci6n del ejemplo 5. 



Jo 



Sol UC ion En la graficadora se obtiene 

NINT(* 2 e\ 0, 2) = 12.7781 
A partir de la formula de reducci6n del ejemplo 5 con n = 2, se tiene 



x 2 e x dx = x 2 e x - 2\ xe x dx 
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Otra vez se aplica la formula de reduction con n = 1 , obteniendose 



I jc V dx = x 2 e x - 2\xe x - I e x dx) 



/: 



= jcV - 2xe x + 2e x + C 
Con este resultado se evaltia la integral definida. 

2 e x dx = x 2 e x - 2xe x + 2e x ]* 

= (4e 2 - 4e 2 + 2e 2 ) - 2e° 
= 2e 2 - 2 
= 12.7781 

lo cual confirma la respuesta. ^ 

En los ejercicios 49 y 50 se le pedira que deduzca las f6rmulas siguientes, 
donde ay n son numeros reales diferentes de cero. Ellas corresponden a las 
formulas 105 y 106 de la tabla del final del libro. 



e 
e au sen nudu = -= j(a sen nu - n cos nu) + C (3) 



e 
e au cos nu du = -^ ^(a cos wh + n sen nu) + C (4) 



En aplicaciones de ecuaciones diferenciales ocurren con frecuencia 
integrales de las formas (3) y (4) relacionadas con la electricidad. 



EJERCICIOS 7.1 



En los ejercicios 1 a 24, evalue la integral indefinida. Verifique 
la respuesta mediante diferenciacion, como en el ejemplo ilus- 
trativo 2, upoye la respuesta con la graficadora, como en el 
ejemplo 1, o numericamente, como en el ejemplo ilustrativo 6. 



15. \e x cosxdx 16. JjcV^dx 

17. f * 3dx 18. f sen 2x dx 

h jxe 3x dx 2. J.*cos2xdx i9t jVsenhjrdx 20. \ -£L^ dx 

3. J^secta^dx 4. f x y* ^ f cot^Vz & 22 . f -, ^ 

r r J Vz J 

5. I In 5 jc dx 6. sen" 1 w dw C ^ f , ,_ 

J J 23. cos V^? dx 24. tan" 1 V^ dx 

7. fSLOi* 8. f*sec 2 ;cdx 

£w los ejercicios 25 a 32, calcule el valor exacto de la integral 
9. I * tan" 1 * dx 10. I ln(;c 2 + l)dx definida. Apoye la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 

11. f "** 12. f* 2 sen3;cdx 25. f * 2 3*dx 26. J 

J (x + l) 2 J ^ ~ J - 



ln(^ + 2) dx 

i 

*/3 



13, (sen(lny)dy 14. j sen t ln(cos t) dt 27 - J sen 3h> cos w dw 28. J z 2 cos2zdz 
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•3s/4 



x cot x csc x dx 



r 4 r 3i 

29. V* \nxdx 30. 

31. J sec" 1 4t dt 32. I xsen~ l xdx 



En los ejercicios 33 y 34, utilice NINT en la graficadora para 
aproximar con seis digitos significativos el valor de la integral 
definida y confirme la respites ta aplicando la formula de reduction 
' del ejemplo 5. 

•3 



33. 



r 



x 5 e x dx 



34. 



Jo 



35. Determine el area de la regi6n limitada por la curva y — In x, 
el eje x y la recta x = e 2 . 

36. Calcule el volumen del solido generado al girar la regi6n del 
ejercicio 35 alrededor del eje x. 

37. Determine el volumen del solido generado al girar la region 
del ejercicio 35 alrededor del eje v. 

38. Calcule el area de la regi6n acotada por la curva y = 
x csc 2 x, el eje x y las rectas x = ^n y x = \k. 

39. Determine el area de la regi6n limitada por la curva v = 

2xe~ x ! 2 , e i e j e x y la recta x - 4. 

40. Calcule el volumen del solido de revolution generado al girar 
alrededor del eje x la region del ejercicio 39. 

41. La densidad lineal de una barra en un pun to situado a x metros 
de un extremo es 2e~ x kilogramos por metro. Si la barra 
mide 6 m de longitud, determine la masa y el centra de masa 
de la barra. 

42. Determine el centroide de la regi6n limitada por la curva 
v = e x , los ejes coordenados y la recta x =c 3. 

43. Determine el centroide de la region del primer cuadrante 
acotada por las curvas y = sen x y y = cos x, y el eje y. 

44. La region del primer cuadrante limitada por la curva y = cos 
x y las rectas y = 1 y x ~ ^;r se gira alrededor de la, 
recta x = jn. Calcule el volumen del solido generado. 

45. Un tanque lleno de agua tiene la forma de un solido de revo- 
lucion generado al girar alrededor del eje x la region limitada 
por la curva y = e~ x , los ejes coordenados y la recta x = 4. \ 
Calcule el trabajo realizado al bombear toda eJ agua hacia la 
parte superior del tanque. La distancia se mide en pies. Con- 
sidere la parte positiva del eje x verticalmente hacia abajo. 

46. Una particula se mueve a lo largo de una recta, y s pies es la 
distancia dirigida de la particula desde el origen a los t se- 
gundos. Si v pies por segundo es la velocidad a los t segun- 
dos, 5 = cuando t = 0, y v • s = t sen t, exprese s en 
terminos de t y determine s cuando t - ^n. 

47. La funcion de costo marginal es C y C\x) = In jc, donde 
x > 1 . Determine la funcion de costo total si C(x) d61ares es 
el costo de produccion de x unidades y C(l) = 5. 

48. Un fabricante ha descubierto que si 100x unidades de un 
articulo particular se producen por semana, entonces el costo 
marginal esta determinado por x2 x f 2 y el ingreso margi- 

- nal esta determinado por 8 * 2~ x ^ t donde el costo de produc- 
cion y el ingreso se calculan en miles de dolares. Si el costo 



fijo semanal asciende a $2 000, calcule la maxima utilidad 
semanal que puede obtenerse. 

49. Deduzca la f6rmula (3). 

50. Deduzca la formula (4). 

En los ejercicios 57 y 52, utilice NINT en la graficadora para 
aproximar con seis digitos significativos el valor de la integral 
definida y confirme la respuesta aplicando la formula (3) o (4) de 
esta section. 

J* ff/3 /• ff/4 

e 4x sen3xdx 52. e 3x cos4xdx 

n{6 Jff/8 

53. (a) Deduzca la formula siguiente, donde n es cualquier 
numero real: 



/ 



jc"lnjt<£t 

(n + l) 2 
U\nx) 2 



-[(n + l)lnjc - 1] + C si n * -1 , 



si n = -1 



(b) Utilice la formula del inciso (a) para determinar el valor 
exacto de 



r 



jc 3 In x dx 



(c) Apoye la respuesta del inciso (b) empleando NINT en ta 
graficadora. 

54. Deduzca la formula siguiente, donde ry q son cualesquiera 
dos numeros reales. 



/ 



x r (In xf dx 

jc r+l (ln^ 
r + 1 



Jrxh 



(lnjc)^ 1 



\\nxf' { dx si r * -1 
■ t i j 

+ C si r - -1 y q * -1 



q+1 
In I In x | + C si r = -1 y q 



55. Si j (t) = coulombs por segundo es la corriente desde un ca- 
pacitor cargado bajo decaimiento pasajero a trav6s de un 
resistor a los t segundos, entonces 



i'<0 



I xe x dx 



Si E{T) watts es la energia disipada para / e [0, T], en- 
tonces 



E(T) 



Rf W)] 2 dt 

Jo 



Donde R ohms es la resistencia. Si R = 50, quanta energia se 
ha disipado cuando T = 1? 

56. Describa la t6cnica de integraci6n por partes. Incluya en su 
descripci6n las directrices que deben seguirse al elegir las 
sustituciones para u y dv. 
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7.2 INTEGRALES TRIGONOMETRICAS 



Las integrates trigonometricas implican operaciones algebraicas sobre 
funciones trigonometricas. Ya se ha visto como evaluar algunas integrales 
trigonometricas mediante la aplicacion de las f6rmulas 8-17 listadas al principio 
de la secci6n 7. 1 . Ahora, se aplicaran estas f6rmulas e identidades trigonometricas 
para evaluar integrales que contienen productos de potencias de funciones 
trigonometricas. Se comenzara con productos de potencias de seno y coseno, 
y se distinguir£n tres casos que dependen de que los exponentes sean ntimeros 
enteros positivos pares o impares. 

CASO 1 (i) I sen"* dx o (ii) J cos"x dx t dondc nesun utimero 
entero positive impar 
(I) Factor 

sen*x<fr = (se^xyiymxdx} 

= (sen 2 4 (n ^ l)ft («A*<fr) 

= CI ■ - <#£ xfiT-W (sen x dx) 
(ii) Factor 

cos 11 xdv= (cos"" } *Xcos x4x) 

= (ca& 2 xft-Wlcmxdx) 

= (1 - sea? *)<r l *-(«w Jt <fr) 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Semostraraelcasol(ii) 

cos 3 x dx = cos 2 *(cos x dx) 

= I (1 - sen 2 *)(cos * dc) 

= cos;tdt - sen 2 * cos * dc , (1) 

Para la segunda integral de (1) observe que como rf(sen x) = cos x dx, 
setiene 



/■ 



sen 2 jc(cos x dx) = jsen 3 * + C\ 
Debido a que la primera integral de (1) es sen x + Ci, 



\ 



cos 3 x dx = sen * - | sen 3 * + C 



► EJEMPLO I Evalue 
sen 5 * <£x 



J> 



sen 5 xdx = ( 
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y apoye numencamente la respuesta. 

Solucion Se procede como se sugiri6 en el caso l(i). 

(sen 2 xj 2 sen jc dx 
= I (1 - cos 2 jc) 2 sen x dx 

— (1-2 cos 2 + cos 4 x) sen jc dx , 

= |se„^-2|co s2jcsen ^ + |cos^se n ^ 
= -cosjc + 2 cos 2 jc(-sen jc dx) - cos 4 x(- sen xdx) 



= -cos* + |cos 3 jc - ^cos 5 * + C 



A fin de apoyar numencamente la respuesta se calcula la integral definida 
correspondiente con una eleccitfn al azar de los limites de integration, por 
ejemplo, -2 y 3. 



( 



3 13 

sen 5 xdx = -cos x + ~ cos 3 x - ^ cos 5 x 

2 



= -cos 3 + |cos 3 3 - |cos 5 3 + cos(-2) - |cos 3 (-2) + |cos 5 (-2) 
= 0.1627341019 

En la graficadora se obtiene 

NINT(sen 5 jc, -2, 3) = 0.1627341019 

lo cual es acorde con lo anterior y proporciona un apoyo poderoso para el valor 
de la integral indefinida. 4 



CASO 2 J sen" x cos* i dx, domic al menos tmo dc kM exponqries cs 

un ndmero entero positi vo irojwr. En la solution de este caso se utilua un 
m£todo semejante al empteado en d caso 1 , 

(1) SUesimpar,entonces 

sen" x cos™ x dr a sen"" 1 x cc/& m x(ien x dx) 

= (■ett*ix)&"- 1 * &rf*je(mi xdx) 
= (1 - cos 2 xfr-Wort*x(*iAxdx} 

(U) Si m cs impar, enionces 

sen" x cos* xdx ^ sea*,* fiogS -1 jdfeds x A> 
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D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se mostrara- el caso 2(i). 
sen 3 x cos 4 x dx = sen 2 x cos 4 *(sen x dx) 

= (1 - cos 2 x) cos 4 x(sen x dx) 

= cos 4 x sen * tic - cos 6 x sen x tic 

= - 5 cos 5 * + y cos 7 x + C ^ 

No se pueden seguir los procedimientos de los casos 1 y 2 para integrar 
potencias de seno y coseno cuando ningtin exponente es impar. En tal caso se 
aplica una u otra de las identidades siguientes: 

sen 2 * = l ~ c ° s 2x cos 2 * = l + °° s 2x 






CASO 3 (i) sen" x dx, (ii) j cptf x dx* o (iii) I sen" x cds" 1 x dx m 

donde m y n son mimeros eDteros positives panes. 

(1) Factor 

sci^xd* * (i&Pxy&dx 

(U) Factor 

cos"** s? (cos 2 x)^ 2 dr 

(1H) Factor 

sen" x cos™ jc dx = (sen* jc)*/ 2 (cos?*)"** 

W* / 1 j. »« *»«. W 2 *•- 



= f 1 -cos 2s W 1 + cos 2x r 2 ^ 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 



sen 2 **** = 



1 - cos 2x j^ 



= ±x - ^sen 2x + C 



► EJEMPLO 2 



Evahie 



cos 4 xdx 
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Solucion Esta integral pertenece al caso 3(ii). 
tcoffixdx- [{ l + C ™ 2x ) 2 dx 

= j \dx + \- cos 2x dx + j I cos 2 2x dx 

I I 1 + cos 4jc i 
4j 2 

2x + i \dx + i cos 4x dx 



= t* + Tsen 2x + 
4 4 



= t* + Tsen 
4 4 



= 7JC + 7 sen2jt + ^x + ^sen4* + C 

4 4 J2 



^jc + ^sen2;c + ^sen4jt + C 



(m ( ., sen m£ 




Determine el centroide de la regi6n del primer 



► EJEMPL0 3 

cuadrante ubicada a la izquierda de la recta x = ~Ky limitada por la curva 
y = sen jc, el eje x y la recta x = ~n. 

Solucion Se utilizan los simbolos A, M x , M y9 x y y como se definieron 
en la secci6n 6.3. En la figura 1 se muestra la regidn y el i-6 simo elemento 
rectangular de area. Primero se calcula el area de la region. 



A = lim V sen m i ^i x 

IWho ~[ 



-i 



t/2 



sen x dx 



Jo 



njl 



Despues se aplicala definici6n 6.3.2 para calcular M x y M y . A fin de evaluar la 
integral para M y se utiliza integration por partes con u = x y dv = sen x dx. 



M r 



lim ^ j [sen m,] 2 A;* M y = lim ^ m, sen m, A ( -jt 



M\->o j=1 
nil 

sen 2 x dx 



cos 2x 



1 r /2 1 

" 2 Jo 

* - i sen 2^J q 

= UH 



4x 



■I 



/r/2 

jc sen jc dx 




= -jc cos x 



= -x cos jc + sen jc 



r /2 f*' 2 ,, 

+ COS* OX 

Jo Jo 



/r/2 



= -^cos^w + sen ~K 



= ^n 



= 1 



7.2 INTEGRALES TMGONOMETRICAS 559 



Por tanto, 



M y - M x 

x = X y= X 



i i 

= i - u 



Conclusion: El centroide esta en el punto (1 , \ n). A 

El ejemplo siguiente presenta otro tipo de integral que contiene un 
producto de seno y coseno. 



► EJEMPLO 4 Evaliie 
sen 3* cos 2x dx 

Solucibn Se aplica la identidad trigonom&rica siguiente: 

senwucosn* = |sen(m - n)x + ySen(/?7 + n)x 

sen 3* cos 2x dx = I -sen x + ^sen 5x J dx 

= — sen x dx + - sen 5x dx 
-^ cos 5x + C 



Para evaluar integrales de la forma 

tan m x sec" x dx y cot m x esc" x dx 

donde my n son niimeros enteros no negativos, se aplican las identidades 
1 + tan 2 * = sec 2 * y 1 + cot 2 * = esc 2 * 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

(esc 2 * - 1 ) dx 



(2) 



cot 2 *d* = ( 



= esc 2 * dx - \c 



dx 
= -cot* - * + C ^ 



I tan M Jti£ro(ii) J coi n xdx,i 



CAS04 (i) | tan M Jti£ro(ii) J cot n x^4ondenesunntiroer0enterc> 

positivo. 

(i> Rfctor 

taiVjtdr = tan* -2 x tan 2 x dx " 
= tan 1 ^ 1 x{scc 2 x - l)dx 
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<H) Factor 

cot n xdx = cot"" 2 x cot 2 x dx 

bb c&L n ' 2 xicsc 1 x - \)dx 



/• 



► EJEMPLOS Evalue 

tan 3 jc dx 

So I UC ion Se utiliza el metodo sugerido por el caso 4(i). 
tan 3 jcdx = tanjc(sec 2 jc - 1) dx 

= tan jc sec 2 x dx - tan jc dx 
= ^tan 2 jc + In | cos jc | + C 



/■ 



► EJEMPL0 6 Evalue 

cot 4 3jc dx 

SollKton Esta integral pertenece al caso 4(ii). 
cot 4 3jc dx = cot 2 3jc(csc 2 3jc - 1) dx 



= cot 2 3x esc 2 3jc dx - cot 2 3jc dx 



= k-cot 3 3jc) - (csc 2 3jc - l)dx 



= -|cot 3 3jc + |cot3jc + jc + C 4 

CASO 5 (i) |scc n x&ftto (ii) 1 fttf x dx t donde n es un niimero 
entero positive* par, 

(l> Factor 

sad' jf fie - see*" 2 j^kc 2 x dx) 

= fc*#*)< fl ^Asec 2 xd*) 

(Ii) Factor, 

csc*jt*£c = esc*" 2 #(eic 2 xrfx) 

* {C»c 2 x^&icsc 2 x dx) 
o (cot 2 * + D^-^csc 2 ****) 
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► EJEMPLO 7 EvaWe 

CSC 6 JC<£c 

Sol UC ion Se sigue el procedimiento indicado en el caso 5(ii). 
esc 6 x dx ~ (cot 2 x + 1 ) 2 esc 2 jc dx 

- cot 4 jc esc 2 x dx + 2 cot 2 x esc 2 jc <£c + esc 2 jc dx 



= -|cot 5 Jc - yCOt 3 JC - COtJC + C 



CASO 6 (i) tatf i x$Gc It, xdx o (it) I cor^xcsc^j^dondcmesun 
itrfmcro entero positive par. 

(I)* FflCtGT 

tan n x sec™ ;t dr" = tan* jc setf 1 " 2 jefstee 2 ji dx) 

= tab n jr(sec 2 jc) c,f, ^ 2 ^<sec 2 jtdbc) 
= bfcPjt(tah 2 x + 1}<^^(scg 2 x<&) 
(Of Factor 

c0t N xcsc*r<fe <* H cGt*-tcSc^**<)c$c^x€fct) 

= cdf xfcdt 2 * + ^""^(csc^xdx) 



N' EJEMPLO 8 Evaltie 
tan 5 jc sec 4 jc <£c 

SdKlcion Se procede como se sugM<5 en el caso 6(i). 
tan 5 Jcsec 4 jc^Zx = tan s x(t&fi jc + l)sec 2 jc<£c 

= tan 7 jc sec^'jc dx + tan 5 jc sec 2 jc dx 

= |tan*jc + ±wPx + C < 

CASO 7 (i) | tan" x sec* x^o #^j f$M;'d^f Jt dx. dfcade n eT 
lie numero entero posiifcto$A|tejM ' 

(I) Factor ' 

tan" x sec"* M 1- M^j**^ii x Oft **£) .■ 

= (set*! - iyra4^ij<|Mrlttxai)' 
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m Factor 

cot" x esc™ x dx = cot*" 1 jccsc*' 1 #(csc xcotxdx) 

= (QQfix^^QSCP^XiCSGXCMxdx) 

= .(csc 2 ^- l^^csc" 1 " 1 x(cscxcolxdx) 



I- 



► EJEMPL0 9 Evalde 
"tanW,* 

Solucion Esta integral pertenece al caso 7(i). 

tan 5 x sec 7 jc d* = tan 4 x sec 6 jc sec xtmxdx 

= (sec 2 jc - l) 2 sec 6 jc(sec x tanx)dx 

= (sec 10 x - 2 sec 8 * + sec 6 jc)(sec x tan * <£c) 

= -pjSec 11 * - |sec 9 jc + jsec 7 jc + C ^ 

Se han dejado dos casos de potencias impares de la secante y la cosecante 
hasta el final debido a que estos casos requieren un concepto diferente que 
implica integraci6n por partes. El proceso se tlustra en el ejemplo siguiente. 

► EJEMPLO 10 Evalde 

SQC 3 xdx 

Solucion Para la integracion por partes, considere u = sec x y dv = 
sec 2 xdx. Entonces 

du = sec jc tan x dx y v = tan x 

Por tanto, 

scc 3 xdx = secjctanjc - sec x tan 2 jc dx 
sec 3 jc dx = sec x tan x - sec jc(sec 2 x - 1) dx 
sec 3 xdx = sec* tan* - sec 3 jc<£c + secjcd* 

Al sumar sec 3 jc dx en los dos miembros se obtiene 

2 sec 3 jc dx — sec jc tan jc + In j sec jc + tan jc | + 2C 

scc 3 xdx = jsecjctanjc + -|ln|secjc + tanjc| + C ^ 
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CASQ8 (i) scc n xdx o (ii) esc" xdx f donde n es un numero ente- 
ro positiyo impar, 

Aplique integraci6n por partes. 

0) Considered = sec"" 2 jr y dv = sec 2 xdx. 
(ii) Considered - csc n ~ 2 x y dv - csc 2 xdx. 

A fin de integrar una potencia impar de la secante o cosecante, puede 
aplicarse una formula de reducci6n, como las proporcionadas por las formulas 
77 y 78 de la tabla de integrates del final del libro. Se le pedira que deduzca la 



formula 77 y la aplique para evaluar sec 5 x dx en el ejercicio 65 



/■ 






CASO 9 (i) tan" x sec m x dx o (ii) cot rt x csc m x dx, donde n es 

un numero entero positivo par y m es un numero entero positive impar. 
Exprese el inlegrando en lerminos de potencias impares de la secante 
o cosecante y despue*s siga las sugerencias del caso 8. 

(i) Factor 

tan" x sec 1 " x dx - (tan 2 xr 2 sec" 1 x dx 

- (sec 2 *- \y^ 2 SGC m xdx 
(ii) Factor 

cot" x csc ffl x dx = (cot 2 xy^ 2 csc m x dx 

= (csc 2 x - \J^ 2 c^c m xdx 



\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

tan 2 ;csec 3 jc^c = (sec 2 ;c - l)sec 3 jtdx 

= sec 5 xdx - sec 3 ;cdx 

Para evaluar estas integrates utilice integracion por partes, como en el ejemplo 
10, o una formula de reduction de la tabla de integrates, ^ 



EJERCICIOS 7.2 



En los ejercicios 1 a 34, evaltie la integral indefinida. Como usted ( i f 2 1 

desee, verifique la respuesta mediante diferenciacion o apoye la . W J sen * * ) J cos -^x 
respuesta con la graficadora, gr&fica o numericamente, como en * * 

el ejemplo J. 4. (a) I cos 5 x dx (b) I sen 2 3jc dx 

1. (a) I sen 4 jtcos;c<£t (b) I cos 3 4jcsen 4xdx 5. (a) I sen 2 Jtcos 3 Jt<£t (b) I Vcos z sen 3 z dz 

2. (a) I sen 5 jtcosJt<£t (b) I cos 6 ~x sen ±xdx 6. (a) I sen 3 *cos 3 jt<£x (b) I 3 C0S x dx 
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7. cos 4x cos 3x dx 



9. | sen 3y cos 5y dy 
tan 2 5jc dx 

•J 

15, 



/ 

/ 

-■/ 

13. J jccot 2 2x 2 <£t 

i. I cot 3 1 dt 

17. \tan 6 3xdx 

19. |sec 4 Jtd!x 

il. JV 

/ 

25. J cot 2 3jccsc 4 3x<£c 

29. f ^^w-1 

J cos z w 

■I 



*tanV)<k 



23. tan 6 jcsec 4 jc<£t 



cot 2 * 



33. \^Adx 



16. tan 4 Jtd[x 



18. esc x dx 



(tan 2x + cot 2x) 2 dx 28. 



30. 



8. I sen 2x cos 4x dx 

10. I cos t cos 3f A 

12. L*tanV)d!x 
14. cot^fdf 

'•/■ 
/■ 

20. J coflxdx 

22. jf^Ul^ 

24. j tan 5 jc sec 3 x dx 

26. I (sec 5x + esc 5*) 2 dx 

J 1 + cos x 

J v* 

/ 
/ 



32. \^l d y 

sec J y 



34. | !2»^£<fe 



£« /os ejercicios 35 a 48, determine el valor exacto de la in- 
tegral definida. Apoye la respuesta utilizando NINT en la 
grqficadora. 



35. I cos 3 x dx 36. I sen 3 1 cos 2 1 dt 
Jo Jo 

37. I sen 4 ±;rjc<£t 38. , ( sen 3 Im'dt 
Jo Jo 

f 1 f* 12 

39. sen 2 nt cos 2 nt dt 40. sen 2 \x cos 2 ±jc , 

Jo Jo 

Jrrc/8 i*ff/6 ; 

sen 3jc cos 5* dx 42. I sen 2x cos 4x dx 
o Jo 



■ ff/12 



43. tan 3 4x<£c 44. 3sec 4 2f</f 

Jff/16 Jff/8 



sec 6 *d[x 



/•*/4 

45. 

J-n}4 
/•a/2 4 

47. I S°£ 
J,r/4 sen & f 



dr 



46. 



48. 



^ 3 , 3 

tan J * 



I 

/•»/4 

Jitjb 



dx 



cot 3 w <ftv 



49. Calcule el area de la regi6n acotada por la curva y — sen 2 jc 
y el eje x desde x = hasta x ~ k. 

50. Determine el volumen del s61ido de revolucion generado al 
girar un arco de la curva senoidal alrededor del eje x. 

51. Calcule el volumen del solido de revolucion generado si la 
regi6n del ejercicio 49 se gira alrededor del eje x, 

SI* La region limitada por el eje y y las curvas v = sen x y 
y = cos jc para < jc < ~ n, se gira alrededor del eje x. 
Calcule el volumen del s61ido de revolucion generado. 

53. Determine el volumen del s61ido de revolucion generado si 
la regi6n del ejercicio 49 se gira alrededor de la recta v = 1 . 

54. La region del primer cuadrante acotada por la curva y = 
cos jc y las rectas v = 1 y jc = ^ 7t, se gira alrededor del 
eje x. Calcule el volumen del solido generado. 

55. Determine el centroide de la regi6n desde jc = 1 hasta 
jc = ~ n limitada por la curva v = cos jc y el eje jc. 

56. Determine el centroide de la region del ejercicio 52. 

57. Determine el area de la region limitada por la curva v = 
tan 2 jc, el eje x y la recta jc = ~ n. 

58. Calcule el volumen del solido de revolucibn generado al 
girar, alrededor del eje jc, la regi6n acotada por la curva v = 
3 esc 3 x, el eje jc y las rectas x - -^n y x - ^n. 

59. Determine el volumen del s61ido de revoluci6n generado si 
la regi6n limitada por la curva v - sec 2 jc, los ejes coor- 
denados y la recta jc = ~ % . se gira alrededor del eje x, 

60. La cara de una presa tiene la forma de un arco de la curva 

v = -100 cos 200 nx > x e [~1°0> 10 °]> y la superficie del 
agua esta hasta la parte superior de la presa. Determine la 
fuerza debida a la presibn del agua sobre la cara de la presa 
si la distancia se mide en pies. , 

61. Si n es cualquier numero entero positive demuestre que 



r 



sen 2 njc dx 



62. Si n es un numero entero positivo impar, demuestre que 

T 

cos" jc dx 



f 

Jo 







En los ejercicios 63 y 64, demuestre que la formula es verdadera, 
donde my n son cualesquiera dos numeros enteros positivos. 



"• i' 



cos httjc sen mTTje dx = 



sen n^jc sen m^jc dx 



si m ^ n 

1 si m = n 
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65. (a) Deduzca la formula de reduction siguiente, donde n ^ 2 
y n es un numero entero: 



f sec" 



jc dx 



J c^n-2 



sec jc tan x + 



^Ll (see n - 2 xdx 
n - 1 J 



n - 1 

(b) Aplique la formula de reduction del inciso (a) para 

. evaluar I sec 5 x dx 

66. Aplique la formula de reduction del ejercicio 65 para eva- 
luar cada una de las integrates siguientes: 



(a) I sec 6 xdx (b) sec 7 xdx 



67. (a) Deduzca la formula de reduction siguiente donde n > 1 
y n es cualquier numero entero: 



J sen" 



jc dx = — sen" ' jc cos jc + 



^ [sen"- 2 jc^ 



(b) Aplique la formula de reducci6n del inciso (a) para 
evaluar I sen 5 jc dx. (c) Compare la respuesta del inciso (b) 

con la respuesta del ejemplo 1, y demuestre que las dos 
respuestas son equivalentes. 

68. (a) Deduzca la formula de reduction siguiente donde n > 1 
y n es cualquier numero entero: 

cos"jc<£c = -cos" -1 jcsen jc + ?— — cos n_2 jc<±c 
J n n J 

iliqui 



(b) Aplique la formula de reduction del inciso (a) para 
evaluar I cos 4 jc dx. (c) Compare la respuesta del inciso (b) 



con la respuesta del ejemplo 2, y demuestre que las dos 
respuestas son equivalentes. 

69. (a) Demuestre que: 



/« 



(b) Deduzca una formula semejante a la del inciso (a) para 

I tan jcsec"jc*£c si n * 
70. Evaliie 

I sen 3 jc cos 3 jc dx 

mediante tres metodos: 

(a) I sen 3 jc cos 3 jc dx - I sen 3 jc cos 2 jc(cos jc dx) 
Considere cos 2 x = 1 - sen 2 jc y u = sen jc. 

(b) I sen 3 jc cos 3 jc dx = I sen 2 jc cos 3 jc(sen jc dx) 
Considere sen 2 jc = 1 - cos 2 jc y u = cos jc. 



/ 



(c) sen 3 jc cos J jc dx 



I 



(2 sen jc cos jc) 3 dx 



Aplique la identidad sen 2jc = 2 sen jc cos jc. 

(d) Explique la dif erencia aparente de las respuestas obtenidas 
en los incisos (a)-(c) y por que son equivalentes. 



7.3 INTEGRACION DE FUNCIONES ALGEBRAICAS MEDIANTE 
SUSTITUCION TRIGONOMETRICA 



Ya se ha visto como algunas tecnicas de integraci6n requieren de una sustituci6n 
de cambio de variable. En esta secci6n se estudiaran sustituciones que implican 
funciones trigonometricas las cuales conducen a integrales trigonom^tricas. Se 
mostrara con tres casos como el cambio de variable mediante sustitucibn 
trigonometrica permite con frecuencia evaluar una integral que contiene una 
expresion de una de las formas siguientes donde a > 0: 



Va 2 - x 2 



4a 2 



Vx 2 - a 2 



CASO 1 El integrando contiene una expresion de la forma 4a 2 - x 1 , 
donde a > 0. 

Introduzca una nueva variable 6 considerando x = a sen ft donde 

OstffiJ* sijrSiO y -|* s $ < si x < 
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En este caso, con x = a sen 0, dx = a cos d9, y cos 9 > porque 
- + 7T < < ^.Mdsadn, 

Vfl 2 - x 2 = -sja 2 - a 2 sen 2 6 
= Va 2 -Jl - sen 2 



= ^/cos 2 
= cos 



porque a > 
porque cos > 




FIGURA 1 




j<0 
FIGURA 2 



► EJEMPLO I 



Evalue 



I 



V9 



rfr 



y apoye num£ricamente la respuesta. 

Solucion Observe que el denominator es x 2 , entonces x^O. Con la 
sustitucion indicada en el caso 1 , sea x = 3 sen 0, donde < < ^ /r si 
* > 0, y - ! 7: < < si * < 0. Entonces, dx - 3 cos d6 y 

V9 - x 2 = ^9 - 9 sen 2 



= 3 Vcos 2 
= 3 cos 



Por tanto, 

V9 - jc 2 






3 cos 
9 sen 2 

= \ cot 2 OdO 



Q cos OdO) 



= (csc 2 - l)dO 

= -cot^ - + C 

Como sen = ^y-|^< < ^7T, = sen -1 |x A fin de determinar 
cot 0, refierase a las figuras 1 (para* > 0) y 2 (para x < 0). En cualquier caso 



cot0 = 



49^? 



4¥ 



V9~ 



Asf, 

-I 

La respuesta se apoya numericamente al calcular una integral definida 
correspondiente con una eleccion arbitraria de los If mites de integraci6n, por 
ejemplo 1 y 2. 



r 



V9 - x 2 



V9 



~ Sen " ] f 



V5 _, 2 ^ , 1 

= - — — - sen l -z + v8 + sen l ~ 

2 3 3 

= 1.320502389 
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En la graficadora se obtiene 

nint = ( ^ 9 ~ * 2 , 1,2) = 1.320502389 

lo cual es acorde con lo anterior y proporciona un apoyo poderoso para el valor 
de la integral indefinida. ^ 



CASO 2 El integrando conriene una exprcsi6n de la forma Va 2 + jc 2 , 
donde a > 0. 

Introduzca una mieva variable $ coiisiderando x = a tan 0, donde 

G £ < |* . ii jtSO y -i*: < 9 < si ;t < 

Conjc = atan6,dx = asec 2 0d0,ycomo-^K < 9 < ~K,sec9 > L 
Ademas, 



4a 2 + x 2 = V a 2 + a 2 tan 2 6 

= 4a 2 \j\ + tan 2 6 

= ^Vsec 2 
= a sec 




FIGURA3 



4 


V5 




o 


^^ 






V* 2 + 5N. 


JC 



*<0 
FIGURA4 



► EJEMPLO 2 Evalue 

Vjc 2 + 5 4r 
y apoye graficamente la respuesta. 



1 



Sol UC i6n Esta integral pertenece al caso 2. Sea jc = V5 tan 0, donde 
< 9 < \n si jc > 0, y -^*r < < si x < 0. Entonces, <£c = V 5 
sec 2 Gd6 y 



= V5Vsec 2 
= V5 sec 



Por tanto, 



V* 2 + 5 <& = I V5 sec 0(V5 sec 2 <*0) 
= 5 I sec 3 9d9 



+ + Para sec 3 9, se aplica el resultado del ejemplo 10 de la section 7.2 y se obtiene 

I 



Vj? + 5 dx = -sec 0tan + |ln | sec + tan 0\ + C 



Se determina sec 9 a partir de las figuras 3 (para jc > 0) y 4 (para x < 0). En 
ambos casos 



sec = 



/jc 2 + 5 
V5 
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En consecuencia, 




[-9,91 por (-2, 101 
y = ^ x 2 +5 



\ 



4x^T~5 dx = | • i*L+A ■ -^ + | In 
2 45 45 2 



Vjc 2 + 5 jc_ 
45 - 45 



+ c 



= yW* 2 + 5 + | ln|v'jc 2 + 5 + jc| - f In 45 + C 



= £Wjc 2 + 5 + | ln(v Jc 2 + 5 + x) + Q 



Observe que se sustituyo -|ln V5 + C por la constante arbitraria Cj. 
Tambien,como V* 2 + 5 + jc > 0, seeliminaron las barrasde valor absolute 
La figura 5 muestra las graficas de 



y = Vjc 2 + 5 y NDER(^W* 2 + 5 + § ln(V* 2 + 5 + jc), jc) 

trazadas en el rectangulo de inspecci6n de [-9, 9] por [-2, 10]. El hecho de que 
las graficas coinciden apoya la respuesta. ^ 



NDER(i*V* + 5 + §ln(V* + 5 +x),x) 



FIGURA 5 



CASO 3 El integrando comiene una expresion de la forma V* 2 " <* 2 - 
donde a > 0, 

Introduzca una nueva variable flconsiderando x = a sec 6, donde 

£ B < ~x si * £ a y k ^ B < \iz si jc ^ -a 

Con x = a sec 0,dx = a sec tan dO, y tan > porque < < 
~K o it < 6 < \n. Ademas, 



V* 2 - a 2 = yja 2 sec - a 2 

= Va^Vsec 2 - 1 

= a-\jtm 2 
= a tan 



► EJEMPL0 3 

dx 



Evalue 



\ 



x 3 ^x 2 - 9 



Solution Se observa que \x\ debe ser mayor que 3 de modo que 
V* 2 - 9 sea un numero real distinto de cero. Siguiendo la sugerencia del 
caso 3, sea x = 3 sec 0, donde 0< < ^7t si x > 3, y 7t < < j tt si 
x < -3. Entonces rfjt = 3 sec 0tan OdOy 



V* 2 - 9 - ^9 sec 2 0-9 
= 3 Vtan 2 



3tan0 



Por tanto 



f * a f 



3 sec tan 9 dO 



27 J 



27 sec 3 9 ■ 3 tan 
cos 2 0d0 
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FIGURA 6 





> + 



-*; 



(1 + cos 20) dO 



= ±(8 + ^sen20) + C 
= j~ A (d + sen0cos<9) + C 

Como sec 8 - |jc y 8 esta en (0, ^rc) U (7T, |;r), = sec" 1 |jc. Cuando 
jc > 3, < 8 < j7t, y se obtienen sen 8 y cos 0de la figura 6. Cuando jc < 
-3, K < 8 < | n y de la figura 7 se obtienen sen y cos 8. En ambos casos 



Asf, 



10 


dx 


2 

9 


- 9 


y cos 8 - 


3 


9 

+ 




* 3 




3 




V* 2 -9 
18jc 2 


C 



+ c 



Observe en el ejemplo 3, el papel importante desempeiiado por el con- 
tradominio de la funcitfn secante inversa. El hecho de que 0est6 en el primer 
o tercer cuadrante permite concluir que tan 8 > 0, de modo que ^tan 2 8 = 
tan 8. Recuerde que en la seccion 5.7, donde se eligio este contradominio, se 
indico que dicha eleccion rendina frutos en esta seccion. 

W EJEMPLO 4 Utilice una sustitucion trigonometrica para de- 
mostrar que si u > a > 0, entonces 



du 



^u 2 - a 2 



ln(« + 4u 2 - a 2 ) + C 



De la sustitucion indicada en el caso 3, sea u = a sec 8, donde 

2 = a tan 8. Por 



Solution 

< 8 < jK. Entonces dx = a sec 8 tan 8d8 y V W 2 
tanto, 

:0 tan dO 



f du _ f a sec I 

J ^u 2 - a 2 J 

I- 



tan 8 
= I scc8d8 
= ln(sec 8 + tan 0) + C 



Observe que no se emplearon las barras de valor absoluto porque tanto sec 8 
como tan 8 son positivos en este caso. De la figura 8 se determina tan 8, donde 

tan 6 = iZZZ 
a 

Por tanto, 



J ^u 2 - a 2 Va a ] 



+ Ci 



= ln(w + Vw 2 - a 2 ) - lna + C] 
= ln(w + Vw 2 - a 2 + C 
donde C = Cj - In a. 
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La formula de integraci6n indefinida del ejemplo 4 se mostr6 en la seccidn 
5.9 como una expresion, en terminos de un logaritmo natural, de la f6rmula (10) 
del teorema 5.9, 1 0, el cual tambien expresa la integral en terminos de la funci6n 
coseno hiperbolico inversa. La mayoria de las tablas de integrates proporcionan 
las dos formas. 




► EJEMPLO 5 



Calcule el valor exacto de 



dx 



Ji (6-x 2 )V2 



V6sen 0, donde < B < \n. 



y apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 

Solution La integral indefinida correspondiente pertenece al caso 1. Se 
restringe 0al primer cuadrante porque los limites de la integral definida indican 
que x > 0. Por tanto, se considera x 
Entonces dx = V6cos OdO y 

(6 - x 2 )^ 2 - (6 - 6 sen 2 6>) 3/2 
= 6V6(l-sen 2 d) 3/2 
- 6V6(cos 2 0) 3/2 
= 6 V6 cos 3 e 
En consecuencia, 

V6 cos d6 



J(6-* 2 ) 3 / 2 J 



6V6 cos 3 e 

de 
cos 2 e 

sec 2 ede 



= £tan e + C 
De la figura 9 se determina tan e obteni^ndose 
tan0 = 



Je^ 2 



Por tanto, 

•2 



f 



dx 



(6 



2)3/2 



X 




6^6 - 


-* 2 ! 


1 
3V2 


" 6V5 


V2 
6 


V5 
30 


5V2 - 


- V5 



30 
A fin de apoyar esta respuesta, se calcula en la graficadora 

NINT(l/(6 - * 2 ) 3 ' 2 , 1,2) = 0.1611666611 

Con el mismo numero de digitos significativos 

5V2 - V5 



30 



0.1611666611 



lo cual apoya la respuesta. 
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EJERCICIOS 7.3 



En los ejercicios la 12, evalue la integral indefinida, y apoye la 
respuesta numerica o grdficamente en la graficadora, segdn lo 
desee. 



i. fi* 



V4 - r 



3. f * 

J xjx 2 + 4 



it 



, J. (Ax 2 -. 

9 f sec 2 

' J (4 - tan 2 



9) 3/2 



2 x) 3/2 



d* 10. 



11. fta 

J wViii 2 



wVln 2 w - 4 



dw 



a/ 

I. f ^_ 

J U 2 - 6z + 
12. f €1 

J ( 9e ~2x + 



(2 + * 2 ) 3/2 
wNw 2 - 7 



U 2 -6z + 18) 3/2 
— d* 

3/2 



En /cm ejercicios 13 a 22, determine el valor exacto de la inte- 
gral definida y apoye la respuesta empleando NINT en la 
graficadora. 



,, r 



dx 



i W25 - x 2 



15. f . 2 dt 

h t^t 4 + 25 

2 V4x + x 2 
Jo 



Vl6 - X 



J-2 (5 - 



d* 20. 



■2 (5 - 4jc - jc 2 ) 3/2 



14. J Vl - u 2 

Jo 

J\ JC 4 Vl6 + . 

— *r 

(16 + x 2 ) 
J2 W* 4 - 4 



16. 



18. 



dx 



dx 



En los ejercicios 23 a 30, aproxime a cinco digitos significativos 
el valor de la integral definida utilizando NINT en la graficadora. 
Confirme analiticamente la respuesta. 



23. r-^ 

Jvb x 2 4x r V 

J -6 
4 W* 2 ~ 4 



27. f ^ 2 V25 - x 2 dx 
Jo 

' f ln2 e' c 

29. dt 30. 

Jo (e 2t + Se< + 7) 3/2 Jo 



24. f-*^ 

Jo V^^ 2 

26. f * 

*r * 



(w 2 - 4) 3/2 



Vl6 - 



d* 



£>i los ejercicios 31 a 33, emplee los metodos anteriores a esta 
seccidn (esdecir, sin unasustitucion trigonometrica) para evaluar 
las integrates. 



,/ 



33. 



x-4*x 2 - 9 



■dx 



,,j 



5x 



S ~2x 2 



dx 



dx 



34. Determine el £rea de la regi6n limitada por la curva 
y = Vjc 2 - 9/jc 2 , el eje x y la recta x = 5. 

35. Calcule la longitud de arco de la curva y = In x desde el 
punto donde x = 1 hasta el punto donde x = 3. 

36. Obtenga el volumen del s61ido generado al girar la region del 
ejercicio 34 alrededor del eje y. 

37. Determine el volumen del s61ido de revolucidn generado 
cuando la regi6n ubicada a la derecha del eje v limitada por la 

curva v = x^9 - x 2 y el eje jc, se gira alrededor del eje a:. 

38. Calcule la longitud de arco de la parabola y = x 2 desde el 
punto (0, 0) hasta el punto (1,1). 

39. Determine el centra de masa de una barra de 8 cm de longitud 
si la densidad lineal en un punto a x centimetros del extremo 
izquierdoes V* 2 + 36 gramos por centimetre 

40. La densidad lineal de una barra en un punto a x metros de un 

extremo es 4 9 + x 2 kilogramos por metro. Obtenga la ma- 
sa y el centro de masa de la barra si esta mide 3 m de longitud, 

41. Determine el centroide de la region limitada por la curva 



yx* 



4~x 



9 , el eje jc y la recta x = 5. 



42. Utilice integraci6n para obtener Kr 2 unidades cuadradas 
como el area de la region acotada por una circunferencia de 
r unidades de radio. 

43. Un tubo cilindrico horizontal tiene un diametro interior de 
4 pie y esta cerrado en un extremo median te una compuerta 
circular que cubre exactamente la salida del tubo. Si el tubo 
contiene agua a una profundidad de 3 pie, calcule la fuerza 
ejercida por la presion del agua sobre la compuerta.' 

44. Una compuerta de una acequia tiene la forma de un segmen- 
to (casquete) de cfrculo de 4 pie de radio. La parte superior 
de la compuerta es horizontal y esta - 3 pie arriba del punto 
m£s bajo de la compuerta. Si el nivel del agua esta* 2 pie por 
arriba de la parte superior de la compuerta, calcule la fuerza 
ejercida por la presi6n del agua sobre la compuerta. 
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45. El tanque para gasolina de un autom6vil tiene la forma de 
cilindrocircular recto de 8 pulg de radio con un eje horizontal. 
Calcule la fuerza debida a la presi6n de la gasolina cuando 
6sta tiene una profundidad de 12 pie y si la densidad de la 
gasolina es de 039 oz/pulg 3 . 

46. Una tractriz, la cual tiene aplicaciones en problemas de per- 
secution, es una curva tal que la longitud del segmento de cada 
recta tangente desde el punto de tangencia hasta el punto de 
interseccidn con el eje x es una constante positiva a. Vea la 
figura adjunta. Demuestre que una ecuacion de la tractriz es 



47. 



, ( a + J a 2 - y 2 \ r^ 

= aln l — hr—)- ^ a 



Sugerencia: sea P(x, v) cualquier punto de la tractriz y sea a 
el angulo de inclinaci6n de la recta tangente a la tractriz en P. 
Muestre que sen a - y/a, y en consecuencia que tan 



a = -yf-fa 
rencial 



Despu6s resuelva la ecuaci6n dife- 



<** ^a 2 - y 2 
donde y = a cuando x = 0. 




Suponga que usted pertenece a la marina y que esta en la orilla 
de un muelle mientras jala un bote mediante una cuerda de 
1 5 pie de longitud, de modo que el bote se desplaza sobre una 
tractriz (vea el ejercicio 46). Refierase a la figura adjunta 
donde el muelle esta a lo largo del eje x, y que inicialmente 
usted estaba en el origen y el bote en el punto (0, 1 5) sobre el 
eje y. (a) ^Cuanto habra caminado usted cuando el bote se 



encuentre a 12 pie del muelle? Exprese la respuesta con dos 
cifras decimales. (b) ^Que tan alejado estara el bote del 
muelle cuando usted halla caminado 20 pie? Exprese la 
respuesta con dos cifras decimales. Necesitara la graficadora 
para resolver la ecuacion. 




48. Suponga que un perro, que persigue a un conejo, se mueve 
sobre la curva de persecuci6n, una tractriz (vea el ejercicio 
46), de modo que siempre avanza en direction del conejo, y 
que la la rapidez del perro nunca excede a la del conejo. 
Refierase a la figura adjunta donde el conejo, inicialmente 
ubicado en el origen, se mueve a lo largo del eje x, y el perro 
estaba inicialmente en el punto (0, a). Explique por que el 
perro siempre esta a la misma distancia del conejo, de modo 
Xv -§ue nunca lo atrapara. 




49. (a) Utilice la sustitucion trigonometric a x 
determinar el valor exacto de la integral 



2 sec 8 para 



r 



dx 



(b) Explique por que no puede emplearse la sustitucion 
trigonom&rica x — 2 sen 8 para evaluar la integral defini- 
da del inciso (a). 



7 A INTEGRACION DE FUNCIONES RAC ION ALES 
Y CRECIMIENTO LOGJSTICO 



Usted sabe como combinar dos o mas expresiones racionales en una expresion 
racional mediante adici6n o sustraccion. Por ejemplo, 



Ix - 1 



* + 2 



- 3 



(jc + 2)(x - 3) 



(1) 



Suponga que se desea lo contrario, es decir, representar una expresion racional 
simple como una suma de dos o mas cocrentes simples, llamados fracciones 
parciales. Necesitard realizar esto con frecuencia cuando integre funciones 
racionales. 
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En su curso de algebra o de matematicas previas al Calculo aprendio como 
escribir una funcion rational como la suma de fracciones parciales. Si no lo hizo 
y desea un repaso, o si nunca ha estudiado fracciones parciales, lea la section 
A. 1 1 del apendice antes de continuar con esta section. 




[-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2] 

y x 2 -x~6 
NDER (In | (x + 2)\x - 3/ | ,*) 

FIGURA 1 



► EJEMPLO I 

lx - 1 



Evalue 



I 



dx 



x* - x - 6 
y apoye grdficamente la respuesta. 

Sollicion Al factorizar el denominador del integrando se obtiene 

lx - 1 = lx - 1 

x 2 - x - 6 (x + 2)(x - 3) 

Observe que el miembro derecho de esta ecuacion es el mismo que el miembro 
derecho de la ecuacion (1). En el ejemplo ilustrativo de la secci6n A.l 1 del 
apendice se descompone esta fraction en las fracciones parciales del miembro 
izquierdo de la ecuacion (1). Por tanto, 

{ 2 7x ' 1 dx= l-^dx, \-±-dx 
J x 2 - x - 6 J x + 2 J x - 3 

= 3 1n|x + 2| + 41n|x - 3| + C 

= In | (x + 2) 3 | + In | (x - 3) 4 | + C 

= In | (x + 2)\x - 3) 4 | + C 

La figura 1 muestra las graficas de 

lx - 1 



y = 



x 2 - x - 6 



y NDER(ln | (x + 2)\x - 3) 4 | , x) 



trazadas en el rectangulo de inspection de [-9.4, 9.4] por [-6.2, 6.2]. Como las 
graTicas coinciden, se ha apoyado la respuesta. ^ 



► EJEMPLO 2 

du 



Evalue 



J 



Solucion 





1 


= A + 

u - a 


u + a 


■ 




u 2 -a 2 




Si se multiplica por (u - a)(u + a) se, 


obtiene 




1 = A(u 


+ a) + B(u - 


a) 






1 = (A + 


B)u + Aa - 


Ba 




Al 


igualar los coeficientes se tiene 






A + B 


= 








Aa - Ba 


= 1 
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Si se resuelve este sistema para A y B, se obtiene 

A= f B=-± 

la 2a 



Por tanto, 



J u 2 - a 2 2a J u - a 2a J u + a 



In I w - a I - — - In I u + a \ + C 



2a ' ! 2a 

-Llnlif— ^ 
2a i m + a 



J-ln|iL^£| + C 



El tipo de integral del ejemplo anterior ocurre con demasiada frecuencia 
por lo que se presenta como una formula. No es necesario memorizarla porque 
la integration mediante fracciones racionales es muy simple. 



= J-lnliL^lj + C (2) 



J a 2 - a 2 2a "* I u + a 

Si se tiene j du/(a 2 - u 2 ), se escribe 

f du _ [ du 
J a 2 -u 2 ) u 2 -a 2 

= -_Li„|iiJUL| + C 
2a I u + a I 

= -Li n |j£^£| + C 
2a I u + a I 

Esta integral tambien esta listada como una formula. 



J: 



-* = Xi„|«Li«| + C (3) 



2a I w + a I 



Esta formula se presento en la seccion 5.9 como la representation me- 
diante un logaritmo natural de la formula (11) del teorema 5.9.10, en el cual 
tambien se expresa la integral en terminos de una tangente o cotangente hiper- 
bolica inversa. Encontrara las formulas (2) y (3) junto con sus representaciones 
mediante funciones hiperbolicas inversas, como las formulas 25 y 26 de la tabla 
de integrales del final del libro. 

En la seccion 5.6 se estudio el crecimiento exponencial que ocurre cuando 
La tasa de crecimiento de una cantidad es proporcional a la cantidad presente en 
un instante dado. El modelo matematico de esta situacion es 

fit) = Be kt (4) 

donde k es unaconstante positiva, B unidades es la cantidad presente inicialmen- 
te y fit) unidades es la cantidad presente a las t unidades de tiempo, donde 
f{t) > B para toda t > 0. Tambien se estudio en la seccion 5.6 el crecimiento 
limitado, el cual ocurre cuando una cantidad se incrementa a una tasa proporcional 
a la diferencia entre un numero positivo fijo A y su tamano. Un modelo 
matemdtico para el crecimiento limitado es 
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/(') 



Be~ 



(5) 



donde B y k son constantes positivas y A - B < f(t) < A para / > 0. Las 
graTicas de (4) y (5) se presentan en las figuras 2 y 3, respecti'vamente. 

Considere ahora el crecimiento de una poblaci6n que esta afectado por el 
medio ambiente que le impone un limite superior a su tamano. Por ejemplo, 
el espacio o la reproduction pueden ser factores limitados por el medio ambien- 
te. En tales casos un modelo matematico de la forma (4) no se ha aplicado debi- 
do a que la poblaci6n no se incrementa mds alia de cierto punto. Un modelo que 
toma en cuenta factores del medio ambiente se obtiene cuando una cantidad 
crece a una tasa que es conjuntamente proportional a su tamano y a la diferencia 
entre un numero positivo fijo A y su tamano. Asi, si y unidades es la cantidad 
presente a las / unidades de tiempo, entonces 



dy 
dt 



ky(A - y) 



(6) 



** donde k es una constante positiva y < y < A para f £ 0. A fin de resolver 
(6), primero se separan las variables y se obtiene 

dy 



y(A - y) 



= kdt 



" /s^-'/* 



(7) 



Al escribir el integrando de la izquierda como la suma de fracciones 
parciales se obtiene 



1 



y(A - y) 
De modo que 



A\y A-y) 



dy 



y(A - y) 



A-y 



dy 



= ^(ln|y| - ln|A - y|) + C, 



Por tanto, de (7), se tiene 




-i- (In | y | - ln|A - y\) = kt + C 2 


\n\A - y\ - \n\y\ - -Akt - AC 2 


In 


A-y 

y 


= -Akt - AC 2 




A -y 


— g~Akt g— AC>2 




y 



Como < y < A y {A - y)jy > 0. Por tanto, se pueden omitir las barras de 
valor absoluto y con B = e~ AC i se tiene 



A - y = Bye~ Akt 

y(\ + Be~ Akt ) = A 

A 

y 



1 + Be 



Akt 



(8) 
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Al considerar v = /(/), se escribe esta ecuaci6n como 
A 



f(t) = 



1 + Be 



■Akt 



t > 



(9) 



donde A, B y k son constantes positivas. Para dibujar la grafica de/, primero 
considere el limite lim /(/). De (9), 



Hm/(/) 



1 + B lim e~ Akt 



/CO 



A 

A t 


L 




1 + B 




O 





f(t) = 



\+Be~ Akt 
FIGURA 4 



1 + B • 

= A 

y /(/) se aproxima a A mediante valores menores que A. Por tanto, la recta 
ubicada slA unidades por arriba del eje / es una asintota horizontal de la graTica 
de/. Como/(0) = A/(\ + B), la graTica intersectaaleje/(/)enA/(l + B). En 
el ejercicio 44 se le pedira que demuestre que la grafica de/tiene un punto de 

inflexi6n en / = — In B, Con esta informaci6n se dibuja la giifica de/, la cual 
se muestra en la figura 4. A esta grafica se le llama curva de crecimiento logistico. 
Observe que cuando / es pequeiio, la grafica es semejante a la del crecimiento 
exponencial de la figura 2, y conforme / crece, la curva es analoga a la del 
crecimiento limitado de la figura 3. 

Una aplicaci6n del crecimiento logfstico en economia es la distribucidn de 
informaci6n acerca de un producto particular. El crecimiento logistico es em- 
pleado por los biologos para describir la propagacion de una enfermedad y por 
los soci61ogos para describir la difusion de un rumor o de un chiste. 



Tabtal 








t 





3 


5 


10 


y 


200 


2800 


?5 


Jio 



W' EJEMPLO 3 En una comunidad de 45 000 habitantes, la tasa de 
crecimiento de una epidemia de gripe es conjuntamente proporcional al numero 
de personas que ban contrafdo la gripe y el numero de personas que no se ban 
contagiado. (a) Si 200 perionas tienen la gripe al brote de la epidemia y 2 800 
la tienen despues de 3 semanas, obtenga un modelo matematico que describa la 
epidemia. (b) Trace la graTica del modelo matemdtico en la graficadora, Estime 
a partir de la grafica cuantas personas se espera que contraigan la gripe (c) 
despues de 5 semanas, (d) despues de 10 semanas. Confirme analfticamente las 
estimaciones. (e) Si la epidemia continua indefinidamente, ^cuantas personas se 
contagiaran de gripe? 

Solution 

(a) Si / semanas ban transcurrido desde el brote de la epidemia y y personas 
tienen la gripe despues de t semanas, entonces 



^ = itv(45 000 



v) 



(10) 



donde k es una constante y < y < 45 000 para/ > 0. Las condiciones 
de frontera se tienen en la tabla 1, donde v 5 y v 10 son el numero de perso- 
nas que tienen la gripe despues de 5 y 10 semanas, respectivarnente. 

La ecuacion diferencial ( 1 0) es de la forma (6), y su solucion general 
es de la forma (8). Por tanto, la soluci6n general de (10) es 



y = 



45 000 



1 + Be- 450O0kt 



(ID 



7.4 INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONAtES Y CRECIMIENTO LOGIST1CO 577 




[0,15] por [0,50 000] 

45 000 
y U224e- 0S996]6t 

FIGURA 5 



Comoy = 200 cuando t = 0, de (11) se tiene 

200=^000 
1 + Be 

1 + B = 225 

B = 224 
Al sustituir este valor de B en (1 1) se obtiene 

45 000 

y I + 224*" 45000 *' 

Cuando t = 3, v = 2 800. De modo que de (12) se tiene 

45 000 



(12) 



2 800 = 

1 + 224<r 135000 * = 



1 + 224*- 135000 * 
45 000 



2 800 

1 + 224e- l35O0Ok = 16.0714 

.-135 000* = 15.0714 
224 

-135 000* = In 0.0672830 

k ^ In 0.0672830 
135 000 

Si se sustituye este valor de k en (12) resulta 

45 000 



v = 



1 + 224e-°* 996l6t 



(13) 



la cual es el modelo matemdtico deseado. 

(b) La figura 5 muestra la grafica de (13) trazada en el rectangulo de inspec- 
cion de [0, 15] por [0, 50 000]. Al emplear el rastreo {trace) y el aumento 
(zoom in), se estima que (c) cuando / = 5, y = 12 882; y (d) cuando 
t = 10, y = 43 785. Ahora se confirmaran analfticamente las estima- 
ciones. 

(c) Comoy = y 5 cuando t = 5, (d) Comoy = y 10 cuando/ = 10, 



v 5 



45 000 



1 + 224^ 4 - 498 °8 
= 12 882.2 

Estos valores confirman las estimaciones. 



vio = 



45 000 



1 + 224*" 8 - 99616 
= 43 785.0 



Conclusion: Despues de 5 semanas, 12 882 person as tendran la gripe, y 
despues de 10 semanas se espera que la tengan 43 785 personas. 
(e) Al calcular lim y se obtiene 



lim 



45 000 



45 000 



+- 1 + 224^- 0899616r 1 + 224 ■ 
= 45 000 

Conclusion: La comunidad completa de 45 000 habitantes contraera" la 
gripe si la epidemia continua indefinidamente. ^ 
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W EJEMPLO 4 En el ejemplo 6 de la section 1 .3 y en el ejemplo 4 
de la section 3.2, se tuvo la siguiente situation: en una comunidad de 8000 
personas, la tasa a la que se difunde un rumor es conjuntamente proportional al 
numero de personas que lo han escuchado y al numero de personas que aun no 
lo han escuchado. Cuando 20 personas han escuchado el rumor, 6ste se difunde 
a una tasa de 200 personas por hora. (a) Si inicialmente 4 personas han escucha- 
do el rumor, obtenga un modelo matemdtico que exprese el numero de personas 
que lo han escuchado como una funcion del numero de horas que se ha difundi- 
do el rumor. Determine cuantas personas han escuchado el rumor despues de 
(b) 5 min, (c) 15 min, (d) 30 min, (e) 1 h, y (f ) 1 h 30 min. (g) Demuestre que la 
poblacion completa escuchara el rumor dentro de 2 h. (h) Utilice la respuesta 
del ejemplo 4 de la section 3.2 para determinar el tiempo en el que el rumor se 
difunde a la tasa maxima. 

Solution En el ejemplo 6 de la section 1.3 se mostro" que si/(jc) personas 
por hora es la tasa a la que el rumor se difunde cuando jc personas lo han 
escuchado, entonces 

/<*) = ^(SOOO-jc) 

Ahora denote la tasa por dxjdt, en lugar de/(jc), de modo que la difusion del 
rumor estd descrita por la ecuacion diferencial 

1 = ^,(8 000-,) (14) 



(a) La ecuacion diferencial (14) es de la forma (6) con A = 8 000 y k 

798 

g(tl es 



ij~. Por tanto, de (8), la solution general de (14), con jc sustituida por 



8{t) 1 + ar<8 wo/798)/ (15) 

Observe que g(t) personas han escuchado el rumor cuando este se ha 
dif undido por t horas. Como 4 personas escucharon el rumor inicialmente, 
entonces g(0) = 4. Asi, 

8000 

4 = K 

1 + Be 

1 + B = 2000 
B = 1999 

Al sustituir este valor de B en (15) se obtiene el modelo matematico 
requerido: 

git) = ^2 (16) 

6W J + 1999^, -(8000/798)* 

En los incisos (b)-(f ), como t se mide en horas, se convierte el tiempo 
indicado a horas y se calculan los valores de funcion requeridos: 

(b) g(±) = 9.2 (c) £(0.25) = 48.8 (d) *(0.5) = 559.4 

(e) g(\) = 7349.5 (f) £(1.5) = 7995 

Conclusion: En 5 min, 9 personas han escuchado el rumor; en 15 min, 
48 personas lo han escuchado; en 30 min~ 559 personas lo han escuchado; en 
1 h, 7 349 personas lo han escuchado; en 1 h 30 min, 7 995 personas lo han 
escuchado. 



7 A INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES Y CRECIM1ENTO LOGIST1CO 579 

(g) Se calcula g{2) - 1 999.97, de lo cual puede asumirse que la comunidad 
completa de 8 000 habitantes ha escuchado el rumor en 2 h. 

(h) En el ejemplo 4 de la section 3 .2, se mostro que el rumor se difundio a la tasa 
maxima cuando 4 000 personas, la mitad de la poblacion, habian escuchado 
el rumor. Se desea determinar el valor de t para el cual g(t) = 4 000. Si se 
sustituye 4 000 por g(i) en (16) se tiene 

4000 = 8QQQ 

1+1 999^8 000/798)/ 
1 + 1999e-(8 000/798)/ ^ 2 

,,-(8 000/798)/ _ ! 

"1999 
e (8 000/798)/ = 1999 

8 000r 



798 



In 1 999 

798 In 1 999 
1 8000 

t = 0.75814 

Al convertir 0.75814 h a minutos se obtiene 45.5 min. 

Conclusion: El rumor se difunde a la tasa maxima 45.5 min despu£s de 
que se initio, en dicho tiempo la mitad de la poblacion ya ha escuchado el 
rumor. ^ 

En quimica, la ley de action de masas para las reacciones de segundo 
orden proporciona una aplicacion de la integration que conduce al uso de 
fracciones parciales. En ciertas condiciones, una sustancia A reacciona con otra 
sustancia B para fbrmar una tercera sustancia C de tal modo que la tasa de va- 
riation de la cantidad de C es proporciona! al producto de las cantidades de A 
y B que no han reaccionado aun en un instante determinado. 

Suponga que inicialmente se tienen a gramos de A y f$ gramos de B y que 
r gramos de A se combinan con s gramos de B para formar (r + s) gramos de 
C . Si x gramos de la sustancia C estan presentes a las t unidades de tiempo, en- 
toncesCcontienerjc/(r + s) gramos de A y sxj{r + s) gramos de B. Entonces el 
numero de gramos de la sustancia A que aun no reaccionan es a - rxj(r + s), 
y el niimerode gramos de la sustancia B que aiin no reaccionanesj3 - sxj(r + 5). 
Por tanto, de la ley de acci6n de masas se tiene 



dt \ r+s/\ r + s } 



donde Kes la constante de proporcionalidad. Esta ecuacion puede escribirse como 
dx _ _Krx_( r + s a _ x )( L±A ._ x 



dt ~ (r + s) 2 \ r 
Al considerar 

k = -7T a - a b = p 

(r + s) 1 r s ^ 

esta ecuacitfn se transforma en 

^ = k(a - x)(b - x) (17) 

Al separar las variables de (17) se obtiene 

^ = kdt 

(a - x)(b - x) 
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Si a = b, entonces el miembro izquierdo de la ecuaci6n anterior puede inte- 
grarse mediante la formula de la potencia. Si a ^ b, se pueden emplear las 
fracciones parciales para la integracion. 

W EJEMPLO 5 En una reaction qufmica se combina una sustan- 
cia D con una sustancia E para formar una sustancia F de modo que la ley de 
action de masas se cumple. Si en la ecuacion (17) a = 8 y b = 6, y 2 g de la 
sustancia F se han forinado en 10 minutos, ^cu&ntos gramos de F se formaran en 
15 min? 

Solution Sean jc gramos de sustancia F presentes a los t minutos. Las 
condiciones de frontera se tienen en la tabla 2, donde jc t5 gramos de sustancia 
F estan presentes a los 15 min. La ecuacion (17) se transforma en 

£ = «8 - jc)(6 - x) 
at 

Al separar las variables se obtiene 

(18) 



Tabla 2 






t 





10 


15 


X 





2 


*15 



J (8 - ,?6 - x) = *J * 



Si se escribe el integrando como la suma de dos fracciones parciales se tiene 

1 = A B 

(8 - jc)(6 - x) 8 - x 6 - jc 

1 = A(6 - x) + B(% - x) 

Al sustituir 6 por x resulta B = | , y si se sustituye 8 por x se obtiene A = - 1 . 
En consecuencia, se escribe (18) como 

Al integrar se tiene 

iln|8 - x\ - iln|6 - jc| + {hi\C\ = kt 

6 - x 



In 



= -2kt 



C(8 - jc) 

6 ~ x - Ce~ 2kt 



8 - x 
Si se sustituye jc por y t por en esta ecuacion se obtiene C = | . Asi, 

|^JL = \e-*' (19) 

8 - x 4 

Al sustituir jc por 2 y t por 10 en (19) se tiene 

4 _ 3 --20* 
6 ~ 4 C 

.-20* _ 8 
C ~ 9 

Si se sustituye jc por jc 15 y / por 15 en (19) se obtiene 
6 ~ *15 = 3 e -30A 



8 -'15 

4(6 - jc 15 ) = 3{e~ 2 ^ 2 {% - jc 15 ) 
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24-4jc 15 = 3(§) 3 > 2 (8-Jt l5 ) 

24 - 4* I5 = 1^1(8 - x l5 ) 

54 - 32V2 
X{5 = 9-4V2 
x {5 « 2.6 

Conclusion: En 15 min se tendran 2.6 g de la sustancia F. ^ 

En el ejemplo siguiente, uno de los factores del denominador es cuadrtf- 
tico. Refierase otra vez a la seccion A.l 1 del ap£ndice, en donde se encuentra 
el procedimiento de la descomposicion en fracciones parciales de este caso. 

W EJEMPLO 6 Utilice NINT en la graficadora para aproximar a 
seis digitos significativos el valor de 

•3 



f 



* 2 -*- 5 -A 



J2 (x - \)(x 2 + 2x + 2) 
Confirme analiticamente la respuesta. 
Sol UC i6n En la graficadora se obtiene 

NINT| * 2 ~ x ~ 5 , 2, 3 ) = -0.0857470 

V (x - 1)(jc 2 + 2x + 2) / 

A fin de confirmar la respuesta se evaliia la integral definida empleando la 
descomposici6n en fracciones parciales del ejemplo ilustrativo 3 de la seccion 
A. 1 1 del ap^ndice, Asi, 

r 3 x 2 - x - 5 ^ = r 3 2xdx + f 3 dx _ r 3 <& (20) 

J 2 (x - \)(x 2 + 2jc + 2) J 2 x 2 + 2x + 2 J 2 x 2 + 2x + 2 J 2 x - 1 

ParaintegrarJ(2xdx)/(jc 2 + 2x + 2), observe que la diferencial del denomina- 
dor es (2x + 2)dx\ por lo que se suma y resta 2 en el numerador, obteni^ndose 

r 2xdx = f (2x + 2)dx _ 2 f <fr 

J x 2 + 2x + 2 J x 2 +2x + 2 J x 2 + 2x + 2 

Si se sustituye de esta ecuacion en (20), se reducen t^rminos y se escribe 
x 2 + 2x + 2 como (x + l) 2 + 1, se tiene 

r 3 x 2 - x - 5 ^ = r 3 (2jc + 2)dx + r 3 ^ r 3 _^_ 

J 2 (x - \)(x 2 + 2x + 2) J 2 jc 2 + 2x + 2 J 2 (* + D 2 + 1 J 2 x - 1 

= ln|jc 2 + 2jc + 2|+ tan-^jc + 1) - \n\x - l|] 3 



= In 



jc 2 + 2jc + 2 



+ tan _1 + 1) 



= ln^ + tan -1 4 - In 10 - tan _1 3 



= -0.0857470 
lo cual confirma la respuesta. 
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EJERCICIOS 7.4 



En los ejercicios 1 a 20, evalue la integral indefinida y utilice la 
graficadora para apoyar la respuesta numerica o grdficamente, 
segun desee. 



• l J" A 2 - J"^ 

3. f *»-" dw 4. f * 
J 2h- 2 + 7w - 4 J x 3 - 

5. f 2 - 2 ^ 

J jc 2 + jt - 6 



d> 



* 2 - 2x 



-dx 



6. f 9 ' 2 -^-^ 

J 3r 2 - 5r - 2 



Sugerencia para los ejercicios 5 y 6: divida el numerador entre el 
denominador. 



7. f * 

J (t + 2) 2 (r + 1) 

J x 3 + : 

■■•/ 



.J 



3jc 2 - jc + 1 



<i* 



3jc 2 
6x 2 - 2* - 1 



io. r ^^w-i ^ 

12 . f-^* 

J 2jc 3 + x 

13. f * + 4 dx 14. f * dt 

J x 3 + 4x J 2f 4 + 5f 2 + 2 

15 J dx 16 J dx 

* J 16jc 4 - 1 J 9x 4 + x 2 

17. f - fit* rfr 18. f 2* 2 + 3* + 2 ^ 

J .r 3 - ;c z + ;c - I J x 3 + 4x z + 6x + 4 

19 fsec 2 r(sec 2 r + l)^ 20 f ^ ^ 
J tan 3 f + 1 J (e 2jc + l) 2 

£>i /os ejercicios 21 a 26, calcule el valor exacto de la integral 
definida y apoye la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 

2i. C-^-L. dx n. C / + 4 <fo 

Jl x 3 + x 2 Jo 2x 2 + 5x + 2 

23. I"* 2 -** + 3* 24. f 2 f + l3 * + 18 <fr 

Jl x 3 + 2jc 2 + jc J t x 3 + 6x z + 9jc 

25. fiiiil* 26 . J"' £* 

Jl 4x + x 3 Jo x 5 + 2x 2 + x + 2 



£>i /<m ejercicios 27 a 32, emplee NINT en /a graficadora para 
estimar con seis digitos significativos el valor de la integral 
definida. Confirme analiticamente la respuesta. 



-f 



5x 2 



3x + 18 



9jc - x 3 



d> 28. 



f 5jt 



5jc 3 - 4x 



16 



d> 



29. 



31. 



r 
r 

Jln2 



-h 3JC -h 3 



JT 

•In 3 



+ X 1 + X + 1 



d* 30. 



12 



2 e 2 ' + 16 



-<fr 



32. 



Jr0.5 - 
o 1 - t 3 

ff/6 



sen x + sen -jc 



-d> 



33. Determine el area de la region limitada por la curva 

y = (x - \ )/(x 2 - 5x + 6), el eje x y las reqtas x = 4 y 
* - 6. 

34. Calcule el area de la region del primer cuadrante acotada 
por la curva (x + 2) 1 y = 4 - x. 

35. Determine el volumen del sdlido de revolucidn generado al 
girar la region del ejercicio 33 alrededor del eje v. 

36. Calcule el volumen del solido de revolucidn generado si la 
region del ejercicio 34 se gira alrededor del eje x. 

37. Determine el centroide de la region limitada por la curva 

v = (x - 1 )/(x 2 - 5x + 6), el eje x y las rectas jc = 4 y 
x = 6. 

38. Determine el centroide de la region del primer cuadrante 
acotada por la curva (x + 2) 2 v = 4 - x. 

39. Calcule el area de la region acotada por el eje jc! el eje y, la 
curva y(x 2 + l) 3 = x 3 y la recta x = 1. 

40. Determine el area de la region limitada por el eje x, el eje y, 

la curva yix 3 + 8) = 4 y la recta jc = 1. 

41. Calcule el volumen del solido de revolucidn generado al 
girar la region del ejercicio 40 alrededor del eje y. 

42. Determine la abscisa del centroide de la region del ejerci- 
cio 40. 

43. Utilice los metodos anteriores a los de esta seccidn (es decir, 
sin emplear fracciones parciales) paraevaluar las integrales: 



(a) 



I'i 



4x + 6) dx 



6x 2 + 18jc 



/ 






44. Demuestre que la graTica de la func ion /definida por (9) 

tiene un punto de inflexion en / = — -lnSyquey = ~A 

Ak 2 

en ese punto. 

45. Un dia en la universidad, cuando 5 000 personas asistieron, 
un estudiante oyo que cierto orador de controversia nana 
una aparicion inesperada. Esta informaci6n fue transmitida 
a unos amigos quienes a su vez la pasaron a otros, de modo 
que la tasa de difusidn de esta informacion fue conjuntamen- 
te proporcional al numero de personas quienes la escucha- 
ron y el numero de personas quienes no la habian escuchado . 
(a) Si despues de 10 min, 144 personas sabian del rumor, 
obtenga un modelo matemdtico que describa la difusidn de 
la informacidn. (b) Trace la grafica del modelo matematico 
en la graficadora. Estime a partir de la grafica cuantas per- 
sonas han escuchado el rumor (c) despuSs de 15 min, y (d) 
despues de 20 min. Confirme analiticamente las estima- 
ciones. (e) ^Cuantas personas, eventualmente, escucharan 
el rumor? 
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46. El ejercicio 26 de la seccidn 1 .3 y el ejercicio 1 2 de la seccibn 
3.2 tratan la siguiente situacibn: en un ambiente limitado, 
donde 1 millon de bacterias es el numero Optimo soporta- 
do, la tasa de crecimiento es conjuntamente proportional al 
numero de bacterias presentes y a la diferencia entre 1 mill6n 
y el numero de dichas bacterias. (a) Si inicialmente se teni'an 
500 bacterias, obtenga un modelo matemanco que exprese 
el ntimero de bacterias presentes como una funci6n del nii- 

' mero de minutos que se nan estado reproduciendo las bacte- 
rias. Determine cu£ntas bacterias estar£n presentes despues 
de (b) 30 min, (c) 1 h, (d) 90 min, (e) 2 h, (f) 150 min. 
(g) Demuestre que el numero Optimo de 1 millon de bacterias 
se tendra en 7 h. (h) Utilice la respuesta del ejercicio 12 de 
la seccidn 3.2 para determinar el tiempo en el que el numero 
de bacterias crece a la tasa maxima. Compare el resulta- 
do con el del ejercicio 44. 

47. El ejercicio 27 de la section 1 .3 y el ejercicio 1 3 de la sec- 
cidn 3 .2 tratan la siguiente situaci6n: suponga que la tasa de 
crecimiento de una epidemia en Fort Bragg, un peque- 
no poblado del norte de California de 5 000 habitantes, es 
conjuntamente proportional al numero de personas infecta- 
das y el numero de personas no infectadas. (a) Si inicialmente 
20 personas estuvieron infectadas, obtenga un modelo 
matemdtico que exprese el numero de personas infectadas 
como una funci6n del numero de dias en que la epidemia se 
ha incrementado. Si la epidemia no se controla, <,cuantas 
personas estaran infectadas despues de (b) 10 dias, (c) 20 
dias, (d) 30 dias, y (e) 60 dias. (f) Demuestre que si la 
epidemia no se controla, entonces la poblacion entera de 
Fort Bragg estara infectada dentro de 6 meses. (g) Utilice la 
respuesta del ejercicio 13 de la seccidn 3.2 para calcular en 
cuantos dias la epidemia crecerd a la tasa maxima. Compare 
el resultado con el del ejercicio 44. 

48. A las 8 a.m. en Fort Bragg ( vea el ejercicio 47) 500 residen- 
tes escucharon un anuncio en la radio acerca de un escandalo 
politico. La tasa de crecimiento de la difusion de la infor- 
maci6n del escandalo fue conjuntamente proportional al 
numero de personas que nan escuchado acerca del escandalo 
y el numero de personas que no lo han escuchado. (a) Si a 
las 9 a.m. 2 000 residentes habian escuchado acerca del 
escandalo, obtenga un modelo matematico que describa la 
difusidn de la information, (b) Trace la grafica del modelo 
matematico en la graficadora. Estime a partir de la grafica 
(c) cu£ntas personas han escuchado acerca del escandalo a 
las 10 a.m., y (d) a que hora la mitad de la poblacion habr£ 
escuchado acerca de el. Confirme analiticamente las 
estimaciones. (e) Demuestre que alrededor de las 3 p.m. la 
poblacidn entera habra" escuchado acerca del escandalo. 

49. La poblacibn de Mendocino, un poblado cercano a Fort 
Bragg, fluctua de un dia a otro debido al numero significan- 
te de turistas que visitan la comunidad. Suponga que el dia 
en que surgi6 el escandalo politico del ejercicio 48, la po- 
blacibn de Mendocino era de A personas, y que el 20% de 
la poblacidn escuchd el anuncio en la radio a las 8 a.m. De 
igual manera que en Fort Bragg, la tasa de crecimiento de 
la difusidn de la information acerca del escandalo en Men- 
docino fue conjuntamente proportional al numero de perso- 
nas que lo han escuchado y el numero de personas que no la 
han es-cuchado. Si a las 9 a.m. el 50% de la poblacidn de 



Mendocino han escuchado acerca del escandalo, ^a que 
hora el 80% de la poblacion lo habra" escuchado? 

50. En una comunidad en la que A personas son susceptibles a 
un virus particular, la tasa de crecimiento del contagio del 
virus fue conjuntamente proportional al numero de personas 
susceptibles que se han contagiado con el virus y el numero 
de personas susceptibles que no se han contagiado. Si el 
1 0% de las personas susceptibles tienen el virus inicialmente 
y el 25% han sido infectados despues de 3 semanas, <,que 
porcentaje de las personas susceptibles se ha infectado 
despues de 6 semanas? 

51. Suponga en el ejemplo 5 que a = 5, b = 4ylgde sustan- 
cia F se forma en 5 min. £ Cuantos gramos de la sustancia 
F se formaran en 10 min? 

52. Suponga en el ejemplo 5 que a - 6, b = 3ylgde sus- 
tancia F se forma en 4 min. ^Cuanto tiempo se requiere para 
que se formen 2 g de la sustancia Fl 

53. En cualquier instante, la tasa a la que una sustancia se 
disuelve es proportional al producto de la cantidad de la 
sustancia presente en ese instante y la diferencia entre 
la concentracidn de la sustancia en ese mismo instante y la 
concentration de la sustancia en una solution saturada. 
Inicialmente, se mezcla una cantidad de un material inso- 
luble con 10 libras de sal, y la sal se disuelve en un tanque 
que contiene 20 gal de agua. Si 5 lb de sal se disuelven en 
1 min y la concentracidn de sal en una soluci6n saturada es 
3 lb/gal, ^cuanta sal se disolvera" en 20 min? 

54. Un fabricante quien comenzo sus operaciones hace cuatro 
aiios ha determinado que el ingreso por ventas se ha incre- 

r 3 + 3r 2 + 6r + 7 



mentado regularmente a la tasa de 



t 2 + 3r + 2 



mill ones de d61ares por afio, donde t es el numero de afios 
que la compam'a ha estado en operation. Se estima que el 
ingreso total por ventas se incremental a la misma tasa 
durante los siguientes dos anos. Si el ingreso total por ven- 
tas al cabo del afio fue de $6 mill ones, ^cual es el ingreso por 
ventas esperado para el nuevo periodo de I afio? De la 
respuesta con aproximacion de cientos de dolares. 

55. Una particula se mueve a lo largo de una recta de modo que 
si v centimetros por segundo es la velocidad de la particula 
a los t segundos, entonces 

t 2 - t + 1 



(r + 2) 2 (r 2 +1) 

Obtenga una f6rmula para la distancia recorrida por la 
particula desde el tiempo r = hasta el tiempo t = *,. 

56. Una particula se mueve a lo largo de una recta de modo que 
si v pies por segundo es la velocidad de la particula a los t 
segundos, entonces 

v= 2 ' + 3 
t 2 + 3t + 2 

Calcule la distancia recorrida por la particula desde el 
tiempo t = hasta et tiempo t - 2. 

57. Compare la curva de crecimiento logistico con las curvas de 
crecimiento exponential y crecimiento limitado. ^En que 
difieren y en que son semej antes? 
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7.5 INTEGRACION MEDIANTE OTRAS TECNICAS 
DE SUSTITUCION Y TABLAS 

Se concluye el estudio de tecnicas de integration mostrando c6mo pueden 
emplearse sustituciones particu lares en ciertas situaciones. 

Si una integral contiene potencias fraccionales de una variable jc, el 
integrando puede simplificarse median te la sustituci6n 

x - z n 

donde n es el mfnimo comun denominador de los denominadores de los expo- 
nentes. Esta sustitucion se ilustra en el ejemplo siguiente. 



► EJEMPLO I Evalue 

V* dx 



/■ 



l + ITx 

Solucion Considere x = z 6 ; entonces dx = 6Z 5 dz. Asf, 
iz 5 dz) 



f x" 2 dx = f zH6z 
J 1 + x ,/3 J 1 + 



= 6| ?Ti* 

Al dividir el numerador entre el denominador se tiene 

= 6(^ 7 - \z 5 + \z 3 - z + tan~ l z) + C 

= f* 7 ' 6 - f* 5 ' 6 + 2* 1 ' 2 - &c 1 ' 6 + 6tan~ ! jc 1 / 6 + C 

No se puede dar ninguna regla general para determinar una sustituci6n que 
proporcione un integrando mas simple. El ejemplo siguiente muestra otra 
sustitucion en donde se racionaliza el integrando. ^ 



► EJEMPLO 2 



Evalue 



/ 



jc 5 V* 2 + 4 dx 



Solucion Seaz = yjx 2 + 4 . Entonces z 2 = x 2 + 4,y2zdz = 2xdx. 
Asi, 



jc 5 Vjc 2 + 4 dx = (x 2 ) 2 ^x 2 + 4 (jc^c) 
= I (z 2 - 4) 2 z(z dz) 
= J(z 6 - 8z 4 + I6z 2 )dz 



= I z 7 _ |,5 + 16 z 3 + c 
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= i^ 3 [15z 4 - 168z 2 + 560] + C 

= ^(jc 2 + 4) 3 ' 2 [15(jc 2 + 4) 2 - 168(jc 2 + 4) + 560] + C 

= ^(jc 2 + 4) 3 ' 2 (15jc 4 - 48JC 2 + 128) + C 4 

Si un integrando es una funcion racional de sen x y cos jc, se puede reducir 
a una funcion racional de z mediante la sustitucidn 

z = tan jx 

como se mostrara por medio de un ejemplo. A fin de obtener la formula para 
sen jc y cos jc en terminos de z se utilizan las identidades siguientes: sen 2y = 
2 sen y cos y y cos 2y = 2 cos 2 y - 1 con y - ~x. Entonces se tiene, 

sen x = 2 sen ^ x cos ~x cos x = 2 cos 2 ^-jc — 1 

?! 1 

sec z ^ jc 





sen \x cos 2 


ijc 




1 

COS ^JC 






n fnn 'r 






z. mn „x ~ 
sec z 


2 X 




2 tan| jc 






1 + tan 2 \ x 




_ 


2z 





1 + tanH jc 



-1 



2 

2 



1 + z^ 

1-z 2 

1 + z 2 



Como z = tan -jjc, entonces 



dz = ^sec 2 ^xdx 



\{\ + tm 2 {x)dx 



Por tanto, 

2dz 



dx = 



1 + z 2 
A continuaci6n, estos resultados se establecen como un teorema. 



7*5.1 Teorema 



Si z =■ tan |x r entonces 

1 + r I + z 2 1 + z 2 



^ EJEMPLO 3 Utilice NINT en la graficadora para aproximar a 
seis digitos significativos el valor de 



( 



dx 



1 - sen jc + cos jc 
Confirme analiticamente la respuesta. 
Solucion En la graficadora se obtiene - 

NINTf ! ,0, KlA = 0.534800 



1 - sen jc + cos jc 
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A fin de confirmar esta respuesta analfticamente, se evalua la integral in- 
definida considerando z — tan |jc y aplicando las f6rmulas del teorema 7.5.1. 



f * f. 

J 1 - sen x + cos jc J 



2dz 
1 + z 2 



2z + 1 - z 2 



1 + z 2 



1 + z 2 



= 2 f * 

J (1 + z 2 ) - 2z + (1 - z 2 ) 

"J- 
■J 



^2 

2 -2z 
dz 



1 - z 
In 1 1 - z I + C 



= -In 1 - tan^ jc j + C 



Por tanto, 

•/r/4 



f 

Jo 



~ = -In ll - tan ^ jc I 

1 - sen jc + cos jc ' 'Jo 

= — In 1 1 - tan^Trl 



= 0.534800 



lo cual confirma la respuesta. 



► CJCMPLO 4 



Considere z = tan ^jc para evaluar 



/■ 



Solution Con z = tan |jc y las f6rmulas del teorema 7.5.1, se tiene 
secjcdx = -$2— 

J J COS JC 



-I 
■'J 



2dz 



1 + z 2 



1 + z 2 1 - z 2 
dz 



= in\\2Ll\ + c (de(3)delasecci6n7.4) 

II - zi 



In 



1 + tan | jc 



1 - tan ^ jc 



+ C 



El valor de f sec jc dx del ejemplo 4 puede escribirse en otra formal considerar 
1 ■= tan jK y despu£s emplear la identidad trigonom6trica 

tan a + tan b 



tan (a + b) = 



1 - tan a tan b 
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De este modo, 

\sccxdx = \n 



tan \n + tan \x 

4 2 



1 - tan - A n *■ tan ~x 



+ C 



I 



secxdx = In | can(^jr + {jc}| + C 



(1) 



Esta f6rmula se muestra en la tabla de integrates, al final del libro, junto 
con la siguiente f6rmula del teorema 5,3.5: 



/ 



sec x dx = In | sec x + tan x | + C 



la cual se obtuvo al multiplicar el numerador y el denominador del integrando 
por sec x + tan x. Otra formula mas para esta integral es 



fsecxdx = llnf } + senx ) + C 
J 2 \ 1 - sen x J 



(2) 



Se le pedira que deduzca esta f6rmula en el ejercicio 67. 

Cuando un integrando tiene una antiderivada definida explicitamente en 
teVminos de funciones elementales, se dice que la integral indefinida esta - 
expresada en forma cerrada. Se han estudiado algunas tecnicas de integracion 
que pueden aplicarse para obtener una integral indefinida expresada en forma 
cerrada. Sin embargo, en ocasiones puede ocurrir que estas tecnicas no son 
suficientes o conducen a una integracion complicada. En tales casos puede 
emplearse una tabla de integrales. En los manuales de matem&ticas se presentan 
tablas de integrales bastante completas. En los libros de Calculo pueden 
encontrarse tablas con las f6rmulas basicas. 

Debido a que en la actual idad existen ciertos programas para algunas 
computadoras y calculadoras que pueden determinar antiderivadas, y que las 
graficadoras pueden aproximar valores de integrales definidas, las tablas de 
integrales no son tan importantes como lo fueron en el pasado. A pesar de esto, 
usted debe aprender como se utilizan dichas tablas y puede encontrar necesario 
aplicar alguna de las t6cnicas de integraci6n para expresar el integrando en 
alguna forma contenida en dichas tablas. 

Las f6rmulas empleadas en los ejemplos y ejercicios de esta secci<5n se 
muestran en la tabla de integrales al final de este libro. Observe que en la tabla, 
el encabezado indica la forma del integrando. Las cinco formulas listadas 
debajo del primer encabezado, Algunas formas elementales, son basicas. El 
ejemplo siguiente utiliza una de las fdrmulas listadas debajo del segundo 
encabezado, Formas racionales que contienen a + bu. 



► EJEMPLO 5 

x dx 



Evalue 



/ 



(4 - *)3 



Solucion La formula 10 de la tabla de integrales es 



/ 



u du 



______ __ J_ 

(a + bu) 3 b 2 



1 



2(a + bu) 2 a + bu 



+ C 
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Al emplear esta f6rmula con w = jc, a = 4 y b - -\ se tiene 



I 



1 



x dx 

(4 - jc) 3 " (=1? 
2 



1 



2(4 - jc) 2 4 - jc 
1 



+ C 



(4 - jc) 2 4 - jc 



+ C 



► EJEMPL0 6 

-dx 



Evalue 



I 



6 - 2e 2x 



Sol UC i6n Si se considera u = e x y du = e x dx, la integral dada se 
transforma en 



I 



du 



6 - 2w 2 
La formula 25 de la tabla es 



J- 



dw 



= -Li„|iLiL«| + C 

2a I u - a I 



(3) 



(4) 



Esta formula puede aplicarse si el coeficiente de u 2 de la integral (3) es 1 en 
lugar de 2. Asi\ se escribe 

f du = j_ f du 
J 6- 2w 2 2 J 3 - u 2 

Para la integral del miembro derecho se aplica (4) con a = V5 , obteniendose 

u + V3 



1 



dw 



1 1 



| 6- 2m 2 2 2V3 
Al sustituir u por e x se tiene 



=— dx = -J— In 

6 - 2e 2 * 12 



In 



u - V3 



1 



e* + 



V3 



V3 



+ C 



+ -C 



► EJEMPL0 7 



Evalue 



1 



V8jc - 3jc 2 



iix 



Solucion La formula 51 de la tabla es 

l ™^»L du = ^lawu 2 + «cos- 1 (l-^) 



J 



4la 



+ C 



(5) 



A fin de aplicar esta formula, primero se factoriza el numerador de la integral 
dada. 



V8jc - 3jc 2 ^ _ f V^j* - 



|V8Z3^ = J 



-dx 



= V3 



J 



t/2(| )x - 



-<i* 
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De la formula (5) con u = xy a = | se obtiene 



/ 



J*x - 3x 2 ^ = ^ 



VF 



X 2 + ~ cos" 



'('-!) 



+ C 



= V8x - 3x 2 + ~= cos" 1 ( 1 - | x) + C 



En el ejemplo siguiente se aplica una f6rmula de reduccion de la tabla de 
integrales. 



► EJEMPLO 8 



Evalue 



/ 



V3 + Ax 



dx 



Soluciotl La formula 22 de la tabla es 



J u 
;sta formu 



fcw 



du = 2-4 a + bu + 



J w\la + bu 



De esta formula con w = jc, a = 3y6 = 4se tiene 

~Ax 



-dx = 2 V3 + Ax + 3 



f dx_ 

J x4T+ 



Ax 



(6) 



A fin de evaluar la integral del miembro derecho de esta ecuaci6n se aplica la 
forma logantmica de la f6rmula 20 de la tabla: 



1 



du 



= 1 

u4a + bu 4a 



In 



Va + bu - 4a 



4a + bu + 4a 



+ C si a > 



Con esta f6rmula y (6) se obtiene 



I 



^ 3 + 4x dx = 2VTT4^ + 3-L) 
x 43 

= 2 4T+~Ax + 43 In 



V3 + Ax 


-V3 


V3 + Ax 


+ V3 

V3 


V3 + 4* - 


V3 + Ax + 


V3 



+ c 
+ c < 



EJERCICIOS 7.5 



En los ejercicios J a 12, evalue la integral indefinida. Vtilice la 
graficadora para apoyar la respuesta numerica o grdficamente, 
segiin lo desee. 



J 3+VI 

J *VTT 
( 2x* + 



4* 

3^ 
2* 3 



'•/ 



8 



3 cos 2x + 1 



dx 



-dx 



[ dx 

' J WTV 

f cos x dx 
J 3 cos x - 5 



*(1 + xf l3 dx 



4c 



9. f i dx 10. ["_** 

J 8 + 7 cos jr J 1 + se 

11. f- <**_ 12. f * 

J 4 sen x - 3 cos x J sen jc + 



sen jc 
dx 



En los ejercicios 13 a 18, utilice NINT en la graficadora para 
aproximar a seis digitos significativos el valor de la integral 
definida. Confirme analiticamente la respuesta. 



13. f ' * - 14. f ^ 

Jo 1 + 4^ Jo x + 

is. r 2 <** i6. r 

J m 42x(4lx^9) Jy 



-dx 



dx 



16 VJt - VA- J 



590 CAPITULO 7 TECNICAS DE INTEGRACION, FORMAS IN PETE RMI NAD AS E INTEGRALES IMPROPIAS 



17. 



Jo 



dx 



5 sen x + 3 



18. 



r*/2 
Jo 



<ix 



3 + cos 2x 



En los ejercicios 41 y 42, emplee una de las formulas 89-94, 
donde el integrando es una forma que contiene una June ion 
trigonometrica inversa. 



En los ejercicios 19 a 24, calcule el valor exacto de la integral 
definida y apoye la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 



41. 



f*/3 

19. 
21. 

J-nJ3 



3dx 



2 sen 2x + 1 

3dx 
2 cos x + 1 



J- jt/4 
_%dx_ 
tan x + 1 

C nj2 
sen 

"Jo 2 + 



I sec" 1 3x dx 42. I tan ' At dt 



2xdx 
cos X 



En los ejercicios 43 a 46, use una de las formulas 95-106, donde 
el integrando es una forma que contiene unafuncion exponencial 
o logaritmica. 



23. 



r vr ^ 24 r" x^ 

Jo l + VI J 2 3 Vx 2 + 4 



£rt los ejercicios 25 a 48, utilice la tabla de integrales presentada 
at final del libro. En los ejercicios 25 y 26, emplee una de las 
formulas 6-13, donde el integrando es una forma racional que 
contiene a + bu. 



-J 
-J 



x 2 e 4x dx 
x 3 \n(3x)dx 



44. 



46. 






\ x 3 2 x dx 
e 2e sen5ddd 



25, 



J 



-dx 



26. 



JiT 



-dx 



(6 - x) 2 J (5 - 2x) J 

£n /as ejercicios 27 y 28, utilice una de las formulas 14-23, donde 



En los ejercicios 47 y 48, utilice una de las formulas 107-124, 
donde el integrando es una forma que contiene una funcion 
hiperbolica. 



el integrando es una forma que contiene Va + bu 

\x VTTTI ax 28. J , j^_ 

J J x 2 VTT 



.,/ 



3y senh 5y dy 



48. j i 



e 3x cosh 5x dx 



27, 



2x 



£n los ejercicios 49 a 64, emplee la tabla de integrates que se 
encuentra al final del libro para evaluar la integral definida. 



En los ejercicios 29 y 30, use una de las formulas 24-26, donde 
el integrando es una forma racional que contiene a 2 + u 2 . 



49 -J, 



dx 



29. 



/ 



dx 



30. 



r dx 

J x 2 +: 



. *(5 - x) 2 

3 



4 - x l J x 2 + 25 

En los ejercicios 31 y32, utilice una de las formulas 27-38, donde 
el integrando es una forma que contiene Vu 2 ± a 2 . 

31. f . dx 32. f -4 Ax 2 + 1 dx 

J -six 2 + 6x J 



51. [-**L 

Jo Vx 2 + 11 

/; 

J Vx 2 + 2x - 15 dx 



53. x 4 inxdx 



50. 



52. 



54. 



f—^—dx 

Jo (1 + *) 2 

/■2 

f * 

Jo (9 + 4* 2 ) 3 ' 2 



£"n /os ejercicios 33 y 34, emplee una de las formulas 39-48, g« i Ja w _ w 2 j w 



dorute e/ integrando es una forma que contiene Va 2 
33. j^Z^dx 34. J- ** 



x 2 V25 - 9x< 



En los ejercicios 35 y 36, use una de la formulas 49-58, donde 
el integrando es una forma que contiene lau - w 2 . 



35. 



/ 



xV4x + x 2 dx 



36. J 



Jix 



dx 



J, 

59. sen 3t sen 5? dt 

J*/8 
rn{2 

61. s< 

Jo 

63. I 

Jo 



sen 3 2x cos 3 2x dx 



x J ^ x <£r 



En los eje rcicios 37 a 40, utilice una de las formulas 59-88, donde 55 # Evalue I - 

el integrando es una forma que contiene funciones trigonometricas. J x - 



dx 



VI 



I x 2 e~ x ax 

Jo 

. J x 2 Vx 2 - 9 ax 

Jo ' 

tan 6 

Jo 

r 6 dw 

Js w 2 Vw 2 - 16 

64. e 2t sm3tdt 

Jo 

median te dos metodos: (a) consi- 



56. 



58, 



60. 



62. 



sec 5 x dx 



ue 



37. jsen 5 0de 
39. J t 4 costdt 



38. 
40. 






derex = z 2 ;(b)escribax - Vx = Vx(Vx - l)y con- 
cos 6 *^ siderew = VI-- 1. 

66. Utilice la sustitucion de esta secci6n, z = tan ^x, para 
sen 3w cos 5w dw l 

demostrar que J sen xdx = -cos x + C. 
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67. Deduzca la formula (2): 



J 2 \ 1 - sen x ) 



Sugerencia: emplee las identidades 



1 



lC 2 r -. 



secjt = — - — y cos a jc = 1 - seirjt 

COS X 



Considere u = sen x y exprese el integrando como 
duj{\ - u 2 ). Justifique la elimination de las barras de valor 
absoluto. 

68. Utilice la sustitucion z = tan ^x para demos trar que 
f*cxdx= ilnf ' ~ cos * ) + C 

J 2 \ 1 + COS X J 

Justifique la eliminacidn de las barras de valor absoluto. 

69* Demuestre que la fdrmula del ejercicio 67 es equivalente a 
la f6rmula J" sec jc dx - In | sec x + tan x | + C. Sugeren- 



cia: multiplique el numerador y el denominador de la frac- 
tion de la formula por 1 + sen x . 

70. Demuestre que la formula del ejercicio 68 es equivalente 
a la formula J esc jc dx = In | esc x - cot jc | + C. Suge- 
rencia: utilice un metodo semejante al que se sugiri6 en el 
ejercicio 69. 

71. Evaliie la integral 



/ 



tan 



dx 



mediante dos metodos: (a) tome z — tan ~x; (b) considere 
u = ~x y obtenga una integral que incluya funciones 
trigonometric as de u. 

72. En esta section se present aron cuatro formulas para 
| sec x dx. ^Cuales de ellas estan relacionadas y como estin 
relacionadas? 

73. En esta era de la electronica, £por qu£ debe estudiar tec- 
nicas de integration? ^Como se emplea una tabla de inte- 
grales? 



7.6 INTEGRACION NUMERICA 



A continuaci6n se resume el estudio del la integration mediante una lista de las 
diferentes tecnicas estudiadas. 

A. La regla de la cadena de antidiferenciaci6n: section 4.2 

B. Integration mediante sustitucion 

1. Las sustituciones w y v presentadas en la section 4.2 

2. Integraci6n de potencias de funciones trigonom&ricas mediante 
sustitucion con identidades trigonom&ricas: section 7.2 

3. Integration de funciones algebraicas mediante sustituci6n trigo- 
nometrica: section 7.3 

4. Sustitucion de jc = z n si el integrando contiene potencias fraccionarias 
dex; tales como jc = z 6 si el integrando contiene Vjc y Vjc :seccidn7.5 

5. Sustitucidn de z = tan ^x si el integrando es una funcion racional de 
sen jc y cos jc: secci6n 7.5 

C. Integraci6n por partes: section 7.1 

D. Integraci6n de funciones racionales mediante fracciones parciales: section 

7.4 



Con estas tecnicas y una tabla de integrates o un programa de computado- 
ra, se puede evaluar cualquier integral que pueda expresarse en forma cerrada. 
Sin embargo, suponga que se tiene una integral que no puede expresarse en 
forma cerrada. Ejemplos de tales integrales, que ocurren en estadistica, son 
aquellos que contienen la funcion normal estandarizada de densidad de proba- 
bilidad tratada en la section 5.6 y la funcion error definida en el ejercicio 31 de 
esa section: 

-pL J e~ x ^ 2 dx erfU) = — I *-'* 



P([a,b]) 



= £Jo 



e~ t2 dt 
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Otros ejemplos son 

Vl + x 4 dx \cosx 2 dx 
las cuales surgen en ffsica, asi como la integral eliptica 

Vl - k 2 sen 2 x dx < k < 1 



/■ 



Aiin con sistemas algebraicos computarizados estas integrales no pueden 
expresarse en forma cerrada. Sin embargo, en el capftulo 8 se estudiaran me- 
todos para evaluar integrales no elementales mediante series infinitas. 

Por supuesto, en la actualidad se puede aproximar el valor de integrales 
definidas utilizando NINT en la graflcadora. Antes del advenimiento de dis- 
positivos electr6nicos, se tuvo que recurrir a otros m&odos para calcular un 
valor aproximado de una integral definida. En esta secci6n se trataran dos de 
estos metodos, la regla del trapecio y la regla de Simpson, los cuales propor- 
cionan una aproximacion bastante buena. Estas dos reglas se presentan no 
solo por su interns hist6rico, sino porque algunas variantes de ellas se utilizan 
para evaluar integrales definidas en las graficadoras, calculadoras progra- 
mables y computadoras. Las reglas tambien proporcionan una forma de estu- 
diar los errores introducidos por las tecnicas de integraci6n. Ademas, tambien 
pueden emplearse estas reglas para calcular integrales definidas a partir de 
valores de funci6n contenidos en una tabla como se muestra en el ejemplo 6. 

La primera regla que se estudiar£ sera la del trapecio. Sea /una funcion 
cbntinua en el intervalo cerrado [a, b\. La integral definida de/en [a, b] es el 
limite de una suma de Riemann; esto es, 



f 

Ja 



f(x)dx = lim ]T/K)A,.* 



La suma de Riemann se interpreta geometricamente como la suma de las me- 
dkias de las areas de los rectangulos que estan por arriba del eje jc, mas los 
hegativos de las medidas de las areas de los rectangulos que se encuentran 
por debajo del eje jc (vea la figura 3 <le la secci6n 4.5). 

Para aproximar la medida del area de una region se emplearan trapecios 
en lugar de rectangulos. Tambi6n se utilizaran particiones regulares y valores 
de funcion en puntos igualmente espaciados. 

Asi, para la integral definida \ a f(x) dx se divide el intervalo [a, b] en n 
''s\A>mtervalos, cada uno de longitud Ax = (b - a) In. Esto proporciona los 
si^uientes puntos: x$ = a, x\ = a + Ax, xi = a + 2 Ax, ...,.*,= 
a + i Ajc, . . . , jc n _! = a + (n ~ 1) Ajc, *„ = b. Entonces la integral defi- 
m&si \ a f(x) dx puede expresarse eOmo la suma de n integrales definidas 
■obmo sigue: 

fb rx^ rx 2 rx t ~ *t 

f(x)dx = ' f{x)dx + f(x)dx + . . . + f(x)dx + . . . + f(x)dx (1) 

J a J a Jx x -/jC;_, ^ x n-\ 
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A fin de interpretar geometricamente (1), refi^rase a la figura 1, en la cual 
f(x) > para toda x de [a, b]; sin embargo, (1) se cumple para cualquier 
funci6n continua en [a, b]. 




y=m 



Q — Xq -Tj X2 Xy •*,'_ ] Xj 

FIGURA 1 



*n-2 X n-\ * fl = * 



La integral definida /*' f(x) dx es la medida del area de la region limi- 
tada por el eje x, las rectas x-ayx^x^la porci6n de la curva de P a P\. 
Esta integral puede aproximarse mediante la medida del area del trapecio 
formado por las rectas x = a, x = x\, el segmento P§P\ y el eje x. Por 
una f6rmula de la geometria elemental, el area de este trapecio es 

iLfllb) +f(x { )]Ax 

De igual manera, las otras integrates del miembro derecho de (1) pueden 
aproximarse por medio de la medida del area de un trapecio. Para la i-6sima 
integral se tiene 



Jx : _ 



f(x)dx~ Uf( Xi _0 +f( Xi )]Ax 



Al emplear esto para cada una de las integrates del miembro derecho de (1) se 
obtiene 



r 

Ja 



f( X ) dx m [ [f( Xo ) + jPCXl)] AJC + il/Ui) + fWA AX + ... 

+ - 2 [f(x n -2) +f(x h -0]Ax + I[/ft,-i) +f(xv)]Ax 



I' 

Ja 



Asi, 



fix) dx - UxlJXxo) + ZfOoy) + 2f(x 2 ) + . . . + 2/(^_!) + /<*„)] 



Esta f6rmula se corioee comb la regki del trapecio y se estabtece en el teo- 
rema siguienfe. 



.6,1 Teoremo Regla de> Harm ic 



Si ft fbhdifc* f ts cCtrnMih »dh el ftA&Vift ttirradD [fa. h\ y h* tfu- 
m^rt)S to *.* %%, : Sfc -. V^ v& ;fe t ibftftfri tin* fciAictdn n&tatar de 

[a, H entonccs 



f 



A*) J* = ^-Lrt»*i* + ^fi) *■ 



+ 2/^.,) + fa)} 
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EJEMPLO I (a) Aproxime con tres cifras decimales el valor de 

3 



1 



dx 



16 + x 2 

utilizando la regla del trapecio con n - 6. (b) Compare el resultado del inciso 
(a) con el valor exacto de la integral definida. 

Solucion 

(a) Como [a, b] = [0, 3] y n = 6, entonces 



Ajc = 



b - a b - a _ 3 - < 

n In ~ 12 

3 - ° = 0.25 



f 



" 6 
= 0.5 

Por tanto, 

„** 2 » 025[f(x ) + 2f(x { ) + 2f(x 2 ) + 2f(x 3 ) + 2f(x 4 ) + 2f(x 5 ) + f(x 6 )] 
lo + x^ 

donde/(x) = 1/(16 + x 2 ). El resultado de la suma entre corchetes se 
muestra anterior en la tabla 1, donde las entradas se obtuvieron con la 
ayuda de una calculadora. Asi, 



Tabla 1 



i 


x t 


/U,) 


*, 


^,'M) 








0.0625 


1 


0.0625 


1 


0.5 


0.0615 


2 


0.1230 


2 


1 


0.0588 


2 


0.1176 


3 


1.5 


0.0548 


2 


0.1096 


4 


2 


0.0500 


2 


0.1000 


5 


2.5 


0.0450 


2 


0.0900 


6 


3 


0.0400 


1 


0.0400 






6 


= 0.6427 






r=0 







f 3 ^ 

Jo 16 + 



^ 2 * (0* 2 5)(0.6427) 

- 0.1607 
« 0.161 



(b) Se calculara el valor exacto de la integral. 



r 3 dx 

Jo 16 + J 



i3 



s— -ft 



J«--'3 



Este valor con tres cifras decimales es 0.161, el cual es acorde con el 
resultado del inciso (a). ^ 

A fin de evaluar la exactitud de la aproximaci6n de una integral defini- 
da obtenida mediante la regla del trapecio, se hara referencia a dos tipos de 
error. Uno de ellos es el error debido a la aproximacion de la graTica de la fun- 
ci6n por medio de segmentos de lineas rectas. Este tipo de error se conoce 
como error de truncado. La otra clase de error, el cual es inevitable, se co- 
noce como error de redondeo. Este ultimo se presenta tfebido a que se em- 
plean numeros con una cantidad finita de digitos para aproximar numeros. 
Conforme el valor de n (el numero de subintervalos) se incrementa, la exac- 
titud de la aproximaci6n del area de la regi6n mediante areas de trapecios me- 
jora; de este modo, el error de truncado se reduce. Sin embargo, conforme n 
crece, son necesarios m£s cilculos; en consecuencia, se tiene un incremento 
en el error de redondeo. Existen m^todos, tratados en el andlisis numirico, 
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que permiten, en ciertos problemas, determinar el valor de n que minimiza los 
errores combinados. Es claro que el error de redondeo depende de como se 
efecnien los calculos. El error de truncado puede estimarse mediante un teo- 
rema. Primero se demostrard que conforme Ajc se aproxima a cero y n crece 
sin cota, el limite de la aproximaci6n obtenida mediante la regla del trapecio 
es el valor exacto de la integral definida. Sea 



T = ±Ax[f(x ) + 2f(x { ) + . . . + 2/C^-i) + /(*„)] 
Entonces 

T = [/(*i) + f(x 2 ) + . . • + /(*„)] A* + i [f(x ) - f(x n )] Ax 

n 

» T= £/(*,) A* + l jim-f(b)]Ax 

i=i 
Portanto, sin — > +ooyAJC — > 0, entonces 

lim T = lim £ f(x, ) Ax + Urn \ [/(a) - /(*)] Ax 

Aj:-»0 A*-»0 ^ Ajt-»0 l 



= 1 
rb 

= I f{x) dx + 



r 

•/a 



Asf, la diferencia entre T y el valor de la integral definida puede hacerse 
tan pequena como se desee considerando n suficientemente grande (y en 
consecuencia Ajc suficientemente pequeno). 

El teorema siguiente, el cual se demuestra en analisis numerico, propor- 
ciona un metodo para estimar el error de truncado que se obtiene al emplear 
la regla del trapecio. El error de truncado se denota por € T . 



7.6.2 Teorema 



Sea /una fimcidn contmua en el intervals cerrado [a, b\. Suponga que 
/' y/"existen en [a, b\. Si 



Ja 



b 

\x)dx - T 

a 



donde T es el valor aproximado de J fl /{*) dx obteuido mediante la 
regla del trapecio, entonces existe algtin ntimero ij en [a, b] tal que J 

*r= ~^{b - a)f"{n){^ (2) 



W EJEMPLO 2 Determine los limites para el error de truncado 
del resultado del ejemplo 1 . 

Solution Primero se determinan los valores minimo absoluto y maximo 
absoluto de/"(jc) en [0, 3]. 

f(x) = (16 + x 2 r* 
fix) = -2jc(16 + x 2 T 2 
fix) = 8jc 2 (16 + jc 2 )" 3 - 2(16 + x 2 )- 2 

= (6jc 2 - 32)(16 + jc 2 )" 3 
fix) = -6jc(6jc 2 - 32)(16 + jc 2 )" 4 + 12jc(16 + jc 2 )" 3 

= 24jc(16 - jc 2 )(16 + jc 2 )" 4 
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Como/'"(jc) > para toda x del intervalo abierto (0, 3), entonces/" es 
creciente en el intervalo abierto (0, 3). Por tanto, el valor minimo absoluto de/" 
en [0, 3] es/"(0), y el valor maximo absoluto de/" en [0, 3] es/"(3); ademas 

/"(0) = -^ /"(3) = J*, 

Al considerar Tj = en el miembro derecho de (2) se obtiene 

12 v 128 } 4 2 048 

Si se toma Tf = 3 en el miembro derecho de (2) se tiene 

_ 3 / 22 \ i _ u 
12 M5 625^4 125 000 

Por tanto, si € T es el error de truncado del resultado del ejemplo 1, entonces 



< €r 



1 

2 048 



125 000 J *" T 

-0.0001 <= € T < 0.0005 < 

Si en el teorema 7.6.2 /(jc) = mjc + b, entonces /"(*) = para toda x. 
Por tanto € T = 0; de modo que la regla del trapecio proporciona el valor 
exacto de la integral definida de una funci6n lineal. 

Otro metodo para aproximar el valor de una integral definida lo propor- 
ciona la regla de Simpson (que en ocasiones se denomina regla parabolica), 
llamada asf en honor del matem&tico britanico Thomas Simpson (1710- 
1761). Para una partici6n dada del intervalo cerrado [a, b], la regla de Simpson 
por lo general proporciona una mejor aproximacion que la regla del trapecio. 
En la regla del trapecio, los puntos sucesivos de la gr&fica de v = f(x) se 
unen mediante segmentos rectilineos, mientras que en la regla de Simpson 
los puntos se unen mediante segmentos de parabolas. Antes de desarrollar la 
regla de Simpson, se establecerd y demostrara un teorema que se necesitara. 



Ul^1> P 2 




7.6.3 Teorema 



Si P^xq, y$\ P](xi* Xi) y Pifoi* yi)» son tres puntos no colineales de 
la parabola cuya ecuaci6n es y = Ax 2 + Bx + C, donde y £ 0, 
y\ a 0, yj s 0, xj = x$ + h y x^ - xq + 2h t entonces la medida 
del area de la region limitada por la parabola, el eje x y las rectas 
x = x$yx = x<i esta deteiminada par , 

\Kyo + 4y, + y$ .. 

Demostracion La pardbola cuya ecuacion es y = Ax 2 + Bx + C 
tiene eje vertical. Refierase a la figura 2, la cual muestra la regi6n limitada 
por la pardbola, el eje x y las rectas x = x y x = x 2 . 

Como Pq, Pi y P 2 son puntos de la parabola, sus coordenadas satisfacen la 
ecuacion de la pardbola. De modo que cuando se sustituye jq por jc + h y x 2 
por Xq + 2h, se tiene 

y = Ax 2 + Bx + C 

yi = A(x + h) 2 + B(x + h) + C 

= A(x 2 + 2hx + h 2 ) + B(x + h) + C 
y 2 = A(x + 2h) 2 + B{x + 2h) + C 

= A(x 2 + 4hx + Ah 2 ) + fl(jr a + Zh) + C 

Por tanto, 

y + 4y, + y 2 = A(6x 2 + 12hx + %h 2 ) + B(6x + 6h) + 6C (3) 
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Ahora bien, si K unidades cuadradas es el area de la region, entonces K 
puede determinarse mediante el limite de una suma de Riemann, obteni&idose 

n 

K = lim Y (Awi 2 + Bwi + C) Ax 

II A II ^f\ ^^ 

■ x Q +2h 

(Ax 2 + Bx + C)dx 

JX ° yo+2h 

= Ux 3 + \Bx 2 + Cx\ 

= \A(xz + 2hf + ^(* + 2/i) 2 + C(jc + 2*) - ( lAjtf + \ Bx 2 + Cjc ) 
= \h[A(6x Q 2 + 12hx + $h 2 ) + B(6x + 6h) + 6C] 

Al sustituir de (3) en esta expresion para K se tiene 

* = \Ky + 4y, + 72) ■ 

Sea / una funcion continua en el intervalo cerrado [a, b]. Considere 
una particion regular del intervalo [a, b] de n subintervalos, donde n es par. 
La longitud de cada subintervalo esta dada por Ajc = (b - a)jn. Denote 
los puntos de la curva v = f(x) que tienen como abscisa a los puntos de la 
particion por Pq(xq 9 7oX Pi( x \* y\)> • ■ ■ •> ^nfe ?«); vea la figura 3, donde 
f(x) > para toda x de [a, £]. 



a — *0 x l x 2 x 3 x 4 x 5 x 6 

FIGURA 3 



y=m 




x n-2 x n-l x n- 



El segmento de la curva v = f(x) de P a P 2 se aproxima mediante el 
segmento de la parabola con eje vertical que pasa por P , Pi y P 2 . Entonces, 
por el teorema 7.6.3, la medida del area de la region limitada por esta pa- 
rabola, el eje x y las rectas x = x y x = x 2i con h = Ax, esta dada por 

\Ax(y + Ay x + v 2 ) o \Ax[f(x ) + 4f(x x ) + f(x 2 )] 

De manera semejante se aproxima el segmento de la curva v = f(x) de 
P 2 a P4 por medio del segmento de la parabola de eje vertical que pasa por 
los puntos P 2y P 3 y P 4 . La medida de la region limitada por esta parabola, el 
eje x y las rectas x - x 2 y x = x 4 esta dada por 

\Ax(y 2 + 4v 3 + v 4 ) o \Ax[f(x 2 ) + 4/<jc 3 ) + /(* 4 )1 

Este proceso se continua hasta que haya ^ n de estas regiones, y el area de la 
ultima region este dada por 

\Ax(y n _ 2 + 4v„_! + y n ) o l -Ax[f(x n _ 2 ) + Af(x n . x ) + /(*„)] 
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La suma de las medidas de las areas de estas regiones aproxima la me- 
dida del area de la region limitada por la curva cuya ecuaci6n y - /(jc), el 
eje x y las rectas x = a y x = b. La medida del area de esta regi6n esta 
dada por la integral definida \ a f{x) dx. Asi, la expresion siguiente se tiene 
como una aproximacion de la integral definida: 

\Ax[f(x ) + 4f{x x ) + f(x 2 )] + \Ax[f(x 2 ) + 4f(x 3 ) + f(x 4 )] + . . . + 
\*x[f(x n -4) + 4/(^_ 3 ) + f(x n _ 2 )] + ±Ax[f(x n - 2 ) + 4f{x n . x ) +/(*„)] 

Por tanto, 



r 



f(x)dx ~ \Ax[f{x ) + 4f( X] ) + 2f(x 2 ) + 4/(* 3 ) + 

2f(x 4 ) + . . . + 2f(x n _ 2 ) + 4/(*„_ 1 ) + f(x n )] 



donde Ax - (b - a)jn. 

Esta formula recibe el nombre de regla de Simpson y se expresa en el 
teorema siguiente. 



7.6.4 Teorema Regla de Simpson 



Si la funci6n / es continua en el intervalo cerrado [a, b], n es un nu- 
mero entero par, y tos ndmeros a = xq> x\ f *2, . . . , .^ rt -h x n = & 
forman una parti ci6n regular de [a, b], entonces 






x)dx - ^p [/<*>> + 4/TCjc,) + 2/(x 2 ) + 4/(* 3 ) + 

2/(^4) + . . . +2f(x„-2> + *f(x*-0 + /(*»)] 



► EJEMPLO 3 

valor de 



(a) Aproxime con cuatro cifras decimales el 



1 



dx 

x + 1 



utilizando la regla de Simpson con n - 4. (b) Compare el resultado del in- 
ciso (a) con el valor exacto de la integral. 

Solution 

(a) Al aplicar la regla de Simpson con n = 4, se tiene 
b - a b - a 1-0 



Ax = 



n 3n 3(4) 

1-0 = j. 

4 12 



Por tanto, si f(x) = \j(x + 1), entonces 

I "TT " ^ [/(;Co) + 4/(;Cl) + 2f(X2) + 4/( * 3) +f(X4)] 
Jo 
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Tabla2 



m 



*,■■/(*,) 









1.00000 


1 


1.00000 


1 


0.25 


0.80000 


4 


3.20000 


2 


0.5 


0.66667 


2 


1.33334 


3 


0.75^ 


0.57143 


4 


2.28572 


4 


1 


0.50000 


1 


0.50000 






4 
<=0 


= 8.31906 



En la tabla 2, donde las entradas se obtuvieron con una calculadora, se 
tiene el resultado de la suma anterior entre corchetes. En consecuencia, 



fjL.I, 
J x + 1 \2 K 



^(8.31906) 
* 0.69325+ 
Al redondear el resultado a cuatro cifras decimales se obtiene 



f 



dx 

x + 1 



0.6933 



(b) Al calcular el valor exacto de la integral se tiene 



1 



In 2 



El valor de In 2 con cuatro cifras decimales es 0.6931, el cual es acorde 
con la aproximacion del inciso (a) en las tres primeras cifras decimales. 
El error de la aproximaci6n es -0.0002. A 

En la regla de Simpson, cuanto mas grande sea el valor de n, tanto menor 
sera" el valor de Ax. En terminos geometricos, cuanto mayor sea el valor de n, 
tanto menor sera" el error de truncado de la aproximaci6n debido a que una 
pardbola, que contiene, tres puntos de una curva cercanos entre si, se aproxi- 
ma mejor a la curva a lo lar^ i del subintervalo de ancho Ajc. 

El teorema siguiente, que se demuestra en andlisis numerico, proporciona 
un metodo para determinar el error de truncado, denotado por €"$, en la regla 
de Simpson. 



7.6.5 Teorema 



Sea/ la tunc ion coniinua en el intervalo eerrado [a, b], y suponga que 
f\f"J"' y / (4) existen en [a, J). Si 



■1 



e s = f(x)dx - S 



3 



donde S es el valor aproximado de \ a f(x) dx obtenido mediante la 
regla de Simpson, entonces existe algtin numero t\ en [a, b\ tal que 



*J = -»(* " a)fi*KW*xf 



(4) 



► EJEMPLO 4 

ejemplo 3. 

Solucion Al calcular las primeras cinco derivadas de/se obtiene 

fix) = (x + ir 1 

f\x) = -!(* + 1)~ 2 
f\x) = 2(x + l)" 3 
f"\x) = -6(x + I)" 4 



Determine los lfmites para el error de truncado del 
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/<%) = 24(jc + If 5 
f< 5 \x) = -120(jc + l)" 6 

Como/ (5) (x) < para toda x de [0, 1], entonces/ (4) es decreciente en 
[0, 1]. Por tanto, el valor rnfnimo absolute de/< 4) en [0, 1] se obtiene en el 
extremo derecho 1, y el valor m£ximo absoluto de/ t4) en [0, 1] se alcanza 
en extremo izquierdo 0; ademas, 

/< 4 )(0) = 24 y /< 4 >(1) = | 
Al sustituir por 7] en el miembro derecho de (4) se obtiene 

-M^P 4 = "000052 
Si se sustituye 1 por r\ en el miembro derecho de (4) se tiene 

-lio'!*}) 4 -" - 00002 
Asi, 

-0.00052 < € s < -0.00002 

Esta desigualdad es acorde con el analisis del ejemplo 3 referente al error 
en la aproximacion de J dxj(x + 1) mediante la regla de Simpson ya que 
-0.00052 < -0.0002 < -0.00002. 4 

Si/(jc) es un polinomio de grado tres o menor, entonces f^ 4 \x) s Oy 
por tanto, € s = 0. En otras palabras la regla de Simpson proporciona un 
resultado exacto para un polinomio de tercer grado o menor. GeomStrica- 
mente, este enunciado es obvio si/(x) es de segundo grado o de primer grado 
debido a que en el primer caso la graTica de y - f(x) es una pardbola, y en 
el segundo caso la grdfica es una recta. 



w EJEMPLO 5 En el ejemplo 8 de la secci6n 5.6 se empleo 
NINT en la graficadora para mostrar que para la funcion normal estandari- 
zada de densidad de probabilidad, P([0, 2]), la probabilidad de que una elec- 
ci6n al azar de x estard en el intervalo [0, 2], es 0.47725. Ahora, en lugar 
utilizar NINT, aproxime el valor de P([0, 2]) con tres cifras decimales me- 
diante (a) la regla del trapecio con n = 4, y (b) la regla de Simpson con n - 4. 

Solution De la ecuacion (23) de la secci6n 5.6 

/>([0,2]) = -±=\ e-^dx (5) 



(a) Se aproximara la integral de (5) mediante la regla del trapecio con 
Como[a,fc] = [0,2], Ax = I . Por tanto, con f(x) = e~* 2/2 , 
l 
e -xm dx m i[m + 2/(1) + 2/(1) + 2/(f ) + /(2)] 



f 

Jo 



4 UW JK 2 / J v 7 J v 2 ' 

= \[e° + 2e~^ + 2e^ 2 + 2e~ 9 ^ + e~ 2 ] 
* 1.191 



Asi, 



/>([0,2]) - ^( L191 ) 
- 0.475 
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(b) Si se emplea la regla de Simpson con n = 4 para aproximar la integral 
de (5), se tiene 



r-4 



I 



2 
e-^dx ~ l[/(0) + 4/(1) + 2/(1) + 4/(§) + /(2)] 

= i[e° + 4e~ 1 ^ + 2e'^ 2 + 4e~ 9 ^ + e~ 2 ] 

o 



« L196 
Por tanto, 

P([0,2]) - -7=(1.196) 

V lit 

~ 0.477 

Las respuestas de los incisos (a) y (b) concuerdan con la respuesta 
del ejemplo 8 de la secci6n 5.6, la respuesta del inciso (b) obtenida me- 
diante la regla de Simpson es mejor que la respuesta del inciso (a), la cual 
se obtuvo por medio de la regla del trapecio. 4 

Los metodos numericos pueden aplicarse para aproximar \ Q f(x) dx aun 
cuando no se conozca una formula para/(#) pero, por supuesto, en lugar de 
esto se tiene acceso a algunos valores de funci6n. Dichos valores de funcion 
con frecuencia se obtienen experimentalmente. El ejemplo siguiente presenta 
una de estas situaciones. 



W EJEMPLO 6 Una particula que se mueve a lo largo de una 
recta horizontal tiene una velocidad v(f) metros por segundo a los f segundos. 
La tabla 3 muestra los valores de v(f) para intervalos de tiempo de medio se- 
gundo en un periodo de 4 s. Utilice estos valores y la regla de Simpson para 
aproximar la distancia que recorre la particula durante los 4 s. 



Tabla 3 


















t 





0.5 


1.0 


1.5 


2.0 


2.5 


3.0 


3.5 


4.0 


v(0 





0.15 


0.35 


0.55 


0.78 


1.02 


1.27 


1.57 


1.90 



Solution El mimero de metros que la particula recorre durante los 4 s 
es | v(f) dt. De la regla de Simpson con n = 8, se tiene 



Ax = 



b - a b - a = 4-0 

n 3/z 24 

4-0 _ 1 

"8 "6 

2 
Por tanto, 

v(t)dt ~ i[v(0) + 4v(l) + 2v(2) + 4v(3) + 2v(4) + 4v(5) + 2v(6) + 4v(7) +. v(8)] 



I v(t)dt« 1 
Jo 

_ i 

6 



[0 + 4(0.15) + 2(0.35) + 4(0.55) + 2(0.78) + 4(1.02) + 2(1.27) + 4(1.57) + 1.90] 



3.31 



Conclusion: La particula recorre aproximadamente 3.31 metros durante 

los 4 s. *4 
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EJERCICIOS 7.6 



En los ejercicios 1 a 8, (a) calcule con tres cifras decimates el 
valor aproximado de la integral definida mediante la regla 
del trapecio para los valores de n indicados. (b) Compare el re- 
sultado del inciso (a) con el valor exacto de la integral definida. 



x 3 dx\ n — 4 



1 
i 

J, t-- 



cos x dx; n 



'•/: 



dx 



vr 



r\n 



. \ x4 

Jo 



4 - x 2 dx;n = 8 



sen x dx; n 



dx 

1 + x 



; n 



25. Ejercicio 19 26. Ejercicio 20 

27. Ejercicio 21 28. Ejercicio 24 

Cada una de las integrales definidas de los ejercicios 29 a 34 
no pueden evaluarse exactamente en terminos de funciones 
elementales. Utilice la regla de Simpson, con el valor indica- 
do de n, para obtener un valor aproximado de la integral de- 
finida. Exprese el resultado con cuatro cifras decimales. 

•2 

1 + x 4 dx; n 



dx;n 



1 + x l dx;n 



En los ejercicios 9 a 12, calcule con tres cifras decimales el 
valor aproximado de la integral definida mediante la regla 
del trapecio para los valores indicados de n. 

T37T/2 




sen x dx; n = 6 



9. ™* dxlnss6 

ii. fVT 

Jo 



/ 1 -f jc 4 dx: n 



10. 



12. 



1 

J sen . 
o ' + ■ 



dx;n 



En los ejercicios 13 a 18, determine los limites para el error 
de truncado en la aproximacion del ejercicio indicado. 

13. Ejercicio 1 14. Ejercicio 4 

15. Ejercicio 3 16. Ejercicio 6 

17. Ejercicio 5 18. Ejercicio 8 

19. Aproxime \ x 3 dx con tres cifras decimales mediante la 
regla de Simpson con n = 4. Compare el resultado con 
el obtenido en el ejercicio I, y observe que la regla de 
Simpson proporciona una mejor aproximacion que la 
regla del trapecio con el mismo numero de subintervalos. 

20. Aproxime sen J sen x dx con tres cifras decimales me- 
diante la regla de Simpson con n = 6. Compare el resul- 
tado con el obtenido en el ejercicio 4, y observe que la regla 
de Simpson proporciona una mejor aproximaci6n que la 
regla del trapecio con el mismo numero de subintervalos. 

En los ejercicios 21 a 24, (a) calcule con cuatro cifras decima- 
les el valor aproximado de la integral definida mediante la 
regla de Simpson para el valor indicado de n. (b) Compare 
el resultado del inciso (a) con el valor exacto de la integral 
definida. 



21. f T i^;„=4 
J-! 1 - * 

Jo 



22. 



j-o.5 vr 



dx 

+ x + 1 ' 



\n = 4 



En los ejercicios 25 a 28, determine los limites para el error 
de truncado en la aproximacidn del ejercicio indicado. 



35. (a) Demuestre que el valor exacto de la integral 
Jo V4- x 2 dx es n interpretandola como la medida del 

^___ area de una region, (b) Calcule con tres cifras decimales 

VI + jc 3 dx\n = 4 el valor aproximado de la integral mediante la regla del 

trapecio con n = 8, y compare el resultado con el valor 
exacto. 

36. (a) Demuestre que el valor exacto de la integral 
J 4 VI ~ x 2 dx es n interpretandola como la medida del 
area de una region, (b) Calcule con tres cifras decimales 
el valor aproximado de la integral mediante la regla del 
trapecio con n - 6, y compare el resultado con el valor 
exacto. 

37. En el ejercicio 29 de la seccion 5.6, se empleo NINT en la 
graficadora a fin de obtener P([0, 1]) para la funci6n nor- 
mal estandarizada de densidad de probabilidad. Ahora, 
aproxime el valor de P([0, 1]) con tres cifras decimales 
mediante (a) la regla del trapecio con n = 4, y (b) la 
regla de Simpson con n = 4. 

38. En el ejercicio 30 de la secci6n 5.6, se utilizo NINT en 
la graficadora con objeto de determinar P([-3 f 3]) para la 
funcion normal estandarizada de densidad de probabi- 
lidad. Ahora, aproxime el valor de P([-3, 3]) con tres 
cifras decimales mediante (a) la regla del trapecio con 
n = 6, y (b) la regla de Simpson con n - 6. Comente 
acerca de la respuesta del inciso (b). 

39. En el ejercicio 27 de la secci6n 6. 1 , se empleo NINT en la 
graficadora a fin de determinar con cuatro digitos 
significativos la longitud de arco de la curva senoidal a 
partir del origen hasta el punto (/r, 0). Ahora calcule esta 
longitud mediante la regla de Simpson con n = 8. 

40. En el ejercicio 28 de la seccion 6. K se empleo NINT en la 
graficadora para determinar con cuatro digitos significa- 
tivos la longitud de arco de la curva co senoidal a partir del 
punto (0, 1) hasta el punto {\n, {). Ahora calcule esta 
longitud mediante la regla de Simpson con n - 8. 

En los ejercicios 41 y 42, los valores de funcion f(x) se ob- 
tuvieron experimentalmente. Con la suposicion de que f es 



dx 



24. C^n 

J. x + l 
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/ 4 

continua en [0, 4], aproxime J /(*) ^jt: mediante (a) la regla 
del trapecio, y (b) la regla de Simpson. 

41. 

0.50 1.00 1.50 2.00 2.50 3.00 3.50 4.00 



f(x) 3.25 4.17 4.60 3.84 3.59 4.23 4.01 3,96 3.75 
42. 



X 


0.4 0.8 1.2 1.6 2.0 2.4 2.8 


3.2 3.6 4.0 


fix) 


8,4 8.1 7.9 7.5 7.6 7.2 6.8 6.3 


6.5 6.0 5.7 



En los ejercicios 43 y 44, utilice la regla de Simpson para 
aproximar el area de la region sombreada de lafigura. 

43. 




44. 



(1,2.9) 



(7,2.1) 




45. Una mujer empleo 10 min en manejar desde su casa hasta 
al supermercado. En cada intervalo de 1 min observe en el 
velocimetro los valores mostrados en la tabla adjunta, 
donde v(t) millas por hora fue la lectura en el velocimetro 
a los t minutos despues de que la mujer salio de su casa. 
Utilice la regla de Simpson para aproximar la distancia entre 
la casa de la mujer y el supermercado. 



t 





1 2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


v(t) 





30 33 


41 


38 


32 


42 


45 


41 


37 


22 



46. La forma de un estacionamiento es irregular y la longitud 
del terreno de oeste a este es 240 pie. En el lado oeste la an- 
chura es de 150 pie y en el lado este es de 175 pie. A 40, 80, 
120, 160 y 200 pie deJ lado oeste, las anchuras son de 154, 
158, 165, 163 y 172 pie respectivamente. Utilice la regla 
de Simpson para aproximar el area del estacionamiento. 

47. Determine el area de la region acotada por el bucle (lazo) 
de la curva cuya ecuacion es y 2 = 8.x 2 - jc 5 . Evaliie la 
integral mediante la regla de Simpson con n = 8 y 
exprese el resultado con tres cifras decimales. 



48. El estudio de la difraccion de la luz (dispersion o desvia- 
cion de la luz sobre los contornos) en una abertura rec- 
tangular involucra las integrates de Fresnel 



C(t) 



r 



cos \nx 2 dx y S(t) 



-r 



sen -nx 2 dx 



Complete la siguiente tabla de valores con cuatro cifras 
decimales mediante la regla de Simpson. 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 



C(t) 



S(t) 

49. La energia ganada por el deslizamiento en una patineta 
hacia abajo sobre una colina "gaussiana" sin friccidn, a x 
metros a partir de la cima de la colina, despues de / se- 
gundos, es E(x) joules donde 



E(x) = 



gM 



fV' 2 
•>o 



dt 



con g = 9.8 y M - 60, La velocidad del patinador a los 
t segundos es ■ s j2E(x)/M . Utilice la regla de Simpson 
para determinar la velocidad del patinador a 2 m a partir 
de la cima de la colina. 
50. Aplique la regla de Simpson para la integral defini- 
da} f{x) dx donde f(x) es un polinomio de tercer grado 
para demostrar la formula prismoidal: 

\j(x)dx = ^[f(a) - 4/(^±») + f lb )] 

En los ejercicios 51 a 54, evaliie la integral definida mediante 
dos metodos: (a) utilice la formula prismoidal dada en el ejerci- 
cio 50; (b) utilice el segundo teorema fundamental del Cdlculo. 

• 3 



51. f (4 

J I 

f 

■c 
r 



3^ 2 



\)dx 



52, 



53, 



(x 3 + x 2 - 4x - 2) dx 



(x 3 + 3jc 2 - 2x - 6) dx 



54, 



55. 



56. 



(2x 3 - 2x - 3) dx 



Suponga que/es una funcion continua en el intervalo ce- 

{ b 
rradb [a, b). Sea T el valor aproximado de \ a /(jc) dx 

utilizando la regla del trapecio, y sea 5 el valor aproximado 
de \ a f(x) dx empleando la regla de Simpson, utilizan- 
do la misma particion del intervalo [a, b] para las dos 
aproximaciones. Demuestre que 

S = \[T + AxifixJ + f(x 3 ) + f(x 5 ) + ... + /(*„_!))] 

donde n es un numero par. 

^Para que grados de polinomios se obtiene un valor exacto 
de una integral definida mediante (a) la regla del trapecio, y 
(b) la regla de Simpson? Explique como llegd a la respuesta. 



604 CAPITULO 7 TECNICAS DE INTEGRACION, FORMAS INDETERMINADAS E INTEGRALS IMPROPIAS 

7.7 FORMA INDETERMINADA 0/0 Y TEOREMA DEL VALOR 
MEDIO DE CAUCHY 

En este texto se han presentado limites de cocientes de funciones para los 
cuales el limite del numerador y del denominador son cero. Por ejemplo 



lim 

/->0 



sen t 
t 



lim 



son dos de dichos limites. Para calcular estos limites, no se puede aplicar 
inmediatamente el teorema del limite de un cociente ya que en este teorema 
se requiere que el limite del denominador sea diferente de cero. Sin embar- 
go, se siguieron otros procedimientos. Se determin6 que el primero de los 
limites es 1, cuando se demostro el teorema 1.10.2. El segundo de estos limi- 
tes se calculo al factorizar la diferencia de cuadrados del numerador y des- 
pues dividir el numerador y denominador entre x - 3 para obtener 6 como 
limite. Ahora se estudiara un m6todo mas general que puede aplicarse a li- 
mites como estos. 



7.7.1 Definition de la forma indeterminada 0/0 



Si/ y g son das funciones tales que 

Iim/W = y \img(x) = 
entonces/(jr)/g(jr) tiene la forma indeterminada 0/0 en a. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 



sen t 



tiene la forma indeterminada 0/0 en 0, y 
determinada 0/0 en 3. 



De la definici6n 7.7.1, 
x 2 - 9 



tiene la forma in- 



El metodo general para calcular el limite en un numero a de una funcion 
que tiene la forma indeterminada 0/0 en a emplea un teorema conocido como 
la regla de L'Hopital, llamada asi en honor del matematico francos 
Guillaume Francois de L'Hopital (1661-1707), quien escribio el primer 
libro de texto de Calculo publicado en 1696. 



7,7.2 Teorema Regla de L'Hopital 



Sean / y g dos funciones diferenciables en un intcrvalo abierto /, 
excepto posiblemente en el numero a de /. Suponga que para tod a x de 
A* * £tyqu$g'(x) * 0. Si lim/(jc) = 0y Urn £(*) = t y 



si lim ,, : - h entooces liro ^~ - L 



*'(*) 



g(x) 



El teorema tambMn es valido si todos los If mites son limites laterales 
por la derecha o lfroites laterales por la izquierda. 



Antes de demostrar la regla de L'Hopital, se mostraran sus aplicaciones 
a traves de ejemplos y ejemplos ilustrativos. 
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\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 



Como lim sen t = 
r->o 
lim f = 0, se puede aplicar la regla de L'Hopital para obtener 

lim 5211 = lim 2*1 

<->0 f r->0 1 

= 1 




[-3, 3] por [-2, 2] 
f(t) = ^J y g(r) = cos / 



FIGURA 1 




lil t ■ ¥■ 



fix) = 



[0, 12] por [0,8] 
x 2 -9 



y gU) = 2x 



FIGURA 2 




[-3, 3] por R, 3] 
FIGURA 3 



A fin de mostrar graficamente esta aplicacion de la regla de L'Hopital, 
consulte la figura 1, la cual muestra las graficas de /(f) = sen tjt y 
g(t) - cos f/1 trazadas en el mismo rectangulo de inspeccion de [-3, 3] por 
[-2, 2]. La figura apoya el hecho de que las dos funciones tienen el mismo 
limite de 1 conforme f -> 0, En f = 0, / tiene una discontinuidad removible 
y g es continua. ^ 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 



Como 



lim (jc 2 



9) = y lim (x - 3) = 
se puede aplicar la regla de L'Hopital para obtener 



lim ~ = lim ^ 

j:->3 X - 3 j:->3 1 



Refierase a la figura 2 para ver una interpretation grafica de esta apli- 
cacion de la regla de L'Hopital. En la figura se muestran las graficas de 
f(x) = (x 2 - 9)j(x - 3) y g(x) = 2xj\ trazadas en el mismo rectdngulo 
de inspeccion de [0, 12] por [0, 8]. La figura apoya el hecho de que los limi- 
tes de las dos funciones es 6 cuando jc -> 3. En jc = 3, /tiene una discon- 
tinuidad removible, mientras que g es continua en ese numero. ^ 



► EJEMPLO 1 

m = ■ 



Sea 



- 1 

(a) Trace la gr£fica de/ lA que valor parece que se aproxima/(jc) cuando x 
tiende a 0? (b) Confirme analfticamente la respuesta del inciso (a) calcu-* 
landoel lim/(jc). 

Solution 

(a) La figura 3 muestra la grafica de/trazada en el rectangulo de inspecci6n 
de [-3, 3] por [-1, 3]. Como/(0) no existe, la grafica tiene un agujero 
(cubierto por el eje y) en jc = 0. De la grafica, parece que/(jc) se aproxi- 
ma a 1 conforme x tiende a 0. 

(b) Como el lim jc = y lim (e x - 1) = 0, se puede aplicar la regla de 
L'Hdpital, obteniendose 

lim —*— = lim — 

x->o e x — 1 j-* e x 

= 1 



lo cual confirma la respuesta del inciso (a). 
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► EJEMPLO 2 



Sea 



fix) = 



3jc + 2 



1 - jc + In jc 
Evaliie lim/(jc), si existe, y apoye graficamente la respuesta. 

JT — > J 

Solution Primero se revisara si es posible aplicar la regla de L'HopitaL 
lim (jc 3 - 3jc + 2) = 1 - 3 + 2 lim (1 - jc + lnjc) = 1 - 1 + 

X — » I X— »l 

= =0 



Por tanto, se aplica la regla: 



lim 



3jc + 2 



- i i = Hm 

i 1 - jc + In jc jc — » i 



3jc 2 



-1 + 



Ahora, como lim (3jc 2 - 3) = y lim (-1 + 1/jc) = 0, se aplica otra vez 

JC — > t x-*] 

la regla de L'Hopital, obteniSndose 



lim 



3jc 2 - 3 
-1 + I 



lim-H- 

x->l 1 




fix) 



[0,4.7] por [-10, I] 
x 3 - 3jc + 2 



1 - jc + In jc 
FIGURA 4 



- 6 



La figura 4 muestra la grafica de / trazada en el rectangulo de inspection de 
[0, 4.7] por [-10, 1]. La gr&fica tiene un agujero en (1, -6), lo cual apoya 
la respuesta. ^ 

A fin de demostrar el teorema 7,7.2, se necesita emplear el teorema del 
valor medio de Cauchy, atribuido al matem&tico francos Agustin L. Cauchy 
(1789-1857), que extiende a dos funciones el teorema del valor medio para 
una funci6n. Una interpretation geomStrica del teorema se pospone hasta la 
secci6n 9. 1 , donde se estudian derivadas asociadas con ecuaciones parametricas. 



7,7*3 Teorema del valor medio de Cauchy 



Si/y g son dos funciones tales que 

0) / y & son continuas en el intervalo cerrado [a y b]' t 
(ii) fyg son diferentiables en el intervalo abierto (a, b)\ 
(iii) para toda x del intervalo abierto (a, b\ g\x) * 0, 

cntonces existe un utimero z en el intervalo abierto (a, b) tal que 



/<*) - f(a) _ £M 
g(b) - g(a) " g'(z) 



Demostracion Primero se mostrard que g(b) * g(a). Suponga que 
g(b) = g(a). Como g satisface las dos condiciones de la hipotesis del teo- 
rema del valor medio, existe un numero c en (a, b) tal que g'(c) =■ [g (b) - 
g(a)]l(b - a). Pero si g (b ) . = g (a), entonces existe un numero c en (a, b) tal 
que g'(c) - 0. Pero la condition (iii) de la hipotesis de este teorema estable- 
ce que para toda jc de (a, b), g'(x) * O.'Por tanto se tiene un contradiction. 
De modo que, la suposicion de que g (b) = g (a) es falsa. En consecuencia, 
g(b) - g(a) * 0. 
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Ahora considere la funcion h definida por 



fib) ~ fja) 
gib)- gia) _ 



h(x) = fix) - fid) 

Entonces 

fib) - fja) 



[gix) - g(a) 



h'(x) = f(x) 



gib) - g(a) 



g'ix) 



(1) 



Por tanto, h es diferenciable en (a, b) puesto que fyg son diferenciables en 
este intervalo, y h es continua en [a, b] ya que fyg son continuas en dicho 
intervalo. 

Al calcular h{a) y h(b) se tiene 



h(a) = f(a) - f(a) - 
= 

Kb) = f(b) - fia) - 
- 



fib) - fja) 
gib)- gia) 

fib) - fja) 
gib) - gia) 



[g{a) - g(a)} 



[gib) - gia)] 



En consecuencia, la funci6n h satisface las tres condiciones de la hipo- 
tesis del teorema de Rolle. Entonces existe un numero z en el intervalo (a, b) 
talquefc'(z) = O.Asi,de(l), 

r(7 , fib)- fia) , ( , _ n 

fit) ~ ~TTZ ZTZ^Siz) = 

gib) - gia) 

Como g'iz) * en (a, b\ de la ecuaci6n anterior se obtiene 

fib) - fja) = £iz)_ 
gib) - gia) g\z) 

donde z es algiin numero del intervalo (a, b). Esto demuestra el teorema. ■ 

Si g(jt) = jc, entonces la conclusion del teorema del valor medio de 
Cauchy es la conclusion del teorema del valor medio ya que g'iz) - 1. Asi", 
el teorema del valor medio es un caso especial del teorema del valor medio 
de Cauchy, 



W EJEMPLO 3 Determine todos los valores de z en el intervalo 
(0, 1) que satisfacen la conclusi6n del teorema del valor medio de Cauchy 
para las funciones definidas por 

fix) = 3x 2 + 3x - 1 y gix) = x 3 - 4x + 2 

Solution Al derivar/ y g se obtiene 

/'(*) = 6jc + 3 y g'ix) = 3jc 2 - 4 

Las funciones fyg son diferenciables y continuas en cualquier numero, y 
para toda x en (0, 1), g\x) * 0. Por tanto, mediante el teorema del valor 
medio de Cauchy, existe un numero z en (0, 1) tal que 

/(I) " /(0) = 6z + 3 
S(D " S(0) 3z 2 - 4 
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Si se sustituye/(l) por 5, g(l) por -l,/(0) por -1 y g(0) por 2 en la ecua- 
cion anterior, y 6sta se resuelve para z, se tiene 

5 - (-1) _ 6z + 3 



-1-2 3z 2 

6z 2 + 6z - 5 = 



-6 ± V36 + 120 
Z " 12 

-6± 2V39 

12 
-3 ± V39 

6 

En el intervalo (0, l),z = ± (-3 + V39 ) * 0.54083. ^ 



Ahora se tienen los elementos para demostrar el teorema 7.7.2. Se dis- 
tinguirdn tres casos: (i) x -> a + ; (ii) x -> a"; (iii) jc — > <3. 

Demostracion del teorema 7.7.2 (i) Como en la hipotesis no se 
supone que/y g estan definidas en a, se consideran dos nuevas funciones F y 
G para las cuales 

F(x) = |/W si x " a y C(x) = ( * (jc) si * * a (2) 

[0 si x = a [0 si x - a 

Sea £ el extremo derecho del intervalo / dado en la hipotesis. Como/y 
g son diferenciables en /, excepto posiblemente en a, se concluye que F y G 
son diferenciables en el intervalo (a, x] 9 donde a < x < b. Por tanto, F y 
G son continuas en (a, x]. Las funciones tambi£n son continuas por la dere- 
cha en a porque lim F(x) = lim f(x) y lim f(x) = 0, lo cual es F(a); 

x—>a+ x—>a+ x— >a + 

de manera semejante, lim G(x) = G(a). Por tanto, F y G son continuas en 

x—>a + 

el intervalo cerrado [a, x]. De este modo, F y G satisfacen las tres condi- 
ciones del teorema del valor medio de Cauchy. En consecuencia, 

F(x) - F(a) = F'(z) 
G(x)- G(a) G'(z) 

donde z es algun numero tal que a < z < x. De (2) y de la ecuaci6n ante- 
rior se tiene 

/(*) = £W 
8(x) g'(z) 

Como a < z < x, se deduce que conforme x —> a + ,z —> a + ; por tanto, 

lim M lim IM 

x->a+ g(x) x->a+ g (z) 

Pero por hip6tesis, este limite es L. Asi, 

lim ^ = L 

x->a+ g(x) 

La demostracion del caso (ii) es semejante a la demostracion del caso (i) 
/ se deja como ejercicio (refidrase al el ejercicio 44). El caso (iii) se deduce 
inmediatamente de los casos (i) y (ii). 

La regla de L'Hdpital tambien se cumple si jc crece sin lfmite o si jc de- 
crece sin limite, como se establece en el teorema siguiente. 
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7.7.4 Teorema Regla de L'Hopital 



Sean/y g dos funciones diferenciables para toda x > N+ donde N es 
una constants positiva, y suponga que para toda x > N; g\x) & 0. 
Si lim f(x) = y lim g(x) = 0, y 






entonces 



El teorema tambi£n es vdlido si x — * +oo se sustituye por x —¥ -oo. 



Demostracion Se demostrara el teorema para cuando x -> +oo. La 
demostraci6n para cuando x — » -oo se deja como ejercicio (vea el ejercicio 45). 
Para toda x > N, sea x = \jt\ entonces t = 1/jc. Sean F y G las fun- 
ciones definidas por F(t) = /(I/O y G(t) = g(\jt) 7 si t * 0. Entonces 
f(x) = F(f) y g(x) = G(t\ donde x > N y < t < \/N. De las defini- 
ciones 3.7.1 y 1 .6. 1 se puede mostrar que las proposiciones 

lim f(x) = M y lim F(t) = M 

tienen el mismo significado. Se le pedira" que demuestre esto en el ejercicio 42. 
Como por hip6tesis lim f(x) = y lim g(x) — 0, se puede concluir que 



lim F(t) = y lim G(t) = 
Al aplicar la regla de la cadena al cociente F'(t)lG'(i) se tiene 

F'(t) 
G'(t) 



(3) 



-*' 


(1 


-*« 


(I) 


r(l 




•0 




/'(*) 





g'(x) 
Como por hip6tesis lim fXx)lg'(x) = L, se deduce de lo anterior que 
FXO 



lim 



= L 



f-»0+ G\t) 
Puesto que para toda x > N, g'(x) * 0, entonces 

G'(t) * para toda < t < ~ 

De esta proposici6n, y de (3) y (4), se deduce del teorema 7.7.2 que 
F(t) 



(4) 



If™ ^, X 

r->0+ G(t) 



= L 



Pero como F(t)lG(t) = f(x)jg(x) para toda x > N y t ** 0, entonces 
de modo que el teorema se ha demostrado. 
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► EJEMPLO 4 

1 



Evalue el limite si existe. 



lim 



x 



tan - 
x 

Solucion lim — = y lim - = 0. De modo que por la regla de 

*->+« x *->+« x 

L'Hopital se tiene 

1 __L 

lim — =—- = lim 
tan — 

X 



-H !)(-*) 



1 y 1 

= - lim - 

sec z — 

X 

Los teoremas 7.7.2 y 7.7.4 tambien se cumplen si L se sustituye por 
+ oo o -oo. Las demostraciones de estos casos se omiten. Sin embargo, ob- 
serve que si lim/(jc) = 0, lim g(x) = y lim [f'{x)jg\x)] no existe y no 

x— >a x— >a x— >a 

es +oo ni - oo, entonces el lim [f(x)lg(x)] puede existir. Vea el ejercicio 

x-*a 

4 1 como un ejemplo de tal situacion. 

W EJEMPLO 5 Demuestre que si se elimina la discontinuidad en 
del ejemplo 1, la funcion que resulta serd diferenciable en 0. 

Solucion La funcion del ejemplo 1 esta definida por 

fix) = 



e x - 1 



y ahf se mostro que lim f{x) = 1 . Se elimina la discontinuidad definiendo 

x->0 

la funcion de modo que sea 1 en 0. Si F es esta nueva funcion, 

— - — si x * 
F(x) = \e x - 1 

[ 1 si jc = 

A fin de demostrar que F es diferenciable en 0, se calcula F'(0). 
rm m lim fW ' f (0) 

Jt->0 x - 

1 



= lim^-1 



x->0 X 

x - e x + \ 



= lim 

*->o jte* - 1 

Como lim (jc - e x + 1) = y lim {xe x - x) = 0, se aplica la regla de 

x->0 jt->0 

L'Hopital y se tiene 



F'(0) = lim 



*->o e * + xe x - 1 
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Como lim (1 - e x ) = Oy lim (e x + xe x - 1) = 0, se aplica otra vez 
la regla de L'Hopital y se obtiene 

F'(0) = lim 



o e x + e x + Jte* 



Por tanto, se ha demostrado que F es diferenciable en 0, 



EJERCICIOS 7.7 



En los ejercicios I a JO, haga lo siguiente: (a) trace la grdfica 
de f en la graficadora y determine a que valor parece que se 
aproxima fix) cuando x tiene a a; (b) confirme analiticamente 
la respuesta del inciso (a) calculando lim /(jc). 



2. fix) = 



1. 


fix) = 
a =0 


x 

tan x 


3. 


fix) = 
a =2 


sen kx 
2 - jc 


5. 


fix) = 
a =0 


2* - r 

X 


7. 


fix) = 


sen 2 jc 

2 



9. fix) 



x 3 + 8 
jc 3 + jc 2 + 4 



a =0 
4. f(x) = 

a = 
6. Ax) = 

a =0 
8. fix) = 

a =1 
10. fix) = 



tanh 2jc 
tanh jc 



jc j - 1 
jc 3 + 3jc - 4 



3 cos jc 
2jc - K 



a = -2 



a = n/2 



£n /oi ejercicios J I a 16, calcule el limite, si existe, y apoye 
grdficamente la respuesta. 



11. lim 



tan 3jc 



13. 



jr->0 tan 2jc 

2 
sen - 

lim *- 



1 

JC 

15 . , im toft"*) 

jr-»ir/2 (» - 2JC) 2 



12. 


,, In jc 
lim 

Jt->1 JC - 1 


14. 


., 6 - sen 

lim r — - 

0->o tan J 


ia 


k„ ^ X ~ cos x 



x->o x sen x 
En los ejercicios 17 a 28, evalue el limite si existe. 



17. lim 



I 



jc— >1+ JC 

I 



19. lim 



24x~ 



1 - I 



z— >+°° _ : 



21. lim 



z 
sen f 



18. 


2x*-\ 

lim € — T - 
jt->o sen" 1 jc 


20. 


lim ^ 


>>->o 1 - cosh y 


v> 


Urn 5 * 



23. lim 



f->0 In(2e' - 1) *->o 5 Z 

(1 + jc) 1/5 - (1 - x? /5 



*->0 (1 + jc) 1/3 - (I - jc) 1/3 



2 tan 



-1 I 



lim 


JC 2 


Z, Kill 




JC 










x-> + * 




] 
JC 






lim - 

Jt->>T 


i + 

1 " 


cos 2jc 
sen jc 






i.~ cos * ~ cosn 


JC 





- 10* 



24. 

25. 
27. 



En los ejercicios 29 a 36, determine todos los valores de z en 
el intervalo (a, b) que satisfacen la conclusion del teorema del 
valor medio de Cauchy para el par de funciones indie ado. 

29. f{x) = x\gix) = x 2 ;ia,b) = (0,2) 

*-2 



26. 


lim * lu 

Jt->0 x 


28. 


,,„ senh jc - sen jc 


jt->o sen J jc 



30. f(x) = 



2jc 



■,*(*) 



1 



; (a, 6) = (0, 2) 



1 + jc^ 1 + jc z 

31. fix) = sen jc, #(jc) = cos jc; (a, fc) 

32. fix) = cos2jc,£(;c) - senjc;(a,fc) = (0, I 

33. fix) = In *,*(*) = jc 2 ;(a,fc) = (1,3) 



(0,31) 



34. /(jc) = Jx~+l,gix) = x + 3;(a,« = (-4,-1) 

35. /(jc) - e 2 *,g(jc) = e x \ia % b) = (0,2) 

36. /(jc) = ln(jc + \),gix) = lnjc;(0) = (1,2) 

37. Un circuito electrico tiene una resistencia de R ohms, una 
inductancia de L henrys y una fuerza electromotriz de E 
volts, donde R, L y E son positivos. Si i amperes es la 
corriente que fluye en el circuito t segundos despues de 
que se cierra el interrupter, entonces 

R 
Si t, E y L son constantes, calcule lim i. 

tf->0 + 

38. En una progresion geometrica, si a es el primer tennino, r 
es la razon comun de dos terminos consecutivos y S es la 
suma de los primeros n terminos, y si r * 1 , entonces 



S = 



air" - 1) 
r - 1 



Calcule el lim 5. Si r = 1 , <,es consistente el resultado 
con la suma de los primeros n terminos? 
39. Considere que 



fix) 



;jc - 1 
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Sea F la funcidn que se obtiene de / al eliminar la 
discontinuidad en 0; esto es, 

f f(x) six?t0 



Fix) - 



lim/(jr) si x = 

*->0 



E>emuestre que F es diferenciable en calculando F'(0). 
40. (a) Demuestre que si a > 0, entonces 

I 



Urn - 

r->0 



In a 



(b) A partir del resultado del inciso (a), demuestre que si 
r > y s > 0, entonces 



lim 

*->o 



(rs) x - 1 



r x - 1 v* - 1 
lim + lim ~ 

*->0 X jr_>0 X 



41. Sean 



/U) = jc 2 sen- y £(x) = x 
Demuestre que lim f(x) = 0, lim g(x) = 0, y que 

x->0 x->0 

lim [f\x)jg\xy\ no existe ni es + oo ni -oo. Tambten 

X->0 



demuestre que lim [f(x)/g(x)] existe y calcule este limite. 

x->0 

Sugerencia: Aplique el teorema de estriccitfn. 

42. Suponga que / es una funcion definida para toda x > N> 
donde N es una constante positiva. Si / = 1/jc y F{i) - 
/(I/O. donde t * 0, demuestre que las proposiciones 

lim f(x) -My lim F(t) = M tienen el mismo sig- 

x-> + « f->0 + 

nificado. 

43. Calcule los valores para ay b tales que 

., sen 3x + ax + bx 3 „ 
lim = = U 



44. Demuestre el teorema 7.7.2(ii). 

45. Demuestre el teorema 7.7.4 para cuando x -> -oo. 

46. Suponga que/y £ son dos funciones tales que la funcitfn 
f/g tiene la forma indeterminada 0/0 en a. Adem£s su- 
ponga que 

lim f'{x) = L x y lim g\x) = L 2 

x->a x->a 

^Que puede concluirse acerca de lim [f(x)jg(x)] en cada 

x->a 

uno de los siguientes casos: (a) L, * y L 2 =* 0; 

(b) Lj = 0yL 2 ^0;(c)L,^0yL 2 = 0; (d) L, = 
yL 2 = 0? 
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Otra forma indeterminada de un cociente de dos funciones ocurre cuando 
el numerador y el denominador crecen o decrecen sin limite. Por ejemplo, 
suponga que desea evaluar el limite, si existe, 



lim 

x->0"» 



In x 
I 
x 



No se puede aplicar el teorema que trata acerca del limite de un cociente 
porque lim In jc = -oo y lim (1/jc) = +oo. En este caso se dice que la 

r ^ x->0+ J r->0 + n 

funcion definida por 



m = V 



tiene la forma indeterminada (-oo)/(+oo) en jc = 0. La regla de L'H6pital 
tambien se aplica a una forma indeterminada de este tipo asi como a las for- 
mas (+oo)/(+oo), (-oo)/(-oo) y (+oo)/(-oo). La regla se da en los dos teo- 
remas siguientes, para los cuales las demostraciones se omiten debido a que 
estan mas alia del alcance de este libro. 



7,8.1 Teorema Regla de L'Hopital 



Sean f y g funciones diferenciables en el intervale abierto /, excep- 
to posiblememe en el numero a de /, y suponga que para toda x * a 
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en /, g%x) & 0. Si lim/(jc) es igual a +oo o -oo, y lim g(x) es igual 
a +oo o -oo t y 



si lim £^l = L 



entooces 



x-+e g(x) 



El teorema tambien es valido si todos los h'nutes son limites por la 
derecha o If mites por la izquierda. 



► EJEMPLO I 



Sea 




[0, 3] por H. 13 



fix) = 



In x 



Mx 
FIGURA 1 



r t x In JC 



(a) Trace la graTica de /. i A qu£ valor parece que se aproxima f(x) cuando 
x tiende a por la derecha? (b) Confirme analfticamente la respuesta del in- 
ciso (a) calculando lim f(x). 

Solucion 

(a) La figura 1 muestra la graTica de/ trazada en el rectangulo de inspection 
de [0, 3] por [-1, 1]. En la graTica, parece que f(x) se aproxima a 
cuando x tiende a por la derecha. 

(b) Como lim In* = -oo y lim (Ifx) = + oo, se aplica la regla de 



L'Hopital obteniendose 



lim — r~ = lim 

x->0 + 1 jc->0 + 



lim (-x) 

*->0 + 





lo cual confirma la respuesta del inciso (a). 



7.8.2 Teorema Real a de L'Hopital 



Sean fyg funciones diferenciables para toda x > N, donde N es uoa 
constante positiva, y suponga que para toda x > iV, g\x) & G. "Si 
iim f(x) es igual a +oo o -oo, y lim g(x) es igual a +oo o -oo f y 

si lim ■ ,; : - L entonces bm —^ - L 



Ei teorema tambten es valido si jc 






— t +oo se sustituye por x -+ -oo. 



Los teoremas 7.8.1 y 7.8.2 tambien se cumplen si L se sustituye por 
+oo o -oo, y las demos traciones para estos casos tambien se omiten. 



EJEMPLO 2 

lim — -^ 

*->+« ln(2 + e x ) 



Evalue, si existe, 



y apoye graTicamente la respuesta. 
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SoluCIOfl Como lim 5x = +00 y lim ln(2 + e x ) = +00, al apli- 
car la regla de L'Hopital se tiene 



lim 



5x 



= lim 




*->+«> j n (2 + e x ) *->+« 1 . / e x\ 
2 + e x 

= lim (10 + 5e x )e~ x 
= lim (IO-* + 5) 

= 5 

La figura 2 muestra las graTicas de la recta y = 5 y de la funcion 
f(x) = 5jc/ln(2 + e x ) trazada en el rectangulo de inspecci6n de [0, 9] por 
[G, 6]. Se ha apoyado la respuesta ya que la recta parece ser una asintota 
horizontal de la grafica de/. ^ 



► EJEMPLO 3 



Evalue, si existe, 



lim -^f- 

x^xli- sec 3x 

SoluCIOfl Como lim sec x 
regla de L'Hopital se tiene 



= +00, y 



lim sec 3x 

:->/r/2- 



= -00, de la 



lim 



sec x 



K f 2 - sec 3x 



lim 



sec x tan x 



x/2- 3 sec 3x tan 3jc 



Observe que 



lim sec x tan x — +00, y 



lim 3 sec 3* tan 3x - -00 y 

:->ff/2" 

que aplicar otra vez regla de L'Hopital no sera util. Sin embargo, el co- 
ciente original puede escribirse como 



lim J*£JL = Hm cosj* 
x ^ K f2- sec 3x x^nii- cos x 

Ahora, como lim cos 3jc = y lim cos x = 0, se puede aplicar la 
reglade L'Hopital 

lim £0^ = i im z3jenj£ 



r->ff/2- COS X 



*kI2~ 



= -3 



El limite del ejemplo 3 puede ser evaluado sin la regla de L'Hopital, 
utilizando el teorema 1 .10.2. Se le pedira que haga esto en el ejercicio 42. 

Ademas de las formas 0/0 y ± 00/+ 00, otras formas indeterminadas son 
■ (+00), +00 - (+00), 0°, (±00 )° y l ±co . Estas formas indeterminadas se 
definen de manera semejante a las otras dos. Por ejemplo, si lim/(;c) = +00 

y lim g{x) = 0, entonces la funcion definida por /(jc)# w tiene la forma in- 

determinada (+oo)° en a. Para calcular el limite de una funcion que tiene 
una de estas formas indeterminadas, se debe cambiar a la forma 0/0 o 
+ 00/+00 antes de aplicar la regla de L'Hopital. Los ejemplos siguientes 
ilustran el m&odo. 
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► EJEMPLO 4 



Evalue, si existe, 



lim sen ' x esc x 



Solution 



Como lim sen l x = y lim esc x 

jt->0+ jr->0 + 



+ 00, la funci6n 



definida povf(x) = sen -1 x esc x tiene la forma indeterminada • (+00) en 0. 
Antes de aplicar la regla de L'Hopital se expresa sen" 1 x esc x como 
sen -1 */sen x, y se considera lim (sen -1 jc/sen x). Ahora lim sen" 1 x = 

jc-»0+ jr-»0 + 

y lim sen x = 0; de modo que se tiene la forma indeterminada 0/0. Por 
tanto, de la regla de L'Hopital se tiene 



lim 



sen L x 



*->o + sen x 



vr 



lim 

r->0 + cos X 



= 1 



► EJEMPLO 5 



Sea 



fix) = 



** sec * 



-3, 3] por [-1,3] 



/GO- 



x sec jc 
FIGURA 3 



(a) Trace la grafica de/. ^A que valor parece que se aproxima/(;c) cuando x 
tiende a 0? (b) Confirme analiticamente la respuesta del inciso (a) calcu- 
lando lim to). 

j:-»0 

Solution 

(a) La figura 3 muestra la grafica de/trazada en el rectangulo de inspeccion 
de [-3, 3] por [-1, 3]. La grafica tiene un agujero (cubierto por el eje y) 
en x = debido a que /(0) no existe. En la grafica, parece que f(x) se 
aproxima a 0.5 cuando x tiende a 0. 

(b) Como 



lim —x- = +00 

x^O x 2 



1 



lim 

x->o x L sec x 



se tiene la forma indeterminada +00 - (+00). Al reescribir la expre- 
sion se tiene 



lim \ —x = = lim -y 

*->o \ X L x L sec x I *->o V X L 



= lim 
*->o 



1 - COS X 



Como lim (1 - cos x) = y lim* 2 = 0, se aplica la regla de 

Jt-»0 J x->0 r & 

L'Hopital y se obtiene 



,/ 1 - cos x ,, sen x 

lim = = lim —= — 

*->o x 2 *->o 2x 
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Si se aphca la regla de L Hopital una vez m&s, ya que hm sen x = 
y hm 2x = 0, se tiene 

Um §SJ1^ = lim cos * 



+ 2x 



1 



Por tanto, 

r->o \ j: 2 j: 2 sec x J 2 
lo cual confirma la respuesta del inciso (a). ^ 

Para cualquiera de las formas indeterminadas 0°, (+oo)°, l + °°, el pro- 
cedimiento para evaluar el limite se presenta en el ejemplo 6. 



► EJEMPLO 6 



Evalue, si existe, 




[0, 3] por [0, 5] 

/(*) = (x + l) cot * 

FIGURA 4 



lim (x + \) cotx 

x^0 + 



Apoye gr&ficamente la respuesta. 

Solution Como lim (x + 1) = 1 y lim cot* = +oo, se tiene la 



forma indeterminada l + °°. Sea 

y = (jc + l) cot * 

Entonces 

lny = cotxln(jc + 1) 

ln(* + 1) 
tan x 

De modo que 

v , ,, ln(x + 1) 

hm lny = hm — \ - 

jr->o+ jc->o+ tan jc 



(1) 



(2) 



Como lim \n(x + 1) = y lim tan x - 0, puede aplicarse la regla de 
L'Hopital al miembro derecho de (2) obteniendose 

1 

lim M^i> = lim iti 
x->o+ tan x ^->o+ sec 2 x 

= 1 
Por tanto, al sustituir 1 en el miembro derecho de (2) se tiene 

lim lny = 1 (3) 

Debido a que la funcion exponencial es continua en todo su dominio, el cual 
es el conjunto de los numero reales, se puede aplicar el teorema 1.9.1; de 
modo que 

lim exp(lny) = exp( lim lny) 

x->0 + x->0 + 
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Entonces, se deduce de (3) y de esta ecuaci6n que 



lim y = e x 



Pero de (1), y = (jc + \) cotx , y en consecuencia, 



lim (x + l) cot * = e 

JT->0 + 



La figura 4, que muestra la grafica de/(*) = (jc + l) cot x trazada en 
el rectdngulo de inspecci6n de [0, 3] por [0, 5], apoya la respuesta. ^ 



EJERCICIOS 7.8 



En los ejercicios 1 a 8, haga lo siguiente: (a) estime el limite, si 
existe, trazando la grafica de la funcion en un rectdngulo de 
inspection adecuado; (b) confirme analiticamente la respues- 
ta del inciso (a) calculando el limite. 



35. Trace la grafica de 



fix) 



e x 



1. lim — 

X — * + ™ g X 

3. lim tan;t(lnjc) 



(-: 



5. lim, , 
*->i\ln - 

7. lim x xnx 



2. lim^Ol 

x-»+™ JC 

4. lim tan -1 xcotjc 
-) 6. lim (1 + x) lnx 

\) jr-»0+ 

8. limf-2— t X ~^\ 

*^2\ X 2 + jc - 6 x - 1} 



En los ejercicios 9 a 16, calcule el limite, si existe, y apoye 
grdficamente la respuesta. 



n i' In JC 

9. lim 

11. lim jccsc jc 



10. lim 



ln(jc + 100) 
In jc 



12. lim (2jc - 1) tan ttjc 

13. lim (x 2 - V* 4 - x 2 + 2) 14. lim | — -) 

*-»+- x-»o+\senjc x; 

15. lim(l + 3jc) 1/j 16. lim x illnx 

En los ejercicios 17 a 34 1 calcule el limite si existe. 



en un rectangulo de inspection conveniente, y a partir 
de la grafica prediga el comportamiento de /(jc) cuando 
(a) jc -> -oo, y (b) x -> +oo. Confirme analiticamente 
las respuestas de los incisos (a) y (b) determinando 
(c) lim f(x), y (d) lim /(jc), respectivamente. 

36. Realice el ejercicio 35 si 

p x 

fix) = — 

3 X 

37. Demuestre que e x crece mas rapido que x p para todos los 
valores positivos de /?, sin importar que tan grande sea 
p, evaluando 

lim — 

38. Demuestre que In jc crece menos rapido que x p para todos 
los valores positivos de p, sin importar que tan pequeno 
sea p, evaluando 



lim 



In x 



17. lim 



ln(l - 2jc) 



a-h/2- tan nx 



18. lim 



ln(cos x) 



19. lim ie x + jc) 



21. lim (sen*)*' 

jr->0+ 



2lx 



ji-xt/2- ln(tan x) 
20. lim (senhjc) 1 * 11 * 



39. Si/(jc) 



23. lim 



x 1 + 2x 



25. lim(l + senh;c) 2/jc 

JT— >0 

27. lim [(cos x)e x2j2 ] Alx * 

jr->0 

29. lim [(jc 6 + 3jc 5 + 4) 1/6 
ln(jc + e x ) 



30. lim 

X— » + » 

32. lim x x 



3jc 



22. 


lim(jc + e 2x ) llx 


24. 


lim ( i + j- y 2 

*-»+-V 2x) 


26. 


lim (x - 2) tan 

x->2 


28. 


lim (cos jc) 1 '* 2 

T-»0 


- JC 


1 


31. 


e~ i/x 
lim 

x->0+ JC 


33. 


i' x 

lim — 



que/seacontinuaen x = 0. 



(jc + 1)' 
40. Si /(*) = 5 



(In*)/* 



si jc < 

si < jc 



si jc * 

si jc = 



, determine k de 



, determine k de 



34. lim (jc - V* 2 - x) 



vr 



modo que/seacontinuaen x = 0. 

41. Si lim [ 2L±1] - 9, determine n. 

42. Evalue el limite del ejemplo 3 sin emplear la regla de 
L'Hopital, sino utilizando el teorema 1.10.2 y las iden- 
tidades cos( ^ it - t) - sen t y sen( ~ n - t) = cos t. 

43. (a) Demuestre que -lim ie~ l ' x2 /x n ) = para cualquier 

jr-»0 

niimero entero positivo n. (b) Si fix) = e~ llx2 , utilice el 
resultado del inciso (a) para demos trar que los limites de 
/ y de todas sus derivadas, cuando jc tiende a 0, son 0. 
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44. Supongaque/U) = J* e 3t ^9t 4 + 1 dt y g{x) = x n e* x . 



Si 






= 1 . determine w. 



45. Si la recta normal a la curva y = x p , donde p > 0, en el 
punto («, u p ) intersecta al eje jc en el punto (a, 0), de- 
muestre que 



lim (a - u) 



si < p < 0.5 
0.5 si p = 0.5 
[ + oo si 0.5 < p 



46. Si la recta normal a la curva y = In jc en el punto («, In u) 
intersecta al eje jc en el punto (a, 0), demuestre que 

lim (a - u) — 

«-» + » 

En los ejercicios 47 y 48, dibuje la grdfica de f determinando 
prime ro los extremos locales de f y las asintotas horizontales 
de la grdfica, si es que existe alguna. Verifique la grdfica en 
la graficadora. 



47. f{x) = jc 1/x ,jc > 



48. f(x) = jc', jc > 



49. Calcule lim log^jc + 10) y apoye graficamente la res- 

puesta. Sugerencia: primero exprese Iog x (jc + 10) en 
t£rminos de logaritmos naturales aplicando la ecuacion 
(3) de la secci6n 5.5. 

50. Sea 



fix) 



51. 



(a) Estime lim /(jc), si existe, trazando la grdfica de / en 

un nectangulo de inspecci6n conveniente. (b) Confirme 
analiticamente la respuesta del inciso (a) calculando el 
limite. (c) i?ot que no puede emplearse la regla de 
L'Hopital para calcular el limite del inciso (b)? 

Determine cada uno de los siguiente limites: 



(a) lim (seruc) cscx 



(b) lim 



HI 



(c) £Es + ~ una forma indeterminada? Explique como 
lleg6 a la respuesta. 



7.9 INTE6RALES IMPROPIAS CON LIMITES 
DE INTEGRACION INFINITOS 

Hasta aqui, en el estudio de la integral definida se ha supuesto que el integran- 
do esta* definido en un intervalo cerrado. En esta secci6n, se extender^ la 
definition de la integral definida para considerar un intervalo infinito de 
integration. A estas integrales se les denomina integrates impropias. Otro 
y tipo de integrales impropias se discutira" en la proxima section. 




FIGURA 1 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere el problema de 
calcular el area de la regi6n limitada por la curva y = e~ x , el eje y, el eje x 
y la recta x = b, donde b > 0. Esta region se muestra en la figura 1. Si 
A unidades cuadradas es el area de la region, entonces 



A = lim T e Wi A { x 

iNl-*o~ 



Jo 










= 1 - e 



: dx 

b 


-b 



Si se permite que b crezca sin limite, entonces 
lim e~ x dx = lim (1 - e~ b ) 

JO 
rb 
lim e x dx = 1 



(1) 




[0, 3] por [0, 2] 
y = NINT(<T',0,jc) y y = 1 

FIGURA 2 
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Por tanto, sin importar que tan grande se tome el valor de b, el area de la region 
mostrada en la figura 1 , siempre sera menor que 1 unidad cuadrada. ^ 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Al trazar la grafica de 

y = NINT(e~ f , 0, jc) y la recta y = 1 en el rectangulo de inspection de [0, 3] 
por [0, 2], como se muestra en la figura 2, se apoya la respuesta del ejemplo 
ilustrativo L La figura apoya la respuesta porque La recta parece ser una 
asintota horizontal de la graTica. ^ 

La ecuacion (1) establece que si b > 0, para cualquier € > existe 
una AT > tal que 



si b > N entonces 
En Lugar de ( 1 ) se escribe 



Jo 



e' x dx - 1 



< € 



r 



e~ x dx = L 



En general, se tiene la siguiente definicion. 



7.9.1 Definicion de integral impropia con limite 
superior infinito 



Si/ es continue para toda x £ a t entonces 

\x)dx 






si este If mite existe. 






• 



La siguiente definicion trata acerca de las integrates impropias para las 
cuales el Limite inferior de integration es infinito. 



7.9.2 Definicion de integral impropia con limite 
inferior infinito 



Si/es con tinua para toda.r ^ b, entonces 



[ f(x)dx = Hm f f{x)dx 



si este limite existe. 









En las dos definiciones anteriores, si el limite existe, se dice que la inte- 
gral impropia es convergente. Si los limites no existen, la integral impropia 
es divergente. 



► EJEMPLO I 



E value la integral, si es convergente: 



/: 



dx 



(4 - jc) 2 
Apoye graficamente La respuesta. 
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HO, 2]por[-l, 1] 



y = NINT 



1 



1(4 - t) 2 
FIGURA 3 



x, 2 y y = 0.5 



Solution 

r2 



f — ^_ = ifm r 

J.«(4-jc) 2 «->-J fl 



dx 



(4 - jc)^ 
2 



fl_>-00 |_4 - 

= lim - - 

a->-~\ 2 4 - a 



_ _i 

2 

_ J^ 

2 



Al trazar las graficas de y = NINT(l/(4 - f) 2 , jc, 2) y la recta y = 0.5 
en el rectangulo de inspection de [-10, 2] por [-1, 1], como se muestra en 
la figura 3, donde la recta parece ser una asintota de la grafica. ^ 

La siguiente definicion trata acerca de las integrales impropias para el 
caso cuando los dos limites de integration son infinitos. 



7.9,3 Definicion de integral impropia con limite 
superior e inferior infinitos 



Si / es cominua para todos los valores de jc y c es cualquier nrimero 
real, entonoes 



[ f{x)dx = lira I m^x + lim [ f(x)dx 

J-v> Ja Jc 



(2) 



si los dos lfmites existen. 






En el ejercicio 42 se le pedira que demuestre que cuando los limites 
existen, el miembro derecho de (2) es independiente de la elecci6n de c. 
Cuando la definici6n 7.9.3 se aplica, por lo general se considera c como 0. 



► EJEMPLO 2 



Evaltie, si existen, 



(a) 



/.: 



xdx 



(b) 



lim 

" + ~ J-r 



xdx 



Solution 

(a) De la definicion 7.9.3, con c = se tiene 

xdx - lim xdx + lim 

L «-- 1 *- + - Jo 



= lim^f + Hm fix 2 ]* 

= lim (-\a 2 ) +. lim I b 2 

Como ninguno de estos dos limites existe, entonces la integral impropia 
diverge. 
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(b) 



lim xdx - lim [i x 2 ] 



= lim(Ir 2 -Ir 2 ) 

r— > + «> ^ ^ 

= lim 
= 




[-10, 10]por[-l,2] 

>-! = NINT(l/(f 2 + 1), j, 0) (jc < 0) 

y 2 = NINT(l/(f 2 + 1), 0, jc) (x > 0) 

y = nil 

FIGURA 4 



► EJEMPLO 3 

dx 



Evalue la integral, si es convergente: 



£ 



x 2 + 1 



Apoye graficamente la respuesta. 

Solucion 



I _^L_ = lim _^L_ + to _*L_ 

.L, * 2 + 1 a — -J« * + J *- + - Jo * + J 



= lim [tan l x] + lim [tan l xY 

a — ►-ooL la b— >+«>L JO 

= lim (tan -1 - tan" 1 a) + lim (tan -1 b - tan -1 0) 
= - lim (tan" 1 a) + lim (tan -1 /?) - 



- -(-§ ) * f 



= K 



A fin de apoyar la respuesta se trazan las graficas de 

y x = NINT(l/(r 2 + 1), jc, 0) (x < 0) 
y 2 = NINT(l/(f 2 + I), 0, x) (x > 0) 

y la recta y = n/2 en el rectangulo de inspeccion de [-10, 10] por [-1, 2], 
como se muestra en la figura 4, El hecho de que la recta y = n\2 parece ser 
la asintota de las graficas de y\ y y 2 apoya la respuesta. A 



► EJEMPLO 4 

/•+oo 

xe~ x dx 
Jo 

Solucion 

xe~ x dx = lim 
o Jo 



Evalue la integral si es convergente: 



xe x dx 
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A fin de evaluar la integral se utiliza integration por partes con u = x y 
dv - e~ x dx, de modo que du - dx y v = -e~ x . Asi, 



r 



xe x dx 



= lim \-* 



= lim {-be~ b - e~ b + 1) 



= - lim 4-0+1 



(3) 



Con objeto de calcular lim -r-, se aplica la regla de L'Hopital porque 
lim b = +oo y lim e b = +oo. De este modo se tiene 



lim 

= 
Por tanto, de (3), 



lim \ 



r 



xe x dx = I 




FIGURA S 



^ EJEMPLO 5 iEs posible asignar un numero finito para repre- 
sentar la medida del area de la regi6n ubicada a la derecha de la recta 
x = 1, debajo de la grafica de y = \/xy por arriba del eje xl 

Sol UC l6n La region se muestra en la figura 5. Sea L el numero que se 
desea asignar a la medida del area de la region limitada por las gr^ficas de las 
ecuaciones y — 1 jx, y = 0, x = 1 y x = b, donde b > 1 . Entonces 



A = lim Y — A,j» 

llAlhO^j W i 
rb 



Asi, sea L - lim A, si este limite existe. Pero 

b— > + «> 



f 

lim A = lim —dx 



= lim [In b - In 1] 

= +00 

Por tanto, no es posible asignar un numero finito para representar la medida 
del area de la region. A 

W EJEMPLO 6 £Es posible asignar un numero finito para re- 
presentar la medida del volumen del solido generado al girar la region del 
ejemplo 5 alrededor del eje xl 

Solution El elemento de volumen es un disco circular que tiene un es- 
pesor de A;jc y un radio de L/h>, en la base. Sea L el numero que se desea asig- 
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nar a la medida del volumen, y sea V la medida del volumen del solido gene- 
rado al girar alrededor del eje x la region limitada por las graficas de 
y - \jx,y = 0, x = 1 yjt = b, donde b > l.Entonces 



V= lim y^( — ] 2 A^ 



-■r 


4,* 




Sea L - lim 

b — » + °= 


V, si el limite existe. 


lim V = 

b — » + °o 


lim ; 

b— >+« 


rb 


= 


7T lim 


■Hi 


= 


;r lim 


n ♦ .) 



Por tanto, se asigna n para representar la medida del volumen del solido. 4 

► EJEMPLO 7 

J- + oo 
sen x dx es convergente o divergente. 
o 

Solution 



J-+oo rb 

sen xdx - lim sen x dx 
o Jq 



— lim [-cos x] 
t-» + ooL Jo 

= lim (-cosfc + 1). 

Para cualquier numero entero n, conforme b toma todos los valores de nn 
a Inn, cos fc toma todos los valores de -1 a 1. En consecuencia, lim cos b 
no existe. Por tanto, la integral impropia es divergente. A 

El ejemplo 7 ilustra el caso en el cual la integral impropia es divergente 
y el limite no es infinito. 

Una aplicacion de la integral impropia con un limite de integracidn infi- 
nito se refiere a la probabilidad. La probabilidad de que un evento particular 
ocurra es un numero del intervalo cerrado [0, 1]. Si es seguro que el even- 
to ocurra, entonces la probabilidad de su ocurrencia es 1 ; si el evento nunca 
ocurrira\ entonces la probabilidad es 0, Cuanto mas seguro se este" de que un 
evento ocurrira, su probabilidad estara mas cercana a 1 . 

Suponga que el conjunto de todos los resultados posibles de una situa- 
cidn particular es el conjunto de todos los numeros x del intervalo /. Por ejem- 
plo, jc puede ser el numero de minutos del tiempo de espera para una mesa 
en cierto restaurante, el numero de horas de vida de un cinescopio, o el nu- 
mero de pulgadas de la estatura de una persona. En ocasiones es necesario 
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determinar la probabilidad de que x este" en algun subintervalo de /. Por 
ejemplo, se puede desear determinar la probabilidad de que una persona 
tendr£ que esperar entre 20 y 30 min para una mesa en un restaurante, o 
la probabilidad de que de que el cinescopio de una televisi6n dure mas de 
2 000 horas, o la probabilidad de que alguien elegido al azar tenga una altura 
entre 66 pulg y 72 pulg. Estos problemas implican la evaluaci6n de la inte- 
gral de una funci6n denominada funcidn de densidad de probabilidad. En 
la secci6n 5.6 se trat6 la funcion normal estandarizada de densidad de pro- 
babilidad. Las funciones de densidad de probabilidad se obtienen a partir 
de experimentos estadisticos. Se dar£ aquf una discusion breve e informal de 
estas funciones con el fin de mostrar como surgen las integrates impropias. 
Una funcion de densidad de probabilidad es una funcion /que tiene 
como dominio al conjunto R de los niimeros reales y que satisface las dos 
siguientes condiciones: 

1. f(x) ^ para toda x en R 



r 



f(x)dx = 1 



Se considerara aqui la funcion de densidad exponencial definida por 



fix) 



-kx 



si x ^ 
x < 



(4) 



donde k > 0. Para verificar que esta funci6n es una funci6n de densidad 
de probabilidad se mostrara que se cumplen las dos condiciones. 

1. Si x < 0, f{x) = 0; si x > 0, fix) = ke~ kx , y como k > 0, ke~ kx > 0. 



fix) ax + fix)dx 



r +*> r r + 

f(x) dx = f{x) dx + 

J-oa J-oa JQ 

= [ O^jc + I 

J-« Jo 

\knj- e- kx i-kdx)\ 
~* + ~ Jo 



ke kx dx 



- + 



- lim \-e- kx ] b 

^_> + »L Jo 



= lrni t-e~ kb + 1) 




Si / es una funcidh de densidad de probabilidad de cierto evento, en- 
tentes la probabilidad 6k <\\ie el evento ocurrira en el intervalo cerra- 
db [<*,#] se deriota por P([h, b]) y 



Pila.t]) 



r 



fixjdx 



La figura 6 muestra la grafica de la funcion de densidad exponencial. Como 
| °° ke~ kx dx = 1, la medida del area de la region limitada por y = ke~ kx , 
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el eje x y el eje y, es 1. La medida del drea de la region sombreada en la figu- 
re es P{{a, b]). 

w EJEMPLO 8 Para cierto tipo de baterias, la funcion de densi- 
dad de probabilidad de modo que x horas es la vida de una bateria elegida al 
azar esta dada por 



/(*) 



±e- x W si x > 







x < 



(5) 



Calcule la probabilidad de que la vida de una bateria elegida al azar (a) este 
entre 15 y 25 horas, y (b) sea por lo menos 50 horas. 

Solucion La funci6n definida por (5) es de la forma (4) con k = ± . 
(a) La probabilidad de que la vida de una bateria elegida al azar este* entre 15 
y 25 horas es P([15, 25]), y (b) la probabilidad de que por lo menos serd de 
50 horas es/>([50,+oo]). 



(a) P([15,25]) 



■-/. 



60 e 



25 



-/<*>( -±dx) 



60 c 



= - e -'/60T 



25 
Jl5 





- -^-25/60 


+ e" 15 ' 60 




= 0.120 




(b) P([50, 


+ oo]) = lim 


60 € 

50 




= lim f- 


- e -xiwf 
* J50 




= lim (- 


-e-weo + t 




= + e' 


50/60 




= 0.435 





x(60 dx 



-50/60) 



EJERCICIOS 7.9 



En los ejercicios 1 a 75, determine si la integral impropia es f + ~ 

convergente o divergente, y si es convergente, evaluela. Apo- I x °° x 

ye grdficamente la respuesta. 



1. J e~ xf3 dx 2. j e x dx 

3. J x5~ x2 dx 4. j 

5. j x2~ x dx 6. J 



2~ x dx 



dx 



x - i 



q f + x dx 
* J 5 W^x 

13. J e~\ x \dx 



2 e x dx 



J+oo 
.•o <3jc 2 + 2) 3 

J e x\nx 
14. jce"* 2 ^ 



10, 



12. 
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15. f _*L 

J e x(\n x 

,7. J in 



d* 



19. Evahie, si existe: 



16. 



18. 



j-oo 16 + 

Jo 



cos * dx 



(a) 



/: 



sen x dx 



(b) 



lim I 
r->+°° J_ r 



sen jc dx 



20. Demuestre que si [ _ w /U) dx es convergente, entonces 
J^ °° /(-x) dx tambi6n es convergente y tiene el mismo 
valor. 

21. Pruebe que la integral impropia I" x(\ + x 2 )~ 2 dxes 

convergente y que la integral impropia J __ x(\ + x 2 )~ { dx 
es divergente. 






22. Demuestre que la integral impropia 
gente si y s61o si p > 1 . 

23. Determine si es posible asignar un numero finito para 
represents la medida del area de la regi6n limitada por 
la curva cuya ecuacion v = \j(e x + e~ x ) y el eje x. Si 
puede asignarse un numero finito, determfnelo. 

24. Determine si es posible asignar un numero finito para 
representar la medida del area de la regi6n limitada por el eje 
x, la recta x = 2 y la curva cuya ecuaci6n es v = 
l/(x 2 - 1). Si se puede asignar un numero finito, de- 
termfnelo. 

25. Determine si es posible asignar un numero finito para re- 
presentar la medida del volumen del s61ido generado al 
girar alrededor del eje x la regi6n ubicada a la derecha de 
la recta x - 1 y limitada por la curva cuya ecuaci6n 
es y = X/x 3 ' 2 y el eje x. Si puede asignarse un numero 
finito, determinelo. 

26. Determine si es posible asignar un niimero finito para 
representar la medida del volumen del s61ido generado al 
girar alrededor del eje x la region limitada por el eje x, el 
eje y, y la curva cuya ecuaci6n es v = e~ 2x . Si puede 
ser asignado un numero, determinelo. 

27. Para la bateria del ejemplo 8, calcule la probabilidad de 
que la vida de una bateria elegida al azar sea (a) no mas 
de 50 horas, y (b) por lo menos 75 horas. 

28. Para cierto tipo de lamparas, la funci6n de densidad de 
probabilidad de que x horas sea la vida de una lampara 
elegida al azar esta* dada por 



/(*) = 



~ xl4 ° si x ^ 
si x < 



Determine la probabilidad de que la vida de una ldmpara 
elegida al azar (a) este* entre 40 y 60 horas, y (b) sea por lo 
menos 60 horas. 



29. En cierta ciudad, la funcion de densidad de probabilidad 
para que x minutos sea la duraci6n de una Hamad a tele- 
f6nica elegida al azar esta dada por 



31. 



32. 



fix) = 



*/3 







si x 3: 
si x < 



Determine la probabilidad de que una llamada telef6nica 
durara^ (a) entre 1 min y 2 min, y (b) por lo menos 5 min. 

30. Para cierto aparato dom6stico, la funci6n de densidad de 
probabilidad de que necesite servicio despu6s de x meses 
de comprado esti dada por 



fix) 



0.02e" 




si x > 
si x < 



Si el aparato esta* garantizado por un ano, i,cual es la proba- 
bilidad de que un aparato elegido al azar no necesitarS 
servicio durante este periodo de garantfa? 

Suponga que un cohete se lanza desde la superficie de la 
Tierra, sin considerar toda resistencia excepto la de grave- 
dad. Si v millas por segundo es la velocidad necesaria para 
escapar del campo gravitacional de la Tierra, entonces 



^2 = 



= 2gR 



r 

Jr 



l dx 



donde g es la gravedad constante medida en millas por 
segundo por segundo en la superficie de la Tierra y R 
millas es el radio de la Tierra. Con g = 0.006094 y 
R = 3963, aproxime la velocidad de escape con tres 
dfgitos significativos. 

Si / es una funci6n de densidad de probabilidad, entonces 
la media (o valor promedio) de las probabilidades esta 
dado por 



£ 



*/(*) dx 



si existe. Calcule la media de las probabilidades obtenidas 
a partir de la funcibn de densidad exponencial (4). 

Los ejercicios 33 a 36 muesiran una aplicacion de las integra- 
tes impropias en el campo de la economia. Suponga un flujo 
de ingresos continuo para el cual el interes se compone con- 
tinuamente a una tasa anual de 100i% y /(f) dolares es el 
Ingres o anual en cualquier lap so de t aHos. Si el ingreso con- 
tinua indefinidamente, el valor presente, V dolares, de cual- 
quier ingreso futuro estd dado por 



Jo 



f{t)e-«dt 



33. 



34. 



Un flujo continuo de ingresos decrece en el tiempo, y en t 
arios el niimero de d61ares del ingreso anual es 1000 * 2~ r . 
Determine el valor presente de este ingreso si se conti- 
niia empleando indefinidamente una tasa de inter6s del 
8% compuesto eontinuamehte. 

Suponga que el dueno de parte de una propiedad de una 
empresa la tiene en arrendamiento permanente, de ma- 
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nera que la renta se pague a perpetuidad. Si la renta anual 
es de $12 000 y el valor monetario es 10% compuesto 
continuamente, determine el valor presente de todas las 
rentas futuras. 

35. El British Consol es un bono sin vencimiento y proporcio- 
na al poseedor una suma global de pago al afio. Determi- 
nando ei valor presente de un flujo de pagos anuales de R 
ddlares y utilizando la tasa de interns corn en te de 100/%, 
compuesto continuamente, demuestre que el precio justo 
de venta de uno de estos bonos, es Rji dolares. 

36. El flujo continuo de utilidades de una empresa crece con 
el tiempo, y a los t afios el numero de dolares de la utilidad 
anual es proporcional a t. Demuestre que el valor presente 
de la compania es inversamente proporcional a i 2 , don- 
de 100/% es la tasa de interns compuesta continuamente. 

37. La distancia de un punto masa P (toda la masa esta con- 
centrada en P) desde un alambre largo de masa uniforme 
es b unidades. El numero de unidades de fuerza gravi- 
tacional sobre P debida al alambre es F donde 



39. 



F = 2kb 



i 



dx 



(b 2 



,2)3/2 



38. 



donde k es una constante positiva. Demuestre que F — 
2k\b\ esto es, F varia inversamente a b. 

La distancia de un punto masa P desde una superficie pla- 
na delgada de masa uniforme, es b unidades. El numero 
de unidades de fuerza gravitacional sobre P debida a la 
superficie es F donde 



Ikb 



L 



dx 



+ b l 



donde k es una constante positiva. Demuestre que F - 
Ink, lo cual indica que la fuerza gravitacional es inde- 
pendiente de la position de P y de su distancia desde la 
superficie. 

Determine un valor de p para el cual la siguiente integral 



impropia es convergente: 



f 



dx 



jr(ln x)P 



40. Determine un valor de n para el cual la integral impropia 

3* 



Ji U + i' 



dx sea convergente, y evalue 



f] \a -r i 2jc + n/ 
la integral para este valor de n. 

41. Determine un valor de n para el cual la integral impropia 

-™ r I dx sea convergente, y evalue 

J, Vjc 3 + 1 3*+ \) 

la integral para este valor de n. 

42. Suponga que / es continua para todos los valores de x. 
Demuestre que si 

lim J 7(Jt) dx - L y Urn J*/(jc) dx - M 

a— >— oo a b— > + « 

entonces si d es cualquier ndmero real, 

lim J f(x) dx + lim J , f(x) dx = L + M 

a->-oo a fc-> + oo 

Sugerencia: \*f(x) dx = \ q f{x) dx + \ c f(x) dx 

\ b J{x)dx = \j{x)dx + \*fix)dx 

43. Una funcidn de densidad uniforme de probabilidad estd 
definida por 



fix) = 



si x < c 

si c <, c < d 



d - c 
si d < x 



donde c < d. Demuestre que esta funcion es una funcion 
de densidad de probabilidad. 

44. Explique la diferencia entre 



f f(x)dx y lim f f(x)dx 
si/es continua para todos los valores de jc. 
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i 
4- 


. 






3- 
2- 


t*> 


x = i 


1 - 


r- 




y= T> 




i. 




O 


^,1 2 3 


4 


t 5 



Otro tipo de integrales impropias es aquel cuyo integrando tiene una discon- 
tinuidad infmita en los limites de integracion. Para llegar a la definition de 
integral impropia con una discontinuidad infinita en su limite inferior, se in- 
vestigara lo que significa en terminos geometricos. 

La figura 1 muestra la region acotada por la curva cuya ecuacion es 
y = 1/ Vjc , el eje jc, el eje y y la recta jc = 4. Si es posible asignar un numero 
finito a la medida del area de esta region, estaria dado por 



FIGURA I 



lim 

l|A||->0 



s 

1=1 



A,Jt 
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Si este limite existe, es la integral defmida denotada por 

rA 



Jo -fx 



(1) 



Sin embargo, el integrando es discontinuo en el limite inferior 0. Ademas, 
lim 1/V* = +oo, por lo que se establece que el integrando tiene una 
discontinuidad infinita en el limite inferior. Esta integral es impropia, y su 
existencia puede determinarse a partir de la siguiente definicion. 



7,10.1 Definicion de integral impropia con una 

discontinuidad infinita en su limite inferior 



Si / es continua en toda x del intervaJo semiabierto por la izquierda 
(a.Hy&i lfm |/(jr)| = +oo, entonces 

/W*f = ton f(x)dx 



si esle Ifmite existe. 












\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sedeterminara si puede asig- 
narse un niimero finito a la medida del area de la region de la figura 1 . De 
la discusion anterior a la definicion 7.10.1, la medida del area de la region 
dada sera la integral impropia (I) si existe. Por la definicion 7.10.1, 



Jo -& "+ 0+ Jo 



4~x 



= lim 2JC 1 / 2 ] 4 

= lim(4-2Vr) 

= 4-0 

= 4 



Por tanto, se asigna el numero 4 a la medida del area de la region dada. 



" • •'- - ■•■(' i *■ — ^^** t 



[0.00001, 4] por [-1,5] 

g(c) = NINT(l/V^,/,4) (0 < t < 4) 

y = 4 

FIGURA 2 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 

ejemplo ilustrativo 1 al trazar la gr£fica de 
g(t) = NINT(1/Vjc,/,4) (0 < t < 4) 



Se apoya la respuesta del 



y la recta y = 4 en el rectdngulo de inspection de [0.00001, 4] por [-1, 5], 
como se muestra en la figura 2. Observe que lim g(t) parece ser 4. ^ 

Si el integrando tiene una discoritinuidad infinita en el limite de inte- 
graci6n superior, se aplica la siguiente definicion para determinar la exis- 
tencia de la integral impropia. 
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7,10.2 Definition de integral impropia con una 

discontinuidad infinita en su limite superior 



Si / es continua en toda x del intervalo semiabierto por la denecha 
[a r b\ysi lim I/(jc)| = +oa,entonccs 



J f(x)dx = Hm f f{ X ). 



dx 



si este limite exisie. 



► EJEMPLO 1 



Evalue la integral, si es convergente: 



dx 



Jl V4^2 

Apoye graficamente la respuesta. 

Sol UC i6n El integrando tiene una discontinuidad infinita en su limite 
superior. De la definici6n 7.10.2, 

•2 



I 



dx 



V4- x 2 



lim f -* 



= lim sen l 4 

/-+2- 2 



-1 L _ c Pn -l I 



- lim sen l ™ - sen 

i-+2- 2 2 

~ 2 6 



Se traza la grafica de 




[1, 1.99999] por [-1,2] 



5(0 = NINT(1/V4 - x 2 , 1, r) (1 < r £ 2) 

J' = w/3 

FIGURA 3 



g(f) = NINT(1/ a/4 - * 2 , l,r) (1 < t < 2) 

y la recta v = ;r/3 en el rectangulo de inspeccion de [1, 1.99999] por 
[-1, 2], como se muestra en la figura 3. El hecho de que lim_ g(t) pareee ser 
tt/3 apoya la respuesta. A 

Si una discontinuidad infinita ocurre en un numero interior del intervalo 
de integracion, la existencia de la integral impropia se determina a partir de 
la siguiente definicion. 



7.10.3 Definicion de integral impropia con una 

discontinuidad infinita en un numero interior 



Si / es continua en toda Jt del intervalo [a, b] excepto en c\ donde 
a < c < b, y si lim \f(x) I - +oo, entonces 



f(x) dx = Km J /<jc> dx + lim ( /(jt) 
Jo Jq Js 



dx 



&\ los dos 1 (mites existen. 
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w EJEMPLO 2 Evalue la integral, si es convergente: 



1 



2 <* 



Jo (*~D 2 

Solution El integrando tiene una discontinuidad en 1. Al aplicar la de- 
finition 7.10.3 se tiene 



C — ^ = lim P — ^ + lim f —**-^ 

= limT 1 —\ + limT !—l 

= limf" l — - ll + limT-l + — L-l 

«-»i-L r - 1 J s->i + l s - lj 

Como ninguno de estos limites existe, la integral impropia es divergente. ^ 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Suponga que al evaluar la 
integral del ejemplo 2 no se hubiese considerado la discontinuidad del inte- 
grando en 1 . Entonces se habria obtenido 

" 2 -I + -L 

1 -I 



- 1 



= -2 



Esto es claramente un resultado incorrecto. Como 1/(jc - l) 2 nunca es ne- 
gativo, la integral de a 2 no puede ser un numero negativo. ^ 

W EJEMPLO 3 Evalue la integral, si es convergente: 



( 



l 
jc In x dx 

f 



Sollicion Como el integrando es discontinuo en el limite inferior, se 
procede como sigue, aplicando integraci6n por partes: 



x In x dx = lim x In x dx 



= limU x 2 In jc - ^ jc 2 ] 

t->0 + L 2 4 \ t 

= lim fi In I - i- x -t 2 Inr + -t 2 } 

(_>0 + L2 4 2 4 J 

En consecuencia, 

jc In xdx = - - A - 1 lim t 2 In t + (2) 

Jo 4 2 '" 0+ 

A fin de evaluar el limite 

lim t 2 In t = lim ^ 
r->o+ *->o+ J_ 
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se aplica la regla de L'Hdpital, en vista de que lim In t = -oo y 
lim l// 2 = +oo. "*° + 

I-.0+ ' 

1 

lim V = Mm -V 

/->o+ 1 r->o+ 2 



- *K] 



= 



Por tanto, de (2), 



( 



jc lnjcrfjc 



► EJEMPLO 4 

dx 



Evalue la integral, si es convergente: 



Jl x- 



Soluciotl Esta integral tiene el lfmite superior infinito y una disconti- 
nuidad infinita del integrando en el lfmite inferior. Se procede como sigue: 



f + ~ dx = lim f dx + lim [ 



cfct 



y 2 W* 2 - 1 
= lim [sec -1 x 1 + lim [sec" 1 xY 



2 



= lim (sec * 2 - sec * r) + lim (sec ' b - sec l 2) 
= iff - lim sec" 1 r + lim sec" 1 b - iff 



= -0 + ^ff 



La integral del ejemplo 4 se denomina integral impropia de tipo mixto. 



EJERCICIOS 7.10 



En los ejercicios I a 26, determine si la integral es convergente 

o divergente. Si es convergente, evaluela y apoye grdficamente 3. 

la respuesta. 



£ 



x dx 



■> V? 



Jo vn^ 






/; 






4. f ** 

Jo Vl6 - * 2 
J-4 U + 3) 3 
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Jo 



sec BdO 



dy 



o 1 - sen y 
dx 



,3. f~ 

h x47 



\xdx 



•2 
-2 X 



dx 

3 



15. in 

Jo 

17 . f° ** 

J-2 (B- + I) 1 ' 3 

"'I 



1/2 z(lnz) 1/5 
2 * 



g 


i: 


<fjc 




V4~x 2 


10. 


rnil 

tan 040 
Jo 


i? 


J" 

Jo 


<*JC 




(x - l) 2 ' 3 


id 


f 

Jo 


<lr 




jc 2 - 2x - 3 


16 


r 


<*JC 




V2jc - x 2 


18. 


/.: 


* 2 


20. 


r 


— -^dx 


22. 


r 


JC^JC 
1 - JC 


i/\ 


r 


dx 




W4 - jc 2 


26. 


r 


*> 

^-2 



£/i los ejercicios 27 a 29, determine el valor de n para el cual 
la integral impropia converge, y e value la integral para estos 
valores de n. 



27. I x n dx 28. I x n ]nxdx 29. I x n 
Jo Jo Jo 



\n 2 xdx 



30. Demuestre que es posible asignar un' numero finito para 
represents la medida del area de la region acotada por la 
curva cuya ecuacion es y = 1/V* , la recta x - 1 y los 
ejes x y y, pero que no es posible asignar un numero fini- 
to para representar la medida del vo lumen del solido de 
revolution generado si esta region se gira alrededor del 
ejejc. 

31. Determine si es posible asignar un numero finito para 
representar la medida del volumen del sdlido generado al 
girar alrededor del eje jc la regidn limitada por la curva 
cuya ecuacion es y 



-1/3 



jc '" , la recta x = 8 y los ejes x y y. 



32. Considere la integral impropia 



J a 



dx 



(x 



donde 



b > a. Determine si la integral es convergente o diver- 
gente en cada caso: (a) < n < 1 ; (b) n = 1 ; (c) n > 1 . 
Si la integral es convergente evaluela. 

33. Utilice integracion para verificar que la longitud de la 
circunferenciajc 2 + y 1 - a 2 tslna. 

34. Explique la diferencia entre 



Ita f * + lim f *L 

t->0~ J_i X j->0 + J s X 

'-»0 + |_J-| X Jr X] 



REVISION DEL CAPITULO 7 



► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 7 



1. ^Que es la integracion por partes? En la respuesta incluya 
la formula para integracion por partes. 

2. Invente un ejemplo en el que se aplique integracion por 
partes donde el integrando contenga el producto de dos 
funciones. 

3. Invente un ejemplo en el que se aplique integration por 
partes donae el integrando contenga un logaritmo. 

4. Invente un ejemplo en el que se aplique integracion por 
partes donde el integrando contenga una funcion trigo- 
nometrica inversa. 

5. Invente un ejemplo de una integral eh el que se requiera la 
aplicacidn repetida de la integracion por partes. 

6. Describa el procedimiento para integrar una potencia con 
exponente positivo impar de seno o coseno. Invente un 
ejemplo que ilustre la respuesta. 

7. Responda la sugerencia 6 para una potencia con expo- 
nente positivo par de seno o coseno. 



8. Responda la sugerencia 6 para una potencia con exponente 
entera positivo, par o impar, de la tangente b cotangente. 

9. Responda la sugerencia 6 para una potencia con exponente 
positivo par de la secante o cosecante. 

10. Responda la sugerencia 6 para una potencia con exponente 
positivo impar de la secante o cosecante. 

11. Describa el procedimiento para integrar un producto de 
potencias de tangente y secante si el exponente de la se- 
cante es un entero positivo par. Invente un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

12. Responda la sugerencia 11 si el exponente de la tangente 
es un entero positivo impar. 

13. iQu6 sustitucion deberia efectuarse si el integrando con- 
tiene una expresion de la forma V? - u 2 ? Explique 
por que funciona esto. 

14. Responda la sugerencia 13 si el integrando contiene una 
exp resign de la forma V« 2 + u 2 . 
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15, Responda la sugerencia 13 si el integrando con dene una 33. Invente un ejemplo en el que se emplee la regla de 
16. 



expresion de la forma Vw - a . 

lC6mo se descompone una fracci6n enfracciones parcia- 
les si el denominador tiene solo factores lineales y ningu- 
no de ellos se repite? Invente un ejemplo que ilustre la 
respuesta. 

17. Responda la sugerencia 16 si el denominador tiene uni- 
camente factores lineales y algunos se repiten. 

18. Responda la sugerencia 1 6 si los factores del denominador 
son lineales y cuadraticos, y ademas ninguno se repite. 

19. Responda la sugerencia 16 si los factores del denomina- 
dor son lineales y cuadraticos y algunos de los cuadraticos 
se repiten. 

20. lQu€ es el crecmiento logisticol Invente una ecuacion 
diferencial que describa el crecimiento logistico y pro- 
porcione su soluci6n. 

21. Dibuje una curva de crecimiento logistico. iComo se 
compara esta curva con la curva de crecimiento exponen- 
tial y la curva de crecimiento limitado? 

22. Si un integrando contiene potencias con exponentes raciona- 
les de una variable jc, <,que sustitucion se efectuaria para evaluar 
la integral? Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 

23. Si un integrando es una funcion racional de sen jc y cos jc, 
^que sustitucion se efectuaria de modo que el integrando 
sea una funcion racional de una variable z? Invente un 
ejemplo que ilustre la respuesta. 

24. i,Que se entiende por expresion en forma cerrada de una 
integral indefinida? 

25. ^En que condiciones se necesita aplicar tecnicas de inte- 
gration antes de utilizar una tabla de integrales para eva- 
luar una integral indefinida? Invente un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

26. <,Que es una formula de reduction*? Invente un ejemplo 
que muestre el uso de una ftfrmula de reducci6n para eva- 
luar una integral indefinida. 

27. Liste los diferentes tipos de sustituciones estudiadas 
como tecnicas de integraci6n. 

28. Establezca la regla del trapecio para aproximar el valor de 
una integral defmida de una funcion /en el intervalo cerra- 
do [a, b]. i,Que condition necesaria debe satisfacer la fun- 
cion / a fin de aplicar la regla del trapecio? lnterprete 
geom^tricamente la regla del trapecio. 

29. Responda la sugerencia 28 para la regla de Simpson en 
lugar de la regla del trapecio. 

30. Explique la diferencia entre un error de truncado y un 
error de redondeo cuando se aplica la regla del trapecio o 
la regla de Simpson. 

31. ^Que se quiere dar a entender cuando se dice que la fun- 
cion f/g tiene la forma indeterminada 0/0 en el numero a! 

fix) 

32. Establezca la regla de L'Hopital para lim ~- — si f/g 

x->a g(x) 

tiene la forma indeterminada 0/0 en a. Invente un ejem- 
plo que ilustre el uso de esta regla. 



f(x) 
L'Hopital para calcular el limite lim ■ . donde tan to 

r->a g(x) 



f/g como/'/g' tienen la forma indeterminada 0/0 en a. 

f( x ) 

34. Establezca la regla de L'Hopital para lim =— — si f/g 

X-KZ g{X) 

tiene una de las siguientes formas indeterminadas: 
(+oo)/(+oo), (+oo)/(-oo), (-oo)/(+oo) y (-oo)/(-oo). 
Invente un ejemplo que ilustre el uso de esta regla. 

35. ^Como se calcula el lim/(jc)^ si la funcion definida por 

JC— >fl 

f(x) gM tiene la forma indeterminada 0° en a? Invente un 
ejemplo que ilustre la respuesta. 

36. Responda la sugerencia 35 si la funci6n definida por 
/(jc)* w tiene la forma indeterminada (+oo)° en a. 

37. Responda la sugerencia 35 si la funcion definida por 
f(x) gix ^ tiene la forma indeterminada l + ~ en a. 

38. Si/es continua para toda x > a, defina la integral impro- 
pia \ a f{x) dx. Invente un ejemplo que ilustre esta defini- 
ci6n para el cual la integral impropia sea (i) convergente, 
y (ii) divergente. 

39. Si/es continua para toda x < b, defina la integral impro- 
pia | _ go fix) dx. Invente un ejemplo que ilustre esta defini- 
tion para el cual la integral impropia sea (i) convergente, y 
(ii) divergente. 

40. Si/es continua para todos los valores de jc, defina la inte- 
gral impropia j _ oo f(x) dx. Invente un ejemplo que ilustre 
esta definici6n para el cual la integral impropia sea 
(i) convergente, y (ii) divergente. 

41. Invente un ejemplo de una integral impropia divergente 
donde el limite no es infinite 

42. iQu€ es una funcidn de densidad de probabilidadl Si/es 
una funcion de densidad de probabilidad para la ocurren- 
cia de un evento particular, defina Pi[a, />]), la probabi- 
lidad de que el evento ocurrira en el intervalo cerrado 
[a, b], Invente un ejemplo que ilustre esta definition. 

43. Si / es continua en toda jc del intervalo (a, b], y si 

lim | fix) | = + oo, defina la integral impropia \ a fix) dx. 

Invente un ejemplo que ilustre esta definici6n para el cual 
la integral impropia sea (i) convergente, y (ii) divergente. 

44. Si / es continua en toda jc del intervalo [a, b) y y si 

lim | /(jc) I = + oo, defina la integral impropia \ a fix) dx. 

Invente un ejemplo que ilustre esta definition para el 
cual la integral impropia sea (i) convergente, y (ii) di- 
vergente. 

45. Si /es continua en J:oda jc del intervalo [a, b] excepto en c, 
donde a < c < b, y §i lim |/(jc) I = +oo, defina la 

integral impropia \ a fix) dx. Invente un ejemplo que ilus- 
tre esta defmici6n para el cual la integral impropia sea 
(i) convergente, y (ii) divergente. 
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► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPJTULO 7 



En los ejercicios J a 50, evaliie la integral indefinida y utilice 
la graficadora para apoyar la respuesta numerica o grdfica- 
mente, segun lo desee, 

1. I tan 2 4jtcos 4 4*</* 2. I 5x ? ~~ 3 dx 



33. V47 



../, 



*/ 



3. f —?L=dx 4. f dx 

J ^4-e x J x 2 yla 2 + x 2 ■ 

5. f tan" 1 ^^ 6. f -^ 

J J It 2 + 5t + 3 

7. f cos 2 **** 8. f ^*Il + l dx 
J 3 J V7TT-1 

9. f-iLLUr 10. f-^2L- 

J (x - l) 3 J s[y+l 

11. I sen jc sen 3jc dx 12. I cos0cos20^0 

13. ( dx t 14. ft 427^7 dt 
J x + x 4 ?\ J 



15. I (sec3jc + csc3jc) 2 </jc 16. . dx , 

J J V** - 1 

-_ r 2p + \u + 8 , - Q r 3 3x j 

17. -^ » — — dx 18. x J e^ x dx 

J t 3 + 4t 2 + 4t J 

19. j $±1* 20. j ^P- d 

21. I sen 4 3jccos 2 3jc</jc 22. I tsen 2 2tdt 

23. f ' d =L 

J V3 - 4r - r 2 

24. f /, 2 + , - 2 dx 
J x 3 - 5j 2 + 8jc - 4. 

25. I * 3 cosjc 2 d;< 26. I ■ y A <X 
J J 9 + 16> 4 

27. f e^co^tdt 28. f - ^ , 



29. 



f sen* cos* ^. ^ C dx 

J 4 + sen 4 x „ J W^ + jc +■ 1 



31. f sen * ^ 32. f — - 

J 1 + cos z x J x In 



dx 
x(\nx - 1) 



cos 2x 



f 4^~?dt 34. f ,' dx 

J J Vl - x + 

37. f ■ e * dx 38. f J^-dt 

J V4 - 9<? 2 * J V* + 1 

39. j cot 2 3jc esc 4 3jc <*jc 40. | . dx = 

J J x^Sx - 6 - x 2 



41. j x 2 sen- L jcrfjc 42. j — i - 

43. f , *L 44. f 

J sen jc - 2 esc x J 



cot JC 



-dx 



2 sen jc 
cos jc ln(sen jc) dx 



45. I , =dt 46. I tan jc sen x dx 

' J sen 3f Jsen 2 3t - ± J 

47. J SJ jf=*t «• j"ln(* 2 + l)<*jc 

49. f ^ 50. f - ^ 

J 5 + 4 sec jc . J 2 + 2 sen x + i 



I- sec jc J 2 + 2 sen * + cos x 

£>i /<« ejercicios 51 a 54, evalue la integral indefinida. 



,/ 



sen 5 njc dx 



52. 



j tan" 



j Jc"lnjc^jc 54. j 



53. Jc^lnjc^jc 



jc sec jc dx\ n > 



/tan jc^jc 



£n /o5 ejercicios 55 a 84, determine el valor exacto de la inte- 
gral definida. Si lo desea, apoye la respuesta utilizando NINT 
en la graficadora. 



f 

Jo 



Ji/2'a1 / 



55, V2 + 2 cos jc djc 56. 

Jq J\l2 

57. F 2 *\ + *\* dx 58. f —^- 

Jx jc j + 4jc z Jo e x . + * 

f 2 ■ r 3 r^ 2 

59. ~r==^ «■ * 

Jo V4 + r 2 Jo 

- 1: 

63. 

Jo 

65. 

J Kin 



dx 



sen 3 r cos^ t dt 



■2 (16 -jc 2 ) 3 ' 2 
sec 4 jc i/jc 



cot 3 2y.d;y 



i/jc 62. 



Jo (1 + jc) 2 

64. C —L^-dx 

Jq 'x 2 + 3jc + 2 

66. ( 

Jo 



(2* + * 2 )dJc 
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67. f fey 

Jo 



+ y dy 



2x 2 - 2x + 1 



dx 70. 



log 10 4 ex dx 



dx 



73 . f ^±2 
Ji (* + I) 2 

75. | cos 3 jc | dx 

Jo 

ri/2 
77. J 



J\>„ 

/; 

72. .1 

Jo 
J 



xfdx 



V2/2 VT 
In 



,dx 



senjc - cosjc 



\dx 



91. /(*) = 

a = 

93. fix) = 
a - 2 

94. f(x) 



tan x 



92. /(*) = 
a = 



tan jc 



- 2jc 2 + 4jc 



2jc - 1 



95. /(jc) 



sen 2jc 
jc - sen 5jc 



xe x cosx 2 dx 



* 2x dx 



Jo 4\ 
' Jo 12 + 



- jc + 1 
dx 80. 



4jc 4 



dt 



L3 cos r 



76. | tan5 jc | ^jc 

J-TtjA 

78. J jc 3 VTT7 2 "^jc 
Jo 

•I 



96. /(*) - 



3jc + 2 



2jc 3 



3jc j + 4jc 



97. fix) 



ln(jc - 2) 
jc - 3 



98. fix) = 
a.= 



<JJC 

cos 4 3x 

sen » t 

2 dt 



hnii 1 + cos i r 



£n /as ejercicios 99 a 106, haga lo siguiente: (a) estime el limi- 
te, si existe, trazando la grdfica de lafuncion en un rectdngulo 
de inspection conveniente; (b) confirme analiticamente la res- 
puesta del inciso (a) calculando el limite. 



/■16 r3 

83. ^4 -- V^ dx 84. 

Jo Jo ( r '+ 



dr 



^ ,,. In(sen jc) 
99. hm -~ - 

x ^,q+ ln(cot jc) 



100. 



lim 

X — >+<= 



In jc 

JC 



2)V^TT 

En los ejercicios 85 y 86, determine un valor aproximado para 
la integral empleando la regla del trapecio con n = 4. Exp re - 
se el resultado con tres cifras decimales. 



101. 



lim — 

j->+t» e x 



103. lim (sen 2 *) " 1 * 



102. lim jc 1 ™* 
*->o+ . 

104. lim xe Zx 



85. 



Jo 



1 + jc 2 <ijc 



86. 



r9/5 

I, - 1 



1 + jc j dx 



105. lim 



tan2jc 



x->o+ sen z jc 



106. lim 



im f 

+ */2^ 



1 - sen jc 



En los ejercicios 87 y 88, determine un valor aproximado para la 
integral del ejercicio indicado, empleando la regla de Simpson 
conn = 4. Exprese el resultado con tres cifras decimales. 

87. Ejercicio 85 88. Ejercicio 86 

89. Obtenga un valor aproximado <le la siguiente integral me- 
• diante dos metodos y exprese el resultado con tres cifras 
decimales: (a) utilice la regla del trapecio con n - 4; 
(b) emplee la regla de Simpson con n = 4: 

l/2 



En los ejercicios J 07 a 118, determine si el limite existe, y apo- 
ye grdficamente la^respuesta. 



r i/2 

J ^*jc 

Jl/10 x 



90. Los valores de funci6n /(jc) de la siguiente tabla se obtu- 
vieron experimentalmente. Con la suposicion de que/es 
continua en' el intervalo [1, 3], aproxime j fix) dx me- 
diante (a) la regla del trapecio, y (b) la regla de Simpson. 



107. 


lim {Csc 2 x - jc 2 ) 

x-*0 


108. 


r e - (1 + jc) 1/jc 
lim - — 

x->0 JC 


109. 


lim ,n < 1 Y 2 '"> 

/->+« j 1/2 


110. 


- w , JC + 1 

hm jcin 

x ^ +oa x - 1 


111. 


lim (1 + 4/) 3/r 


112. 


lim (1 + e 2 »)- 2 ly 

y— > + <*> 


113. 


lim .!°^'\ 

r^+oo ln(jc - In jc) 


114. 


lim x - tt ?" 1 * 

x^o 4jt 


115. 


lim tan * + ? 

B^njl sec - 1 


116. 


'lim (sen x\l x 
*->°\ x ) 


117. 


lim {e x - x) llx . 


118. 


lim (sen 2 Jt) lanjr 



JC 


. 1 1.2 1.4 1.6 


1.8 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0 


fix) 


5.2 5.7 5.8 6.3 


6.1 6.4 6.0 6.5 6.8 6.7 6.4 



-jc— > jt/2 

En los ejercicios 119 a 132, determine si la integral impropia es 
converge nte o diver gente. Si es convergente, evaluela y apoye 
grdficamente la respuesta. 



En los ejercicios 9J a 98, haga lo siguiente: (a) trace la grd- 
fica de f en la graficadora y establezca a que valor parece 
que se aproximafix) tonforme x tiende a a; (b) confirme ana- 
liticamente la respuesta del inciso (a) calculando el limite 
lim/(jc). 



119. 



121. 



J-2 2X + 

li 



ix - 2Y 



. f -£- 

Jo 4e* 

J 2 VT^l 



dx 
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123. 

125. 

127. 

129. 

131. 
133. 



cot 2 Bdd 

Jo 



Vdx 



(In x) 1 



r 

j: 

Jo X + 



dx 



dx 



4x z + 4x + 5 
dx 



126. 



128. 



130. 



r_*_ 

j, « 4 + * 

r° 

i. I xe x dx 

J — oo 

Jo V* 
Jo * 



•3 V3 - 2jc - jc 2 



Determine los valores de « para los cuales la integral 
impropia 



J, jc" 



<ijt 



134. 



converge, y e value la integral para estos valores de n. 
Evalue si existe: 



(a) 



/: 



senh jc dx 



(b) 



lim I 

r^>+°°J_ r 



senh x dx 



135. La densidad lineal de una barra de 3 m de longitud en un 
punto a jc metros de un extremo es ke~ lx kilogramos por 
metro. Calcule la masa y el centro de masa de la barra. 

136. Detemine el centro de masa de una barra de 4 m de longi- 
tud si la densidad lineal en el punto ubicado a x. metros 
del extremo izquierdo es V9 + x 2 kilogramos por metro. 

137. Calcule la longitud de arco de la parabola y 2 = 6x 
desdejc = 6hastajc - 12. 

138. Determine el area de la region acotada por la curva 

y - sen" 1 2x, la recta jc = I V3 y el eje jc. 

139. Calcule el area de la region encerrada por un lazo de la 
curva jc 2 = y\\ - y 2 ). 

140. Obtenga la longitud de arco de la curva y = In jc desde 

jc = 1 hastaj: = e. 

141. Determine el volumen del s61ido de revolucidn generado 
al girar alrededor del eje y la region limitada por la cur- 
va y = In 2jc, el eje jc y la recta jc = e. 

142. La region del primer cuadrante limitada por la curva 

5 - x 

y = _ , el eje jc y el eje y, se gira alrededor del 

(x + \y 

eje jc. Calcule el volumen del sdlido generado. 

143. Dos sustancias Ay B reaccionan para formar la sustancia 
C, y la tasa de variacion de C es proportional al producto 
de las cantidades de A y B que atin no se combinan en 
cualquier instante dado. Inicialmente se tienen 60 libras 
de la sustancia A y 60 libras de la sustancia B, y para 
formar 5 lb de C se requieren 3 lb de A y 2 lb de B. Des- 



pues de 1 hora, se nan formado 15 lb de C. (a) Si jc libras 
de C se nan formado a las / horas, obtenga una expre- 
si6n de jc en terminos de l, (b) Calcule la cantidad de la 
sustancia C formada despues de 3 hofas. 

144. Un tanque tiene la forma del solido de revolucion gene- 
rado al girar alrededor del eje jc la regi6n limitada por la 
curva y - In jc, el eje jc y las rectas x = eyx = e 2 . Si el 
tanque esta lleno de agua, calcule el trabajo realizado al 
bombear toda el agua a la parte superior del tanque. La 
distancia se mide en pies. Considere la parte positiva del 
eje jc verticalmente hacia abajo. 

145. Determine el centroide de la region del ejercicio 1 39. 

146. Determine el centroide de la region acotada por el lazo 
(bucle) de la curva y 2 = jc 2 - .x 3 . 

147. Determine el centroide de la regi6n acotada por el eje y 
y las curvas y = sen jc - cos x y y = sen jc + cos jc, 
desde jc = hasta jc = ^ n - 

148. Determine el centroide de la regidn del primer cuadran- 
te limitada por los ejes coordenados y la curva y = cos x. 

149. El extremo vertical de una artesa mide 3 pie de ancho en 
la parte superior y 2 pie de profundidad, y tiene la forma 
de la region limitada por eje jc y un arco de la curva 
y = 2 sen 3 #jc. Si la artesa esta llena de agua, calcule 
la fuerza debida a la presidn del agua en el extremo. 

150. Un tablero tiene la forma de una region limitada por una 
recta y un arco de la curva senoidal. Si el tablero se su- 
merge verticalmente en agua de modo que la recta que 
es la frontera inferior este a 2 pie bajo de la superficie 
del agua, calcule la fuerza debida a la presi6n del agua 
sobre el tablero. 

151. En una ciudad, cuya poblacion es de 12 OOOhabitantes, la 
tasa de crecimiento de una epidemia de gripe es con- 
juntamente proportional al numero de personas que tiene 
la gripe y el numero de personas que aun no la han 
contraido. (a) Si hace 5 dfas 400 personas de la ciudad 
tuvieron la gripe y ahora 1 000 personas la tienen, obten- 
ga un modelo matemdtico que describa la epidemia. 

(b) Trace la grafica del modelo matematico Qn la grafi- 
cadora. Estime a partir de la grafica (c) cuantas personas 
se espera que tengan gripe manana, y (d) en cuantos dfas 
la mitad de la poblacion tendra la gripe, (e) Demuestre 
que si la epidemia no es controlada, la poblacion com- 
pleta tendra la gripe tres meses y medio despues. 

152. El ejercicio 106 de los ejercicios de repaso para el capitu- 
lo 1, y el ejercicio 78 (b) de los ejercicios de repaso para 
el capftulo 3, tratan la siguiente situacion: un estanque 
puede soportar 10 000 peces de modo que la tasa de 
crecimiento de la poblacidn de peces es conjuntamen- 
te proporcional al numero de peces presentes y a la dife- 
rencia entre 10 000 y la cantidad de peces presentes. (a) Si 
el estanque contema inicialmente 400 peces, obtenga un 
modelo matematico que exprese el numero de peces pre- 
sentes como una funcidn del numero de semanas en que 
la poblacidn de peces ha estado creciendo. Determine 
cuantos peces se tendran despues de (b) 10 semanas, 

(c) 25 semanas, y (d) 1 ano. (e) Utilice la respuesta del 
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ejercicio 78 (b) de los ejercicios de repaso para el capitu- 
lo 3, para determinar el numero de la semana en que la 
tasa de crecimiento de la poblaci6n de peces es maxima. 

153. Determine si es posible asignar un numero finito para 
representar la medida del area de la regi6n ubicada a la 
derecha del eje y limitada por la curva Ay 2 - xy 2 - 
x 2 = y su asintota. Si puede ser asignado un numero, 
determfnelo. 

154. Determine si es posible asignar un numero finito para 
representar la medida del area de la regi6n acotada por 
el eje jc, la recta x = 1 y la curva cuya ecuacion es 
2jcy - v = 1 . Si puede ser asignado un numero finito, 
determinelo. 

155. Determine si es posible asignar un numero finito para 
representar la medida del area de la regibn del primer 
cuadrante y debajo de la curva cuya ecuacion es y = e~ x . 
Si puede ser asignado un numero finito, determinelo. 

156. En cierta universidad la funci6n de densidad de proba- 
bilidad para que la duration de una llamada telef6nica 
sea de x minutos esta dada por 



/(*) 



0Ae-° Ax 




si x 5: 
si x < 



^Cual es la probabilidad de que una llamada telefonica 
elegida al azar dure (a) entre 2 y 3 min; (b) no mis de 
3 min; (c) por lo menos 10 min? 

157. Suponga que una empresa particular tiene un flujo con- 
tinuo de ingresos y que a los t afios a partir de ahora, el 
numero de do lares del ingreso anual esta dado por 
1 000/ - 300. <,Cu£l es el valor presente de todos los 



ingresos futuros si la tasa de interes es del 8% compuesta 
continuamente? Sugerencia: consulte el parrafo anterior 
al ejercicio 33 de la section 7.9. 

158. Sea 



1 



si x * 



e 2x - 


-e~ 2x 


si x * 


-1 




si jc = 



fix) = 2x 

[ -1 si jc = 

(a) Demuestre que/es continua en 0. (b) Demuestre que 
/es diferenciable en calculando/'(0). 

159. Para la funcion del ejercicio 158, calcule, si existe: 
(a) lim f(x); (b) lim f(x). 

X— > + <*> X— >-«> 

160. Sea 



fix) = 



(a) ^Es/continua en 0? 

(b) Calcule lim f(x), si existe. 

161. (a) Demuestre que lim (x n /e x ) = para cualquier mi- 

mero positivo n. (b) Calcule lim (e~ l!x lx% donde n es 

cualquier numero positivo, considerando x — \\t y 
utilizando el resultado del inciso (a). 

162. Considere la integral \ d + (jc 2 + bx + c) dx, donde b, 
c y d son constantes. Suponga que esta integral se aproxi- 
ma mediante la regla del trapecio con n = k. (a) De- 
muestre que el error de la aproximacidn es exactamente 
-36/ k 2 . (b) ^Ciial es el menor valor de k tal que la 
aproximacion es exacta con una cifra decimal? 
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El objetivo principal de este capitulo es aproxi- 
mar funciones media nte series de potencias. Sin 
embargo, antes del estudio de las series de po- 
tencias se preparara el terreno. Se iniciara con el estudio 
de aproximaciones polinomiales en la seccion 8.1, con en- 
tasis en los polinomios de Taylor, los cuales se generali- 
ze ran despues en la seccion 8.9. 

En la seccion 8.2 se trata la funcion sucesion, la cual 
es una funcion cuyo dominio es el conjunto de numeros en- 
teros positivos y cuyo contradominio consiste de los ele- 
mentos de la sucesion. En el suplemento de la seccion 8.2 
encontrara la demostracion de la equivalencia de conver- 
gence y sucesiones monofonas acotadas (teoremas 8.2. 1 
y 8.2.13) basada en la propiedad de comp/etez de los nu- 
meros rea/es. En la seccion 8.3, se define la suma de una 
serie infinita como el limite de un tipo particular de suce- 
sion. En esta seccion tambien se tratan los teoremas acerca 
de series infinitas. Los criterios de convergencia de series 
infinitas se presentan en la seccion 8.3 asi como en la sec- 
cion 8.4, donde se consideran series de terminos positivos, 
y en la seccion 8.5 en la que se estudian series cuyos 
terminos son positivos y negativos. La seccion 8.6 contiene 
un resumen de los criterios de convergencia y divergencia 
estudiados en las secciones 8.3 a 8.5. 

Despues de la introduccion a las series de potencias en 
la seccion 8.7, aprendera en las secciones 8.8 a 8.10 a utili- 
zar dichas series pora expresar como series infinitas muchas 
funciones; por ejemplo: funciones racionales, trigonometri- 
cas, exponenciales y logaritmicas. Las series de potencias 
se aplican a fin de a proximo r numeros irracionales tales 
como^^/z , It, e, In 5 y sen 0.3, asi como para apro- 
ximar integrales definidas cuyo Integra ndo no tenga 
antiderivada en forma cerrada. Por ejemplo, las series 
de potencias pueden emplearse con el objeto de 
calcular va lores de integrales como: 



r 0.5 r ] r o.i 

e~' dt cosx 2 dx ln(l + sen x) 



dx 



Ademas, Jas soluciones de muchas ecua- 
ciones diferenciales pueden expresarse como series 
de potencias. 
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8.1 APROXIMACIONES POUNOMIALES MEDIANTE 
LA FORMULA DE TAYLOR 

Mientras que los valores de funciones polinomiales pueden determinarse 
efectuando un nitmero finito de adiciones y multiplicaciones, otras funciones, 
entre ellas las funciones logantmicas, exponenciales y trigonom&ricas, no 
pueden evaluarse tan facilmente. En esta seccion se mostrara* que muchas 
funciones pueden aproximarse mediante polinomios y que el polinomio, en 
lugar de la funcion original, puede emplearse para realizar calculos cuando 
la diferencia entre el valor real de la funci6n y la aproximaci6n polinomial 
es suficientemente pequena. 

Varios m&odos pueden emplearse para aproximar una funci6n dada 
mediante polinomios. Uno de los m£s ampliamente utilizados hace uso de la 
f6rmula de Taylor, llamada asf en honor del matemdtico ingles Brook Taylor 
(1685-1731). El teorema siguiente, el cual puede considerarse como una 
generalization del teorema del valor medio, proporciona la f 6rmula de Taylor. 



8.1.1 Teorema 



Sea / una funcifo tal que/ y sus primeras n dcrivadas son contiiuias en 
el intervalo cerrado {a, b], Ademis, consider* que/<" +,) (jc) existe para 
toda x del intervalo abierto (a, b). Entonces existe un odmero z en el 
intervalo abierto [a, b) tal que 

/(« = /(a) + ^(b - a) + ^-{b - «)* + . . . 

La ecuaci6n (1) tambten se cumple n b < a; en tal caso [o» b] se 
rccmplaza por [b t a], y (a, b) se sustituye por (b t a). 

Observe que cuando n = 0, ( 1 ) se convierte en 
fib) = f(a) + f\z)(b - a) 

donde z esta entre ay b. Esta es la conclusion del teorema del valor medio. 
^ La demostraci6n del teorema 8.1.1 se presentara" posteriormente en esta 

oft j ~^*** secci6n. Si en ( 1) se reemplaza b por x, se obtiene la formula de Taylor: 

+ j^ (j - fl) . + /^ n (ri^, ar i (2) 

n! K J (n + 1)1 * ' w 

donde z esta* entre a y x. 

La condici6n en la que se cumple (2) es que / y sus primeras n deri- 
vadas sean continuas en un intervalo cerrado que contenga a a y x, y la 
(n + l)-esima derivada de/exista en todosios puntos del intervalo abierto 
correspondiente. La f6rmula (2) puede escribirse como 

/(*) = P n (x) + R n (x) (3> 



640 CAPITULO 8 APROXIMACIONES POLINOMIALES, SUCESIONES Y SERIES INFINITAS 



donde 



FnM = f(a)+ m ix ^y+n*i 



<x-a) 2 + 



t + fll!^l (x ^ ar ( 4 ) 



RnW = ^ 



* 1 >M 



<*r*i>i 



(x - ff)* +l donde z esta~ entre ayx 



(5) 



P n (jc) se denomina polinomio de Taylor de n-esimo grado de la funci6n/en 
el numero a, y R n (x) se llama residue El termino R n (x), dado en (5), se deno- 
mina forma de Lagrange del residuo, llamada asi en honor al matematico 
frances Joseph L. Lagrange (1736-1813). 

El caso especial de la formula de Taylor que se obtiene al considerar 
a = en (2) es 



m=m + rm x+ r^. x 



1* 



2! 






(it + i) 



.. 



[-3, 31 por [0, 4] 


f(x)=e x 


P (x)=l 


FIGURA1 




[-3, 3] por [0, 4] 
f(x) = e* 

FIGURA 2 



donde z esta entre y x. Esta f6rmula recibe el nombre de formula de 
Maclaurin, en honor al matematico escoces Colin Maclaurin (1698-1746). 
Sin embargo, la formula fue obtenida por Taylor y por otro matematico 
ingles, James Stirling (1692-1770). El polinomio de Maclaurin de n-esimo 
grado para una funci6n/, obtenido a partir de (4) con a = 0, es 



w =/(0) + «, + -m,' + 



+ /^m xn 



(6) 



De este modo, una funcion puede aproximarse por medio de un polinomio 
de Taylor en un numero a o por un polinomio de Maclaurin. 

[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Se calculara el polinomio 
de Maclaurin de n-esimo grado para la funci6n exponencial natural. Si 
f(x) = e x , entonces todas las derivadas de/en x son iguales a e x y las deri- 
vadas evaluadas en cero son 1. Por tanto, de (6), 



P n (x)= i + * + ^ + ^ + 



nl 



(7) 



Asi, los primeros cuatro polinomios de Maclaurin de la funci6n exponencial 
natural son 

Port = 1 

P } (x) = 1 + x 

P 2 (x) = I + X + ±x 2 

P 3 (x) = 1 + x + \x 2 + ±x 3 

Las figuras 1 a 4 muestran la graTica de f(x) = e x junto con las grafi- 
cas de Pq(x), P\(x), P 2 (x) y P$(x\ respectivamente, trazadas en el rectangulo 
de inspeccion de [-3, 3] por [0, 4]. En la figura 5 se muestran las graficas de 
los cuatro polinomios de Maclaurin y la grafica de f(x) = e x en el mismo 
sistema coordenado. Observe c6mo los polinomios aproximan e x para 
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[-3, 3] por [0, 4] 

f(x) = e x 

P 2 (x) = 1 + x + V 

FIGURA 3 




[-3, 3] por [0, 4] 

fix) = e x 

P z ix) = 1 + x + V + 7JC 

FIGURA 4 



v 3 




i 1 1 1 J— ► JC 



AW 



valores de x cercanos a cero, y note que conforme n se incrementa, la 
aproximacion mejora. Las tablas 1 y 2 proporcionan los valores de e x , P n (x) 
(cuando n es igual a 0, 1, 2 y 3) y e x - P n {x) para x - ,0.4 y x = 0.2, 
respectivamente. Observe que con estos dos valores de jc, a medida que x 
esta mas cerca de 0, es mejor la aproximacion para un P n (x) especifico. 4 



Tablal 



Tab\a2 



^(0.4) 



/\,(0.4) 



^(0.2) 



J\(0.2) 






1.4918 


1 


0.4918 





1.2214 


1 


0.2214 


1 


1.4918 


1.4 


0.0918 


1 


1.2214 


1.2 


0.0214 


2 


1.4918 


1.48 


0.0118 


2 


1.2214 


1.22 


0.0014 


3 


1.4918 


1.4907 


0.001! 


3 


1.2214 


1.2213 


0.0001 



De (5), la forma de Lagrange del residuo, cuando P n {x) es el polinomio de 
Maclaurin de /i-esimo grado para la funcion exponencial natural, es 



*„(*) = 



donde z esta entre y jc 



(n + D! 

En particular, si P^(x) se emplea para aproximar e x 9 entonces 

e z A 
R 3 (x) = — ■ * 4 donde z esta entre y x 

y 



(8) 



e* = P 3 (x) + R 3 (x) 



w EJEMPLO I Utilice un polinomio de Maclaurin para determinar 
el valor de 4e con una exactitud de cuatro cifras decimales. 

Sol UC i6n Si/(jc) = e x t entonces el polinomio de Maclaurin de /i-esimo 
grado de/esta dado por (7) y la forma de Lagrange del residuo esta dada por 

(8). Si se considera x = \ en (8), entonces 



M2) " (/» + !)! (2) 



donde < z < 



Asi, 



„l/2 



12/ I 2 n+l (n + I)! 
Como e < 4, entonces e 1 ' 2 < 2, de modo que 

( A 1 ^ 2 



\Rn 



1 



2 n+l in + 1)! 2 n (n + \)\ 



p °^ Debido a que el valor de Ve se aproximara* con cuatro cifras decimales, se 



desea que |/? n (~)| sea menor que 0.00005; |/? rt (^)| sera" menor que 
0.00005 si 1/2" (n + 1)! < 0.00005. Cuando n = 5, 

1 1 



FIGURA 5 



2 n (n + 1)! (32)(720) 
- 0.00004 
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Como 0.00004 < 0.00005, se considera P 5 ( ~ ) como la aproximaci6n de 4e 
con una exactitud de cuatro cifras decimates. De (7), 



de donde se obtiene 4e ~ 1.6487. 



i 

384 



W 



H. 1] por [-0.0001, 0.0001] 

I 2! 3! 4! 5! J 

y = 0.00005 y y = -0.00005 
FIGURA 6 




[-6, 6] por [-4, 4] 

f(x) = sen* 

/*,« = * 

FIGURA 7 




[-6, 6] por [-4, 4] 
/(x) - senx 



^ EJEMPLO 2 Estime en la graficadora los valores de * para los 
cuales P$(x) aproxima e x con una exactitud de cuatro cifras decimates. 

Solution Si P$(x) aproxima a e x con una exactitud de cuatro cifras 
decimates, entonces 

| e x - P 5 (x) | < 0.00005 
La figura 6 muestra la gr&fica de y - e x - P$(x) t es decir, 

y = e x - (1 + x + * 2 /2! + * 3 /3! + * 4 /4! + x 5 /5!) 

y las rectas y = ±0.00005 trazadas en el rectdngulo de inspecci6n de [-1 , 1] 
por [-0.0001,0.0001]. Al emplear el procedimiento de intersecci6n 
(intersect), o los de rastreo y aumento (trace y zoom-in) y de la graficadora, 
se determina que la curva y la recta y = 0.00005 se intersectan cuan- 
do x = -0.5824 y x = 0.5667. De esta forma, se concluye que cuando 
-0.5824 < x < 0.5667, P 5 (x) aproxima e x con una exactitud de cuatro 
cifras decimates. 

Esta respuesta apoya la conclusi6n del ejemplo 1 de que P 5 ( ~ ) apro- 
xima a -J~e con una exactitud de cuatro cifras decimates. 4 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Ahora se determinara el 
polinonio de Maclaurin de «-esimo grado para la funcion seno. Si/(*) = sen *, 
entonces 



f'(x) = cos* 
f 4 \x) = sen* 



f(x) = -sen* 
f 5 \x) = cos* 



/'"(*) = -cos* 
f 6 \x) = -sen* 



(2n-l)! 



y asf sucesivamente. De esta forma, /(0) = 0, 

f\0) = 1 f(0) = f(0) = -1 /( 4 >(0) = f 5 X0) = 1 
etcetera. De (6), 

P (x) = x - — + — - — + 

r « w x 3! 5! 7! 

De esta forma, P (x) - 0, 

P\(x) = x 
P 3 (x) = x-£ 

r 3 JC 5 

P 7 (x) = x-^ + l^-JL^ 



P 2 (x) = x 
P 4 (x) = x-^- 

P g (x) = x-^ + f^--±- 



FIGURA8 



y asf sucesivamente. 
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[-6, 6} por [-4, 4] 
f(x) - sen* 

* 3 x 5 

FIGURA 9 




-6, 6] por [-4, 4] 
/(*) = sen* 

* 3 | x> x 7 
6 + 120 5040 

FIGURA 10 



Pfr) 




y = sen x 



P 7 (x) 



FIGURA 11 



[-1, 1] por [-0.0000002, 0.0000002] 

( jc 3 jc 5 x 7 \ 
ystteax ^^ x . T + m . jm j 

y = 0.0000001 y y = -0.0000001 
FIGURA 12 



Las figuras 7 a 10 muestran la grafica de la funcion seno junto con las 
grdficas de sus polinomios de Maclaurin de grados 1, 3, 5 y 7, respectivamente, 
trazadas en el rectangulo de inspeccidn de [-6, 6] por [-4, 4], La figura 1 1 
muestra las graficas de estos cuatro polinomios de Maclaurin y la grafica de 
/(jc) = sen jc dibujados en el mismo sistema coordenado. Observe que las 
aproximaciones polinomiales mejoran conforme n se incrementa. ^ 

W BJEMPLO 3 (a) Determine la exactitud cuando se utiliza el 
polinomio de Maclaurin de grado 7 de la funcion seno, P 7 (x\ para aproximar 
sen 0.5. (b) Apoye graficamente la respuesta del inciso (a), (c) Calcule P 7 (0.5) 
para aproximar sen 0.5 con una exactitud en el numero de cifras decimales 
considerado en la respuesta del inciso (a). 

Solution 

(a) De (3) con/(jc) = senjcyn = 7, se tiene 

senjc = P 7 (jc) + Rj(x) 
Asi, 

sen 0.5 = P 7 (0.5) + /? 7 (0.5) 
donde, de (5) con x = 0.5 y a = 0, 



(c) 



donde z esta entre y 0.5 



R 7 (0S) = ^^(0.5) 8 

= 0.0000001 senz 
Como | sen z\ < 1, entonces 

|/? 7 (0.5)| < 0.0000001 

Por tanto, se concluye que cuando P-j(0.5) se emplea para aproximar 
sen 0.5, el valor es aproximado a seis cifras decimales. 
(b) A fin de apoyar la respuesta del inciso (a), debe mostrarse que cuando 
x = 0.5, |/? 7 (jc)| < 0.0000001. Como R 7 (x) = sen jc - P 7 (jc), y del 
calculo del ejemplo ilustrativo 2, para la funcion seno, 

X X X ' 

P 7 (X) = X - ^ + i- - 



120 5 040 



se trazan las graficas de 



y = sen jc 



6 120 



JC 

5040 



m) 



y y = ±0.0000001 



en el rectdngulo de inspeccion de [-1, 1] por [-0.0000002, 0.0000002], 
como se muestra en la figura 12. Si se utiliza el procedimiento de inter- 
seccion (intersect), o los de rastreo y aumento (trace y zoom-in), de la 
graficadora, se determina que la curva y las rectas se intersectan en los 
puntos donde jc = ±0.6921. Como -0.6921 < 0.5 < 0.6921, se ha 
apoyado la respuesta del inciso (a). 
Al sustituir 0.5 por jc en la expresion para P 7 (x\ se tiene 



p 7 (0.5) = 0.5 



(0.5) 3 (0.5) 5 - 
6 120 



(0-5) 7 
5 040 



= 0.47942553 
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Del inciso (a), este calculo es preciso con seis cifras decimates. Por tanto, 
sen 0.5 = 0.479426 4 



P 3 (jc)= iV2 



r EJEMPLO 4 Determine el polinomio de Taylor de tercer grado 
de la funcion coseno en \n y la forma de Lagrange del residuo. Trace las grafi- 
cas del polinomio y de la funci6n coseno en el mismo rectangulo de inspection. 

Solution Sea/(jc) = cos jc. Entonces de (4), 

Como/(jc) = cosjc,/'(jc) = -sen *,/"(*) = -cos jc,/'"(jc) - sen jc, 

Por tanto, 

P 3 (jc) = I V2 - I V2(jc - \k) - \ V2(jc - \n) 2 + ± V2(jc - I*) 3 

Como/ (4 >(jc) = cos jc, de (5) se obtiene 

R$(x) = ^(cosz)(jc - jTtf donde z estd entre j^ryjc 

Debido a que | cos z | < 1, se concluye que | R${x) | ^ ^(jc - -n) 4 para 
toda jc. 

La figura 1 3 muestra las grdficas de P$(x) y de /(jc) = cos jc trazadas 
4i (x - iff) 2 + ± 4i (jc - iff) 3 en e ^ rectangulo de inspection de [-tf, n] por [-2, 2]. Observe c<5mo la grdfica 
del polinomio aproxima la grdfica de la funci<5n coseno cerca de jc = In. 4 
FIGURA 13 

W EJEMPLO 5 Utilice el polinomio de Taylor de tercer grado de 
la funcion coseno en i;r, determinado en el ejemplo 4, para calcular un 
valor aproximado de cos 47°, y determine la exactitud del resultado. 

Sol UC ion 47° - ~ n rad. Por tanto en la solution del ejemplo 4 se 



' ^\ * * 



[-ff. ff] por [-2, 2] 
fix) - cos* 

V2(jc- iff)- 



considera jc = -^ n y jc 



i* = 5»*.y 



cos47° = 1V2[1 - £* - 1(±^)2 + 1(4^)3] + u 3 (j« W ) (9) 
donde 

*3<m*) = i cos ^*) 4 donde \ n < * < m K 
Como < cos z < • 1 , 

< *3(£*) < i***^ < °-°0000007 (10) 

Si se considera ~L tt * 0.0349066, de (9) se obtiene 

cos 47° ~ 0.681998 

lo cual tiene una exactitud de seis cifras decimales debido a la desigual- 
dad(10). 4 

Ahora se demostrara' el teorema 8.1.1. Se conocen varias demostra- 
ciones de este teorema, aunque ninguna esta bien motivada. La siguiente 
demos traci<5n utiliza el teorema de del valor medio de Cauchy (7.7.3). 
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Demostracion del teorema 8.1.1 Sean F y G dos funciones defini- 
das por 

F{x) = f(b) - f(x) - f\x)(b -x)- -^p- (b - x) 2 -... - J (n _ y (b - x)»-i - L-+-1 (b - x)" (11) 

y 

°W = T^uT (12) 

Entonces se deduce que F(b) = y G(b) - 0. Al diferenciar (1 1) se obtiene 
* ' W = -fXx) + /W - /• W - *) + 2f "™ " *> - ^ - ^ )2 + 3/ " txX 3 ? - ^ )2 

_/^W(M' (n - l)/< B -'>(jO(fr - x) n ~ 2 f( n) (x)(b - x) n ^ 

3! ' (n-1)! (n - 1)! 

w/^UX* " *)"-' / (n+1) (Jc)(fe - x) n 
n\ n\ 

Al reducir terminos semej antes se observa que la suma de cada t6rmino 
impar y el siguiente termino par es igual a cero; de modo que s61o queda el 
ultimo t6rmino. Por tanto, 



F'(X) = -^ r^(b-x) n 



„, ,- -, (13) 

Si se deriva en (12) se obtiene 

G\x) = -Ub-x)» (14) 

n! 

Al verificar la hipotesis del teorema del valor medio de Cauchy se ob- 
serva que 

(i) Fy G son continuas en [a, b\\ 
(ii) Fy G son diferenciables en (a, b)\ 
(iii) para toda x en (a, b), G'(x) ^ 0. 

De modo que, por la conclusion del teorema, 

F(b)-F{a) __ F'(z) 
G(b)-G(a) ~ G'(z) 

donde z esta en (a, fc). Pero F{b) = y G(fc) = 0. Por lo que 

F(a) = -^yG(a) (15) 

para alguna z en (a, b). 

Si se considera Jt = oen (12), x = z en (13) y jc = z en (14), y si se 
sustituyen en (15) se obtiene 



W *! L (b-z) n \ (n + 1)! 



Si jc = a en (1 1), resulta 



(16) 



F(a) = /(*) - /(a) - f(a)(b -a)- ^-(b - a) 2 - ... - ^"-^f ^ " a >" -1 " ^T^ ~ a >" 

Al sustituir de (16) en la ecuaci6n anterior, se tiene 
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f{b) = f{a) + f\a)(b 



a) + rgL {b 



a) 2 



+ 



f (n) (a) 



Q> 



°r + £^» 



o> 



i/a+ 1 



lo cual es el resultado deseado. El teorema se cumple si b < a debido a que 
la conclusion del teorema del valor medio de Cauchy no se afecta si a y b 
se intercambian. ■ 

Existen otras formas del residuo de la formula de Taylor. Dependiendo 
de la funcion, puede convenir emplear una forma del residuo mas que otra. 
El teorema siguiente, llamado formula de Taylor con forma integral del 
residuo, expresa el residuo como una integral. 



EJERCICIOS8.1 



8,1,2 Teorema Formula de Taylor con forma integral 
del residuo 



Si /es una funcitin cuyas primeras n + 1 derivadas son continuas en un 
intervalo cerrado que contiene a a y x, entonces/(x) ^ P n (x) + R„(x) t 
donde P a (x) es el poiinomio de Taylor de rt-enesimo grado de/en a y 
R n (x) es el residuo dado por 



SJM 






(x - trf {n+V) u)dt 



La demostraci6n de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejer- 
cicio 40). 

Se ha visto como una funcion puede aproximarse mediante una suce- 
sion de polinomios de Taylor. Los valores de estos polinomios para una valor 
dado de x puede considerarse como una sucesion de numeros, tema de la 
siguiente seccion. El poiinomio de Taylor de n-esimo grado es la suma de 
n + 1 terminos, y conforme n crece sin limite, la suma puede o no aproxi- 
marse a un If mite. Tales consideraciones forman las bases de las series in- 
finitasy definidas en la seccion 8.3 y es el tema principal de este capitulo. 



En los ejercicios I a 10, determine el poiinomio de Maclaurin del 
grado indicado para la funcion f con el residuo en la forma de 
Lagrange. Trace las grdficas defy del poiinomio en el mismo 
rectdngulo de inspeccion y observe como la grdfica del poii- 
nomio aproxima la grdfica defcerca del punto donde x — 0. 



1. fix) 
3. f(x) 



1 



x - 2 

e ~ x \ grado 5 

5. f{x) — cos jc; grado 6 

7. f{x) = senh jc; grado 4 

9. f{x) = (1 + jc) 3/2 ; grado 3 

10. fix) = (1 - *r 1/2 ;grado4 



grado 4 2. fix) 

4. f(x) 

6. fix) 

8. f(x) 



; grado 5 

jc + 3 e 

tan jc; grado 3 
cosh jc; grado 4. 
e~ x ; grado 3 



En los ejercicios 11 a 18, determine el poiinomio de Taylor del 
grado indicado en elnwnero a para la funcion f con el residuo en la 
forma de Lagrange. Trace las grdficas de f y del poiinomio en 
el mismo rectdngulo de inspeccion y observe como la grdfica del 
poiinomio aproxima la grdfica defcerca del punto donde x = a. 



11. fix) = x 312 ; a = 4; grado 3 

12. fix) = Vjc;a = 4; grado 4 

13. fix) = sen jc; a - ^k; grado 3 

14. /(jc) = cos jc; a ~ | n\ grado 4 

15. fix) - In jc; a = 1 ; grado 5 

16. fix) = ln(jc + 2); a = -1; grado 3 

17. fix) = In cos jc; a - - k\ grado 3 

18. fix) - x sen jc; a - -^K\ grado 5 

19. Calcule el valor de e con una exactitud de cinco cifras 
decimales, y demuestre que la respuesta tiene la exactitud 
requerida. Apoye graficamente la respuesta. 

20. Realice el ejercicio 19 para el valor de e~ x ^ 2 . 

21. Calcule sen 31° con una exactitud de tres cifras decimales 
empleando un poiinomio de Taylor y demuestre que la 
respuesta tiene la exactitud requerida. Apoye graficamen- 
te la respuesta. 



8.2 SUCESIONES 647 



22. Calcule cos 59° con una exactitud de tres cifras decima- 
les empleando un polinomio de Taylor y demuestre que la 
respuesta tiene la exactitud requerida. Apoye graficamen- 
te la respuesta. 

23. Estime el error que resulta cuando cos x se sustituye por 
1 - jx 2 si | jc j < 0.1. 

24. Estime el error que resulta cuando sen x se sustituye por 



se sustituye 



x - ^x J si | jc | < 0.05. 

25. Estime el error que resulta cuando V 
por 1 + |jc si 0< x <0.01. 

26. Estime el error que resulta cuando 1/Vx se sustituye por 
| - \x si 0.99 < x< 1.01. Sugerencia: sea | - l -x - 

1 - ±U - 1). 

27. Estime el error que resulta cuando e x se sustituye por 
1 + x + |x 2 si j jc j < 0.01. 

28. Utilice el polinomio de Maclaurin para la funci6n defini- 
da por/(x) = ln(l + x) para cakular el valor de In 1.2 
con una exactitud de cuatro cifras decimales. 

29. Emplee el polinomio de Maclaurin para la funcion defi- 
nida por 

1 + x 



fix) - In 



1 - x 



30. 



para cakular el valor de In 1.2 con una exactitud de cuatro 
cifras decimales. Compare el calculo con el del ejercicio 28. 

Demuestre que si < x 

,3 



, entonces 



sen* = x 



ir + R(x) 



donde|tf(x)| < ^. 

31. Utilice el resultado del ejercicio 30 para determinar un 
valor aproximado de j sen x 2 dx, y estime el error. 

32. Demuestre que la formula (1 + jc) 3 ' 2 « 1 + |xesexacta 
con tres cifras decimales si -0.03 < x £ 0. 

33. Demuestre que la f6rmula(l + x)~ 1 ' 2 * 1 - ^xesexacta 
con dos cifras decimales si -0.1 ^ x < 0. 

34. Dibuje la grafica de y = sen jc y y = mx en el mismo 
sistema de ejes. Observe que si m es positivo y cercano a 
cero, entonces las graTicas se intersectan en un punto cuya 
abscisa esta" cerca de n. Determinando el polinomio de 



Taylor de segundo grado en rcpara la funci6n/definida por 
/(jc) = sen jc - mx, muestre que una solution aproxima- 
da de la ecuacidn sen jc = mx, donde m es positivo y esta" 
cerca de cero, esti dada por x « nj{\ + m). 

35. Emplee el metodo descrito en el ejercicio 34 para deter- 
minar una soluci6n aproximada de la ecuacion cot 
x = mx cuando m es positivo y esta cerca de cero. 

36. (a) Utilice el polinomio de Maclaurin de primer grado para 
aproximar e k si < k < 0.01. (b) Estime el error en ter- 
minos de k. 

37. Aplique la formula de Taylor para expresar el polinomio 

P{x) = x 4 - x 3 + 2jc 2 - 3* + 1 
como un polinomio en potencias de x - 1 . 

38. (a) Derive termino a termino el polinomio de Maclaurin de 
n-6simo grado para e x y compare el nuevo polinomio con 
el polinomio para e x . (b) Integre tennino a termino el 
polinomio de Maclaurin de n-6simo grado para e x , deter- 
mine la constante de integraci6n y compare el nuevo po- 
linomio con el polinomio para e x . 

39. (a) Derive termino a termino el polinomio de Maclaurin de 
n-esimo grado para sen x y compare el nuevo polinomio 
con el polinomio para cos x. (b) Integre termino a termino 
el polinomio de Maclaurin de n-esimo grado para sen x, 
determine la constante de integraci6n y compare el nuevo 
polinomio con el polinomio para -cos x. 

40. Demuestre el teorema 8.1 .2. Sugerencia: del teorema 4.7.2 
J x f\t) dt - f(x) - f(a). Resuelva para f(x) e integre 

j f{t) dt por partes considerando u = f\t) y dv — dt. 
Repita este proceso, y el resultado deseado se deduce me- 
diante inducci6n matematica. 

41. (a) Demuestre que los tenninos del polinomio de Maclaurin 
de n-6simo grado de una funci6n impar contienen s61o 
potencias tmpares de x. (b) Demuestre que los tenninos 
del polinomio de Maclaurin de n-6simo grado de una 
funcion par contienen s61o potencias pares de x. 

42. Cuando se emplea un polinomio de Taylor en potencias de 
x - a para aproximar un valor de funci6n en un numero 
particular x h ^qu6 hechos influyen en la elecci6n de a? 
Ilustre la respuesta para las funciones definidas por 

f{x) = e x yg(x) = senx. 



8.2 SUCESIONES 



Sin duda, ha encontrado sucesiones de numeros en sus estudios anteriores de 
matematicas. Por ejemplo, los ntimeros 

2, 4, 6, 8, 10 

forman una sucesi6n. Esta sucesi6n se denomina flnita porque tiene un ulti- 
mo numero. Si un conjunto de numeros que forman una suceci6n no tiene 
ultimo ndmero, se dice que la sucesion es infinite. Por ejemplo, 



12 3 4 
3 ' 5' 7' 9* 



(1) 
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es una sucesion infinita; los tres ultimos puntos indican que no hay ultimo 
numero en la sucesi6n. Como el Calculo trata con sucesiones infinitas, la 
palabra "sucesion" en este texto significant "sucesion infinita". Se initial el 
estudio de esta section con la definici6n defuncidn sucesion. 



8.2.1 Definition de funcion sucesion 



Una funcion sucesion es una funcidn cuyo dominio es el conjunto 

{1,2,3,4 !&;'.) 

de todos los ntimeros enteros posiiivos. 

Los numeros del contradominio de una funcion sucesion se denominan 
elementos. Una sucesion consiste de los elementos de una funcion sucesi6n 
listados en orden. 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 



/<"> = T-^T n e H.2.3,4,...} 

In + 1 



Sea/ la funci6n definida por 



Entonces/es una funci6n sucesion, y 

/(I) - \ 7(2) = f /(3) = f / (4 ) = ± /(5 ) = ± 

y asi sucesivamente. Los elementos de la sucesion definida por/ son ] ~, |, 
~, |, ~ t etcetera; y la sucesion es la (1). Algunos de los pares ordenados 
de la funcion sucesi6n/son (1, |), (2, j), (3, |), (4, |), y (5, £). ^ 

Por lo general, cuando los elementos se listan en orden se indica el 
n-6simo elemento f(n) de la sucesion. De este modo, los elementos de la 
sucesion ( 1 ) pueden escribirse como 

12 3 4 « 



3'5'7'9"'''2n + r'"" 

Puesto que el dominio de cada funcion sucesion es el mismo, puede era- 
plearse la notation [f{ri)\ para denotar una sucesion. Asi, la sucesion (1) 
puede denotarse por [n/(2n + 1)). Tambien se utiliza la notaci&n de su- 
bindice \a n ] para expresar una sucesion para la cual/(«) = a n . 

La grafica de una funcion sucesion puede trazarse de varias maneras en 
la graficadora (consulte el manual del usuario). Si la graficadora carece de 
ese procedimiento, una alternativa para graficar la sucesion [f(n) } consiste 
en trazar la grafica de la funcion /(jc) correspondiente, donde x es un nume- 
ro real y x > 1; entonces las coordenadas y de la graTica para valores 
enteros positivos de x son los elementos de la sucesion. En el ejemplo si- 
guiente se muestra otro procedimiento para graficar una funci6n sucesi6n, 
el cual emplea el modo parametrico-punto. 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 A fin de trazar la graTica de 
la funci6n sucesi6n del ejemplo ilustrativo 1, primero asegurese de activar la 
graficadora en modo parametrico-punto. Despues considere 

x - t y y = 

J 2/ + 1 
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y asigne los siguientes valores a los parametros para e] rectangulo de inspec- 
tion: / mi - n = 1, / m £ X = 25, / step = 1, * mi - n = 0, x m £ X = 25, x sc \ = 1, 
^min = 0, y m & x = 1 y y sc \ - 0.5. La gr&fica que se obtiene se muestra en la 
figura 1 . Recuerde que las coordenadas y de los puntos son 'los elementos 
de la sucesion. A 

Se dice que la sucesion 

a h a 2 , a^ . . . , a n , . . . 

es igual a la sucesion 

b h b 2 , 63, . . . , b n , . . . 

si y solo si <^ = b t para todo numero entero positivo L Recuerde que una 
sucesion consiste de un ordenamiento de elementos. Por tanto, es posible 
que dos sucesiones tengan los mismos elementos y que sean diferentes. Esta 
situacion se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 

I ■ EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 La sucesion {!/«} tiene 
como elementos los reciprocos de los numeros enteros positivos 



[0,25] por [0,1] 

= ' y y = -— 
it + 1 

FIGURA 1 



/(B) 



'•"( l .%)K)H) 



FIGURA 2 



/(b) 



0.1)/. 



(Hp'W'n 



' 2 3 4 



(2) 



La sucesion para la cual 

2 



/(«) = 



n + 2 

1 



si n es impar 
si n es par 



tiene como elementos 



FIGURA 3 




FIGURA 4 



-> /(«) 



9 A 
11 



FIGURA 5 



l,i,l' 1,1, 



(3) 



Los elementos de las sucesiones (2) y (3) son los mismos, sin embargo, las 
sucesiones no son iguales. Las graficas de las funciones sucesiones para 
las sucesiones (2) y (3) se muestran en las figuras 2 y 3, respectivamente. ^ 

Los puntos correspondientes a los elementos sucesivos de una suce- 
sion pueden trazarse sobre una recta numerica. Esto se muestra en la figu- 
ra 4 para la sucesion (I), sobre la recta horizontal y = 2. Para obtener esta 
figura se activ6 la graficadora en modo param£trico-punto y se consider6 

y y = 2 



it + 1 



con los siguientes valores para los parametros del rectangulo de inspection: 

= U^mfn - °<-*max = 1. *scl = °- 5 > ^min = °> 



10,/ 



step 



*mfn - 1» *max 

^max = 3 y y sc \ = 1. En figura 5, se han ubicado en una recta numenca 
los cinco puntos que representan los primeros cinco elementos de la su- 
cesion. Observe en las figuras 4 y 5 que los elementos consecutivos de 
la sucesion estan cada vez mas cerca de ^ aunque ningun elemento de la 
sucesion tiene el valor de ^. Intuitivamente se observa que un elemen- 
to estara" tan cerca a ]- como se desee al considerar el numero del ele- 
mento lo suficientemente grande. O dicho de otra manera, se puede hacer 
| nj(2n + 1 ) - - | menor que cualquier numero positivo € dado conside- 
rando n suficientemente grande. Debido a esto, se dice que el limite de la 
sucesi6n { n/(2n + 1 ) } es - . 
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En general, si existe un numero L tal que | a n - L | es arbitrariamen- 
te pequeno para una n suficientemente grande, se dice que la sucesitfn {a n } 
tiene el limite L. 



8.2.2 Definicion del limite de uno sucesion 



Una sucesion [fl H l dene el lfmite L si para cualquier € > existe un 
numero N > tal que si n es un numero entero y 

sin > Nentonces \a n - L\ < € 

y se escribe 

Ifm a n - L 

Compare esta definicion con la definicion 3.7.1 del limite de/(jc) con- 
forme x crece sin limite. Las dos definiciones son muy id^nticas; sin em- 
bargo, cuando se dice que lim f(x) = L, la funcidn / esta definida para 

todos los numeros reales mayores que algun numero real r, mientras que 
cuando se considera lim a m se restringe n a los numeros enteros positivos. 

n— » + « 

El teorema siguiente se deduce inmediatamente de la definicitfn 3.7.1. En el 
ejercicio 56 se le pedira que escriba la demostracion formal. 



8.2.3 Teorema 



Si lim f(x) = L, y / esti definida para todo numero entero positi vo t 

entonces tambi£n lim f(n) - L, cuando n se restringe a los nume- 
ros enteros pQsilivosL* +, 



\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Se aplica el teorema 8.2.3 a 
la sucesion (1) donde/(n) = nj{2n + 1), de modoque/"(x) = xj(2x + 1), 

I 



*->+- 2x + 1 



= lim 



' 2 + 



I 



Asi, del teorema 8.2.3, lim f(n) = £ cuando n se restringe a los numeros 
enteros positivos. ^ 

l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Considere la sucesi6n 

{(-l) n+, / n }* Observe que el «-6simo elemento de esta sucesion es (-l)" +1 /n, 
y que (-1 )" +1 es igual a + 1 cuando n es impar, y es igual a -1 cuando n es par. 
En consecuencia, los elementos de la sucesion pueden ser escritos como 



1, 



2' 3' 



J_ 1 

4' 5' 



_iyi+l 



(-D 



La figura 6 muestra los puntos correspondientes a los elementos sucesivos 
de la sucesitfn ubicados en una recta numerica. En la figura, a] = 1, ai 



*3 = J. 



a 4 = "J- «5 = j> a 6 =--i «7 = V a % = ~\> a 9 - \> 



a io - ~io* El limite de la sucesion es 0, y los elementos oscilan alrede- 
dor de 0. 4 
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/ , ./ . / , . / . / 





7 l 



FIGURA 6 



Si una sucesion {a n } tiene un limite, se dice que la sucesion es convergente, 
y a n converge a ese limite. Si la sucesion no es convergente, es divergente. 



W EJEMPLO I Determine si la sucesion es convergente o di- 
vergente y apoye graficamente la respuesta: 

4n 2 



In 2 + 1 



Solution Se desea determinar si lim An 1 Kin 1 + 1) existe. Se con- 
sidera f(x) - 4x 2 j(2x 2 + 1 ), y se investiga lim f(x) 



4x 2 



lim 

*->+» 2x 2 + i 



= lim 



2 + 



= 2 



Por tanto, por el teorema 8.2.3, lim f(n) = 2. De este modo, la sucesion 
dada es convergente y 4n 2 l(2n 2 + 1 ) converge a 2. 

La figura 7 muestra la gr£f ica de / y la recta v = 2 trazadas en el rec- 
tangulo de inspeccion de [ 1 , 20] por [0, 4] apoya la respuesta debido a que 
la recta parece ser una asintota horizontal de la grafica de/. 

Tambien se puede apoyar la respuesta trazando la grafica de la funci6n 
sucesion correspondiente y observando que las coordenadas v de puntos su- 
cesivos estan cada vez mas cerca de 2. *4 



► EJEMPLO 2 

vergente: 



Determine si la sucesi6n es convergente o di- 



n sen — \ 
* J 



Sol UC i6n Se desea determinar si lim n sen(/r/n) existe. Se considera 
f(x) = x sen(7rix) y se investiga lim Hx). Como f(x) puede escribirse 
como [sen(^/x)]/(l/x)y lim sen(^/x) = y lim (l/x) = 0, puede apli- 
carse la regla de L'Hopital a fin de obtener 
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- \ cos * 
lim fix) = lim — ^ — : — £ 

JC-> + « X— >■)-'» __ 1 

X 2 

= hm it cos — 

Por tanto, lim fin) - n. Asi, la sucesidn es convergente y n sen(7c/n) 
converge a n. ^ 

W EJEMPLO 3 Demuestre que si | r | < 1, entonces la sucesi6n 
{ r n ] es convergente y r" converge a cero. 

Sol UC l6n Primero se considera r = 0. Entonces la sucesi6n es [0] y 
lim = 0. De este modo, la sucesidn es convergente y el «-6simo ele- 

mento converge a cero. 

Si < | r | < 1, se debe demostrar que se cumple la definition 8.2.2 
con L = 0. Por tanto, debe probarse que para cualquier e > existe un 
numero N > tal que si n es un numero entero y 

si n > N entonces | r n - 1 < € (4) 

<=> si n > N entonces \r\ n < € 

<=> si n > N entonces In | r | n < In € 

<=> si n > N entonces n In | r j < In 6 

Como < | r | < 1 , In | r | < 0. La proposicidn anterior es equivalente a 

si n > N entonces n > — t~. 

\n\r\ 

Por tanto, si /V = In e/ln I r I , se cumple (4). En consecuencia, lim r n = 0. 
De modo que la sucesion [r n ] es convergente y r n converge a cero. ^ 

El teorema siguiente incorpora los teoremas de limites para sucesiones 
que son analogos a los teoremas de limites para funciones. Las demostra- 
ciones se omiten debido a que son semej antes a las demos traciones de los 
teoremas correspondientes para limites de funciones. 



8*2.4 Teorema 



Si { a n ) y { b n 1 s° n sucesiones convergente* y c es una constants, chtonces 

(i) La sucesidn constante {c} tiene a c como su If mite 
(ti) Hm ca n =■ c ]\m a n \ 
(ffl) tim (a„ ± b„) = Hm a fl ± tim fr n ; 

(Iv) lta «A = (ita o n V lim 6.) 

fl lim c n 

<▼) to |a = "-»*-. S i iim * n * 0,ycute* ff * 0. 

«-*+- £„ lim J> n «-+«■** 



► EJEMPLO 4 

sucesion 

4« 3 „ « ' 



Aplique el teorema 8.2.4 para demostrar que la 



-sen- 



[ 2n 2 + 1 n\ 
es convergente, y determine su If mite. 
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Sol UC ion El n-6simo elemento de la sucesi6n puede escribirse como 



4n 3 



4n 2 



n sen — 



In 2 + ] n In 1 + 1 

En el ejemplo 1 se mostro que la sucesion [4n 2 l(2n 2 + I)} es convergente 
y que lim [4n 2 j(2n 2 + 1)] = 2. En el ejemplo 2 se mostro que la su- 
cesion {n sen(KJn)} es convergente y que lim [n sen(7r/n)J = n. En con- 
secuencia, por el teorema 8.2.4(iv), 

lim ~4~ n sen £ • * lim —^ Hm « sen £ 

n-++»|_2rt z + 1 W J «-*+« 2rr + 1 "-*+« rt 

= 2 • 7T 

Por tanto, la sucesi6n es convergente y su limite es 2n. A 

Cierto tipo de sucesiones reciben nombres especiales. 



8.2.5 Definicion de sucesiones creciente y decreciente 



Una sucesion [a n ] es 
(i) creciente si a n £ a rt+l para toda n; 
(11) decreciente si a n 2: a n + x para toda ft> 
Una sucesion es mondtona si es creciente o decreciente . 

Si a n < a n+ i (un caso especial de a n < a n +i), la sucesion es estricta- 
mente creciente; y si a n > a n+] , la sucesion es estrictamente decreciente. 



W EJEMPLO 5 Aplique la definicion 8.2.5 para determinar si la 
sucesi6n es creciente, decreciente o no es monotona: 



(a) 



n 


(b) < 


n 


(0 < 


f(-i)" +1 ] 

n 


2n + ] 



Solution 

(a) Los elementos de la sucesi6n son 



12 3 4 

3 * 5 * 7 ' 9 



n 



n + 1 

2n + 1 ' In + 3 



Note que a n + \ se obtiene de a n reemplazando * por * + 1 . 

Vea los cuatro primeros elementos de la sucesion y observe que 
los elementos se incrementan conforme n crece. De esta manera, se 
sospecha que, en general, 



n 



2n + l 



w + 1 

2* + 3 



(5) 



La desigualdad (5) puede verificarse si es posible encontrar una desi- 
gualdad de la cual se sepa que es valida. Al multiplicar cada miembro 
de(5)por(2* + l)(2n + 3) se obtienen las siguientes desigualdades: 



n(2n + 3) < (n + l)(2/i + 1) 
2n 2 + 3n < 2n 2 + 3n + 1 



(6) 
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La desigualdad (6) claramente se cumple ya que el miembro derecho 
excede en 1 al miembro izquierdo. Por tanto, se cumple la desigual- 
dad (5); asi, la sucesion dada es creciente. 
(b) Los elementos de la sucesion son 

1 1 



1, 


1 

2" 


1 1 

3' 4* ' 


Como 






I 
n 


> 


1 
n + 1 



n * n + 1 * 



para toda n, la sucesi6n es decreciente. 
(c) Los elementos de la sucesi6n pueden escribirse como: 

i _I I _I H) n+1 H) n+2 

* 2* 3' 4" * ' ' n ' n+\ * ' " 

Debido a que ^ = 1 y a 2 = -~, a^ > a 2 . Pero «3 = | ; de modo 
que a 2 < ay De manera mds general, considere los tres elementos 
consecutivos 

( _ iy . + i (-l) n+2 _ (-D n+3 

Si n es impar, entonces a n > a n+] y a n+l < a n+2 ; por ejemplo, a\ > a 2 
y a 2 < a^. Si n es par, entonces a n < a n+ \ y a n +[ > a n+2 ; por ejem- 
plo, a 2 < a$ y a$ > a 4 . En consecuencia, la sucesion no es creciente 
ni decreciente; de modo que no es monotona. ^ 

Las respuestas del ejemplo 5 pueden apoyarse graficamente al trazar 
la graTica de la funcion sucesi6n correspondiente. La figura 1 apoya la res- 
puesta del inciso (a) de que la sucesion es creciente, y la figura 2 apoya la 
respuesta del inicio (b) de que la sucesi6n es decreciente. 

Para muchas sucesiones [/(«)} se puede determinar si la sucesi6n es 
mon6tona calculando f(x) y aplicando el teorema 3.4.3, como se muestra en 
el ejemplo ilustrativo siguiente. 

_______________ 

(a) Para la sucesion {n/(2n + 1)} del ejemplo 5(a) considere 

2x + 1 (2jc + l) 2 

Como/'(jt) > para toda jc > 1, entonces la sucesi6n es creciente. 

(b) Para la sucesion { 1 jn ) del ejemplo 5(b) considere 

f(x) =_ I y f(x) = -\ 

X x 2 

Debido a que f(x) < para toda x > 1, entonces la sucesion es de- 
creciente. A 



8.2. 6 Definition de cotas inferior y superior de una 
sucesion 



El ndroero C es una cota Inferior de la sucesitin \a n } si € <; a„ para to- 
dos los ______ enteros positives n; el numero D es una cota superior 

de la sucesi _ n { a n } si a n <, D paia todos los niimeros enteros positives f_ 
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t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 El numero cero es una cota 
inferior de la sucesidn [nj(2n + 1)) cuyos elementos son 



12 3 4 
3' 5' 7' 9' 



2n + 1 



Otra cota inferior de esta sucesidn es | . En realidad, cualquier numero que 
sea menor que o igual a ~ es una cota inferior de esta sucesion. 4 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 

yos elementos son 



Para la sucesion { 1 jn } cu- 



1 I I I 

* 2 ' 3 ' 4 ' 



el numero 1 es una cota superior; tambien 26 es una cota superior. Cualquier 
numero que sea mayor que o igual a 1 es una cota superior de esta sucesidn, 
y cualquier numero no positivo servira" como cota inferior. A 

Observe en los ejemplos ilustrativos 7 y 8 que una sucesion puede te- 
ner muchas cotas superiores e inferiores. 



8.2.7 Deftnicion de maxima cota inferior y minima 
cota superior de una sucesion 



Si A es una cota inferior de una sucesion (o„] y si A tiene Ja propiedad 
dc que para cada cota inferior C de {a n \, C ^ A, entonces A es la 
maxima cota inferior de la sucesion. De manera semejante, si /i cs 
una cota superior de una sucesion {a n ) y si B dene Ja propiedad de que 
para cada cota superior D de {a n ] t B £ D* entonces S es la mu 
cota superior de la sucesion. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 9 Paralasucesi6n{ w /(2 W + 1)} 
del ejemplo ilustrativo 7, | es la maxima cota inferior debido a que cada 
cota inferior de la sucesion es menor que o igual a ~ . Adem£s, j es una cota 
superior de la sucesidn porque 

» 1 ^ 1 



In + L 



2 + i 
n 



para toda w, y como cada cota superior de la sucesidn es mayor que o igual 
a \ , este numero es la minima cota superior de la sucesidn. A 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 10 La minima cota superior 
de la sucesi6n [1/n] del ejemplo ilustrativo 8 es 1 ya que cada cota supe- 
rior de la sucesion es mayor que o igual a 1. La maxima cota inferior de esta 
sucesion es 0. 4 



8.2.8 Definicion de una sucesion acotada 



Una sucesidn es acotada si y solo si tiene una cota superior y una cola 
inferior. 
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Como la sucesi6n (1/n} del ejemplo ilustrativo 10 tiene una cota su- 
perior y una cota inferior, es acotada. Esta sucesi6n tambien es decreciente 
y en consecuencia es una sucesion monotona acotada. Ademas, como 
Urn (\jn) = 0, esta" sucesi6n es convergente. El teorema 8.2.10, el cual se 
deduce rapidamente, garantiza que una sucesi6n monotona acotada es con- 
vergente. En contraste, la sucesi6n {n} es mon6tona porque es creciente, 
pero no es acotada ya que Urn n = +oo. 

La siguiente propiedad es una de las mas importantes del si sterna de 
los numeros reales y se empleara en la demostraci6n del teorema 8.2.10. 



8.2,9 Axioma de complete** 



Todo co nj unto no vacfo de numeros reales que tiene una cota inferior 
tiene una maxima cota inferior. Tambien, todo conjunto de numeros 
reales que tiene una cota superior tiene una mmima cota superior. 

La segunda oraci6n del enunciado del axioma de completez no es ne- 
cesaria porque puede demostrarse a partir de la primera oracion. Aqui, se 
incluy6 en el axioma con el fin de agilizar la discusi6n. 

Suponga que {a n \ es una sucesi6n creciente acotada, y sea D una cota 
superior de la sucesion. Si los puntos (n, a n ) se ubican en un sistema de 
coordenadas cartesianas rectangulares, estos puntos estaran debajo de la 
recta y = D. Ademas, como la sucesion es creciente, los puntos estaran 
cada vez m&s cerca de D a medida que n aumenta. Vea la figura 8. Por tanto 
los elementos crecen hacia D conforme n crece. Entonces, intuitivamente 
parece que la sucesibn [a n ] tiene un limite que es D o un numero menor que 
D. En realidad esto es lo que ocurre y se garantiza en el teorema siguiente, 
el cual se demuestra en el suplemento de esta section. 



'(4, a*) 
>(3,a 3 ) 



'(5.fl 5 ) 



>(6,a 6 ) 



* (2,a 2 ) 



•a.fli) 



FIGURA 8 



8.2.10 Teorema 



Una sucesi6n mon6tona acotada es convergente, 

Este teorema establece que si {a n } es una sucesion monotona acotada, 
entonces existe un ntimero L tal que lim a n — L, pero no indica como 
determinarlo. Por esta raz6n, el teorema 8.2.10 se llama teorema de existen- 
cia. Muchbs conceptos importantes en matematicas estan basados sobre 
teoremas de existencia. En particular, para muchas sucesiones el limite no 
puede determinarse median te el uso directo de la definicion o por medio de 
teoremas de limites, sin embargo, el conocimiento de que tal limite existe 
es importante para los matematicos. 

Si lee la demostraci6n del teorema 8.2.10, aprendera que el limite de 
una sucesion creciente acotada es la minima cota superior B de la sucesion. 
Por tanto, si D es una cota superior de la sucesion, lim a n = B < D. Se 
tiene, entonces, el teorema siguiente. 



8.2.1 1 Teorema 



Sea (a J una sucesi6a creciente, y suponga que D es una cota superior 
de esta sucesi6n; entonces [a rt } es convergent y 

lim a„ £ D 



* N. de T. Otros nombres empleados para este axioma son: de continuidad, de completitud, de plenitud y del supremo. La importancia consiste 
en que, geometricamente, el enunciado del axioma garantiza que la recta numerica real (o eje numerico) no tiene agujeros, es decir, es continua. 
Este hecho, aunque no se hace explfcito, es la base para el desarrollo de la geometna analitica. 
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En la demostracion del teorema 8.2.10, para el caso cuando la sucesi6n 
mon6tona acotada es decreciente, el limite es la maxima cota inferior. El 
siguiente teorema se deduce en forma similar a la del teorema 8.2. 11, 



8.2.12 Teorema 



Sea {a„ ) una sucesion decreciente, y suponga que C es una cota inferior 
de esta sucesi6n, entonces {a n } es convergente y 



Urn 



a„ a C 



► EJEMPLO 6 

sucesion es convergente: 



Aplique el teorema 8.2.10 para demostrar que la 



Sol UC ion Los elementos de la sucesion son 



ol 2^ 2^ 2^ 
¥' 2!~' "¥' 4f 



2" 



(« + D! 



donde 1! = 1, 2! = 2, 3! = 6, 4! = 24. En consecuencia, los elementos 
de la sucesi6n pueden escribirse como 

2 2^ 2 n+1 

1 3' ' ' ' ' #1! ' (#1 + 1)!' ' ' ' 



2,2,; 





2" 2 n+ ' 
#1! (#i + 1)! 


<=» 


2 n (n + 1)! > 2 n + x n\ 


<=> 


2 n n!(n + 1) > 2 • 2 n n\ 


<=> 


n + 1 > 2 



Entonces a! = a 2 > a 3 > a 4» de m odo que la sucesion puede ser decre- 
ciente. Debe verificarse si a n > a n+ \\ esto es, se debe determinar si 



(7) 



(8) 

Cuando n - l,ladesigualdad(8)seconvierteen2 = 2, y se cumple obvia- 
mente (8) cuando n > 2. Como la desigualdad (7) es equivalents a (8), se infiere 
que la sucesion dada es decreciente y por tanto mon6tona. Una cota superior para 
la sucesi6n es 2, y una cota inferior es 0. Por tanto, la sucesi6n es acotada. 

En consecuencia, la sucesion {2 n /n\} es una sucesi6n mon6tona acota- 
da, y por el teorema 8.2.10 es convergente. ^ 

El teorema 8.2.10 establece que una condition suficiente para que una 
sucesion monotona sea convergente esta debe ser acotada. Esta condici6n 
tambien es necesaria y se establece en el siguiente teorema, cuya demos- 
tracion se presenta en el suplemento de esta section. 



8.2,13 Teorema 



Una sucesion monotona convergente es acotada. 



Los teoremas 8.2.10 y 8.2.13 son recfprocos uno del otro y juntos esta- 
blecen que: para una sucesi6n mon6tona, las propiedades de convergencia y 
de acotamiento son equivalentes. Este hecho sera muy util al estudiar series 
infinitas al final de este capftulo. 
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EJERCICIOS 8.2 



En los ejercicios I a 20, escriba los primeros cuatro elementos de 
la sucesion y determine si es convergente o divergente. Si la su- 
cesion converge, calcule su limite y apoye grdficamente la 
respuzsta. 



1. 
4. 

7. 



n+ 1 



In - 1 

[ 3n 3 + 1 
[in 2 + n 

[ inn 



10. {senhrt} 



2. 

5. 

8. 

11. 



In 1 + 1 



3n 2 - n 

3- In 2 

n 2 + 1 



3. 



n l + 1 



n 
n 



6. \'- 

n 



b > 1 9. {tanhn} 
senhn 



sen — \ 12, 

n + 1 2 I senn 



13. 
15. 
16. 



1 



Vn 2 + 1 - n 



14. { Vn + 1 - A ] 



( 1 + — ] Sugerencia: lim(l + jc) 1 /* = e. 

(4 



Ver sugerencia de ejercicio 15. 



17. {2 1 /"} 18. {(i)'" 



19. 



20. { cos nit) 



En los ejercicios 21 a 24, estime en una graficadora el limite de 
la sucesion convergente. Confirme analiticamente la estimacion. 



(b) 
(b) 
(b) 

(b) 



21. 


(a) < 


3 
n + 1 




22. 


(a) « 


4 


J 


l2„- 


23. 


(a) < 


f 3n 2 1 


6n 2 + 1, 


24. 


(a) < 


9-2 


» 



| 8n 


l2n + 3 
1 - 7n 


2n + 5 



3 + n 



\n 2 -\} 


{2 + n 2 \ 
6n 


.n 2 + 4, 



25. Demuestre que las sucesiones 

, -1 y I— , 

[n + 3J [n + 4 J 

son divergentes, pero que la sucesi6n 

n 2 _ n 2 
n + 3 n + 4 

es convergente. 

26. Demuestre que la sucesion \njc n ) es convergente si 

| c | > 1 y divergente si < | c | < 1. 

En los ejercicios 27 a 42, determine si la sucesion es creciente, 
decreciente o no es monotona. 



27. 



I 3/i - 1 



4n + 5 



28. 



2n - I 



4n - I 



29. 



\-2n 2 



30. {senn?r} 31. {cos^/iTr} 32. ■ 



n 3 -1 



33. 



36. 



1 



n + sen/r 
(2n)! 



34. 



37. 



I + 2" 



35. 



38. 



5" 



1 + 5 2 



39. \»L 

n\ 



41. 



L3" , 
40. {n 2 + (-i) n n) 



l2"J 



42. 







nl 






1 ■ 3 


5- 




•(2«- 


D 


1 • 3 


5- 




■(2/i- 


I) 



2" • n! 



£n /as ejercicios 43 y 44, determine si la sucesion es acotada. 

\n 2 + 3 



43. 



n + \ 



44. {3 - HT 



£rt /os ejercicios 45 a 54, demuestre que la sucesion es convergen- 
te empleando el teorema 8.2.10. 

45. La sucesi6n del ejercicio 27. 



46. 



47. 



1 -3-5 .....(2n- 1) 



2-4-6- 



■(2/i) 



48. La sucesi6n del ejercicio 34. 

49. La sucesion del ejercicio 35. 

50. La sucesi6n del ejercicio 38. 

51. La sucesion del ejercicio 41. 

52. La sucesion del ejercicio 42. 

„2 ' 



53. 



2" 



54. {k l l"},k > 1 



55. Invente un ejemplo de una sucesion que sea acotada y con- 
vergente pero no mon6tona. 

56. Demuestre el teorema 8.2.3. 

57. Considere la sucesion 



■(-j)'i 



•(-i)' 



ay b son constantes y b * 



Determine si la sucesion es convergente o divergente. Si la 
sucesi6n es convergente calcule su limite. 

58. Demuestre que si la sucesi6n {a n } es convergente, en- 
tonces lim a n es unico. Sugerencia: suponga que 

lim a n tiene dos valores diferentes, L y M, y muestre 

que esto es imposible si se toma € = ^ \ L - M | en la 
definition 8.2.2. 

59. Demuestre que si \r\ < 1 , entonces la sucesion {nr n } 
es convergente y nr n converge a cero. 

60. Demuestre que si la sucesi6n {a n } es convergente y 

lim a n = L, entonces la sucesion { | a n | } es conver- 
gente y lim |a n | = |L|. 
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61. Demuestre que si la sucesion { a n } es convergente y 63. Explique que significa cuando se dice: "Para una funcion 
lim - U entonces la sucesion [a n 2 } tambi^n es con- monotona, las propiedades de convergencia y de acota- 



vergente y 



lim a 2 = L 2 miento son equivalentes" 



0— H-oe 



64. Si la sucesion {a n } es divergente, ^.puede concluirse que 
62. Demuestre que la sucesi6n [a n ] es convergente, donde [im a „ = +oo? Justifique la respuesta e ilustrela me- 



a„ > Oparatodany a n+[ < ka n con < k < 1. 



diante un ejemplo. 



8.3 SERIES INFINITAS DE TERMINOS CONSTANTES 



Una parte importante del estudio del Calculo trata sobre la representa- 
tion de funciones como "sumas infinitas". Realizar esto requiere extender la 
operation familiar de adicion de un conjunto finito de numeros a la adicion 
de una infinidad de numeros. Para llevar a cabo esto, se estudiara un proceso 
de limite en el que se consideran sucesiones. 
Suponga que asociada a la sucesion 

U h W 2 > «3, . . . , M fl , • ■ ■ 

se tiene una "suma infinita" denotada por 

M] + W2 + W 3 + . . . + U n + . . . 

Pero ^que es lo que significa esta expresion? Esto es, ^que debe entenderse 
por la "suma" de un numero infinito de terminos, y en que circunstancias 
dicha suma existe? Para tener una idea intuitiva del concepto de tal suma, 
suponga que un trozo de cuerda de 2 pie de longitud se corta a la mitad. Una 
de estas mitades de 1 pie de longitud se aparta y el otro se corta a la mitad otra 
vez. Uno de los trozos resultantes de ^ pie de longitud se aparta y el otro se 
corta a la mitad, de modo que se obtienen dos trozos, cada uno de ~ pie de 
longitud. Uno de los trozos de ~ pie de longitud se aparta y el otro se corta a 
la mitad obteniendose dos trozos, cada uno de ~ pie de longitud. Otra vez, uno 
de los trozos se aparta y el otro se corta a la mkad. Si se continua este 
procedimiento en forma indefinida, el numero de pies de la suma de las 
longitudes de los trozos apartados puede considerarse como la suma infinita 

I + W + I + ii + - + 2^ + - ' (1) 

Como se initio con un trozo de cuerda de 2 pie de longitud, nuestra intuition 
nos indica que la suma infinita (1) debe ser 2. En el ejemplo ilustrativo 2 
se demuestra que en realidad esto es asi. Sin embargo, se necesitan algunas 
definiciones preliminares. 
A partir de la sucesion 

se forma una nueva sucesion {s n } sumando sucesivamente elementos de { u n ] : 

51 = Mi 

s 2 = u \ + u 2 

5 3 = w l + u 2 + u 3 

54 — W| + W 2 + W3 + U 



- U\ + w 2 + W3 + W4 + . . . + u n 
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La sucesi6n {a n } obtenida de esta manera a partir de la sucesion {s n } es 
una sucesion de sumas parciales llamada serie infinita. 



8* 3 . 1 Definicion de serie infinita 



Si [u n ] es una sucesion y 

■*■ = «i + "2 + " 3 + ■ - * + " rt 
entonces [s n ] es una sucesion de sumas parciales denominada serie 
infinita y se denota per 

Los n timer us «| T w 2 > w 3> -• • - w «* ■ ■ ■ son lostenninosde la serie infinita. 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considerelasucesi6n { 1/2"" 1 }: 

1 I I I _L _!_ 

' 2' 4* 8* 16 2 B_I 

A partir de esta sucesion se forma la sucesion de sumas parciales: 

*i = i 



*2 


= 


■** 








*3 


= 


■*s 


*i 






5 4 


= 


'♦J 


♦i 


♦i 




*5 


= 


'4 


4 


♦*♦ 


1 

16 





s\ = 


1 


<=> 


5 2 = 


3 
2 


<=> 


*3 = 


7 
4 


<=> 


5 4 = 


15 
8 


<=> 


*5 = 


31 
16 


2 «-l 






erie infinita de 


not* 


+ tF 1 


+ . . 





2 ^ 4 8 16 

Esta sucesion de sumas parciales {s n } es 

Y-L- = 1 + I + I + I + .L + 

2j 2 n-i 1 + 2 + 48 + 16 + 

Observe que esta es la suma infinita (1) obtenida al principio de esta seccion 
en la discusion de la cuerda de 2 pie de longitud cortada repetidamente. Esta 
serie es un ejemplo de una serie geomitrica, la cual se discutira posterior- 
mente en esta secci6n. ^ 

Cuando \s n ) es una sucesi6n de sumas parciales, entonces 

Sn-\ = «1 + u 2 + "3 + • • • + «n-l 

De modo que 
Esta formula se utiliza en el ejemplo siguiente. 

^ EJEMPLO I Sea la serie infinita 

1 



~ ~ »(» + 1) 
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(a) obtenga los primeros cuatro elementos de la sucesion de sumas parciales 

(b) determine una ftfrmula para s n en terminos de n. 



Solucion 


















(a) 


Como5„ = 


s n -\ + 


"« 
















S\ = u { 


*2 


= s x + 


"2 


*3 = 


s 2 + u 3 


5 4 = 53 + 


"4 






1 




= 1 + 


1 


_ 


2 + -L 


= 3 + 


1 






1 • 2 




2 


2 • 


3 


3 3-4 


4 


4 • 


5 




2 




- 2 
3 




= 


3 
4 


_ 4 
~ 5 






(b) 


Como u k = 


1 




ene, 


mediante fracciones parciales. 






*(* + 


I)' 8611 






*-t 


1 

it + 


1 
















Por tanto, 




















"l = 


i-* 


U 2 


_ i 

2 


~ 3 


"3= M 










"n-l = 


1 
n - 1 


n 


"n 


I - 

n 


1 

n + 1 









De esta forma, como s n — u^ + u 2 + . . . + w„_j + w„, 

*-0-*MH*(w) (jVi)-G-^) 

Al eliminar los parentesis y reducir los terminos semej antes se obtiene 

1 



s n = 1 



n + 1 



Si se considera n como 1, 2, 3, y 4 en esta ecuacion, se verd que los 
resultados anteriores son correctos. A 

El metodo empleado en la solucion del ejemplo anterior se aplica a 
s61o un caso especial. En general, no es posible obtener una expresion de 
este tipo para s n . 



8.3.2 Definition de la suma de una seric infinita 



Cons idem que ^ u„ denote una serie infinita dada para la cual ff fl } es 

la sucesion de sumas parciales. Si Km s n existe y es igual a £, enton- 
ces la serie convergente y 5 es la suma de la serie. Si lim s n no exis- 
te, entonces la serie es divergente, y (a serie no liene suini" 

En esencia, esta definition establece que una serie infinita es convergente 
si y s61o si la sucesion de sumas parciales correspondiente es convergente. 
Si una serie infinita tiene una suma S> tambien se dice que la serie converge a S. 

Observe que la suma de una serie convergente es el limite de una su- 
cesion de sumas parciales y no se obtiene mediante adicitfn ordinaria. Para 
una serie convergente, se utiliza el sfmbolo 
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n = l 

con el prop6sito de denotar tanto la serie como la suma de la serie. El uso 
del mismo simbolo no debe crear confusiones porque la interpretacion co- 
rrecta sera* evidente en el contexto en el que se emplea. 

l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La serie infinita del ejem- 
plo ilustrativo 1 es 

y la sucesion de sumas parciales es [s n } t donde 

Sn = 1 + X + T + 1+...+ -^-T @) 

« 2 4 8 2 n ~ x 

Para determinar si la serie (2) tiene una suma, debe calcularse lim s n . A fin de 
determinar una formula para s n se utiliza la identidad algebraica 

a n - b n = (a - b)(a n ~ l + a n ~ 2 b + a n ~ 3 b 2 + . . . + ab n ~ 2 + b n ' x ) 
Si se aplica esta identidad con a — 1 y b = ^ se tiene 

2" \ 2)\ 2 2 1 2? 2"" 1 

2 4 8 2"-' 1 

Al comparar esta ecuacion y (3) se obtiene 

1 



Como lim — = 0, se tiene 

«-> + « 2" 

lim s n = 2 
Por tanto, la serie infinita (2) tiene la suma 2. 



► EJEMPLO 2 



Determine si la serie infinita del ejemplo 1 tiene 



Solution En la solucion del ejemplo 1 se mostr<5 que la sucesion de 
sumas parciales para la serie dada es {s n } = {1 - \/(n + 1)}. Por tanto, 

lim s n = lim f 1 - l 



n + lj 
= 1 
Por lo que la serie infinita tiene una suma igual a 1, y se escribe 



i — i + i + i + 1 + ... + 1^+... 



Y — - — = 



„., n(n + 1) 2 6 12 20 n(n + 1) 

= 1 



8.3 SERIES INFINjTAS PE TERMiNOS CONSTANTES 663 



W EJEMPLO 3 Exprese con notation sigma la serie infinita de- 
notada por la sucesi6n de sumas parciales siguiente: 

■*> - {? 

Tambten determine si la serie infinita es convergente o divergente; si es 
convergente, obtenga su suma. 

Solution Como ^i = ^, entonces iq = ^.Sin > 1, entonces 

J__ 1 

_ _J_ 
2" 

Por tanto, la serie infinita es 

2 -^ on 

Como 

lim 5„ = lim — 

= 
la serie es convergente y su suma es 0. M 

Como se menciond anteriormente, en la mayoria de los casos no es posi- 
ble obtener una expresion para s n en t^rminos de n\ por lo que se tienen otros 
m£todos para determinar si una serie infinita dada tiene una suma o no, o, 
equivalentemente, si una serie infinita dada es convergente o divergente. 



8.3.3 Teorema 



Si la serie infinita T u n es convergente, entonces [fm u n - 0. 
Si 

Demostraci6n Sea { s n ) la sucesi6n de sumas parciales de la serie dada y 
denote la suma por S.De la definition 8.3.2, lim s n = S y lim s n -\ = 5. 
Como u n = s n - s n „ j , entonces 

= lim s n - lim $„_i 

= s - s 

= . 

El teorema 8.3.3 proporciona un criterio simple para la divergencia de 
una serie: si lim u n ^ 0, entonces Y u n es divergente. 

/!-* + « ~ 
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W EJEMPLO 4 Demuestre que las dos series siguientes son diver- 
gentes: 



(a) I 



n 2 + 1 



= 2 + 4 + i2 + g + 



4 9 16 

(b) £(-l) n+1 3 =3-3 + 3-3 + 

Solution 



(a) lim u n = lim 



n 2 + 1 



1 + 



= lim -*- 

«-» + » I 

= 1 
* 

Por tanto, por el teorema 8.3.3, la serie es divergente. 

(b) lim u n = lim (-l) rt+1 3, el cual no existe. Por tanto, por el teorema 
8.3.3, la serie es divergente. ^ 

El recfproco del teorema 8.3.3 es falso. Esto es, si lim u n = 0, no se 
infiere que la serie sea necesariamente convergente. En otras palabras, es 
posible tener una serie divergente para la cual lim u n = 0. Un ejemplo de 
tal serie es 

fi , 1 + i + i + ; + ... + i + 



2 3 4 



denominada serie armonica. Claramente, lim (I in) = 0, pero esta serie 
diverge, lo cual se demostrari a continuaci6n como un teorema. 



H)M)N 



x = n+ 1 




(■♦■■*) 



FIGURA 1 



8.3.4 Teorema 



La serie armonica es divergente. 



Demostracion El fi-esimo tennino, \/n, de la serie armonica puede inter- 
pretarse geom^tricamente como el ndmero de unidades cuadradas del area de 
un rectangulo que tiene ancho de 1 unidad y una altura de \jn unidad. Vea la 
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figura 1 , la cual muestra n rectdngulos que circunscriben la region limitada supe- 
riormente por la grafica de y = 1 /x, inferiormente por el eje x y lateralmente por 
las rectas jc=lyjc = n+l.La suma de las areas de los n rectangulos es 

i + i + i + ... + i 

2 3 n 

la cual es s m la w-6sima suma parcial de la serie arm6nica. El area de la regi6n es 



/, 



~dx = ln(n + 1) 
l x 



Por tanto, 

s n > \n(n + 1) 

De modo que la sucesi6n {s n } no esta" acotada. Pero como [s n ] es una 
sucesi6n creciente, y de la seccion 8.2 se sabe que convergencia y acotamien- 
to son propiedades equivalentes de una sucesion monotona, se deduce que la 
sucesi6n de sumas parciales {s n } es divergente. Por tanto, como su sucesi6n 
de sumas parciales diverge, la serie armonica diverge. ■ 

Una serie infinita de la forma 

^ ar n ~ l = a + ar + ar 2 + . . . + ar n ~ l + . . . (4) 

se denomina serie geometrica. La serie infinita (2), discutida en los ejemplos 
ilustrativos 1 y 2, es una serie geometrica con a = 1 y r = |. 



8,3,5 Teorema 



La serie geometrica converge a la suma a/(l - r) si \r\ < Ly diverge 
si [ r | ^ 1. 

DemostraciOffT La n-6sima suma parcial de la serie geometrica (4) esta" 
dada por. 

s n = a(\ + r + r 2 +...+ r n ~ ] ) (5) 

De la identidad 

1 - r n = (1 - r)(l + r + r 2 +...+ r n ' 1 ) 
(5) se puede escribir como 

s n = — si r * 1 (6) 

n 1 -r 

Enelejemplo3delasecci6n8.2, semostr6que lim r n = Osi | r \ < l.Por 
tanto, de (6), si | r | < 1 

lim s n = a 

Asi, si | r | < 1, la serie geometrica converge y su suma es a/(\ - r). 

Si r = ± 1, el limite del w-esimo tennino no es cero. En consecuencia, la 
serie geometrica diverge cuando | r | = 1 . 

Si \r\ > 1, lim ar n ~ x = a lim r n_I . Es claro que Hm r n ~ l * 
porque | r n ~ l | puede hacerse tan grande como se desee tomando n suficiente- 
mente grande. Por tanto, por el teorema 8.3.3, la serie es divergente. Esto 
completa la demostraci6n. ■ 
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El ejemplo siguiente ilustra como puede aplicarse el teorema 8.3.5 para 
expresar un numero decimal infinito peritfdico como una fraccion comun. 



W EJEMPLO 5 Exprese 0.3333 . . . como una fraccion comun. 
Solution 

3333 - A + _JL + _^L_ + — ? — _J3_ 

10 100 1000 10 000 10" 

Esta es una serie geometrica en la cual a = ^r y r = -j- . Como \r\ < 1 , se 
deduce del teorema 8.3.5 que la serie converge y su suma es aj{\ - r). Por 
tanto, 

_3_ 

0.3333 . . . = — iS-p 
1 ~ To 



Se concluye esta section con cuatro teoremas que extienden ciertas pro- 
piedades de las sumas infinitas a series infinitas convergentes. El primero de es- 
tos teoremas establece que si una serie infinita se multiplica termino a termino 
por una constante diferente de cero, la convergencia o divergencia no se afecta. 



8.3,6 Teorema 



Sea c cualquier constante diferente de cero. 

+** 
(i) Si la aerie ]j£ u n es convergente y su suma es S t entonces la serie 

Y cu„ tambien es convergente y su suma es c ■ S. 

»-i 

<fi) Si la serie ^ u„ es divergent^ entonces la serie J cu » tambienes 
divergente?" 

Demostracibn Sea s n la n-esima suma parcial de la serie ^ u n . Por 

tanto, s n = u\ + u 2 + . . . + u n . La n-6sima suma parcial de la serie ^ cu n 
es c{u\ + u 2 + . . . + u n ) - cs n . 

Demostracion de (i) Si la serie £ u n es convergente, entonces lim s n 
existe y es S. Por tanto, 

lim cs n = c lim £„ 
= cS 
En consecuencia, la serie ^ cw n es convergente y su suma es c • S. 

+ oo 

Demostracion de (ii) Si la serie ^ u n es divergente, entonces lim s n 

no existe. Ahora suponga que la serie ^ cu„ es convergente. Entonces 
lim cs n existe. Pero s n = csjc; de modo que 
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lim s n = lim ~(cs n ) 

n— » + oo n— » + » Q 



Por tanto, lim s„ existe, lo cual es una contradicci6n. En consecuencia, 
+00 
la serie ^ cu n es divergente. ■ 



^ EJEMPLO 6 Determine si la serie es convergente o divergente: 

^ An 



Solution 

Como T - es la serie armonica y es divergente, entonces por el teorema 
8.3.6(ii) con c — \, la serie dada es divergente. 4 

Otra propiedad de las sumas finitas es 

y su extension a series infinitas convergentes est£ dada por el teorema 
siguiente. 



8.3,7 Teorema 



S* X fl « ? X ^* son ^"^ infinites convergentes cuyas stimas son 
SyT, respecn vamente, entonces 
(J) ^ {a n + b n > es una serie convergente y su suma es S + Ti -, 

A-L *» 

(11) 2, ^ a " " b *} ^ ulia serie convergente y su suma es S - T. 



La demostracion de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejerci- 
cio 60). 

El teorema siguiente es un corolario del teorema anterior y en ocasiones 
se utiliza para demostrar la divergencia de una serie. 



8.3.8 Teorema 



Si 1a serie ]JT a n es convergente y la serie ^ b n es divergente, entonces 
la serie JT {a„ + b n ) es divergente. 
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+« 
Demostracion Suponga que ^ (a„ + b n ) es convergente y su suma es 

5. Sea T la suma de la serie ^ a n . Entonces, como 

se concluye del teorema 8.3.7(ii) que £ fc„ es convergente y su suma es 

n = ] 

S - T. Pero esto es una contradicci6n a la hipotesis de que ^ b n es diverge nte. 

n = l 

En consecuencia, ^ (a„ + b n ) es divergente. ■ 



w EJEMPLO 7 Determine si la serie es convergente o divergente: 

Solution En el ejemplo 6, se demostro que la serie ^ — es divergente. 
Como la serie ^ J- es una serie geomStrica con \r\ = £ < 1 , es conver- 

n = l 4 

gente. En consecuencia, por el teorema 8.3.8, la serie dada es divergente. 4 
Si las dos series £ a n y ^b n son divergentes, la serie ^ (a n + b n ) 

n = \ n=\ n=] 

puede ser convergente o divergente. Por ejemplo; si a n = - y b n = - , 

n n 

entonces a n + b n = - y ^ - es divergente. En cambio, si a n = - y 

1 W ~ + ~ 

£„ = - - , entonces a n + b n = Oy Y es convergente. 
n — 

n = l 

El teorema final de esta section establece que la convergencia o divergencia 
de una serie infinita no se afecta al cambiar un ntimero finito de terminos. 



8.3.9 Teorema 



Si ^ a„ y ^ b n son dos series infmitas, que difiercn unicamente en sus 

JT>I Jt**| 

primerosmt6rminos(esdecir,£r A = b^ik > m), entonces las dos series 
son convergentes o anabas son divergentes. 

Demostracion Sean [s n \ y {t n \ las sucesiones de sumas parciales de las 
series ^ a n y ^ b n , respectivamente. Entonces 

s n = a } + a 2 + ...+ a m + a m+[ + a m+2 + . . . + a n 

y 
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Como a k = b k s\ k > m, entonces si n > m, 
s n - t n = (a } + a 2 +...+ a m ) - (hi + b 2 +...+ b m ) 
De modo que 

sin > m entonces s n - t n = s m - / m (7) 

Se desea demostrar que los dos limites Hm s n y lim t n existen o 
no existen. 

Suponga que lim /„ existe. De (7), 

si n > m entonces s n = t n + (s m - t m ) 
Asi, 

lim s n = lim /„ + (j m - f m ) 

n— 4 + oo n _»4-oo 

En consecuencia, cuando lim t n existe, lim s n existe y las dos series con- 
verges 

Ahora, suponga que lim t n no existe y que lim s n existe. De (7), 

n-4 + oo n-4 + « 

si n > m entonces t n = s n + (t m - s m ) 
Como lim s n existe, se infiere que 

n !i m oo'« = „H m 3 + (/ « " s ^ 

de modo que lim /„ debe existir, lo cual es una contradicci6n. En consecuen- 

rt_» +00 

cia, si lim t n no existe, entonces lim s n tampoco existe, y las dos series 
divergen. ■ 

W EJEMPLO 8 Determine si la serie es convergente o divergente: 

+« 

h » + 4 

Solution La serie dada es 

i + i + i + ... + > + ... 

5 6 7 n + 4 

la cual puede escribirse como 



+ o + o + o + i + i + i+. ..+ ! + ... (8) 

5 6 7 n 

Ahora la serie armonica, la cual se sabe que diverge, es 

1 + i + i + i + UUI + ... + I + ... 

2 3 4 5 6 7 n 

La serie (8) difiere de la serie armonica s61o en los primeros cuatro t^rminos. 
En consecuencia, por el teorema 8.3.9, la serie (8) tambten es divergente. ^ 



► EJEMPLO 9 



Determine si la serie es convergente o divergente: 



| COS ^-K + 2 



3" 
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EJERCICIOS 8.3 



Sol UC ion La serie dada puede escribirse como 

[[cos 3n + 21 [[cos \ n + 2 J [[cos n + 2]] gcos 1 7T + 2D 

3 + 3 2 + 3 3 + '3 4 + 



[[cos I n + 21 [[cos 1 7T + 21 [[cos \n + 

2 -f- ± + 1 

3 5 3 6 3 7 



2B 



= Ul 



3 6 
L 



11 12 2 2 

3 3 2 3 3 3 4 3 5 3 6 3 7 3 8 "" 



Considere la serie geometrica con 

2 

3 3 2 3 3 3 4 3 5 3 6 3 7 



a = f y r = j: 

2 2 2 2 2 2 2 
32 ^3 ^4 ^5 76 ^7 -° 



(9) 



(10) 



la cual es convergente. Como la serie (9) difere de la serie ( 10) unicamente en 
los primeros cinco terminos, entonces, por el teorema 8.3.9, la serie (9) tam- 
bien es convergente. A 

Como consecuencia del teorema 8.3.9, en una serie infinita dada se puede 
sumar o restar un numero finito de terminos sin afectar su convergencia o 
diverge ncia. Por ejemplo, en el ejemplo 8 puede considerarse que la serie dada 
se obtuvo de la serie armonica al restarsele los primeros cuatro terminos. Puesto 
que la serie armonica es divergente, entonces la serie dada es divergente. En el 
ejemplo 9 se puede considerar la serie geometrica convergente 



36 + 37 + 38 + ■ 



(ID 



y obtener la serie dada (9) al sumarle cinco terminos. Como la serie (1 1) es 
convergente, entonces la serie (9) es convergente. 



En los ejercicios I a 8, determine los primeros cuatro elementos 
de la sucesion de sumas parciales [s n }, y obtenga unafdrmula 
para s n en terminos de n. Tambien determine si la serie infinita es 
convergente o divergente; si es convergente, calcule su suma. 



1. 



1 



f <2« - 1X2« + 1) 

_J 

J (3b + 1)(3b - 2) 



Z ta — 



n = \ 

I 
I 

I 



(4b - 3)(4b + 1) 

2n + I 



1 2 rt ~' 



En los ejercicios 9 a 13, exprese con la notacion sigma la serie 
infinita que es la sucesidn de sumas parciales. Tambien deter- 
mine si la serie es convergente o divergente; si es convergente, 
obtenga su suma. 



9. \s n ] 



In 



3n + 1 



10. [s n 



"■ w = £j 



13. [s n ] = [ln(2n + 1)} 



12. K) = m 



En los ejercicios 14 a 24, escriba los primeros cuatro tirminos de 
la serie infinita y determine si la serie es convergente o divergen- 
te. Si la serie es convergente, calcule su suma. 



In + 1 



14. Y-5- 15. Y- 

16. f [1 + (-])"] 17. fffT 

19. £u.I 

22. f *«" 7 



20. Y-h- 



18. f 3«L 

21 - £<-D" +1 p 



23. £.- 24. £ 



senh n 



En los ejercicios 25 a 44, determine si la serie es convergente o 
divergente. Si la serie es convergente, obtenga su suma. 



25. Y-L- 26. f^-r 27. y 



In 
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28. y-2- 


29. 


n 




30. yA 

X^ 1(1 




»• m 


32. 


Is 


ft 






. IT 4 

J^j sen - n + 

33. y l * 

n = \ 


■J 




34. 


Z^ 2" 


J 


t\\2n + T n ) 






36. 


if- 1 *- L ) 

£^3" 3/J 




~\2" + 3") 






38. 


!(?-*) 




39. £ (e~" + £") 






40. 


X (2* n + 3") 




4i. y(i.i) 






42. 


^\2n 3n) 




"■t(r--f-) 






44. 


^fl4" ~5V 





£« /as ejercicios 45 a 48, exprese el numero decimal infinito 
periodico como una fraction comun. 



45. 0.27 27 27 ... 
47. 1.234 234 234 



46. 
48. 



2.045 45 45 ... 
0.4653 4653 4653 



49. La trayectoria de cada oscilacidn, despu£s de la primera, del 
disco de un pendulo es 0.93 de la trayectoria de la oscilackin 
anterior (de un lado a! otro lado). Si la trayectoria de la 
primera oscilackin fuere de 56 cm y la resistencia del aire 
lleva eventualmente al p6ndulo al reposo, £que distancia 
recone el disco del p£ndulo antes de alcanzar el reposo? 

50. Despues de que una mujer que viaja en bicicleta retira sus 
pies de los pedales, la rueda delantera gira 200 veces durante 
los primeros 10 s. Posteriormente, en cada periodo de 1 s, la 
rueda gira cuatro quintas partes de las veces que gird en el 
periodo anterior. Determine el numero de giros de la rueda 
antes de que la bicicleta se detenga. 

51. Se deja caer una pelota desde una altura de 1 2 pie, y cada vez 
que toca el suelo rebota hasta una altura de tres cuartos de la 
distancia desde la cual cae. Determine la distancia total 
recorrida por la pelota antes de que alcance el estado de 
reposo. 



52. i,Cual es la distancia total recorrida por una pelota de tenis 
antes de que alcance el estado de reposo si se deja caer desde 
una aJtura de 199 pie y si, despuSs de cada caida rebota has- 
ta una altura de 1 1/20 de la distancia desde la que cae. 

53. (a) Demuestre que una pelota llegara al suelo en Va/4 
segundos si se deja caer desde una altura de h pies, (b) Utilice 
el resultado del inciso (a) para determinar cuanto tiempo 
empleara la pelota del ejercicio 5 1 para dejar de rebotar. 

54. Utilice el resultado del inciso (a) del ejercicio 53 para 
determinar cuanto tiempo empleara la pelota de tenis del 
ejercicio 52 para dejar de rebotar. 

55* Los lados de un triangulo equilatero miden 4 unidades. Se 
construye otro triangulo equilatero dibujando segmentos de 
recta que unen los puntos medios de los lados del primer 
triangulo. Si este proceso puede repetirse un numero ilimita- 
do de veces, £cu£l es el perimetro total de todos los triangu- 
los que se forman? 

56. Determine una serie geom6trica infinita cuya suma sea 6 y tal 
que cada t^rmino sea cuatro veces la suma de los terminos 
subsecuentes. 

57. Trace en la graficadora la sucesidn de las primeras 100 sumas 
parciales de la serie armdnica. A partir de la grafica estime 

25 , 50 75 !00 

<»)i; wZ; «l£ wZ; 

58. Trace en la graficadora la sucesidn de las primeras 1000 
sumas parciales de la serie armdnica. A partir de la grafica 
estime 



250 500 750 1 000 

(a)X 1 ooZ 1 eoZ 1 wZ 



59. Utilice la graficadora, en cualquier forma que desee, para 
determinar el primer elemento de la sucesidn de sumas 
parciales de la serie armdnica el cual es menor que 10. 

60. Demuestre el teorema 8.3.7. 

61. (a) Si una serie infinita es di vergente, ^puede concluirse que 
su n-6simo t6rmino no se aproxima a conforme n crece sin 
limite? (b) Si el n-esimo termino de una serie infinita no se 
aproxima a conforme n crece sin limite, <,puede concluirse 
que la serie es divergente? Justifique las respuestas de los 
incisos (a) y (b) indicando un teorema o dando un ejemplo. 



8.4 SERIES INFINITAS DE TERMINOS POSITIVOS 



Las series infinitas, cuyos terminos sonpositivos, tienen propiedades especiales. 
En particular, la sucesion de sumas parciales de dichas series es creciente y tiene 
una cota inferior 0. Si la sucesion de sumas parciales tambieu tiene una cota 
superior, entonces la sucesion es monotona y acotada. Como el acotamiento y 
la convergencia de una sucesi6n mon6tona son propiedades equivalentes, 
entonces, la serie es convergente. De este modo, se tiene el teorema siguiente. 
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8.4,1 Teorema 



Una serie infinita de t^rminos positivos es convergence si y s61o si su 
sucesion de sumas parciales dene una cota superior. 



► EJEMPLO 7 

teorema 8.4.1: 



Demuestre que la serie es convergente aplicando el 



Solucion Se debe obtener una cota superior para la sucesion de sumas 
parciales de la serie £ — . 



Si = 1 



s 2 = 1 + 



1 ■ 2 



53 = 1 + 



12 12-3 



1 + 



12 1-2-3 



1.2.3... 



(1) 



Ahora se consideran los primeros n terminos de la serie geometrica con a = 1 

y = h 






2 2 2 2"" 1 



(2) 



Por el teorema 8.3.5, la serie geometrica con a = 1 y r - ^ tiene la 
suma a/(l - r) = 2. En consecuencia, la suma (2) es menor que 2. Observe 
que cada tenriino de la suma ( 1 ) es menor que o igual al tennino correspond] ente 
de la suma (2); esto es, 

1 < -L- 

k\ 2 k ~ l 

Esto es cierto porque k\ = 1 • 2 • 3 • . . . ■ k, que, ademas del factor 1, 
contiene k - 1 factores cada uno mayor que o igual a 2. En consecuencia, 






}_ 

k-l 



De lo anterior, { s n ) tiene la cota superior 2. Por tanto, por el teorema 8.4.1, 
la serie dada es convergente. ^ 

En el ejemplo 1 , se compararon los terminos de la serie dada con los de una 
serie convergente. Este peocedimiento es un caso particular del siguiente 
teorema conocido como criterio de comparacion. 



8,4.2 Teorema Criterio de comparacion 



Sea la serie ^ u n una serie de terminos positivos. 

(i) Si ^ v n es una serie de tenninos positivos que es convergent^, 
y u n £ v„ para todos los ntimetos enteros positivos n t entonces 

2 u n es convergente. 
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(li) Si ^ w„ es una serie de t^rmhiofl positives que es divergente, y 

u„ £ w n para todos los ndmeros enteros positivos 'n, entonces 
**- 
^m„ es divergente. 

ft-l 

Demostracion de (i) Sean { s n ] la sucesi6n de sumas parciales de la serie 
X "n y {*«) ^ a sucesion de sumas parciales de la serie £ v„ . Puesto que 

n = l n=\ 

£ v n es una serie de terminos positivos que es convergente, del teorema 8.4. 1 

H = l 

se infiere que la sucesi6n {t n } tiene una cota superior; sea B esta cota. Como 
u n < v n para todos los numeros enteros positivos n, se puede concluir que 

s n < t n < B para todos los niameros enteros positivos n. Por tanto, B es una 

+°° 

cota superior de la sucesidn {s n }. Debido a que los terminos de la serie £ u n 

son positivos, se deduce del teorema 8.4.1 que ]T u n es convergente. 

+« 
Demostracion de (ii) Suponga que £ w„ es convergente. Entonces, 

como £ m„ y ]T w fl son series infinitas de terminos positivos, y w n < w n 

« = 1 n = I +00 

para todos los numeros enteros positivos n, se deduce del inciso (i) que ^T w„ 
es convergente. Sin embargo, esto contradice la hipotesis; de modo que la 

suposicidn es falsa. Por tanto £ u n es divergente. ■ 

«=i 

Como se indico en la section 8.3, la convergencia o divergencia de una 
serie infinita no se afecta al descartar un numero finito de terminos. Por tan- 
to, cuando se aplica el criterio de comparacion, si Uj < Wj o w^ > w,- 
cuando i > m y entonces el criterio es valido independientemente de c6mo se 
comparan los primeros m terminos de las dos series. 



► EJEMPL0 2 



Determine si la serie es convergente o divergente: 



£ 3" + 1 



Sol UC l6n La serie dada es 

4 10 28 82 3" + 1 

Al comparar el «-6simo termino de esta serie con el H-esimo t^rmino de la serie 
geom^trica convergente 

i + 4 + A + l + ... + i_ + ... r = i<l 
3 9 27 81 3" 3 



se tiene 






4 

3" + 1 


< 


± 

3 n 
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para cada numero entero positivo n. Por tanto, por el inciso (i) del criterio de 
comparacion, la serie dada es convergente. 4 



► EJEMPLO 3 



Determine si la serie es convergente o divergente: 



Sol UC ion La serie dada es 

X^ - * + ' + -U... + -L + ... 

TA^n VI V2 V3 4ii 

Si se compara el n-6simo t^rmino de esta serie con el n-6simo termino de la serie 
armonica divergente se tiene 

—j= > - para cada numero entero positivo n 

Vw n 

Asi, por el inciso (ii) del criterio de comparacion, la serie dada es divergente. 



El teorema siguiente, conocido como criterio de comparacion por paso al 
limite, es una consecuencia del criterio de comparaci6n y a menudo es mas facil 
de aplicar. 



8.4.3 Teorema 
al limite 



Criterio de comparacion por paso 



Sean ^ u n y ^ v„ do& series de tannines positives. 

.-!■ i it-i 

ambas series son divergentes. 



(i) Si lim -2- = c > 0, entonces las dos series son con verge ntes o 



<ii) Si lim — — 0, y si T v^ converge, entonces T u n converge. 

4- to ♦ » 

(lii) Si lim — - +«\ y si Y v« diverge, entonces Y, «« diverge. 
Demostracion de (i) Como lim (ujv„) = c, existe # > tal que 



si n > N entonces 



<§ 



<=> si n > N entonces -J < — - c < £ 

2 v„ 2 

<=> si n > N entonces £ < — < -^ 

2 v„ 2 

De la desigualdad derecha de (3), 
u n < \cv n 

Si ^ v„ es convergente, tambi^n lo es £ § cv n . De la desigualdad (4) y del 
criterio de comparacion se infiere que V u n es convergente. 



(3) 



(4) 
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De la desigualdad izquierda de (3), 
2 

Vn < ~ u n . (5) 

c 



Si ^ u n es convergente, tambien lo es ^ - u n . De la desigualdad (5) y 
del criterio de comparacion se deduce que ^ v n es convergente. 

Si ^ v„ es divergente, se puede demostrar que ^ "« es divergente al 
suponer que ^ u„ es convergente y obtener una contradiccion al aplicar la 
desigualdad (5) y el criterio de comparacion. 

De manera semejante, si ^ u n es divergente, se deduce que ^ v n es 

divergente ya que se puede obtener una contradiccion de la igualdad (4) y el 

criterio de comparacion si se supone que ^ v„ es convergente. 

Por tan to, se ha demostrado el inciso (i). Las demos traciones de los incisos 
(ii) y (iii) se dejan como ejercicio (vea los ejercicios 51 y 58). ■ 

CUIDADO: Asegurese de aplicar el inciso (ii) del criterio de comparacion por 
paso al limite correctamente. Cuando lim — = 0, la convergencia de la se- 

n— > + «j v„ 

rie ^ v n implica la convergencia de la serie ^ u n , pero la divergencia de la 
serie en v no implica que la serie en u diverja. 

W EJEMPLO A Resuelva el ejemplo 2 mediante el criterio de com- 
paracion por paso al I/mite. 

Solution Sean u n el n-enesimo termino de la serie dada ^T — y v n 

+ " 4 " =1 ^ + l 
el n-esimo termino de la serie geometrica convergente ^T — - . Por tanto, 

4 

"ra ** = lim ^ + J 



= lim 

n— > + » 

= lim 



A_ 

3" 

3" 

3 n + 1 

1 



1 + 3~" 

= 1 

En consecuencia, por el inciso (i) del criterio de comparacion por paso al 
limite, la serie dada es convergente. A 



W EJEMPLO 5 Resuelva el ejemplo 3 por medio del criterio de 
comparaci6n por paso al limite. 

Solution Sean u n el /i-enesimo termino de la serie dada ^ -j= y v n el 
/i-esimo termino de la serie armonica divergente. Entonces " =1 



676 CAPITULO 8 APROXIMACIONES POUNOMIALES, SUCESIONES Y SERIES INF1NITAS 

lim ^ - lim # 
n 

= lim Vn 

= +00 



Portanto, porel inciso (iii) del criterio de comparacion por limite, la serie dada 
es divergente. 4 



W EJEMPLO 6 Determine si la serie es convergente o divergente: 

+ "° 3 

51- 

+« . 
Solucion En el ejemplo 1 se demostr6 que la serie Y — es convergente. 

« 3 1 

Por el criterio de comparacion por paso al limite con u n = — y v n = — , 

n! n\ 



n\ 



lim ^ = lim -^ 

= lim n 3 

- +00 

El inciso (iii) del criterio de comparacion por paso al limite no es aplicable en 
este caso porque ]£ v„ converge. Sin embargo, existe una forma en que el 

criterio de comparacion por paso al lfmite puede emplearse. La serie dada 
puede escribirse como 



l 3 2 3 , 3 3 . 4 3 , 5 3 . , n 



3 



1! 2! 3! 4! 5! " ' n\ 

Debido a que el teorema 8.3.9 permite restar un numero finito de teYminos 
sin afectar el comportamiento (convergencia o divergencia) de una serie, se 
descartan los primeros tres terminos y se obtiene 

li.5i.6i. , (n + 3) 3 
4! 5! 6! " ' (n + 3)! 

Ahora sea u„ = - — y, como antes, sea v„ = — . Entonces 

" (n + 3)! ' n n\ 



(n + 3) 3 



lim -a = lim 



= lim <^» 3 »! 



= lim 



-♦+« (n + 3)! 

(11 + 3) 3 /i! 



«-*+- n\ (n + l)(n + 2)(n + 3) 
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= lim 


(n + l)(n + 2) 


= lim 


w 2 + 6w + 9 


ai 2 + 3n + 2 




i + * + ^ 

AI AI Z 

ai n z 


= lim 





= 1 

Del inciso (i) del criterio de comparacion por paso al lfmite, la serie dada es 
convergente. ^ 

Antes de establecer el siguiente teorema, se presenta un ejemplo ilustra- 
tivo de un caso particular. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 



Considere la serie geomeuica 



1 + I + I + I + ± + ± + ... + 1 + ... (6) 

2 4 8 16 32 2"-' 

la cual converge a 2, como se demostro en el ejemplo ilustrativo 2 de la section 
8.3. Una forma de reagrupar los terminos de esta serie es 



\ 2/ \4 8/ I 16 32/ \4 H 2 • 4 n ~ l J 



+ . . . 



la cual es la serie 

Como la serie (7) es una serie geomStrica con a = ^ y r = j, es conver- 
gente y su suma es 

3 

a _ 2 
IT" ,-1 

= 2 

Se ha mostrado que la serie (7), la cual se obtiene de la serie convergente 
(6) al reagrupar los terminos, tambien es convergente, y su suma es igual a la 
de la serie (6). A 



8.4,4 Teoremo 



Si ^ u m es una serie convergente de teYminos positives entonces sus te"r- 

mines pueden reagruparse en cualquier manera, de modo que la serie resul- 
tantc tambidn serf convergente y tendrfi la misma suma de la serie original. 

Demostracion Sea [s n ] la sucesion de sumas parciales para la serie 
convergente de terminos positivos dada. Entonces lim s n existe; sea S este 

limite. Considere una serie ^ v n cuyos terminos se obtienen al reagrupar los 
terminos de ^ u n en alguna forma. Por ejemplo, ^ v n puede ser la serie 
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U\ + (« 2 + M 3 ) + (« 4 + M 5 + M 6 ) + (M 7 + M 8 + M 9 + M 10 ) + . . . 

o bien la serie 

(Wi + W 2 ) + ("3 + M 4) + ("5 + M 6> + ("7 + M 8) + • • * 

+«, 

etcetera. Sea { t m ) la sucesidn de sumas parciales de la serie ^ v„. Cada suma 

«=i 
parcial de la sucesion {t m } es tambien una suma parcial de la sucesi6n [s n ]. 
Por tanto, conforme m crece sin lfmite, tambien lo hard n. Como lim s n = 5, 
se concluye que tim t m = S. Esto demuestra el teorema. " " ■ 

El teorema 8.4.4 y el siguiente establecen propiedades de la suma de series 
de tenninos positivos, similares a las propiedades que se cumplen para la 
suma de un numero finito de terminos. 



8.4.5 Definition de funcion 



Si ^ u„ es una serie convergente de terminos positive^ entonces el 

orden de los terminos puede s&t modificado, y la serie resultante tambien 
sera" convergence y tendri la misma suma de la serie original. 

Demostracion Sea {s n } la sucesion de sumas parciales de la serie 
convergente de terminos positivos dada, y sea lim s n = S. Sea V Vn una 

n = l 

serie formada al reordenar los terminos de la serie ^ u„ , Por ejemplo, ^ v n 
puede ser la serie , n=1 n=1 

W 4 + M3 + M 7 + U\ + Ug + M 5 + ... 

+ «. 

Sea {t n } la sucesion de sumas parciales de la serie ^T v n . Cada suma parcial 

n = l 

de la sucesion { t n } sera" menor que S porque es la suma de n tenninos de la serie 
inf inita ^ u„ . Por tanto, S es una cota superior de la sucesion { t n } . Adem£s, 
como todos los terminos de la serie ^ v„ son positivos, {t n } es una sucesidn 

n = \ 

monotona creciente. En consecuencia, por el teorema 8.2.1 1, la sucesidn [t n \ 

es convergente, y lim t n - T < S. Ahora, como la serie dada Y u n puede 

obtenerse a partir de la serie J^ v n mediante una reordenacion de los termi- 

nos, se puede emplear el mismo argumento y concluir que S < T. Como las 
dos desigualdades T<SyS<Tse cumplen, se concluye que S = T. 
Esto demuestra el teorema. B 

La siguiente serie, eonocida como serie p o serie hiperarmonica, se 

emplea con frecuencia en el criterio de comparacion: 

77: + — + — + ...+ — + . . . donde p es una constante (8) 

En el ejemplo ilustrativo siguiente se demuestra que la serie p diverge si 
p < 1 y converge si p > 1 . 
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t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si p = 1, la serie p es la se- 
rie armonica, la cual diverge. Sip < 1, entonces rP < n\ de modo que 

— > - para cada numero entero positivo n 

nP n 

Por tanto, por el criterio de comparacion, la serie p diverge sip < 1 . 
Sip > I, se agrupan los terminos como sigue: 

i + (± + ±) + (± + ± + ± + ±) + (± + ± + +J-U.. 

\P \2P 3PJ \4P SP 6P 7P) \%p 9P 15'/ 

Considere la serie 



(9) 



h + T^h + h + --- + j^ + -- (10) 

Esta es una serie geom^trica cuya raz6n es 2J2P = 1/2' -1 , el cual es un nu- 
mero positivo menor que 1. En consecuencia, la serie (10) es convergente. 
Ahora se reescriben los terminos de la serie ( 1 0) para obtener 

\p \2 P 2P } \4P 4 P 4P 4PJ \%p %p % p J ' 

Al comparar la serie (9) y la serie ( 1 1 ) se observa que la suma de cada grupo de 
terminos en cada conjunto de par6ntesis despu^s del primero, es menor en (9) 
que en ( 1 1 ) . Por tanto, por el criterio de comparaci6n, la serie (9) es convergente. 
Como (9) es solo un reagrupamiento de los terminos de la serie p cuandop > 1 , 
se infiere del teorema 8.4.4 que la serie p es convergente si p > I. ^ 

Observe que la serie del ejemplo 3 es la serie p donde p = ^ < 1, por 
tanto es divergente. 



► EJEMPLO 7 



Determine si la serie es convergente o divergente: 



£ (« 2 + 2)1/3 

Solution Debido a que para valores grandes de n el numero n 2 + 2 
esta cercano al numero n 2 , entonces el numero \j(n 2 + 2) 1 ' 3 estara cerca del 

numero 1/n 2 ' 3 . La serie ^T —j~ es divergente ya que es la serie p con 
p = | < 1. Del criterio de comparaci6n por paso al limite con u n = 
1 I 

y v n = -tr* 



(n 2 + 2) 1 ' 3 

1 



Um * = lixn <*+■*£» 



= lim 



1 

n 2/3 
,2/3 



"^ + ~ (n 2 + 2) 1 ' 3 
»- + -\f! 2 + 2/ 
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= lim 



= 1 



1 + 4 



1/3 



Por tanto, la serie es divergente. ^ 

En ocasiones se emplea otro teorema, conocido como criterio de la 
integral, para determinar la convergencia de una serie infinita de terminos 
positivos, dicho teorema utiliza la teoria de las integrates impropias. 



8.4.6 Teorema Criterio de la integral 



Sea /una funcion continue decreciente, y de valorem positivos para toda 
x ^ 1. Entonces la serie infinita 

£/(») = /(» + /(2) t /(3) +... + /(«)+... 



A + 00 

es convergente si la integral /(jc) dx cxiste, y es divergente si 

f* 

lira /(Jf)dbc - +<» b 



7 =/<■*) 




/(4) /(5 ) 



i 


V 






4 > =fix) 






\ /(2) 
\ /O) /(4) /(5) /(6) 







2 3 4 5 6 



Demostracion Si / es un numero entero positivo e i > 2, entonces, por 
el teorema del valor medio para integrates (4.6.3), existe un numero c tal que 
i - 1 < c < i y 



I 



f(x)dx =f(c) . 1 
i 

Puesto que/es una funcion decreciente, 

f(i- 1) */(c) >/(/) 
yde(12), 

/(*' - 1) > f(x)dx >/(/) 

Por tanto, si n es un mimero entero positivo y n > 2, entonces 

i = 2 i = 2 J: 



(12) 



'i-i 



„-i f 

I/O* 

(=1 J» 



/wife > X/(o-/(i) 



(13) 



FIGURA 2 



Las figuras 1 y 2 muestran la interpretation geometrica de la discusion 
anterior para n = 6. La figura 1 muestra la grafica de una funcion / que 
satisface la hip6tesis. La suma de las medidas de las areas de los rectangulos es 
/(l) + /(2) + /(3) + /(4) + /(5), la cual es el miembro izquierdo de la 
desigualdad (13) cuando n = 6. Es claro que la suma de las areas de estos 
rect4ngulos es mayor que la medida del area proporcionada por la integral 
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definida cuando n = 6. En la figura 2, la suma de las medidas de las areas de 
losrectangulossombreadoses/(2) + /(3) + /(4) + f(5) + /(6),lacualesel 
miembro derecho de la desigualdad (13) cuando n = 6, Esta suma es menor 
que el valor de la integral definida cuando n = 6. 

Si la integral impropia existe, sea L su valor. Entonces 



J. 



f(x)dx < L (14) 

I 

Del segundo y tercer miembro de la desigualdad (13) y de (14) se tiene 

(15) 



r 

i=i j i 



Considere ahora la serie infinita ]£ f{n). Sea {.$„} la sucesion de sumas 

n = \ 

parciales de la serie, donde s n = ^ /"(/'), De (15), (j tt ) tiene la cota supe- 

i=i +~ 

rior/(l) + L. En consecuencia, por el teorema, 8.4.1, la serie ^ f(n) es 
convergente. n=1 



Suponga que lim f(x)dx = +°o. De (13), 



lim 
£/(/) > /fcc)<fr 

i = l J i 

para todos los numeros enteros positivos n. Por tanto, 

n 

Urn s n = lim Y /(/) 



1 = 1 
+ oo 



En consecuencia, la serie ^ f(n) es divergente. 

n=i 



w EJEMPLO 8 Determine si la serie es convergente o divergente: 

I*- 

n=l 

Solucion Sea/(x) = xe~ x . Entonces 

f\x) = e~ x - xe~ x 
= e' x (l - x) 

Comof'(x) < si x > 1, se deduce del teorema 3.4.3 que/ es decreciente 
si x > I. Ademas,/es continua y de valores positivos para toda x > 1. Asi, 
se satisface la hipotesis del criterio de la integral. Al aplicar integracion por 
partes se tiene 



\ 



xe~ x dx = ~e~ x (x + I) + C 
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En consecuencia, 

• + 0O 



J 



xe~ x dx = lim \-e' x (x + 1)1 



im\- b -±l 



= lim | _ il^i + 2 



Como lim (fc + 1) = +oo y lim e^ = + oo, se puede emplear la regla de 
L'Hopital para obtener 

lim ±±± = lim 4r 
= 
Por tanto, 

• + 00 



j: 



*e * <ix = - 



De este modo, la serie dada es convergente. ^ 

Si el fndice de la suma para una serie inicia con n = fcenlugarden = 1, 
el criterio de la integral se modifica como sigue: 

Si/es una funcion continua, decreciente y de valores positivos para toda 
+«> 
x > k, entonces la serie infinita ]£ f(n) es convergente si la integral im- 

n = k 
r + oo fb 

propia /(jt)<£texiste, y es divergente si lim f(x) dx = + oo. 

La demostracion es identica a la del teorema 8.4.6. 



► EJEMPL0 9 



Determine si la serie es convergente o divergente: 



+ 1 
~#iVhTn 



Solution La funcion /definida por 

l 



fix) = 



Win* 



es continua y de valores positivos para toda x > 2. Tambi6n, si 2 < x\ < xi, 
entonces f(x{) > f{xi)\ de modo que / es decreciente para toda x > 2. 
Por tanto, se puede aplicar el criterio de la integral. 



I* +oo i* b 

-^ = lim (\nxT [ ! 2 ^ 

J 2 Win* b ^ + "J 2 x 

= limf2VnT^15 

= lim h^fhTb - 2VnT2l 



6^ + ™ 
= + 00 



A si', la serie dada es divergente. 
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EJERCICIOS 8.4 



En los ejercicios J a 24, determine si la serie es convergente o 
diver gente aplicando el criterio de comparacion o el criterio de 
comparacion porpaso al limite. 



e ^ 3n + 1 



J. 




In 1 + 5 


7. 


I 


cos 2 n 
3" 


9. 




1 


Vn 2 + 4n 


11. 




n! 
(» + 2)! 


ii 


V 


n 



' 5n 2 + 3 



A. 


^VITTT 


4. 


+- 2 

y B 

^4rt 3 + 1 


6. 


E, 3 


8. 


f ] 


^ln(n + 1) 


10. 


^ |sennj 

h » 2 


12. 


£^- 




s^+i 


14. 


y (» - D! 

£(« + •)» 



15. v-sl 

£ ( 2 ") ! 

,_ vl csc "i 



x/. 




n 






+ « 






19. 


n=2 


1 




nyn* 


- 1 


21. 


I 


3 
2fl - 


v; 


2\ 


V 


In n 





16. £s 
18. I- 



„ =1 n + Vrt 



f n^ -t-2 



24- I 



n 2 + 1 



3" - cosrt 



En los ejercicios 25 a 32, aplique el criterio de la integral para 
determinat si la serie es convergente o divergente. 



26. S 



25. 


I- 


1 




ln + 


1 


27. 


5- 




1 


n + 


2)3/2 


^o 


V 


4 





J (3« + 5) 2 



(n^-4 



31. x« 



2«- X-r 1 - 

£l (" + 3n) 2 



£n /ew ejercicios 33 a 48, utilice cualquier metodopara determi- 
nar si la serie es convergente o divergente. 



33. X 



Inn 



34. £-L- 35. X^lJ 



36. 




37. 


5>V" 


38. 


2>- 

n = l 


39. 


>n Inn 

£» 3 


40. 


*=1 


41. 


^ csch fl 


42. 


^ « 2 + l 


43. 




44. 


J^ sech 2 n 


45. 


I'M 


46. 


y i 
~«(in«) 3 






47. 


y (i + I) 2 
Z!(» + 2) f - 


48. 


t! (« + 2)(« 


+ 4) 





49. 



50. 



51. 



Si ^a n y ^b n son dos series convergences de terminos 
positivos, emplee el criterio de comparacion por paso al 

limite para demostrar que la serie ^a n b n tambidn es 

convergente. 

Utilice el criterio de la integral para demostrar que la serie p 
diverge si p < 1 y converge si p > 1 . 



Demuestre que la serie V 

sip > 1. 



es convergente si y solo 



52. Demuestre que la serie ^T 

53. 
54. 



1 



~n(\nn)[\n(lnn)]P 



es convergente 



si y s61osip > 1. 

Demuestre que la serie ^ -^ es convergente si y s61o si 
p > 1. -' nP 

Si $ fc es la /:-esima suma parcial de la serie armonica, de- 
muestre que \n(k + \) < s k < \ + In k. Sugerencia: 



— I — < - < — si0<m<x<m+\. Integre 
m + 1 x m 

cada miembro de la desigualdad de m a m + 1; considere 

que m toma sucesivamente los valores 1, 2, . . . , n - l,y 

sume los resultados. 



55. 



56. 



Utilice el m6todo del ejercicio 54 para estimar la suma 

100 



50 51 



1 
100 



57. 
58. 
59. 



Suponga que / es una funci6n taJ que f(n) > para cual- 
quier niimero entero positivo n. Ademas suponga que si p 
es algun niimero positivo, entonces lim n p f(n) existe y es 

positivo. Demuestre que la serie £ f(n) es convergente si 

p > l,y divergente si < p < 1. 

Demuestre el teorema 8.4.3(ii). 

Demuestre el teorema 8.4.3(iii). 

Explique por que el teorema 8.4. 1 no se cumplepara una serie 
infinita de terminos positivos y negativos. Sugerencia: 

considere la serie ]JT (-IV + '. 
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8.5 SERIES INFINITAS DE TERMINOS POSITIVOS Y NEGATIVOS 



Un tipo de series infinitas que constan de terminos positivos y negativos es el 
de las series alternantes, cuyos terminos son, alternadamente, positivos y ne- 
gativos. 



8.5.1 Definition de serie alternante 



Si a n > para todos los ntimeros enteros positivos n, entonces la serie 

E(-i)"* 1 ^. = «i -» + ^ - <** + - - - + (-ir +t ** + - - - (1) 

y la serie 

*" r 

se denominan series alternantes. 

[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Un ejemplo de serie alter- 
nante de la forma (1), donde el primer termino es positivo, es 

f ( - 1)n+ .i = 1 -i + i-i + ... +( -i r .i + ... 

n~ i 

Una serie alternante de la forma (2), donde el primer termino es negativo, es 

Z(-l)« ! = -1 + 1-1 + -L-...+ r-i)« 1 + . . . 4 

. n! 2! 3! 4! V J n! 

El teorema siguiente, denominado criterio de las series alternantes, 
establece que una serie alternante es convergente si los valores absolutos de sus 
terminos decrecen y el limite del n-esimo termino es cero. El criterio tambten 
se conoce como el criterio de Leibniz para series alternantes debido a que 
Leibniz lo formula en 1705, 



8.5.2 Teorema Criterio de (as series alternantes 



Suponga que se tfei*e la serie alternante ^ (-l) fl+l «j| o X {~D l, < , #t * 

donde a„ > y a„+\ < a n para todos los ntimeros enteros positivos n. 
Si Ifm a„ = f entonces la serie alternante es convergente. 



Demostracion Suponga que el primer termino de la serie es positive Esta 
suposicion no hace que se pierda generalidad ya que si este no es el caso, 
entonces se descarta el primer termino, lo cual no afecta la convergencia de 

la serie. De este modo se tiene la serie ahernante £ (-\) n+l a n . Considere la 
sumaparcial n=1 



*2n = («i " «2) + (a 3 - a 4 ) +...+ (a 2n ~ 



«2n) 
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Como por hip6tesis a n+ i < a„, cada cantidad dentro de los par^ntesis es 
positiva. Por tanto, 

< s 2 < 5 4 < s 6 < . . . < s 2n < . . . ' (3) 

Tambten se puede escribir s 2n como 

s 2n = fli " («2 - «3> - (04 - a 5 ) - ... - (a 2n - 2 - a 2n -\) - a 2n 

Como a„ +1 < a„, otra vez cada cantidad dentro de los parentesis es positiva. 
Por tanto 

s 2n < a i P 31 " 3 ca( ^ a numero entero positivo n (4) 

De(3)y(4), 

< s 2 /i < fl i para ca ^a numero entero positivo n 

De modo que la sucesion {s 2n } es acotada. Ademas, de (3), la sucesion 
[s 2n ] es creciente. Como {s 2n } es una sucesi6n mon6tona acotada, entonces es 
convergente. Suponga que S es el If mite deesta sucesion ;estoes lim s 2n = S. 

Entonces, por el teorema 8.2.11, S < a\. Como s 2/l +i = s 2n + a 2n+ ^, en- 
tonces 

lim s^-n = n fim s^ + lim a^+L 

Pero,porhip6tesis, lim a? n +i = 0;de modo que lim s 2n .] = lim 5?„-Por 

tanto, la sucesi6n de sumas parciales de los t^rminos pares y la sucesion de 
sumas parciales de los terminos impares tienen el mismo limite S. 

Ahora se mostrar£ que lim s n - S. Como lim s 2 „ = 5, entonces para 

cualquier e > existe un numero entero N { > tal que 

si 2n > Ni entonces | s 2n - S \ < e 
Como lim s 2n + j = 5, entonces existe un numero entero N 2 > tal que 

si In + 1 > N 2 entonces \s 2n+ i - S \ < e 

Si N es el mayor de los dos mimeros enteros A^ y N 2 , entonces se infiere que si 
n es cualquier numero entero, par o impar, y 

si n > N entonces | s n - S | < e 

m 
Por tanto, lim s n = 5; de modo que la serie alternante es convergente. 



Demuestre que la siguiente serie alternante es con- 



► EJEMPLO 1 

vergente: 

I(-ir +li 



Sol UC l6n La serie dada es 

Como < - para todos los mimeros enteros positivos /i, y lim - = 0, 

n + 1 n n -> + °° n 

entonces, por el criterio de las series alternantes, la serie dada es conver- 
gente. A 
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W EJEMPLO 2 Determine si la serie es convergente o divergente: 

f-iyi n + 2 



V ( _ ir n + 1 



Solution La serie dada es una serie alternante. 

n + 2 



lim a n = lim 

n-» + - n-> + « W (/i + 1) 



1 



= 1 lim n K 



1 + 



= 



Antes de que se pueda aplicar el criterio de las series alternantes, tambien debe 
mostrarse que a n+ j < a n o, equivalentemente, 



«n+l 



< 1. 



FI + 3 



fln+1 


= 


(n + l)(n + 2) 


«« 


* + 2 
nOi + 1) 




= 


n(n + 3) 
(« + 2) 2 




= 


n 2 + 3n 




n 2 + 4n + 4 



< 1 

Por el criterio de las series alternantes, la serie dada es convergente. 



8*5*3 Definition del residue despues de k rerminos 



Si una serie infinita es convergente y su suma es 5, en tone es el residue 
despues de k terminos, se obtiene al aproximar la suma de la serie 
mediante la Jt-esima suma parcial % denotado por R h es 



Esta definition se emplea en el enunciado del siguiente teorema, el cual 
proporciona un metodo para determinar una cota superior para el error come- 
tido cuando la suma de una serie convergente se aproxima mediante la suma de 
un numero finito de terminos de la serie. 



8.5.4 Teorema 



Considere fa serie alternante 



£<-u*?S 



o^-iran 



dondca„ > Oyflrt+j < flnparatodo&losnumeroseiiterospositivosn^y 

Hm a n == 0. Si R k es el residuo obtenido al aproximar la suma de la se- 

rie mediante La suma de los primeros k terminos, entonces j R k \ < a^\ . 
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La demostraci6n de este teorema se presenta en el suplemento de esta 
seccion. A fin de mostrar el contenido del teorema, 6ste se aplica en el siguiente 
ejemplo ilustrativo a una serie alternante cuya suma exacta se puede calcular. 



Considere la serie geontetri- 



+ . . . 



! EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 

cacona = 1 y r= -|: 

1(4) -'-w-k-h) 

Por el teorema 8.3.5, ta suma de esta serie es 

1 = 2 

= 0.66667 

con cinco digitos significativos. Suponga que se aproxima la suma de la serie 
mediante los primeros diez tenninos: 

i_± + I_I + J__J_ + J L + J L = n 66602 

1 2 + 4 8 + 16 32 + 64 128 + 256 ' 512 u,DOOUZ 

El error es 0.66667 - 0.66602 = 0.00065. El teorema 8.5.4 establece que el 
error es menor que el valor absoluto del onceavo t^rmino, el cual es 

uk = °' 00098 
y 0.00065 < 0.00098. 4 



► EJEMPLO 3 

intervalo(-l, 1] es 



Una serie para calcular ln( 1 + x) si jc esta en el 



ln(l + jc) = X(-0 ff+1 



Obtenga una cota superior para el error cuando se utilizan los tres primeros 
terminos de esta serie para aproximar el valor de In 1.1. 

Soluci6n Se emplea la serie dada con jc = 0. 1 para obtener 

ta ,., = .,_(o^ + iW)i_(o^ + ... 

Esta serie satisface las condiciones del teorema 8.5.4; de modo que si /? 3 es la 
diferencia entre el valor real de In 1 . 1 y la suma de los tres primeros terminos, 
entonces 

| R 3 | < 0.000025 

De esta forma, la suma de los tres primeros terminos dara" un valor de In 1. 1 con 
una exactitud de al menos cuatro cifras decimales. De los tres primeros tdrminos 
se obtiene 

In 1.1 - 0.0953 4 

Si todos los terminos de una serie se sustituyen por sus valores absolutos 
y la serie resultante es convergente, entonces se dice que la serie original es 
absolutamente convergente. 
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8.5.5 Definition de convergencia absoluta 



Laserieinfinita £ u„ es absolutamente convergence si 3a-serie ^ | u„ \ 



es convergente, 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 



Considere la serie 



Z(-iy 



^ = 22 + 22 + (-n n+1 — 

n = i 

Esta serie sera absolutamente convergente si la serie 

" 2 



(5) 






2 + 2 + 2 + 



2 2 

+ ■ •• + ™ + ■ •• 
3" 



es convergente. Como 6sta es la serie geometrica con r = ~ < l,entonceses 
convergente. Por tanto, la serie (5) es absolutamente convergente. ^ 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 En el ejemplo 1 se demostri 
que la serie 

£(-!)»+■ I 

es convergente. Esta serie no es absolutamente convergente debido a que la 
serie de valores absolutos es la serie armonica, la cual es divergente. 4 

La serie del ejemplo ilustrativo 4, en ocasiones llamada serie armonica 
alternante, es un ejemplo de una serie condicionalmente convergente. 



3,5.6 Definition de convergencia conditional 



Una serie que es convergente, pero no absolutamente convergente, se 
denomina condickmaJmeiite convergente. 

La importancia de la convergencia condicional se muestra en el ejem- 
plo ilustrativo siguiente. 



D> EJEMPLO ILUSTRAnVO 5 

alternante: 



Considere la serie armonica 



1 



h 



H 



1 



■ + ("I)" 



1 



(6) 



la cual es condicionalmente convergente. Se reordenaran y agrupardn los 
terminos de esta serie como sigue: 



(1 



I) _ I + (i 

2' 4 V 3 



) 



^ M in ^ 



I-.i + I_i + _L_X + 

2 46 810 12 " * 



i + I - i + 
4 5 6 ■ 



-(1 - ± + ± 

^ 2 1 



•) 



(7) 



Observe que la serie entre parentesis anterior es la misma que la serie (6). 
Debido a que la serie (6) es convergente, tiene una suma igual a In 2, segun el 
ejemplo 3 donde jc = 1 . La serie (7) tambien tiene una suma, pero evidente 
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mente la suma de la serie (7) es un medio de la suma de la serie (6). Esta situaci6n 
se presenta debido a que la serie (6) es s61o condicionalmente convergente en 
vez de ser absolutamente convergente. 4 

Del ejemplo ilustrativo 5, parece que no se puede cambiar el orden de los 
terminos de una serie condicionalmente convergente y preservar la suma. Sin 
embargo, recuerde del teorema 8.4.5 que para una serie convergente de terminos 
positivos, se puede cambiar el orden de los terminos sin afectar la suma de la serie. 

El teorema siguiente permite demostrar que una serie infinita de terminos 
positivos y negativos es convergente, mostrando que es absolutamente con- 
vergente. 



8.5.7 Teorema 



Si la serie ^ | tt n | es con vergente^eritoncesk serie ^ w„ es convergente. 

Demostracion Si a cada miembro de la desigualdad 

-\u n \ < u n < \u n \ 
se le suma \u n U se obtiene 

< u n + | u n | < 2 | u n | (8) 

Como la serie ^ | u n | es convergente, tambien lo es la serie ^ 2 | u n | , 

Entonces, mediante la desigualdad (8) y el criteriode comparacion, se concluye 

+« + r 

que la serie ^ (u n + \ u n | ) es convergente. La serie ^ u n puede escribirse 



X M " = X("« + \ U n\ ~ \ u n\) 

n = \ n = ] 

X"n = S("« + | "n | ) - X Kl 

n = l n = \ n = l 

El miembro derecho de la igualdad anterior es la diferericia de dos series 
convergentes. Por tanto, 2^u n es convergente. ■ 



► r Ejmpti&4 



Determine si la serie es convergente o divergente: 






SoluciOfl Al denotar la serie dada por ^ u^, se'tierie 

y„ = i_±__L_i + i + ± + i_ + ^ii^ + 

jL x "» ,2 2 2 3 2 4 2 5 2 6 2 7 2 •" n 2 

= I_I_I_± + ± + _L + _L._... 
2 8 9 32 50 36 -98 

Esta es una serie de tdrminos positivos y negatiVbs. Se puedddetrtostr&r que esta 
serie es convergente si se prueba que es absolutamente convergente. 



690 CAPITULO 8 APROXIMACIONES POLINOMIALES, SUCESIONES Y SERIES INFINITAS 



V I I v l cos 3 w;r l 



Como | cos ^ nit | < 1 para toda n, entonces 

Icos \ nn\ i , , 

4 < -^ para todos los numeros enteros positivos n 

nr n l 

La serie X "^ es l a ser ie /?, con /? = 2, y es convergente. De modo que, por 
el criterio de comparaci6n, 2* | u n | es convergente. Por tanto, la serie dada es 

n = l 

absolutamente convergente; en consecuencia, por el teorema 8.5.7, es conver- 

S ente * 

Observe que los terminos de la serie X I M n I n i crecen ni decrecen 

n = l 

monotonamente.Porejemplo, |w 4 1 = ^,["5) = ^>| w 6| = ^jdemodo 
que | u 5 | < | ji 4 | , pero | u 6 \ > | u 5 \ . 4 

El criterio de la razon, presentado en el siguiente teorema, se emplea re- 
gularmente para determinar si una serie dada es absolutamente convergente. 



8,5.8 Teorema Criterio de la raxdn 



Sea ^u n una serie infhiita para la cuaJ cada u„ es difereme de ceroi 

(i) si Km ^^- = L < 1 , entonces la serie es absolutamente con- 

Vergente; 
(ii) si lim ^a 

divergence; 
(ill) si lim ^^- = 1 , no se puede concluir nada acerca de la con- 



= L > 1 o si Ifm 



»n+l 



= +m, la serie es 



vergencia a partir de este criterio. 



Demostracion de (i) Setieneporhip6tesisqueL < l.Sea/?unnumero 

= L,existeun 



talqueL < R < l.Sea/? - L = € < l.Como lim 
ntimero entero N > tal que 



sin > N entonces 
Por tanto, 

sin > N entonces < 






< € 



< L + f = /? 



(9) 



Considere que n toma los valores sucesivos #, W + 1, # + 2, . . . , etce- 
tera. De (9) se obtiene 

|"jv+1 | < ^| w /v| 

|% +2 | < R\u N+] \ < R 2 \u n \ - 

|% +3 | < R\u N+2 \ < R 3 \u N \ 
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En general, 

| u N+K | < R K | u N | para cada ntimero entero positivo k (10) 

La serie 

£|i« N |** = |«n|*+ |«n|/? 2 + .-.+ \u N \R n + ... 

es convergente porque es una serie geometaca cuya razon es menor que 1 . 
De modo que, de (10) y del criterio de comparacion se infiere que la serie 

X I u x+k | es convergente. La serie ^ | u N+k | difiere de la serie X I M « I 

k=\ k=i +oo i=i 

tinicamente en los primeros Nt6rminos. Por tanto, X I M « I es convergente; por 

n=1 

lo que la serie dada es absolutamente convergente. 

Demostracion de (ii) Si lim ^a = L > 1 o lim ^±i- = 
+oo, entonces en cualquier caso existe un numero entero N > tal que si 
n > N, entonces -^- > l.Sin toma los valores N,N + l t N + 2, . . . , y 
asi sucesivamente, se obtiene 

| "N+l | > | U N | 

| W/V+2 | > | "JV+1 | > | "N | 

| "N+3 | > | "N+2 I > | «N | 

De esta manera, si n > N, entonces \u n \ > | u N \ . En consecuencia, 
lim u n * 0; por lo que la serie dada es divergente. 



Demostracion de (iii) Si se aplica el criterio de la razon a la serie p, 
se tiene 



lim 





1 


«n+l 


= lim 


(n + 1)^ 
1 
nP 



= lim 

= 1 



fcf-J' 



Puesto que la serie/? diverge sip < 1 y converge sip > l,sehamostrado 
que es posible tener series tanto convergentes como divergentes para las cuales 



lim 



= 1. Esto demuestra el inciso (iii). 



w EJEMPLO 5 Determine si la serie es convergente o divergente: 

I<-D" +1 fr 



Soludon u n = (-l) n+1 -^ y « n+] = (-l) n+2i ^. Por tanto. 
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n + 1 2" 

2n+i 

n + 1 
In 



De modo que 



lim 



"n+l 



= Urn -^ 

I 

2 
< 1 

Por tanto, por el criterio de la raz6n, la serie dada es absolutamente convergen- 
te y en consecuencia, por el teorema 8.5.7, es convergente. ^ 

W EJEMPLO 6 En el ejemplo 2 se mostr6 que la serie 

n + 2 



V <_!). " + ^ 



es convergente. <,Es esta serie absolutamente convergente o condicionalmente 
convergente? 

Sol UC ion A fin de verificar la convergencia absoluta se aplicara" el criterio 
de la raz6n. En la soluci6n del ejemplo 2, se mostr6 que 

Ki+ll = n 2 + In 
\u n \ n 2 + An + 4 



En consecuencia, 



lim 



u n + \ 



1 + 



= lim 



= 1 



l + i + 4 

n n 2 



De modo que el criterio de la raz6n falla. Como 

n + 2 \ 
n + 1 n 

> i 

n 

+ ~ 

puede aplicarse el criterio de comparaci6n. Puesto que la serie £ - es la serie 

n=\ n 

arm6nica, la cual diverge, se concluye que la serie £ | u n \ es divergente, y 

+ » n = \ 

en consecuencia, £ u n no es absolutamente convergente. Por tanto, la serie es 

condicionalmente convergente. ^ 

Observe que el criterio de la raz6n no incluye todas las posibilidades para 

lim _«+i porqueesposiblequeellimitenoexistaynosea+oo.Ladiscusi6n 

de tales casos estl mis alia* del alcance de este libro. 

La demostraci6n del criterio de la faz6n se baso en el uso del criterio de 
comparaci6n con series geomStricas. Otro criterio cuya demostraciones similar 
es el criterio de la raiz. 
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8-5-9 Teorema Criteria de fa raix 



Sea X u n una serie infinite para la cual cada u„ es tiife rente de cero: 



<1) si lim Vl« fl | = L < l,entonces la serie esabsolutamente con- 
vergente; 

(il) si lim ^J = L > \, o si lim tfiuJ = +», la serie es 

di vergente; 

(til) si \ka 1}\u n \ - - 1, no se puede concluir nada acerca de la con- 
vergent a a partir de este criterio. 

Debido a la semejanza de la demostracitfn del criterio de la rafz con la 
demostracion del criterio de la razon, se deja la primera como ejercicio (vea los 
ejercicios 50 a 52). 

W EJEMPLO 7 Aplique el criterio de la rafz para determinar si la 
serie es convergente o divergente: 

1? 3 2n+l 



Sollicion Al aplicar el criterio de la raiz se tiene 

lim tf\u n \ = lim (— -j— ) 

32 + Cl/ll) 

= lim - — « — 

= 
< 1 

Por tanto, por el criterio de la rafz, la serie dada es absolutamente conver- 
gente. En consecuencia, por el teorema 8.5.7, la serie es convergente. 4 

Los criterios de la raz<5n y de la raiz estan intimamente relacionados. Sin 
embargo, el criterio de la razon generalmente es mas facil de aplicar; si los 
terminos de la serie contiene factoriales, este es ciertamente el caso. En el 
ejercicio 49 se presenta una serie para la cual el criterio de la razon falla pero 
se puede aplicar el criterio de la rafz para mostrar su convergencia. Si los 
terminos de una serie contienen potencias, como en el ejemplo 7, aplicar el 
criterio de la raiz puede ser m£s ventajoso que aplicar el criterio de la raz<5n. 
El ejemplo siguiente proporciona otra serie para la cual conviene mds aplicar 
el criterio de la rafz. 



► EJEMPLO 8 



Determine si la serie es convergente o divergente; 



£ [ln(« + 1)]" 
Sol UC i6n Todos los te"rminos de la serie son positivos, entonces 
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1 


[ln(* + \)Y 


= lim 


1 




ln(« + 1) 




= 


< 1 









Por el criterio de la rafz, la serie dada es convergente. 



EJERCICIOS 8.5 



En los ejercicios 1 a 14, determine si la serie alternante es 
convergente o divergente. 



27. £ (-!)»+' -i 



{2nY 



28. £•(-!)" 



(2n + D 3 



i- X(-i)" +l ™ 2. £<-d 



* i 



In 



3 - I ( - ir ?TT 



5. £(-!)" 



Inn 



ti _«Z 





t K ' « 3 + 2 


9. 


£(-ir +l ^ 


11. 






+ oo 


13. 


H-1 z 



4. 


V r n fl+I 4 


£ ( ° 3«-2 




+« 


6. 


ti » 


8. 


i(-D" +i ^ 




+■<- 


10. 




12. 


l^^^. 


i/i 


V / n«+i 3 " 



£>i los ejercicios 29 a 48, determine si la serie es absolutamente 
convergente, condicionalmente convergente o divergente. Justi- 
fique la respuesta. 



* 5H) 

31. £ <-!)"+■ ^j- 
33. Y^ 



35. y(-i)»-4- 



3, 2.(|) 



36. £(-l) n+ 



1 



En los ejercicios 15 a 22, obtenga una cota superior para el error 
si la suma de los primeros cuatro tirminos se emplea como una 
aproximacion de la suma de la serie infinita. 

15. £(-l) fl + I ± 16 - EH) fl 4 

17. Y(-1) fl + l - — =■ 18. Y(-l) fl+1 — 5— r 

19. X(- 1 )" J 2 20 - EH)"*'^ 



37. I 



1 - 2 sen n 



n(n + 2) 

1 



39. £(-l) n+1 - 



41. 


V r n rt+1 ■ 


^ n(lnnr 


43. 


V" sen Kn 


AS 


V * 



38- !(-')» ^ 

40. f (-ir^iii 

,,, V cosn 



44. £ (-!)■+<-£- 



;(ln«)" 



46. £ 



('-IT 



21. £(-l) fl+ 



1 L 



(n + l)ln(/i + 1) 



22. 2(-iri 



47. y^- 



y 1 • 3 ■ 5 • . . . ■ (2/i - 1) 
**" 4? 1 ■ 4 • 7 ■ . . . ■ (3n - 2) 



£>i /os ejercicios 23 a 28, calcule la suma de la serie infinita, con 
una exact it ud de tres cifras decimates. 

23. J^(-\r* l ~ 24. £(-l) n+lJ 4 

25. £(-l)" +, ± M - £<-»"'£ 



49. Considere la serie ]£ — jj- . (a) Muestre que el criterio 

de la razon falla para esta serie. (b) Utilice el criterio de la raiz 
para determinar si la serie es convergente divergente. 

50. Demuestre el inciso (i) del criterio de la raiz (teorema 8.5.9). 
Sugerencia: cojno L < 1, sea R un numero tal que 
L < J? < 1, y sea R - L - £ < 1. Muestre que existe 
un numero entero N tal que si n > N, entonces | u n | < R". 
Despu£s utilice el criterio de comparacion. 
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51. Demuestre el inciso (ii) del criterio de la raiz. Considere la 
sugerencia para el ejercicio 50. 

52. Demuestre el inciso (iii) del criterio de la raiz aplicandolo a 
las dos series V — y V ~? ■ Sugerencia: determine 

lim^/n considerando Vn = c^ ln "V" y empleando la regla 



de L'Hopital para calcular lim 



Inn 



53. Demuestre que si ^ u n es absolutamente convergente, en- 
tonces ^ u n 2 es convergente. 

54. i,Sospecha que el recfproco del ejercicio 53 es verdadero o 
falso? Justifique la respuesta demostrandola si el recfproco es 
verdadero o dando un contraejemplo si es falso. 



8.6 RESUMEN DE CRITERIOS SOBRE CONVERGENCIA 
Y DIVERGENCIA DE SERIES INFINITAS 

En las secciones 8.3 a 8.5 se presento una variedad de criterios para determinar 
la convergencia o divergencia de una serie infinitade terminos constantes. A fin 
de adquirir destreza en el reconocimiento y aplicaci6n del criterio apropiado, 
se requiere de practica considerable, la cual se obtendra realizando los ejerci- 
cios de esta seccion. Como ayuda, se listan a continuaci6n los criterios y se 
aconseja que sean aplicados en el orden indicado. Si un paso particular no es 
aplicable o no puede inferirse ninguna conclusi6n, continue con el siguiente. 
Por supuesto, en ocasiones pueden aplicarse mas de un criterio, sin embargo, 
debe elegirse el mas eficaz. 

1. Calcule lim u n . Si lim u n * 0, entonces la serie diverge. Si lim u n - 0, 

no puede inferirse ninguna conclusion. 

2, Examine la serie a fin de determinar si corresponde a uno de los siguientes 
tipos especiales: 

(i) Una serie geom^trica: Y, ar n ~~ x . Converge a la suma — — si I r I < 1 ; 

diverge si | r \ > 1 . 
(ii) Una serie p: X ~ (donde p es una constante). Converge si p > 1; 

diverge sip < 1. 

(iii) Una serie alternante: X(~0 n+1 a n ° X(~0 n « n - Aplique el crite- 

rio de las series alternantes (teorema 8.5.2): si a n > 0, y a n+ \ < a n 
para todos los numeros enteros positivos n, y si lim a n = 0, enton- 
ces la serie alternante es convergente. 



3. Aplique el criterio de la raz6n (teorema 8.5.8): Sea 2, u n una serie infinita 
para la cual cada u n es diferente de cero: rt=1 



= L < 1, la serie es absolutamente convergente; 



(i) si lim 


«n + l 


(ii) si lim 





= L > 1 o si 



lim 



*n+l 



= +oo, la serie es 



divergente; 
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(iii) si lim 



" n +l 



= 1 , nada se puede inferir acerca de la convergencia a 



partir de este criterio. 

+ « 

4. Apliqueelcriteriodelaraiz(teorema 8.5.9): Sea X M n una serieinfinita para 
la cual cada u n es diferente de cero: fl=I 

(i) si lim ^/|uj = L < 1 , la serie es absolutamente convergente; 

(ii) si Mm ^/juj = £ > 1, o si lim ^/[uj = +«• la serie es diver- 
gente; 

(iii) si lim ^/juj = 1 , nada se puede inferir acerca de la convergencia a 

partir de este criterio. 

5. Aplique el criterio de la integral (teorema 8.4.6): Sea/ una funci6n que es 
continua, decreciente y de valores positivos para toda x > 1. Entonces la 
serie infinita 

+ « 

X/(n) =/(!)+ /(2) + /(3) + . . . + /(n) + . . . 



lim 
*--Jl 



■r 



es convergente si la integral impropia | f(x) dx existe, y es divergente si 

-ft 
f(x)dx = +oo. 



6. Aplique el criterio de comparacion (teorema 8.4.2): Sea la serie X M n una 
serie de terminos positivos. " =l 

(i) Si ^v„ es una serie de terminos positivos de la cual se sabe que 

H = \ 

converge, y si u n <, v n para todo numero entero positivo /i, entonces 

+ « 

X " n es convergente. 

+ « 
(ii) Si £ w n es una ser ie de terminos positivos de la cual se sabe que 

diverge, y si u n > w n para todo niimero entero positivo n, entonces 

+ « 

X"n es divergente. 

o aplique el criterio de comparacion por paso al Ifmite (teorema 8.4.3): Sean 
X M n y X v « d° s series de terminos positivos. 

n = 1 n = l 

(i) Si lim — = c > 0, entonces las dos series son convergentes o 
ambas series son divergentes. 

(ii) Si lim — = Oysi £ v„ converge, entonces £w„ converge. 
(iii) Si lim — = +ooy si ^ v„ diverge, entonces X M « diverge. 
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EJERCICIOS 8.6 



Los ejercicios siguientes proporcionan una revision de las seccio- 
nes 8.3 a 8.5. 



En los ejercicios 7 y 2, muestre los primeros cuatro elemen- 
tos de la sucesion de sumas parciales {s n }, y obtenga una 
fdrmula para s n en terminos de n. Tambien determine si la serie 
infinita es convergente o divergente; si es convergente calcule 
su suma. 



25. V— ! 

Z! l + 2iD " 

29. Y ! 

tl 2 n + sen/i 



26. J- 



,3/ 4 



28. X nrfl2 
11=1 

so. y <" + 2 > 2 

nf (» + 3 ) ! 






1 M*3) 



£rc /<?£ ejercicios 3 a 72, determine si la serie es convergente o 
divergente. Si la serie es convergente obtenga su suma. 



m 






7. Y,sen"i>r 



4. 5>" 2 " 

n=l 

6. £[(-1)" + (~ 1 )" +1 3 

+ oo 

8. £cos"j;r 



'• I 



1 



-. Sugerencia: calcule la suma, pri- 
£ (3h - 1)(3« + 2) 

mero determine la sucesion de sumas parciales. 



£>i /os ejercicios ]3 a 30, determine si la serie es convergente o 
divergente. 



6n 



"•?^T 



15 - l c ° s (l^l) 

i7. y i-ui 
nf ( 2 ") ! 

19. £(-l)« In I 






14. 


Y l 


£ (2« + I) 3 


16. 


V 3 + sen n 


h « 2 


18. 


S ^" + 2 


20. 


y (-i)" +l 



22. X 



In n 



23. V ( 2 _3_\ ^ y_«!_ 

£ \5n 2nj ^Eg 10" 



En los ejercicios 3 J a 40, determine si la serie es absolutamente 
convergente, condicionalmente convergente o divergente. Justi- 
fiquela respuesta. 



(In + 1)! 



31. Y (-1)" — 32. Y (-1)" -2 — 

33. X^ 1 )"" 1 * 



i^w * yH) ""'^ 



35. £<-,).£ 3t Y(-» 

n=l n=l 

37. SH)"- 1 ^ 38 " £ ( " l)J 



V2n- 1 



.-i ! 

[ln(n + 2)] n 



39. ]£ c„, donde c„ 



40. X c n' donde c n - 



1 



si n es un cuadrado perfecto 



1 „: 



si n; no es un cuadrado perfecto 



-- si J-n es un numero entero 



-if si |n no esunndmero entero 

„ 2 4 



41. Exprese el numero decimal infinito periodico 1 .324 24 24 . . . 
como una fraccitfn comun. 

42. Una pelota se deja caer desde una altura de 1 8 pie, y cada vez 
que toca el suelo rebota hasta una altura de dos tercios de la 
altura del rebote anterior. Calcule la distancia total recorrida 
por la pelota antes de alcanzar el reposo. 

43. Utilice el resultado del inciso (a) del ejercicio 55 de la seccion 
8.3 para determinar cuanto tiempo empleara la pelota del 
ejercicio 42 en alcanzar el reposo. 

44. La trayectoria de cada oscilacion del disco de un pendulo, 
despues de la primera, es 80% de la trayectoria de la oscila- 
cion anterior, de un lado al otro. Si la trayectoria de la primera 
oscilaci6n es de 18 pulg y la resistencia del aire hace que 
eventualmente al pendulo alcance el estado de reposo, 
i,que" distancia recorre el disco del pendulo antes de que 
alcance el reposo? 
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8.7 SERIES DE POTENCIAS 

Las series infinitas que se han estudiado hasta este momento han con- 
sistido solo de te"rminos constantes. Ahora se tratara un tipo importante de 
series de teYminos variables denominadas series de potencias, las cuales 
pueden considerarse como una generalization de una funci6n polinomial. En 
las secciones restantes de este capitulo se estudiara como pueden emplear- 
se las series de potencias para calcular valores de funcion tales como sen jc, 
e x , hut y V*, las cuales no se pueden evaluar mediante las operaciones 
aritm^ticas conocidas y empleadas para determinar valores de funcio- 
nes racionales. 



8.7.1 Definition de una serie de potencias 



Una serie de potencias en x - a es una serie de la forma 

c + Ci{x - a) + crfx - af + . . . + c n {x - af + . . \ (1) 



Se utiliza la notaci6n ^ c n ( x ~ a ) n P 31 " 3 representar la serie (1). (Ob- 

serve que por conveniencia, al escribir el t^rmino general se considera 
(x - a) = 1, aiin cuando x = a. Si jc es un niimero particular, la serie de 
potencias (1) se convierte en una serie infinita de t^rminos constantes. Un 
caso especial de (1) se obtiene cuando a = 0, de modo que la serie se trans- 
forma en una serie de potencias en x, la cual es 

£ c„x n = c + c^x + c 2 x 2 + . . . + c n x n + ... (2) 

Ademds de la serie de potencias en x - ayjc, se tienen series de poten- 
cias de la forma 



X c n [(t>(x)] n = c Q + c x 4>(x) + c 2 [<j>(x)] 2 + . . . + c H U>(x)]» + ... 

n = 

donde es una funcion de x. Tales series se denominan series de, potencias 
en (j>(x). En este libro se tratardn exclusivamente series de potencias de la 
forma (1) y (2), y cuando se emplee el termino "serie de potencias" se enten- 
dera alguna de estas dos formas. El estudio de la teoria de series de potencias 
se limitard a las series del tipo (2). La serie de potencias m£s general (1) 
puede obtenerse de (2) mediante la traslacion x = x - a; por tanto, los re- 
sultados pueden aplicarse a la serie ( 1 ). 

En el estudio de series infinitas de tSrminos constantes se trato la cues- 
ti6n de convergencia o divergencia de las series. Al estudiar series de po- 
tencias se tratara la cuestion: ^que valores de x hacen que la serie de potencias 
converja? Para cada valor de x en el que la serie de potencias converge, la 
serie representa el niimero que es la suma de la serie. Por tanto, una serie de 
potencias en x define una funci6n que tiene como dominio todos los va- 
lores de x para los cuales la serie de potencias converge. 

• Se utiliza la notaci6n P n (x) a fin de representar la suma partial de la 
serie de potencias cuya potencia mayor es n. Esta notaci6n es consistente 
con el uso de P„(x) en la secci6n 8.1 para representar el polinomio de Taylor 
de grado n. 
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[-2, 2] por [-1,10] 



fix) 



1 
1 - x 



FIGURA 1 



1 - JC 



\x\<l 



(3) 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere la serie geome- 

+00 

trica en la que a = 1 y r ~ jc, la cual es ^ jc" . Por el teorema 8.3.5 esta 

n = 

serie converge a la suma 1/(1 - jc) si | jc | < 1. Por tanto, la serie de poten- 

+« 
cias ^ jc" define la funci6n/para la cual/(jc) = 1/(1 - jc) y cuyo dominio es 

n = 

el intervalo abierto (-1, 1). De esta manera se escribe 
1 + JC + JC 2 + JC 3 + . . . + jc" + . . - 1 
La figura 1 muestra las graTicas de 

10 

/« - r-±- y P ]0 (x) = £jc" 
1 - x n=0 

trazadas en el rectangulo de inspeccion de [-2, 2] por [-1, 10], Observe que 
la grafica de P\q(x) aproxima la grafica de/cuando |jc| < 1, lo cual apoya 
el hecho de que la serie de potencias converge a 1/(1 - jc) si | jc | < 1. A 

La serie de potencias (3) puede emplearse para formar otra serie de 
potencias cuyas sumas pueden determinarse. 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 



Si en (3) se sustituye jc 



por -jc, se tiene 



1 - jc + jc 2 - jc 3 + . . . + (-1)"jc" + . . . = — !— si IjcI < 1 (4) 

1 + JC 



Al reemplazar jc por jc 2 en (3) se obtiene 

1 + JC 2 + JC 4 + JC 6 + . . . + JC 2 " + . . 

Si se sustituye jc por -jc 2 en (3) resulta 



1 - JC 2 + jc 4 - JC 6 + . . . + ("1)"JC 2 " + . . . = 



M<i 



(5) 



1 + jc z 



si jc < 1 (6) 



En los ejercicios 1 a 3 se le pedira" que apoye graTicamente el hecho de 
que las series de potencias (4) a (6) convergen a la funci6n racional corres- 
pondiente si | jc | < 1 . 

Ahora se mostrara, por medio de tres ejemplos, c6mo el criterio de la 
razon puede emplearse para determinar los valores de jc para los cuales una 
serie de potencias es convergente. Algunas series, como la del ejemplo 2, 
convergen para cada valor de jc. Por supuesto, toda serie de potencias (2) 
es convergente para jc = 0, pero, como se vera" en el ejemplo 3, algunas 
series no convergen para ningun otro valor de jc. 



W EJEMPLO 1 Determine los valores de jc para los cuales la se- 
rie de potencias es convergente: 



I (-D n+1 



2"jc" 
w3" 
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Solucibfl Para la serie dada, 

. 9/1 v n 



u„ = (-1)' 
De modo que 
lim 



"n+1 



n3 n 



lim 

n— >+«> 



y «n + 1 = Hy 



+ 2 2 n + 1 JC n+1 

(n + 1)3*" +1 



2 n+1 jc n+1 «3 n 



(« + l)3 n+1 

I" 



2 n x n 



-fefl'ln + l 

11*1 



Por tanto, la serie de potencias es absolutamente convergente cuan- 
do | |jc| < 1 o, equivalentemente, cuando |jc| < |. La serie es divergente 
cuando 1 1 jc | > lo, equivalentemente, cuando | jc | > |. Cuando | | jc | = 1 
(es decir, cuando jc = ± |), el criterio de la razon falla. Cuando jc = |, la 
serie de potencias dada se convierte en la serie arm6nica alternante 



1-1 + I 

1 2 3 



1 



+ (-l)« + ll + 
n 



la cual es convergente, como se mostro en el ejemplo 1 de la secci6n 8.5. 
Cuando jc = - 1 se tiene 



I 

4 



la cual es la negativa de la serie armonica, que es divergente. Por tanto, se 
concluye que la serie de potencias dada es absolutamente convergente 



cuando -\ < x < | yes condicionalmente convergente cuando jc = \ 

.3 n v ^ 3 



Sijc^-^ojc> |, la serie es divergente. 



Cuando se emplea n! en la representation del n-6simo t^rmino de una 
serie de potencias, como en el ejemplo sigpiente, se considera 0! = 1, de 
modo que la expresi6n para el n-esimo termino estara definida cuando n - 0. 

w EJEMPLO 2 Determine los valores de jc para los cuales la 
serie de potencias es convergente: 



V *1 



Solution Para la serie dada, 



jc" JC n + * 

~n\ y Un+l = (« + 1)! 



de modo que al aplicar el criterio de la raz6n se tiene 



lim 



< 1 

Por tanto, la serie de potencias dada es absolutamente convergente para 
todajc. ^ 



"n + 1 


= lim 


JC" + 1 


«! 


«n 


(« + D! 


JC n 




= |jc| lim 

«->+« n + 1 






= 
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w EJEMPLO 3 Determine los valores de jc para los cuales la 
serie de potencia es convergente: 

n = 

Solution Para la serie dada, u n = n\x n y w n+1 = (n + l)!jc n+1 . Al 
aplicar el criterio de la raz6n se tiene 



lim 



lim 



(n + l)\x n+[ 



lim \(n + 1)jc| 

si jc = 
+ oo si jc * 

Se deduce que la serie de potencias es divergente para todos los valores de 
jc excepto 0. ^ 

w EJEMPLO 4 Utilice el criterio de la rafz a fin de determinar 
los valores de jc para los cuales la serie de potencias es convergente: 

jrVjc" 

n = l 

Solution A fin de aplicar el criterio de la raiz se calcula lim v | w n | . 

lim tf\n 3 x n \ = lim/i 3 Hjc| (7) 

Para determinar lim w 3 ' n , sea y = n^ n . Entonces In y = - In n. Asf, 

lim lny = lim ^J™ (8) 

A fin de calcular el lfmite lateral derecho de (8) primero se obtiene 
\[ m — L^ donde los valores de z son niimeros reales. Como lim In z = 
+oo y lim z = +oo, se aplica la regla de L'H6pital obtentendose 

lim 3hL^ = Hm 3 

Z->+« Z Z-> + « Z 

= 

^ In n 

De este modo, por el teorema 8.2.3, lim = 0; en consecuencia, de 

(8) se tiene 

lim \ny = 
lim y = 1 

Al sustituir este resultado en (7) se obtiene - 



lim «/|n 3 jc"| = \x\ 
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En consecuencia, la serie de potencias es absolutamente convergente cuan- 
do |jc| < 1 . La serie es divergente cuando |jc| > l.Cuandojc = 1,1a serie 

de potencias dada se convierte en ^ n 3 , la cual es divergente porque 

lim n 3 * 0. De manera similar, la serie de potencias es divergente para el 
valor jc = -1. ^ 

Refierase al ejemplo 1, el cual proporciona una ilustraci<5n del teore- 
ma siguiente. La serie de potencias en ese ejemplo es convergente para 
jc = | y es absolutamente convergente para todos los valores de jc para los 
cuales |jc[ < |. 



8,7.2 Teorema 



Si la serie de potencias ^ c n x n es convergence parax « x { (x\ * 0), 

entonces es absolutamente convergente para todos los valores de jc 

para los cuales |jc) < \x } \ . 



Demostracion Si V c n x \ n es convergente, entonces lim c n x\ n — 0. 

Por tanto, si se toma € = 1 en la definition 3.7.1, entonces existe un nume- 
ro entero N > tal que 

si n > N entonces l^jCi"! < 1 

Ahora, si jc es cualquier numero tal que | jc | < | x { | , y si n > N, entonces 



c n x n = 



Cn*\ 



n X_ 
*1 



\c n * 


• n 1 = 


= 1 


c n x 


n \ 




1 c x n 1 < 

1 c n A 1 v - 


X 


n 




La serie 






I 


JC 

*1 


n 









(9) 



(10) 

es convergente porque es una serie geom^trica con r = |*/*i| < 1 (ya 
que | jc | < | x\ | ). Compare la serie ^ \c n x n | , donde | jc | < | jq | , con la 

serie (10). De (9) y el criterio de comparaci<5n, ^ \ c n xtl \ es convergente 

n = N 

para | jc | < | x\ | . Por tanto, la serie de potencias dada es absolutamen- 
te convergente para todos los valores de jc para los que | jc | < | jq | . ■ 

El teorema siguiente es un corolario del teorema 8.7.2. La serie de po- 
tencias del ejemplo 1, otra vez proporciona una ilustracidn del contenido del 
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teorema debido a que la serie es divergente para jc - - 1 asf como para los 
valores de jc para los que \x\ > \ - 1 | . 



8.7.3 Teorema 



Si la serie dc potencias ^ c„ jc* es divergente para x = jc 2 , entonces 
es divergente para todos los valores de x para los que \x\ > \x 2 \- 

Demostracion Suponga que la serie de potencias dada es convergente 
para algunos numeros x para los cuales [ jc | > | jc 2 | - Entonces, por el teo- 
rema 8.7.2, la serie debe converger cuando jc = jc 2 . Sin embargo, esto con- 
tradice la hip6tesis. Por tanto, la serie de potencias dada es divergente para 
todos los valores de jc para los que \x \ > \ x 2 \ . ■ 

A partir de los teoremas 8.7.2 y 8.7.3, se demuestra el siguiente teore- 
ma importante de la section. 



8-7.4 Teorema 



Sea 2, € n * n una s^ne de potencias. Entonces solo una de las siguien- 
tes condiciones se cumple: 

0) la serie converge s61o cuando x - 0; 

(ii) la serie es absolutamente convergente para todos los valores de jc; 
(ill) existe un ntimero R > tal que la serie es absolutamente con- 
vergente para todos los valores de x tales que \x j < R y es 
divergente para todos los valores de jc tales que | x | > R. 



serie convergente para 



serie divergente para | jc | > R 
FIGURA2 



Demostracion Si jc se sustituye por cero en la serie de potencias dada, 
se tiene cq + + + . . . , la cual obviamente es convergente. Por tanto, 

toda serie de potencias de la forma ^ c n x n es convergente cuando jc = 0. 

n = 

Si este es el unico valor de jc para el cual la serie converge, entonces se cum- 
ple la condicion (i). 

Suponga que la serie dada es convergente para jc = jc b donde jc 1 * 0. 
Entonces, por el teorema 8.7.2, la serie es absolutamente convergente para 
todos los valores de jc tales que | jc | < | jci | , Ahora, si ademds no existe nin- 
gun valor de jc para el cual la serie sea divergente, entonces la serie es abso- 
lutamente convergente para todos los valores de jc. Esta es la condicion (ii). 

Si la serie dada es convergente para jc = jcj, donde x\ * y es diver- 
gente para jc = jc 2 , donde |jc 2 | > \x\\, por el teorema 8.7.3 la serie es 
divergente para todos los valores de jc tales que | jc | > | jc 2 | . En consecuen- 
cia, | jc^ | es una cota superior del conjunto de valores de |jc| para los 
cuales la serie es absolutamente convergente. Por tanto, por el axioma 
de completez (8.2.9), este conjunto de numeros tiene una minima cota supe- 
rior, la cual es el numero R de la condici6n (iii). Esto demuestra que s61o se 
cumple una de las tres condiciones. ■ 

La figura 2 ilustra en la recta numerica el inciso (iii) del teorema 8.7.4. 
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Si en lugar de la serie ^ c n x n se tiene la serie ^ c n (x - a) n , enton- 

ces en las condiciones (i) y (iii) del teorema 8.7.4 debe ,sustituirse x por 
x - a. Asi las condiciones se transforman en 

(i) la serie converge solo cuando x = a\ 
(iii) existe un numero R > tal que la serie es absolutamente conver- 
gente para todos los valores de x tales que | x - a \ < R y es di- 
vergente para todos los valores de x tales que | x - a | > R. (Vea 
la figura 3 en la que se muestra una ilustracion de esto en la recta 
numerica). 

El numero R de la condicion (iii) del teorema 8.7.4 se denomina radio 
de convergencia de la serie. Si se cumple la condicion (i), R = 0; si se 
cumple la condicion (ii), se escribe R = +oo. Si R > 0, el conjunto de todos 
los valores de x para los que una serie de potencias es convergente se llama 
intervalo de convergencia de la serie de potencias. 



sene convergente para 
|jc-fl| < R 



[a-R 



■1} 



| serie divergente para 

\x-a\>R 



FIGURA 3 



[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Para la serie de potencias 
del ejemplo 1, R = ~, y el intervalo de convergencia es (-|, |]. En el ejem- 
plo 2, R = +00, y el intervalo de convergencia se escribe como (~oo, + oo). ^ 



Si el radio de convergencia de una serie de potencias en x es R, donde 
R > 0, el intervalo de convergencia es (-/?, R), [-R, R] t (-fl, R] o [-/?, R\ 
mientras que para una serie de potencias en x - a, el intervalo de conver- 
gencia es (a - R,a + R),[a - R,a + R],(a - R,a + R]o[a - R,a + R). 

Una serie de potencias dada define una funcion que tiene el intervalo de 
convergencia como su dominio. A continuation se resume el procedimiento 
para determinar el intervalo de convergencia. 



Procedimiento para determinar el intervalo de conver- 
gencia de una serie de potencias en x a 



Aplique el enteric de la razdn (o en ocasiones el criterio de la rafz) 
para deiermi nar el radio de convergencia R de la serie. Algunas se- 
ries convergen absolutamente para todos los valores de x, como 
en el ejemplo 2, donde R = +00, y algunas otras converge* %6lo en 
un numero, como en eJ ejemplo 3, donde R = 0. * 

Si R > 0, la serie converge absolufamente para toda x en el in- 
tervalo (a - R, a + R) y diverge para j x - a \ > R* Verifique la 
convergencia en los extremes del intervalo (a - /?, a + R) me- 
diante los me'todos resumidos en la seccidn 8.6; por supuesto, 
ninguna conclusion acerca de la convergencia en los extremes 
puede inferirse del criterio de la raz6n o del criterio de la rafz. 



► EJEMPLO 5 



Determine el intervalo de convergencia de la serie 



Solution La serie de potencias dada es 

(x - 2) + 2(x - 2) 2 + . . . + n(x - 2) n + (n + l)(x - 2) n + l + 
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Al aplicar el criterio de la raz6n se tiene 



lim 



"n + l 



- lim 



(n + l)(x - 2) n+1 



n(x - 2) n 
n + 1 



= I jc - 2 | lim 
= \x-2\ 

La serie dada sera" absolutamente convergente si | x - 2 \ < 1 o, equi- 
valentemente, -1 < x - 2 < l,o bien, 1 < x < 3. 

Cuando x = 1, la serie es V (-1)" rc, la cual es divergente debido a que 

n = \ 

4-oo 

lim u n ^ 0. Cuando x — 3, la serie es V w , la cual es tambien divergen- 

/!-> + « ^ 

n = I 

te ya que lim u n ^ 0. Por tanto, el intervalo de convergencia es (1, 3). 
Asi, la serie de potencias dada define una funcion que tiene el intervalo 
(1,3) como su dominio. ^ 



► EJEMPLO 6 

~2 + n 2 



Determine el intervalo de convergencia de la serie 



Solution La serie de potencias dada < 



x + * 



r n+l 



+ . . . + 



2+1 2 2 + 2 2 2 + 3 2 "* 2 + n 2 2 + (n + l) 2 
Si se aplica el criterio de la razon se obtiene 

x n+l 2+n 2 



lim 

n— > + ™ 



u n+\ 



= lim 



= he lim 



2 + (n + l) 2 x n 
2 + n 2 



«->+- 2 + n l + 2n + 1 



De esta manera, la serie dada sera absolutamente convergente si \x\ < lo, 
equivalentemente, -1 < x < 1. Cuando jc = 1,1a serie es 



1 



1 



1 



Como 
1 



2 + l 2 
1 



2 + 2 2 
^ 1 



2 +3 2 



+ . . 



1 



2 + n 2 



para todos los numeros enteros n, y puesto que 



V -=- es una serie p convergente, entonces, por el criterio de comparacion, 

la serie de potencias dada es convergente cuando x - 1. Si x - -1, la se- 

rie es > — — } —= , la cual es convergente debido a que se ha mostrado que 

tx 2 + « 2 
es absolutamente convergente. En consecuencia, el intervalo de convergen- 
cia de la serie de potencias dada es [-1 , 1 ]. . A 



Se ha mostrado que el criterio de la razon no revelard nada acerca de la 
convergencia o divergencia de una serie de potencias en los extremos del 
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intervalo de convergencia, ademas en un extremo puede ser absolutamen- 
te corwergente, condicionalmente convergente o divergente. Si una serie de 
potencias converge absolutamente en un extremo, se puede, demostrar que la 
serie es absolutamente en cada extremo (vea el ejercicio 37). Tambten se pue- 
de demostrar que si una serie de potencias converge en un extremo y diverge 
en el otro, la serie es condicionalmente convergente en el extremo en que 
converge (vea el ejercicio 38). Para algunas series de potencias, la convergen- 
cia o divergencia en los extremos no puede determinarse mediante m&odos 
de Cdlculo elemental. 



EJERCICIOS 8.7 



1. (a) Apoye graficamente en la graficadora el hecho de que 



la serie de potencias (4) converge a f(x) = 



I 



1 + x 



\x\ < 1, trazando las graficas de/y P l0 (x) en el mismo 
recta^igulo de inspeccion. (b) Utilice la serie (4) para de- 
terminar una representaci6n en serie de potencias para 

y apoye graficamente la respuesta. 

2. (a) Apoye graficamente en la graficadora el hecho de que 

la serie de potencias (5) converge a f(x) ~ =-, si 

1 - x l 
\x\ < 1, trazando las graficas de/y P\ (x) en el mismo 
rectangulo de inspeccion. (b) Utilice la serie (5) para de- 
terminar una representaci6n en serie de potencias para 

r- y apoye grdficamente la respuesta. 

1 - 4x z 

3. (a) Apoye graficamente en la graficadora el hecho de que 

la serie de potencias de (6) converge a/00 = =-, si 

1 + x z 
\x\ < 1, trazando las graficas de/y P[q(x) en el mismo 
rectangulo de inspeccion. (b) Utilice la serie (6) para de- 
terminar una representaci6n en serie de potencias para 

y apoye graficamente la respuesta. 

1 + 9x 2 

4. (a) Utilice la serie (4) para determinar una representaci6n 

1 



en serie de potencias para/(jt) = 



. Apoye graTica- 



1 + JC 3 " 

mente en la graficadora el hecho de que la serie de poten- 
cias del inciso (a) converge a /(jc), si | x | < 1 , trazando 
las grdficas de/y P\q(x) en el mismo rectingulo de ins- 
peccion. 

En los ejercicios 5 a 32, determine el intervalo de converges 
cia de la serie de potencias. 



-£-, 6. y 



+ 1 



8. f^ 



11. yn. 

Ami an 

n = l J 

13. £(-l)" +l 



'•1^ 



12. 



iS r n 

iS v 2" 

V (-.nil JL_ 

fT } (2n)! 



(2n - 1)! 



* 1 



n + 1. 



is. \ KX } i6 - y x 

~o 2 n ~(n+l)5" 

19. JT(-l) n+i ( * -1) " 



T 18. JT(- ir *i (" + !)*" 



21. £ (senh 2n)x 
23. £<-iy + 



n(ln ny 



20. yifLL^L 

£1 (" + D2" 

is v« 

22. y — - — 

Hi ln(n + 2 > 
24. fl' + W- 1 



25. 5£(*-ir 



V In n (x - 5)" 
+ 1 

1-3-5 



27. V ln w <* 
29. £(-!)■ 



26. ViL_5 

s n + 3 

iS r n 

28. y^ 



(2n - l) jc 2n+i 



2 • 4 ■ 6 • ... ■ 2n 
30. £„"(*- 3)- 31. £^f 

32> ^ (-l)" +l l -3-5-... (2n - 1) ^ 



2 4 6 



2n 



33. La descripci6n del estado de vapor de un gas ideal, titil en 
la ingenieria de refrigeration, se determina en termodi- 
namica mediante las ecuaciones viriales de estado: 

Z =l + £ + C + D + 

V V 2 V 3 

Z = 1 + BP + CP 2 + DP 3 + . . . 

donde fi, C, D, . . . fi, C, A . . . son constantes, y donde 
Z es el factor de compresibilidad, V y P son, respectiva- 
mente, las medidas del volumen y de la presi6n del gas. 
Ademas, Z = PV/RT, donde T es la medida de la tempe- 
ratura del gas y R es la constante universal de los gases. A 
trav6s de la comparaci6n de las dos series de potencias, 
demuestre que 

b = A. c = c ~ r1 5 = D + 2b3 ~ 3BC 

RT R 2 T 2 R*T 3 
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34. Si 2^ a n es una se " e absolutamente convergente, de- 

"=' +_ 

muestre que ^ a n x n es absolutamente convergente 

cuando \x\ < 1 . 

35. Si a y b son niimeros enteros positivos, determine el 
radio de convergencia de la serie de potencias 

V ^ n + a)! x n 

f*n\{n + b)\ 

36. Demuestre que si lim %j\u n \ = L (L * 0), entonces el 
radio de convergencia de V u n x n es l/L. 

n = \ 

37. Demuestre que si una serie de potencias es absolutamente 
convergente en un extremo de su intervalo de conver- 
gencia, entonces la serie es absolutamente convergente 
en cada extremo. 



38. Demuestre que si una serie de potencias converge en un 
extremo de su intervalo de convergencia y diverge en el 
otro extremo, entonces la serie es condicionalmente con- 
vergente en el extremo en que converge. 

39. Demuestre que si el radio de convergencia de la serie de 
potencias ^ u n x n es r, entonces el radio de convergencia 
de la serie de potencias ^ u n x 2n es yfr. 

n = l 

40. (a) Suponga que la serie de potencias V c n x n es conver- 

ge 
gente para x = 2. Explique por qu6 se puede concluir que 
la serie es convergente para x = 1, pero no necesaria- 
mente converge para x = 3. (b) Suponga que la serie 

V c n (x - 4) n es convergente para x = 2. Explique por 

n = \ 

que se puede concluir que la serie es convergente para 
x = 3 pero no necesariamente converge para x = 1 



8.8 DIFERENCIACION E INTEGRACION DE SERIES DE POTENCIAS 

A partir de series de potencias se pueden obtener otras series de potencias 
mediante la diferenciacion e integration. En esta seccion aprendera que si 
R (donde R ^ 0) es el radio de convergencia de una serie de potencias que 
define una funcion /, entonces / es diferenciable en el intervalo abierto 
(-/?, R) y la derivada de / puede obtenerse al diferenciar la serie de poten- 
cias termino a termino. Ademas, se mostrara que / es integrable en todo 
subintervalo cerrado de (-/?, K), y la integral de/se obtiene al integrar la se- 
rie de potencias termino a termino. Primero, se estableceran dos teoremas 
preliminares. 



8.8.1 Teorema 



Si J] c n x n es una serie de potencias cuyo radio de convergencia es 

R > 0, entonces J "£#****"' tambien tiene a R como su radio de con- 
vergencia. n=l 

Este teorema, cuya demostracion se presenta en el suplemento de es- 
ta seccion, establece que la serie, obtenida al diferenciar cada termino de una 
serie de potencias termino a termino, tendra el mismo radio de convergen- 
cia que la serie dada. En el ejemplo ilustrativo siguiente se verifica el teo- 
rema para una serie de potencias particular. 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 



Considere la serie de po- 



tencias 



n=o(n + I)' 



4 9 



r n+l 



rc+2 



(n + I) 2 (n + 2) 2 



+ . . 
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El radio de convergencia se determina aplicando el criterio de la razon. 



lim 



»n+1 



= lim 



(n + l) 2 jc n+2 



= I jc I lim 



(n + 2) 2 jc" +1 
n 2 + In + 1 



n l + 4n + 4 



En consecuencia, la serie de potencias es convergente cuando |jc| < 1; de 
modo que su radio de convergencia es J? = 1 . 

La serie que se obtiene al diferenciar teYmino a te*rmino la serie anterior es 

(n + \)x n 



y (* + 1)jc" = y jc" 

k (« + l) 2 £ n + 



mm T n r n+1 

2 3 4 n+ln+2 

Si se aplica el criterio de la razon a esta serie de potencias se tiene 



+ . . . 



lim 


«n+I 


= lim 


(n 


+ \)x n 


+1 


«n 


(n + 2)x n 


= 1 jc 1 Mm 

n-4 + 00 


n + 1 




n + 2 








= 1*1 









Esta serie es convergente cuando | jc | < 1 ; asi, su radio de convergencia es 
R f ~ I. Como J? = R\ se ha verificado el teorema 8.8.1 para esta serie. ^ 



8.8.2 Teorema 



Si el radio de convergencia de La aerie de potencias J^ c n x * cs 

ft-0 

ff > 0, entonces I? tambien es el radio de convergencia de la serie 



Demoftracibn El resultado deseado se deduce cuando el teorema 8.8.1 

se aplica a la serie ]£ /ic n jc n_1 . ■ 

Ahora se establecera" el teorema importante acerca de la diferenciacidn 
tirmino a termino de una serie de potencias. Los teoremas 8.8.1 y 8,8.2 
desempenan un papel crucial en la demostracion de este teorema, la cual se 
proporciona en el suplemento de esta section. 



8.8*3 Teorema 



Sea %c n x* una serie de potencias cuyo radio de convergencia es 

ff-0 

R > 0. Sifts la funcion definida por ^ 
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entonces/'(jr) existe para cada x del intervalo abJerto (-#, R) y 

fix) - X^if* 11 " 1 
mm] 

En el teorema 8.8.3, si la serie para/'(jc) converge en R (o -R), enton- 
ces R (o -R) esta" en el dominio de /'. La demostracion de este hecho esta" 
mas alia del alcance de este libra. 

El ejemplo siguiente es una aplicacion del teorema 8.8.3. 

r EJEMPLO I Sea / la funcion definida por la serie de poten- 
cias del ejemplo ilustrativo 1 . (a) Determine el dominio de /; (b) escriba la 
serie de potencias que define a/' y obtenga su dominio. 

Solucion 

(a) f(x) = X 7 JL "^2 
„to(« + I) 2 

El dominio de/es el intervalo de convergencia de la serie de potencias. 
En el ejemplo ilustrativo 1 se mostr<5 que el radio de convergencia de la 
serie de potencias es 1; esto es, la serie converge cuando |jc| < 1. 
Considere ahora la serie de potencias cuando |jc| = 1 . Si jc = 1 , la 
serie es 

i + 4 + i + .. ■ l ■ 



4 9 '" (n + l) 2 
la cual es convergente debido a que es la serie p con p = 2. Cuando 

jc = -1, se tiene la serie V - — - — T , la cual es convergente debido a 
„%(» + l) 2 

a que es absolutamente convergente. En consecuencia, el dominio de / 

esel intervalo [-1, 1]. 

(b) Del teorema 8.8.3,/' estd definida por 

*»-%& 0) 

y/'(jc) existe para todo jc del intervalo abierto (-1, 1). En el ejemplo ilus- 
trativo 1 se mostr6 que el radio de convergencia de la serie de potencias 
de ( 1 ) esl. Ahora considere la serie de potencias de ( 1 ) cuando 
jc = ±1. Si jc = 1,1a serie es 

i + I + I + 4+ ■ l ■ 



2 3 4 n + 1 

la cual es la serie armtfnica, y por tanto es divergente. Cuando jc = -J , la 
serie es 

que es la serie arm<5nica alternante convergente. Por tanto, el dominio de 
/'es el intervalo [-1,1). , ^ 

El ejemplo 1 ilustra el hecho de que si una funcion / esta definida me- 
diante una serie de potencias, y esta serie de potencias se deriva t^rmino a 
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terrnino, la serie que resulta, la cual define a /', tiene el mismo radio de 
convergencia pero no necesariamente el mismo intervalo de convergencia. 

W EJEMPLO 2 Obtenga una representation en serie de po- 
tencias de 

1 



(1 - x) 2 
Solution Se aplicara" el teorema 8.8.3. De (3) de la secci6n 8.7 se tiene 

= l+JC + jc 2 + Jc 3 + ...+Jc n + ... si I* I < 1 

1 - X 

Al diferenciar ambos extremos de la ecuacion anterior se obtiene 
1 



(i - xY 



\x\<\ 4 



W EJEMPLO 3 Demuestre que para todos Los valores reales de x 

= 1 : " 



n = 






r 2 r 3 Y n 

1 + X + ^— + ^- + ... + *-r + ... 



2! 3! n\ 

Sol UC l6n En el ejemplo 2 de la section 8.7 se mostr6 que la serie de 
potencias ]T — - es absolutamente convergente para todos los valores de x. 



Por tanto, si/es la funci6n definida por 



/« = I *7 (2) 



el dominio de / es el conjunto de todos los numeros reales; es decir, es el 
intervalo de convergencia es (-oo, +oo). Del teorema 8.8.3, para todos los va- 
lores reales de x, 

f(x) = X 



-I " ! 



n I 

Debido a que — = — - , la ecuacion anterior puede escribirse como 

n\ (n ~ \)\ 



+ot> n — \ 

fXx) = 5 (TH)! 



« /'« = X^ 



n = 



De esta igualdad y (2), f'(x) = f(x) para todos los valores reales de x. Por 
tanto, la funci6n/satisface la ecuacion diferencial 

dy = 
dx y 

para la cual, como se mostr6 en la secci6n 5.6, la solution general es 
y — Ce x . En consecuencia, para alguna constante C, f(x) = Ce x . De (2), 
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/(0) = I. (Recuerde que se considero jc° = I aun cuando x = por con- 
veniencia al escribir el t^rmino general). Por tanto, C ~ 1; de modo que 
f{x) = e x y por tanto, se tiene el resultado deseado. ^ 

Observe que P„(x) de la serie de potencias para e x en el ejemplo an- 
terior, es el polinomio de Maclaurin de grado n para e x obtenido, en el ejem- 
plo ilustrativo 1 de la secci6n 8.1. En la secci6n 8.9 se ver£ que esta serie se 
denomina serie de Maclaurin para e x . 



W EJEMPLO 4 (a) Del resultado del ejemplo 3, obtenga una re- 
presentation en serie de potencias de e~ x . (b) Utilice la serie del inciso (a) 
para determinar el valor de e" 1 exacto con cinco cifras decimales. Compare 
el resultado con el valor obtenido en una calculadora. 

Solution 

(a) Si jc se sustituye por -x en la serie para e x , se obtiene 

para todos los valores reales de x. 

(b) Si x = 1 en la serie para e~ x 9 se tiene 



o~\ = 



2! 3! 4! 5! 6! 7! 8! 9! 10! 

- 1 - 1 + 0.5 - 0.166667 + 0.041667 - 0.008333 + 0.001389 - 
0.000198 + 0.000025 - 0.000003 + 0.0000003 

Esta es una serie alternante convergente para la cual | w n + 1 1 < \u„\. 
De modo que si los primeros diez terminos se emplean para aproximar 
la suma, por el teorema 8.5.4, el error es menor que el valor absoluto del 
onceavo termino. Al sumar los diez primeros terminos se obtiene 
0.367880. Si se redondea a cinco cifras decimales resulta 



En la calculadora se obtiene el mismo valor con cinco cifras de- 
cimales. ^ 

En el calculo con series infinitas se presentan dos tipos de error. Uno es 
el error proporcionado por los terminos restantes despues de los primeros n. 
El otro es el error de redondeo que ocurre cuando cada termino de la serie 
se aproxima mediante un decimal con un numero finito de cifras. En particu- 
lar, en el ejemplo 4 se pidi6 el resultado con una exactitud de cinco cifras 
decimales; de modo que cada termino se redonde6 a seis cifras decima- 
les. Despues de calcular la suma, se redonde6 este resultado a cinco cifras 
decimales. Por supuesto, el error debido al residuo puede reducirse al consi- 
ders teYminos adicionales de la serie, mientras que el error de redondeo 
puede reducirse utilizando mas cifras decimales. 

Si toma un curso de ecuaciones diferenciales, aprenderi que es posible 
expresar las soluciones de muchas ecuaciones diferenciales como series 
de potencias. En el ejemplo siguiente se tiene esta situaci6n. 
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► EJEMPLO 5 



Demuestre que 



y = x+ X^r (3) 

n = Q "■ 

d 2 y 
es una solucion de la ecuacion diferencial — =■ - y + jc = 0. 

dx z 

Solution La serie de potencias de (3) es convergente para todos los 
valores de x. Por tanto, por el teorema 8.8.3, para toda x 

d^y = y (n - \)x n ~ 2 
dx 2 ti (n - 1)! 

- x n-2 



dy 
dx 


= 


I 


+ 


I 

n = \ 


nx n ~ l 






1 


+ 


V 


x n-\ 



I; 



= 1^ 



n = Q "• v n = "' / 



Asi, 

^T "? + * = 2.TT " I* + 2/±H + ** 

= o 

En consecuencia, la ecuacion diferencial es satisfecha; de modo que (3) es 
una solucion. A 

El teorema siguiente, que trata la integracidn termino a termino de una 
serie de potencias, es una consecuencia del teorema 8.8.3. 



8.8.4 Teorema 



Sea ^ c n x n una serie de potencias cuyo radio de convergencia es 
/?>(). Si/es la funci6n definida por 

fix) = 2> n x* 

entonces / es integrate en cada subintervalo cerrado de (-/?, R\ y 
la integral de/se evaltia integrando termino a t6rmino la serie de po- 
tencias dada; es decir, si x esta" en (-R t /?), entonces 



Jo i*o n + * 



Adem3s, R es el radio de convergencia de la serie resultants 
Demostracion Sea g la funcion definida por 

8{X) = Io^" +1 

Como los terminos de la representation en serie de potencias de f(x) son 
las derivadas de los terminos de la representaci6n en serie de potencias de 
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g(x\ las dos series tienen, por el teorema 8.8.1, el mismo radio de conver- 
gencia. Por el teorema 8.8.3 

g'(x) - fix) para cada jc en (-/?, R) 

Por el teorema 8.8.2, /'(jc) = g"(x) para cada x en (-/?, R). Debido a que/ 
es diferenciable en (-R, R), f es continua en ese intervalo; en consecuencia, 
/ es continua en cada subintervalo cerrado de (-/?, R). Del segundo teore- 
ma fundamental del Calculo, se concluye que si x esta" en (-R, R) y entonces 

f{t)dt = g{x) ~ g(0) 



r 

Jo 



g(x) 



f(*)dt= f c ' 



„ = 0« + * 



El teorema 8.8.4 se emplea con frecuencia para calcular una integral 
definida que no puede evaluarse directamente obteniendo una antiderivada 
del integrando. Los ejemplo 6 y 7, que a continuaci6n se presentan, ilustran 
esta tecnica. La integral definida que aparece en estos dos ejemplos es similar 
a la que representa la medida del area de una region bajo la "curva normal 
de probabilidad". 

W EJEMPLO 6 (a) Obtenga una representation en serie de po- 

tencias de e l dt y determine su radio de convergencia. (b) Trace en el 

Jo 

el mismo rectangulo de inspection las graficas de NINT(e~ r , 0, x) y el poli- 
nomio que consiste de los primeros diez terminos diferentes de cero de la 
serie del inciso (a). 

Solucion 

(a) Del ejemplo 4, 

n = n - 

para todos los valores de x. Si x se sustituye por t 2 , se tiene 

2 t^ fi t 2n 

e~ l = 1 - / 2 +—-— + ... + (-1 )"— + .. . para todos los valores de t 

Al aplicar el teorema 8.8.4, se integra termino a termino la ecuacion an- 
terior obteniendose 



Jo »=o Jo "* 



dt 



v 3 v 5 r 7 Y 2n + \ 

= x - i_ + JL 1 — + + (-1)" — ± + 

3 2! • 5 3\-7 { > n\{2n + l) 

La serie de potencias representa la integral para todos los valores de x; 
por tanto, el radio de convergencia R es +oo. 
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(b) Puesto que el desarrollo en serie de potencias de j$ e~ l dt contiene s61o 
potencias impares de jc, la suma de los primeros diez terminos distintos 
de cero esta dada por P 19 (jc). 

La figura 1 muestra las graTicas de 

r 2n+l 



\ 1 i— V-t — i ^p 



[-5, 5] por [-5, 5] 
fix) = NINT(e>-'\0,.r) 

2n+l 



*V*> = X^-D 



n\(2n + 1) 
FIGURA 1 



NINT^.O.,) y P 19 « = £ (-!)<- -^- J} 

trazadas en el rectangulo de inspection de [-5, 5] por [-5, 5]. Observe 
c6mo la graTica del polinomio aproxima la graTica de la integral. ^ 

W EJEMPLO 7 (a) Utilice el resultado del ejemplo 6 para calcu- 

•1/2 
lar con una exactitud de tres cifras decimales el valor de I e~* dt. 



Jo 



(b) Apoye la respuesta del inciso (a) empleando NINT en la graficadora. 

Solucion 

(a) Se sustituye jc por ^ en la serie de potencias obtenida en el ejemplo 6 a 



fin de obtener 

•1/2 

e~ t2 dt = 
Jo 



Jo 



2 24 + 320 5376 



+ . . . 



0.5 - 0.0417 + 0.0031 - 0.0002 + . . . 



Esta es una serie alternante convergente con | u n+ 1 1 < | u n \ . Asi, 
si se emplean los primeros tres terminos para aproximar la suma, por el 
teorema 8.5.4, el error es menor que el valor absoluto del cuarto termino. 
De los primeros tres terminos se tiene 

•1/2 
e~ 
Jo 



!' 

Jo 



~ a dt « 0.461 



(b) En la graficadora se obtiene 

NINT(e-' 2 , 0,0.5) = 0.461 
con tres cifras decimales, lo cual apoya la respuesta del inciso (a). A 



► EJEMPLO 8 

cias de tan -1 jc. 



Obtenga una representacitfn en serie de poten- 



Solucibn De la serie (6) de la secci6n 8.7, se tiene 



= l 



+ (-\) n x 2n + ... si jc < 1 



1 + jc 2 
Al aplicar el teorema 8.8.4 e integrando termino a termino se obtiene 



Jo 



1 



1 + t l 



rdt 



r 3 r 5 r 2n+l 
— - . . . + (-1)" 

3 5 V ; 2n + 1 



+ . . . 



Por tanto, 



tan" l jc = ^(-l) n 



jc 2 " +1 
In + 1 



si jc < 1 



(4) 4 



8.8 piferenciaci6n E INTEGRACION PE SEMES PE POTENCIAS 71 5 

Aunque el teorema 8.8.4 permite concluir que la serie de potencias (4) 
representa a tan' 1 x solo para valores de x tales que \x\ < 1, el intervalo de 
convergencia de la serie de potencias es [-1, 1] y la serie de potencias re- 
presenta a tan -1 x para toda x en su intervalo de convergencia. Se le pedira 
que demuestre esto en el ejercicio 82 de los ejercicios de repaso para este ca- 
pitulo. Por tanto, 



[-2, 2] por [-3, 3] 
f(x) = tan" 1 x 

9 2n + I 

l9K) * K (21. + 1) 

FIGURA 2 



tan" 



= 2(-«" 




tfTTx 

Jf 3 X? 
= x - — + , 

3 5 



si \x\ £ I 



La figura 2 muestra las graficas de 



f(x) - tan' 1 * y P l9 (x) = £(-!)« x 



(5) 



2n + 1 

trazadas en el rectangulo de inspecci6n de [-2, 2] por [-3, 3], Observe que 
la grafica del polinomio aproxima a la grafica de tan -1 x cuando | x | < 1, lo 
cual apoya (5). 

E> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Six = 1 en (5), entonces 

+ H) B =r-'— : + ... ^ 



5 = 1- I + I-l + 

4 3 5 7 



2w + 1 



La serie del ejemplo ilustrativo 2 no es adecuada para calcular k debido 
a que converge muy lentamente. El ejemplo siguiente proporciona un 
mejor metodo. 



► EJEMPLO 9 



Demuestre que 



\ = tan -1 { + tan" 1 1 



Aplique esta f6rmula y la serie de potencias para tan l x del ejemplo (8) para 
calcular el valor de x, con una exactitud de cinco digitos significativos.. 

Soludon Sean a = tan" 1 \ y /? = tan" 1 \. Entonces 



tan(a + P) 



tan a + tan p 
1 - tan a tan p 

2^3 



1-1-1 

2 3 



3 + 2 



= tan 



Por tanto, como < a + p < ^n, 

f = a + 

| = tan" 1 j + tan" 1 \ 



(6) 
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De la f6rmula (5) con x = \ , 



^\-\-\{\h&8-i$*UhM + M--ti\T 



tan" 1 \ = \ 
3 3 



■• 0.500000 - 0.041667 + 0.006250 - 0.001 116 + 0.000217 - 0.000044 + 0.000009 - 0.000002 + . . . 

Como la serie es alternante y | w n+ ] | < | u n | , entonces, por el teorema 
8.5.4, si los primeros siete terminos se emplean para aproximar la suma de la 
serie, el error sera" menor que el valor absoluto del octavo tennino. Por tanto, 

tan" 1 \ ~ 0.463648 

De la f6rmula (5) con x = \, 

iUMsnuMur-AO)"-- 

0.333333 - 0.012346 + 0.000823 - 0.000065 + 0.000006 - 0.0000005 + . . . 

Si se utilizan los primeros cinco t6rminos para aproximar la suma, 

tan- 1 ! * 0.321751 

Al sustituir los valores de tan -1 \ y tan -1 1 en (6) se tiene 

f « 0.463648 + 0.321751 
* 0.78540 

Si se multi plica por 4 se obtiene, con cinco digitos significativos, n « 
3.1416. < 



EJERCICIOS 8.8 



En los ejercicios 1 a 10, haga lo siguiente: (a) obtenga el ra- 
dio de convergencia de la serie de potencias y el dominio de 
f; (b) verifique el teorema 8.8 J para la funcion f escribiendo 
la serie de potencias que define a la funcion f y calculando su 
radio de convergencia; (c) determine el dominio def. 






n 



2. f(x) = £ (-1)" 
4/W- t^M- 



4n~^~\ 



(2n - 1)! 



6. f(x) 



«-o(»n 



7. fix) = 5> + 1)(3jc - \) n 8. fix) =. X 



iln - 2)! 



9. fix) 



' jx - 1)" 
! nV 



l«./W=|(-.)»^ 



11. Utilice el resultado del ejemplo 2 para obtener una repre- 



sentaci6n en serie de potencias de 



1 



(1 - x)' 

12. Utilice el resultado del ejemplo 3 para obtener una re- 
presentation en serie de e ^* . 



13. Obtenga una representaci6n en serie de potencias de 

- si I x | < 1, diferenciando te*rmino a t£rmino la 

(1 + *) 2 ' ' 

serie (4) de la secci6n 8.7. 

14. Obtenga una represent aci6n en serie de potencias de 

x „ „ si IjcI < 1, diferenciando t£rmino a t£rmino 

(1 + x 2 ) 2 ' ' 

la serie (6) de la section 8.7. 

±^ In 

15. Sea cosh x = y -^— para toda x. Obtenga una re- 

presentation en serie de potencias para senh x integran- 
do te'rmino a te'rmino la serie dada de a x. 

16. Obtenga una representaci6n en serie de potencias para 
tanh -1 x integrando te'rmino a te'rmino de a x la repre- 
sentaci6n en serie de potencias para (1 - t 2 )~\ 

17. (a) Utilice el resultado del ejemplo 3 para obtener una 
representaci6n en serie de potencias para e x . (b) Derive 
t^rmino a teVmino la serie obtenida en el inciso (a) 
para determinar una representaci6n en serie de poten- 
cias para xe x . 

18. Sea/definida por fix) = Y (-1)" ~ . (a) De- 

n 4j V 3"(n + 2) 

termine el dominio de/. (b) Obtenga fix) y determine el 
dominio de/'. 
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19. Utilice el resultado del ejemplo 4(a) para obtener el valor 
de l/V^ con una exactitud de cinco cifras decimales y 
compare el resultado con el valor obtenido en una 
calculadora. 

+ °° In 

20. Si/(x) = £ (-1)" ^-, calcule /'(±) con una exactitud 

n=o 3 

de cuatro cifras decimales. 

21. Utilice los resultados de los ejemplo 3 y 4(a) para obtener 
una representation en serie de potencias de (a) senh x y 
(b) cosh x. 

22. Demuestre que cada serie de potencias de los incisos (a) y 
(b) del ejercicio 21 pueden obtenerse una a partir de la 
otra mediante diferenciaciOn tennino a termino. 

En los ejercicios 23 a 27, demuestre que la serie de potencias 
es una solucidn de la ecuacion diferencial. 



23. y 



24. y 



25. y 



26. 



'?" v-.£ 



I — 



2 n nl 
(-1)" 



' dx 
' dx 



2y = 



xy = 



',(2/1-1) 



'dx 2 y 



r 2n rf2 y 



27. y = £(-I)" 
n = 



V (-1)1 * • tL2 + y 

2 n n\ , B+ , </ 2 



2- + U£^ +je & +y 

<Z* 2 ^ 







(2« + 1)! 

28. Utilice el resultado del ejemplo 2 para obtener la suma de 
la serie T — 

^ in 

En los ejercicios 29 a 32, obtenga una representacion en serie 
de potencias de la integral y determine su radio de conver- 
gencia. Apoye grdficamente la respuesta. 



29. e l dt 

Jo 



J' 

Jo 



31. I -— - 32. I ian~ l tdt 

h 4 -' Jo 

£h /os ejercicios 33 a 36, calcule con una exactitud de tres ci- 
fras decimales el valor de la integral mediante dos metodos: 
(a) utilice el segundo teorema fundamental del Cdlculo; (b) 
emplee el resultado de ejercicio indicado. 



f 1 
. e t dt; ejerci 

Jo 

f 



l ; ejercicio 29 34. 



Jo ' 2 + 



-; ejercicio 30 



ejercicio 31 



36, 



37. Sea 



tan ' f Jr, ejercicio 32 



/0> = 



fe' - 1 

f 


si r * 


1 


si t = 



tan ! 

r 


t 


si 


r * 





1 




si 


t = 






(a) Demuestre que / es continua en 0. (b) Obtenga una 
representation en serie de potencias de | f(t) dt y deter- 
mine su radio de convergencia, (c) Trace en el mismo 
rectangulo de inspection las graTicas de NINT(/(f), 0, x) 
y el polinomio que consiste de los primeros diez t£rmi- 
nos diferentes de cero de la serie del inciso (b). 

38. Realice el ejercicio 37 si 



/(') 



39. Para la funciOn del ejercicio 37, utilice la serie del inciso 
(b) de ese ejercicio para calcular | f(t) dt con una exacti- 
tud de ties cifras decimales y apoye la respuesta em- 
pleando NINT en la graficadora. 

40. Para la funcion del ejercicio 38, utilice la serie del inciso 

rl/4 

(b) de ese ejercicio para calcular j ft) dt con una exac- 
titud de tres cifras decimales y apoye la respuesta em- 
pleando NINT en la graficadora. 

En los ejercicios 41 a 46, calcule con una exactitud de tres cifras 
decimales el valor de la integral definida empleando series, y 
apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 



Jo I + J 



tan" 1 x 2 dx 



x senh -J~x dx 



4 , r _- 

Jo 1 + 

44. 

Jo 

-J 

Jo 



e~ x3 dx 



cosh x 2 dx 



47. Utilice la serie de potencias de (4) para calcular tan" 1 \ 
con una exactitud de cuatro cifras decimales, y compare 
el resultado con el valor obtenido en una calculadora. 

48. Si f{x) = £ (-1)" {x "/ )n y/(l) = 0, calcule /( | ) 

n=0 "* 

con una exactitud de ties cifras decimales. 



49. Si g'(x) = j (-1)" 



n=0 



n 2 + 3 



y g(Q) = 0, obtenga g(l) 



con una exactitud de dos cifras decimales, 

50. Obtenga una serie de potencias para xe x al multiplicar 
la serie para e x por x; despues integre, termino a termino 
de a 1, la serie resultante para demostrar que 

y 1 = 1 

~nl{n + 2) 2' 

51. (a) Obtenga una representacion en serie de potencias para 
x 2 e~ x . (b) Al diferenciar termino a t6rmino la serie del 



inciso (a), demuestre que £ (-2) n+ 



ii + 2 



= 4. 



52. (a) Obtenga una representation en serie de potencias para 



e* - 1 



. (b) Al diferenciar termino a termino la serie del 



inciso (a), demuestre que £ 



(« + D! 



= 1. 
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53. A1 integrar, termino a termino de a x, la representa- para toda ;t, y /(0) = 1. (b) Verifique el resultado del 

ci6n en serie de potencias para f tan -1 t, demuestre que dy 

„ , inciso (a) resolviendo la ecuaci6n diferencial -~- — 2xy 

+ °° y2n + i 1 (iX 

y (~\) n + l = i[(jr + l)tan _1 jt: - x\ condition inicial y = 1 cuandojt - 0. 

£*i v > (On - \\(0n 4- \\ 2 lv / 



(2n - \){2n + 1) 



57. Suponga que una funcion /tiene la representation en serie 



54. (a) Obtenga una representacion en serie de potencias para 

e~ x . (b) Al diferenciar termino a termino dos veces la de potencias ^ c„x n . Si/es una funcion par, demuestre 

serie de potencias del inciso (a), demuestre que n=0 

que c n = cuando n es impar. 

V f-n n + i 2n + * = l 

** 2"n' ^' Determine la serie de potencias en x de f(x) si f"(x) - 



n = l 



- /(*), /(0) = y /'(0) = 1 . Tambi6n, determine el 
55. Suponga que la funcion / tiene la representaci6n en serie radio de convergencia de la serie resu itante. 

+*> 
de potencias £ c n x n , donde el radio de convergencia es 59. Suponga que la constante tiene una representation en 



n=0 



R > 0. Si f'{x) = fix) y /(0) = 1, obtenga la serie de serie de potencias £ c n x n , donde el radio de converges 

potencias empleando solo propiedades de series de po- " =0 

tencias. No utilice nada acerca de la funci6n exponential. cia es R > 0. Demuestre que c n = para toda n. 

56. (a) Utilice unicamente propiedades de las series de po- 60. Discuta la importancia de la diferenciacion e integration 

tencias para obtener una representation en serie de de series de potencias. lncluya en la discusion un ejem- 

potencias de la funcion / si fix) > y f\x) — 2xf{x) plo de como se aplica cada operation. 



8.9 SERIES DE TAYLOR 



Se ha visto como ciertas funciones racionales asf como algunas funcio- 
nes trascendentes, tales como e x y tan" 1 x, pueden expresarse como series 
de potencias. Ahora se mostrara como obtener representaciones en series de 
potencias de funciones que tienen derivadas de todos los ordenes, es decir, 
funciones que son inflnitamente diferenciables. 

Suponga que / es una funcion definida mediante una serie de poten- 
cias; esto es, 

fix) = c + c } x + c 2 x 2 + c 3 x 3 + . . . + c n x n + ... (1) 

cuyo radio de convergencia es R > 0. De las aplicaciones sucesivas del teo- 
rema 8.8.3, / es inflnitamente diferenciable en (-/?, R). Las derivadas con- 
secutivas de/son 

f'(x) = c\ + 2c 2 x + 3c 3 x 2 + 4c 4 x 3 + . . . + nc n x n ' x + . . . (2) 

f"(x) = 2c 2 + 2 ■ 3c 3 x + 3 • Ac 4 x 2 + ... + («- \)nc n x n ~ 2 + . . . (3) 

/'"(*) = 2 * 3c 3 + 2 • 3 • Ac 4 x +... + («- 2)(« - \)nc n x n ~ 3 + . . . (4) 

f {4 \x) = 2 * 3 ■ 4c 4 + . . . + (n - 3)(rt - 2)(« - \)nc n x n - 4 + . . . (5) 

etc. Si* = 0en(l) - (5), 

/(0) = c /'(0) = c x /"(0) = 2\c 2 /'"(0) = 3!c 3 /< 4 >(0) = 4!c 4 

De modo que 

*/t\\ ^/m /"(0) /'"(0) / 4 (0) 

co = /(0) c, = /'(0) c 2 = J -^~- c 3 = J ^ c 4 = J ~-^ 

En general 

/■(n)(0) 

c n = p— ^ para todo numero entero positivo n 
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Esta formula tambien se cumple cuando n = si se considera /^(0) 
como/(0) y 0! = 1 . For lo que de esta formula y de (1), la serie de potencias 
de/en x se puede escribir como 



ff^m x n =/(0 ) + /XO) X + J££U + ... + £^>,» + ... (6) 

En un sentido m£s general, considere la funcion / como una serie de 
potencias en x - a; es decir, 

n = 

= c + cKx - a) + c 2 (x - a) 2 + ... + c n (x - a) n + ... (7) 

Si el radio de esta serie es /?, entonces / es infinitamente diferenciable en 
(a - R,a + R). Las derivadas sucesivas de la funcion (7) son 

f\x) = c { + 2c 2 (r - a) + 3c 3 (* - a) 2 + 4c 4 (x - a) 3 + . . . + nc n (x - a) n ~ l + . . . 

f"(x) = 2c 2 + 2 • 3c 3 (x - a) + 3 • 4c 4 (jc - a) 2 + ... + (n - l)nc n (x - df~ 2 + ... 

f"'(x) = 2 • 3c 3 + 2 * 3 • 4c 4 (jc - a) + . . . + (n - 2)(/i - l)nc„(jc - a)"" 3 + . . . 

etc. Si se considera x = a en la representaciones de series de potencias de/y 
en sus derivadas, se tiene 

co=f(a) c x =f\a) c^-Qf c 3 =^L 

y en general 

c - ^ 

De esta f6rmula y (7), la serie de potencias de / en x - a puede escribir- 
se como 



£ £^(x - of = /Cfl) + /(«Xx - a) + -Q^-<* - a) 2 + .. . + =^™(* " *r + - • ■ (9) 

La serie (9) se denomina serie de Taylor de/en a. El caso especial de 
(9), cuando a = 0, es (6), y se llama serie de Maclaurin. 

Observe que la n-6sima. suma parcial de la serie infinita (9) es el poli- 
nomio de Taylor de grado n de la funcion / en el numero a, estudiado en la 
section 8.1. 



► EJEMPLO I 



Calcule la serie de Maclaurin para e x 



Solution Si/(jc) = e x j( n \x) = e*para toda x; por tanto, /< n >(0) = 1 
para toda n. Asi, de (6) se tiene la serie de Maclaurin: 

e *=l +A;+ |_ + |_ + ... + i_ + ... (10) 
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Observe que la serie para e x del ejemplo anterior es la misma que la 
del ejemplo 3 de la secci(5n 8,8. 



(a) Obtenga la serie de Taylor para sen jc en a. 



► EJEMPLO 2 

(b) Utilice la respuesta del inciso (a) para escribir la serie de Taylor de sen jc 
en \k. 

Solution 

(a) Si /(jc) = sen jc, entonces /'(jc) = cos jc, f"{x) = -sen jc, f'"(x) = 
-cos jc,/< 4 )(jc) = sen jc, y asi sucesivamente. De este modo, de la formu- 
la (8), c = sen a, c\ = cos a, c 2 = (-sen a)/2!, c 3 = (-cos a)/3!, 
c 4 = (sen a)/4!, etc. La serie de Taylor requerida se obtiene de (9), y es 



sen jc = sen a + (cos a)(x - a) - (sen a) 



(x 



2! 



a) 2 . Ax - a) 3 
' - (cos a)- — tt-!— + 



3! 



/ Ax - a) 4 
(sen a) y — -^- + 



(b) Con a = -n en la serie anterior, se tiene 



t , . (JC - \ll) 2 . (JC - i 7T) 3 . (JC - 1 K) A 

senjc = sen ^;r + (cos ^X* ~ jit) ~ ( sen z^) - / " rte ^ -*■ /o ~" ^ — — ^ 



2! 



(* - ^) 3 ! , 

(cos Iff) ^ + (sen ±*)- 



4! 



V2 ^ V2 



• (x - \n) 



V2 (x-\n) 2 V2 U - » 3 , V2 (* - i ^) 4 



V2 
2 



l + (*- J») 



2! 



(jC-}ff) 2 (X - 1 7T) 3 U 4 



3! 
»ff) 4 



4! 



2! 



3! 



(11) 

4 



Se puede deducir que una representaci6n en serie de potencias de una 
funcion es unica. Esto es, si dos funciones tienen los mismos valores de fun- 
ci6n en algun intervalo que contiene a a, y si las dos funciones tienen una 
representacion en serie de potencias en jc - a, entonces estas series deben ser 
la misma debido a que los coeficientes en la series se obtienen a partir de los 
valores de las funciones y sus derivadas en a. Por tanto, si una funcion tiene 
una representacion en serie de potencias en jc - a, esta serie debe ser su se- 
rie de Taylor en a. En consecuencia, la serie de Taylor para una funcion dada 
no se obtiene empleando la formula (9). Cualquier metodo que proporcione 
una serie de potencias en jc - a que representa la funci6n, sera" la serie de 
Taylor de la funci6n en a. 

W EJEMPLO 3 Utilice la serie (10) a fin de obtener la serie de 
Taylor para e x en a. 

Solution Primero se escribe e x = e a e x ~ a y despuSs se utiliza la serie 
(10) donde jc se reemplaza por jc - a. Por tanto, 



1 + (jc - a)+ ^-^) 2 + (^^) 3 + .,, + (^^ + 



2! 



3! 



Una cuesti6n natural que surge es: Si una funci6n tiene una serie de 
Taylor en jc - a cuyo radio de convergencia es R > 0, £esta serie represen- 
ts la funcion para todos los valores de jc del intervalo (a - R,a + R)1 Para 
la mayoria de las funciones elementales la respuesta es si. Sin embargo, exis- 
ten funciones para las cuales la respuesta es no. El ejemplo siguiente muestra 
este hecho. 
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[-3, 3] por [-2, 2] 



M 



-i/r 



si jr * 



si x = 

FIGURA 1 



EJEMPLO 4 Sea/ la funci6n definida por 

-V* 2 si x * 



/to = 



si jc = 



Obtenga la serie de Maclaurin para /, y demuestre que converge para todos 
los valores de jc, y que sdlo representa a /(jc) cuando jc = 0. 

Solucion Observe que / es continua en jc = porque lim e~^ x = 
y/(0) = 0. A fin de obtener/'(0), se aplica la definici6n de derivada. 
-I/* 2 _ o 



/'(0) = lim J 

x-*0 



- lim 



JC 

I 

JC 







x-+0 € l/x 2 

Como lim(l/jc) = + oo y lime 1 /* = +oo, puede emplearse la regla 

*->0 j:->0 

de L'Hopital. Por tanto, 



i 



/'(0) = lim - 



= lim 



(-3 



+° 2^ 



= 






Por medio de un m£todo semejante, empleando la definition de derivada y 
la regla de L'Hopital, se obtiene para cada derivada. Asi,/^(0) = para 
toda n. Por tanto, la serie de Maclaurin para la funcidn dada es + + 
+ ... + + .... Esta serie converge a para toda jc; pero, si 
x * 0,/(jc) * 0, 4 

La figura 1 muestra la graTica de la funcion del ejemplo 4 y su asintota 
horizontal y = 1 trazadas en el rectingulo de inspecci6n de [-3, 3] por [-2, 2]. 
Observe que la graTica es tangente al eje jc el origen, lo cual apoya el hecho de 
que/ f (0) = 0. Lo "piano" de la graTica en el origen es consistente con el he- 
cho de que las derivadas de orden superior tambi6i son cero cuando jc = 0. 

El teorema siguiente proporciona un criterio para determinar si una 
funcion esta representada por su serie de Taylor. 



8.9J Teorema 



Sea /una funci6n tal que/y lodas sus derivadas existen en algtin in- 
tervalo (a - r, a + r). Entonces la funcion esta 1 representada por su 
serie de Taylor 



para toda x tal que |jc - a\ < rsiysdlosi 

lim R n (x) = Ifm 4^irr(jr * <*r+ l 



= 
donde cada z n esta entre x y a. 
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Demostraciort En el intervalo (a - r, a + r), la funcion / satisface la 
hipotesis del teorema 8.1 . 1 , entonces 

fix) = P n (x) + R n (x) ' (12) 

donde P n {x) es el polinomio de Taylor de n-esimo grado de/en a y R n (x) es 
el residuo, expresado como 

f(n + l)( 7 \ 

donde cada z n esta entre xy a. 

Ahora bien, P n (x) es la n-esima suma parcial de la serie de Taylor de 
/en a. De modo que si se demuestra que lim P n (x) existe y es igual a/(x) si 

y solo si lim R n (x) = 0, el teorema se habrd demostrado. De (12), 

w = m - *i,w 

Si lim R n (x) - 0, se deduce de esta ecuaci6n que 
lim Pn(x) = fix) - lim R n (x) 

n— ► + <» n— ► + <» 

= /(*) - 
= /(*) 

Ahora, dada la hip6tesis de que lim P n (x) = f(x) se desea demostrar que 
lim R n (x) = 0. De(12), ""*" 

*„(*) = fix) - P„W 
Asf, 

lim R n ix) = fix) - lim P n {x) 

= M - fix) 
= o 

Esto demuestra el teorema. ■ 

El teorema 8.9.1 tambien se cumple para otras formas del residuo R n ix) 
ademas de la forma de Lagrange. 

A menudo es dificil aplicar el teorema 8.9.1 debido a que los z n son 
arbitrarios. Sin embargo, en ocasiones puede obtenerse una cota superior 
para /?„(*), y puede ser posible demostrar que el limite de la cota superior es 
cero conforme n — > +oo. El limite siguiente es ritil en algunos casos: 

lim ^- = paratoda* (14) 

Esto se deduce del ejemplo 2 de la seccion 8.7, donde se demostro que la serie 

i^ x n 
de potencias ^ — - es convergente para todos los valores de jc, y en Conse- 
nt n - 

cuencia, el limite de su n-esimo termino debe ser cero. De manera similar, 



x^ (x — a) n 
como V —■*— es convergente para todos los valores de *, entonces 



n~\J 



lim (* a >" = o paratodax (15) 
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W EJEMPLO 5 Aplique el teorema 8.9. 1 a fin de demostrar que 
la serie de Maclaurin de e x , obtenida en el ejemplo 1, representa la funcion 
para todos los valores de x. 

Sol UC ion La serie de Maclaurin de e x es la serie ( 10) y 

R (r) = €l x n+ ' 

KnW (n + \)\ X 

donde cada z n esta entre y x. 

Se debe demostrar que lim R n = para toda jc. Se tienen tres casos: 
jc>0,jc<0yjc = 0. 

Si x > 0, entonces < z n < x\ en consecuencia, e Zn < e x , por lo que 

< T ± T^y x < ^r^Tni (16) 

(n + 1)! (n + 1)! 

De(14), lim -£— = 0, y asf. 

lim ex < ,M = ° 

n->+°° (/I + 1)! 

Por tanto, de (16) y del teorema de estriccion se infiere que lim R n {x) = 

n— > + <» 

Sijc < 0,entoncesjc < z n < y < e z * < 1. Por tanto, si x n+l > 0, 



< £— r«+1 <T -J* 



(/i + 1)! (n + 1)! 

y si jc n+1 < 0, entonces 

En cualquier caso, como lim = 0, se concluye que lim R n = 0. 

«->+« (n + 1)! * n->+» 

Por ultimo, si x — 0, la serie tiene la suma de 1, la cual es e°. En 
consecuencia, la serie (10) representa e x para todos los valores de x. M 

Del ejemplo anterior se puede escribir 






2 3 

= 1+j+^- + ^-+_. para toda x 
y esto concuerda con el ejemplo 3 de la section 8.8. 

W EJEMPLO 6 Demuestre que la serie de Taylor para sen x en a, 
obtenida en el ejemplo 2(a), representa la funcion para todos los valores de x. 

Sol UC ion Se aplicara el teorema 8.9. 1 ; esto es, se demostrara que 

lim R„(x) = lim J - 5ial(jc - a) n+l 

- = 
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Como/(jc) = sen x, entonces/ (n + l \z n ) sera* uno de los numeros: cos z n , sen z n 
-cos z n o -sen z n - En cualquier caso, \f^ n+l \z n ) | ^ 1. Por tanto, 



< \R n (x)\ < 

lr - 

De (15), lim 



,|«+i 



(17) 



(n + 1)! 
n+l 

= 0. Asi, por el teorema de estricci<5n y (17) se 



-7C,K] por [-2, 2] 
/(*) = sen* 

V2 



*W = ^[ 1 + ^-iH 



FIGURA 2 




[-jt, 3i] por [-2, 2] 
f(x) = senjc 



(*-H 



(n + 1)! 
deduce que lim /?„(*) = 0. ^ 

En el ejemplo 2(b), se obtuvo la serie de Taylor (11) para sen x en ^/r, 
del ejemplo 6 se sabe que esta serie representa sen jc para todos los valores de 
x. La graTica de la funci6n seno y de los polinomios de Taylor P\(x) t /^OO, 
P$(x), P^x) y P$(x) en i^ estan trazados en las figuras 2 a 6, respecti- 
vamente. Observe c<5mo aproximan las graTicas de los polinomios la graTica 
de la funci<3n seno en \n, y como las aproximaciones mejoran conforme n 
se incrementa. 

W EJEMPLO 7 Utilice la serie de Taylor para sen x en x -n para 
calcular el valor de sen 47° con una exactitud de cuatro cifras decimales. 
Compare el resultado con el valor de sen 47° obtenido en una calculadora. 

Solucion Primero se expresa sen 47° en radianes: 47° equivale a 
~ n rad. De la serie (11), con x = ^ ;r y jc - \ K — go#» se tiene 

1 -/*.£,_ i V2 i(^) 2 - iV2-I(^ + ... 
= i V2(l + 0.03490 - 0.00061 - 0.000002 + . . .) 



sen iB* = 1^ + 2 



p 2^= ~Y * + r ~ 4 ^7 2» ^* se cons ^ era V2 * 1.41421 y se emplean los tres primeros terminos de la 



FIGURA 3 




serie, se obtiene 

sen ^n * (0.70711)(1.03429) 
- 0.73136 

Al redondear a cuatro cifras decimales se tiene sen 47° « 0.7314. El error 
cometido al utilizar los tres primeros terminos es /?2( i§> n ) y de (17), 



* (s*) 



3! 



0.00001 



[-*, jt] por [-2, 2] 
/Or) = sen* 



PM-- 



('-;«)•■ 



Entonces, el resultado esta* entre 0.73136 - 0.00001 y 0.73136 + 0.00001; 
esto es, el resultado esta entre 0.73135 y 0.73137. Asf, con una exactitud de 
cuatro cifras decimales, se tiene 

sen ^n « 0.7314 

En la calculadora se obtiene sen 47° = 0.731354, lo que, con cuatro ci- 
fras decimales, concuerda con el resultado anterior. A 

Si se considera a = en la serie de Taylor para sen x, obtenida en el 
ejemplo 2(a), se tiene la serie de Maclaurin: 



FIGURA 4 



sen* 



g (~l) n x 2n+l 



3! . 5! 



!* 



para toda x 
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' % 4 ^f 



[-*; n] por [-2, 2] 
/(jc) = sen x 



w .f[ l + {x -i) 



(-H' 



2! 



3! 
FIGURA 5 



Al diferenciar termino a termino esta serie (vea el ejercicio 1), se obtiene 
la serie de Maclaurin para cos jc: 



vH)"jf 2fl 



Jl «4 -6 

= 1 "2T + 4r"6r + - P ara,oda * 



► EJEMPLO 8 

decimales 



Utilice series para evaluar con cinco cifras 



(*-H 3 , (";*h 

4! J 



1; 



sen jc 



dx 



Apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 



Solution No puede obtenerse una antiderivada de la integral en te'rmi- 
nos de funciones elementales. Sin embargo, de la serie de Maclaurin para 
sen jc se tiene 




[-«;«] por [-2, 2] 
f{x) - sen* 



P 5 U) = 



V2 



1 + (jc 



■*)- 



(*-!*)* 



2! 



(*-J*) 3 



(* 



4! 



sen 


JC 


= 


I 




senjc 














JC 






JC 


























] 


(« 




JC 3 

3! 


+ 


JC 5 

5! 




JC 7 

7! 


+ 


JC 9 

9! 






= 


1 




JC 2 

3! 


+ 


X 4 

5! 


- 


JC 6 

7! 


+ 


JC 8 

9! 





lo cual es cierto para toda jc ^ 0. Al emplear la integraci6n termino a ter- 
mino resulta 



£ 



Gil jV j jV 

jc 3-3! 



5-5! 7-7! 9-9! 



0.5 



(1 - 0.0555555 + 0.0016667 - 0.0000283 + 0.0000003 - . . .) 
- (0.5 - 0.0069444 + 0.0000521 - 0.0000002 + . . .) 



Cada conjunto de parSntesis contiene una serie alternante convergente con 
| u n+ \ | < | u n | . En el primer grupo de parentesis se emplean los prime- 
I ^)4 ros cuatro tenninos debido a que el error obtenido es menor que 0.0000003, y 
en el segundo conjunto, se utilizan los tres primeros terminos, donde el error 
obtenido es menor que 0.0000002. Al realizar los calculos y redondear a 



<*-l*) : 



4^ 1 

5! J 



cinco cifras decimales resulta 
i 



FIGURA 6 



I 



sen jc 



dx » 0.45298 



En la graficadora se obtiene 

NINT((senjc)/jc,0.5, 1) = 0.45298 
lo cual apoya la respuesta. 
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EJERCICIOS 8.9 



1. Obtenga la serie de Maclaurin para cosjc diferenciando 
termino a termino la serie de Maclaurin para sen jc. 

2. Obtenga la serie de Maclaurin para senhjc aplicando la 
f6rmula (6), y demostrando que la serie representa a 
senh jc para todos los valores de jc. 

3. Obtenga la serie de Maclaurin para coshjc aplicando la 
fbrmula (6), y demostrando que la serie representa a 
cosh jc para todos los valores de jc. 

4. Obtenga la serie de Maclaurin para cosh jc efectuando ope- 
raciones sobre las series de Maclaurin para e x y e~ x . 

5. Obtenga la serie de Maclaurin para senh jc realizando ope- 
raciones sobre las series de Maclaurin para e x y e~ x . 

6. Obtenga la serie de Maclaurin para senhjc diferencian- 
do termino a termino la serie de Maclaurin para coshjc. 
Tambien diferencie la serie de Maclaurin para senhjc a 
fin de obtener cosh jc. 

7. Obtenga la serie de Taylor para e x en 3 utilizando la serie 
de Maclaurin para e x . 

8. Obtenga la serie de Taylor para e~ x en 2 utilizando la serie 
de Maclaurin para e x . 

En los ejercicios 9 a 14, obtenga una representation en serie 
de potencias para la funcion en el niimero a, y determine su 
radio de convergencia. Apoye la respuesta en la graficadora. 

9. fix) = \nx;a = 1 10. /(jc) = % r ~x\a = 1 
11. fix) - \l~x\a = 8 12. /(jc) = senjc;a = ±k 
13. fix) = cosjc; a = \n 14. fix) = 2 X ; a = 

15. Obtenga la serie de Maclaurin para sen 2 jc. 



Sugerencia: sen 2 jc 



id 



cos 2x). 



16. Obtenga la serie de Maclaurin para cos 2 x. 
Sugerencia: cos 2 jc = ^(1 + cos 2x). 

17. Determine los tres primeros terminos diferentes de cero 
de la serie de Maclaurin para tan jc. 

18. Determine los tres primeros terminos diferentes de cero 



de la serie de Taylor para cot jc en ~n. 



19. 



Utilice la respuesta del ejercicio 17 y la diferenciacion 
termino a termino para obtener los tres primeros termi- 
nos diferentes de cero de la serie de Maclaurin para sec 2 jc. 

20. Emplee la respuesta del ejercicio 18 y la diferenciacion 
termino a termino para obtener los tres primeros terminos 
diferentes de cero de la serie de Taylor para esc 2 jc en ~ n. 

21. Utilice la respuesta del ejercicio 17 y la integration ter- 
mino a termino para obtener los tres primeros terminos 
diferentes de cero de la serie de Maclaurin para In sec jc. 

22. Utilice la respuesta del ejercicio 18 y la integracibn ter- 
mino a termino para obtener los tres primeros terminos di- 
ferentes de cero de la serie de Taylor para In sen jc en | k. 

En los ejercicios 23 a 28, utilice una serie de potencias para 
calcular con la exactitud indicada el valor de la cantidad y 
compare el resultado con el obtenido en una calculadora. 



23. cos 58°; cuatro cifras decimales. 

24. %fe ; cuatro cifras decimales. 

25. ^/30 ; cinco cifras decimales. 

26. senh ^ ; cinco cifras decimales. 

27. ln(0.9); cuatro cifras decimales. 

28. >/29 ; tres cifras decimales. 

29. Emplee la serie de Maclaurin para e x a fin de calcular el 
valor de e con una exactitud de siete cifras decimales, y 
demuestre que la respuesta tiene la exactitud requerida. 

En los ejercicios 30 a 33, utilice series para evaluar con una 
exactitud de tres cifras decimales la integral definida. Apoye 
la respuesta empleando NINT en la graficadora. 

-1/2 






4xe x dx 



f 

31. I 

Jo 



sen x 2 dx 



rO.l 



ln(l + senx)dx 



f 

cos V* dx 33. 

Jo 

34. (a) Obtenga la serie de Maclaurin para J fit) dt, donde 



/(') 



sen t 
1 



si t * 
si t = 



Observe que / es continua en debido a que lim/(f) = 

/(0). (b) Trace en el mismo rectangulo de inspeccion las 
graficas de NINT(/(r), 0, x) y del polinomio de Maclaurin 
que consiste de los diez primeros terminos diferentes de 
cero de la serie del inciso (a), (c) Aplique la serie del inciso 
(a) para calcular J fit)dt con una exactitud de tres 
cifras decimales y apoye la respuesta empleando NINT 
en la graficadora. 
35. (a) Obtenga la serie de Maclaurin para j* git) dt, donde 




36. 



Observe que g es continua en debido a que 
lim git) = g(0). (b) Trace en el mismo rectangulo de ins- 
pecci6n las graficas de NINT(g(f), 0, jc) y del polinomio 
de Maclaurin que consiste de los diez primeros terminos 
diferentes de cero de la serie del inciso (a), (c) Aplique la 
serie del inciso (a) para calcular J git) dt con una exacti- 
tud de tres cifras decimales y apoye la respuesta emplean- 
do NINT en la graficadora. 

La funcion E definida por 



E(x) 



V?J 



se denomina funcion error, y es importante en estadistica 
matematica. Obtenga la serie de Maclaurin para la funcion 

error. 
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37. Determine a n (n = 0, 1, 2, 3, 4) de modo que ej polino- f(x) = 4x 3 - 5x 2 + 2x - 3 

mio 

fix) = 3x 4 - 17x 3 + 35jc 2 - 32* + 17 

se escriba en la forma 



= 4x 3 - 5x 2 
se escriba en la forma 



f(x) = fl 3 (Jt + 2) 3 ■+ a 2 (* + 2) 2 + a x ix + 2) + a Q 



4 39. Cuando se utiliza una serie de Taylor de una funcion / en 

Jyx) - a 4 {x a 3 (x ) a p ara (^(jyjgj. un va j or j e funcj^n particular, ^que es lo 

que determina la election de at Invente un ejemplo para 



a 2 ix - l) 2 + a^x - 1) + a 



38. Determine a n in - 0, 1 , 2, 3) de modo que el polinomio ilustrar la respuesta. 



8.10 SERIES DE POTENCIAS PARA LOGARITMOS NATURALES 
Y SERIE BINOMIAL 

Se concluye el estudio de series infinitas en esta secci6n al considerar y apli- 
car dos series basicas: (i) la serie para calcular logaritmos naturales y (ii) la 
serie binomial. 

A fin de obtener la serie para calcular logaritmos naturales, primero se 
determinard una representacion en serie de potencias de ln(l + x), en el 
ejemplo ilustrativo siguiente 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Considere la funcion / de- 
finida por 

/w = FT7 

Una representacion en serie de potencias para esta funcion esta dada por la 
serie (4) de la seccion 8.7, la cual es 

— !_ = 1 - t + t 2 - t 3 + . . . + (-1)" t n + ... si I / 1 < 1 

1 + t ' ' 

Al integrar t^rmino a t^rmino se obtiene 



f fT7 = X \(-\Yt»dt 

JO l + f n=0 J Q 



si \x\ < 1 



Por tanto, 

ln(l + x) = x - ~ + ^-- £ r +••• + H) n + ■ • • si he < 1 

234 n + 1 ' ' 

<=> ln(l + x) = Y (-i)«-i£- si IjcI < 1 (1) 

t\ n 

Como |jc| < 1, 1 1 +jc| = 1 +jc. Por esta raz6n no son necesarias 
las barras de valor absoluto alescribirln(l + x). A 



En el ejemplo ilustrativo 1, el teorema 8.8.4 permite concluir que la serie 
de potencias (1) representa la funcion s61o.para valores de x en el intervalo 
abierto (-1, 1). Sin embargo, la serie de potencias es convergente en el ex- 
tremo derecho 1, como se mostro en el ejemplo 1 de la secci6n 8.5. Cuando 
x = -1, la serie de potencias se transforma en la negativa de la serie armo- 
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nica y es divergente. En consecuencia, el intervalo de convergencia de la serie 
de potencias (1) es (-1, 1], 

En el ejemplo ilustrativo siguiente se muestra que la serie de poten- 
cias (1) representa ln(l + x) en x = 1 al probar que la suma de la serie 



n = l 



(-1)" 



es In 2. 



-2,2]por[-10, 10] 



/(Jt) = In 



1 + x 



EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Para la serie infinita 



1 - X 
P,(x) = 2x 

FIGURA 1 



V L — > i a /j-^nesima suma parcial es 



i.ii. . + ( _ ir ii 



s n = 1 - 2 + 3 " % + 



(2) 




De la definition 8.3.2 se deduce que si se muestra que lim s n = In 2, se 
habra probado que la suma de la serie es In 2. 

De algebra, se tiene la siguiente formula para la suma de una serie 
geometrica finita: 



1 - r 



[-2, 2] por [-10, 10] 
I + x 



1 + t 



fix) = In 1 



1 - x 



P 3 (x) = 21 



(»*) 



FIGURA 2 



De esta formula, con a = 1 y r = -f, se obtiene 

i - t + t 2 - t 3 + . . . + (-ty 

lo que puede escribirse como 

i - t + t 2 - t 3 + ... + (-ly- 1 ^- 1 = 

Al integrar de a 1 resulta 



rr, ♦ <-•>"' rn 



r 

^0 



" 1 - t + t 2 



t J + . . . + 



(-\)n-l t n-l ]dt = JL- + (_!)«+ 1 -^-df 

Jo ] + ' Jo l + ' 




de donde, 



,111 

I" 2 + 3"4 + 



+ (-l)"" 1 ! = In 2 + (-1)' 
n 



Jo 1 + t 



(3) 



Con respecto a (2), se observa que el miembro izquierdo de (3) es s n . Si se 
considera 



[-2, 2] por [-10, 10] 



fix) = in 



1 + x 
1 - x 



se puede escribir (3) como 
S n = In 2 + R n 



dt 



(4) 



FIGURA 3 



Como < t n para toda t en [0, 1], entonces, por el teorema 4.6. 1, se obtiene 



Jo l + t Jo 



dt 
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En consecuencia, 



< \R n \ = JL-dt < t n dt = -J~ 



Como lim 



= 0, de la desigualdad anterior y del teorema de es- 



n + 1 
tricci6n se infiere que lim R n = 0. Por tanto, de (4), 

lim s n = In 2 + lim R n 
= In 2 



Asi\ 



I(-l) n "4 = 1- 
= In 2 



2 3 4 



(5) 
4 



De los ejemplos ilustrativos 1 y 2 se puede concluir que la serie de po- 
tencias (1) representa ln(l + x) para toda x en su intervalo de convergen- 
cia(-l, 1]. 

Aunque la suma de la serie (5) es In 2, esta serie converge muy len- 
tamente para aplicarla en el calculo de In 2. Se necesita otra serie para el 
calculo de logaritmos naturales, y ahora se procederd a obtenerla. 

De(0 



ln(l + x ) = x- x ^ + ^-...+ (" 1)nH — 
2 3 n 



para x en (-1, 1] (6) 



Si x se sustituye por ~x en esta serie, resulta 



i«n v\ - v x 2 * 3 x 4 x n 



para* en [-1, 1) (7) 




f-2, 2] por f-10, 10] 



/(*) = In 



1 + x 



P^x) = 2\x + il + — + — ) 
V 3 5 7/ 



FIGURA 4 



Al restar termino a tennino (7) de (6) se obtiene 



In 



f^-4 






~r + «. * + 



2n - 1 



.) si |*| 



< 1 (8) 



1 + X 

Las graficas de/(x) = y de los polinomios P\(x) y P>$(x), P 5 {x) y 

Pj(x) de la serie (8) se nan trazado en las figuras 1 a 4, respectivamente, mos- 
trando como las graficas de los polinomios aproximan la grafica de / 
cuando |*| < 1. 

La serie (8) puede emplearse para calcular el logaritmo natural de cual- 
quier numero positivo. Para aplicar la serie al calculo de In y se considera 



y = 



1 + x 
1 - x 



y entonces 



y + 1 



\x < 1 



(9) 



W EJEMPLO J Calcule In 2 con una exactitud de cinco cifras 
decimales y compare el resultado con el obtenido en una calculadora. 
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Solucion De (9), si y = 2, entonces x = \.?ot tanto, de (8), 

/111 1 1 1 \ 

~ 2 \3 81 1215 15 309 177 147 1 948 617 + * ' ') 



~ 2(0.333333 + 0.012346 + 0.000823 + 0.000065 + 0.000006 + 0.000001 + . . .) 

Al utilizar los primeros seis terminos del par^ntesis, multiplicar por 2, y re- 
dondear a cinco cifras decimales se obtiene 

In 2 - 0.69315 

lo que concuerda con el valor obtenido en la calculadora. ^ 

A fin de obtener la serie binominal, primero se considera el teorema del 
binomio estudiado en algebra. El teorema del binomio expresa (a + b) m , 
donde m es un numero entero positivo, como la suma de potencias de a y b 
como sigue: 

(a + b) m = a™ + ma^b + w < w " l) a«~ 2 b 2 + . . . + m(m ~ ° ' ' ^ (m " k + l) a»-*b k + . . . + b m 

Al considerar a - 1 y £ = x, y aplicar el teorema del binomio a la expre- 
sion (1 + jc) m , donde m no es un numero entero positivo, se obtiene la serie 
de potencias 

, + mx+ ^iHLz3 x 2 + "i(m - l)(m - 2)^ + + m(m - IXm - 2) ■ „ . • (m - h + 1)^ + (10) 

Esta es la serie de Maclaurin para (1 + x) m denominada serie binomial. 
Para determinar el radio de convergencia se aplica el criterio de la razon y 
se obtiene 



lim 

n— >+«> 



«» + 1 



= lim 



= lim 



m{m - 1) • 


... ■ (m - n + l)(m - n) _ n+1 


(H + D! 


m(m - 


■ 1) ■...(m-n + 1) 




n\ X 



n + 1 





«_! 




= lim 


1 + 1 


n-» + «> 






rt 



= 1*1 

Por lo que la serie es convergente si \x\ < 1. A continuation se demostrard 
que la serie representa (1 + jc) m para todos los numeros reales m si x estd en 
el intervalo abierto (-1, 1). Esto no se hara calculando R n (x) y mostrando que 
su limite es cero porque eso resulta bastante dificil, como pronto lo vera si lo 
intenta. En lugar de esto, se empleara el siguiente m£todo. Sea 



m = 1 + £ m(m-l)-..^(m-n + l) xn |jf| < , 



(ID 
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Se desea demostrar que /(jc) = (1 + jc) m , donde |jc| < 1. Por el teore- 
ma 8.8.3, 

fix) = g ^"^ /•• \ ( ™- n + l) x»-> \x\<l (12) 

Al multiplicar ambos miembros de (12) por jc, por el teorema 8.3.6, se obtiene 
= f m(«-l)-- («-« + !) 

Si se reescribe el miembro derecho de (12), resulta 

r» v \F m ( m - 1) ■ ■ • • * (W - W + 1) „_i 

Ax) = m + X TTTTw "*" 



n = 2 



Al expresar esta suma con el limite inferior disminuido en 1 , y sustituyendo n 
por n + 1, se tiene 



r„ x \? / ^ m ( m - 1) ■ . . . • (m - n + 1) „ 
/'« = m + X (m - n) -^ ^ —* ^jc" 

En (13) se multiplica el numerador y el denominador por n para obtener 

m(m - 1) • . . . • (m - n + 1) 

La serie para f'(x) y xf'(x) son absolutamente convergentes para 
| jc | < 1. Asi, por el teorema 8,3.7, se pueden sumar termino a termino y la 
serie resultante tambien sera absolutamente convergente para |jc| < 1. De 
la adicion, 



xfXx) = X n ■ 



(I + x)f\x) = m 



j y m(m - 1) - . . . • (m - n + 1) 






Debido a (1 1), la expresion entre corchetes es/(jc), entonces 
(1 + x)f\x) = mf(x) 

fix) = _m_ 
/(jc) 1 + x 

El miembro izquierdo de la ecuacion anterior es D x [\nf(x)]; asi, 
d -Unf(x)] = m 



dx I + x 

Sin embargo, tambien se sabe que 

-f[ln(l + x) m ] = -5- 
<£c 1 + jc 

Como In /(jc) y ln( 1 + jc) m tienen la misma derivada, entonces difieren por 
una constante. En consecuencia, 

ln/(jc) = ln(l + x) m + C 
De ( 1 1),/(0) = 1. Por tanto, C = 0; de modo que 

/(jc) - (1 + JC) m 
Asi, se ha demostrado la siguiente forma general del teorema del binomio. 
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/» 7 W 



[-2, 2] por [-2, 2] 

fix) = sen -1 jc 

1 3 3 5 5 7 
x + - x + — x + — JC 
6 40 112 

FIGURA 5 



8.10.1 Teorema del binomio 



Si m es cualquier mirneno real, entonces 



(1 + xY» = I + X 



m(m - i)(m - 2) - ... - (m ~ n + 1) 



para todos los valores de jt tales que |jt| < I. 

Si m es un numero entero positivo, la serie binomial termina despu£s de 
un numero finito de t£rminos. 

W EJEMPLO 2 Exprese como una serie de potencias en jc: 
1 

Sol UC l6n Del teorema del binomio, cuando I x I < 1 



(- \)(~ 



(i + x) -m = i - Ijr + v ~ 2 ' y ^ 



1) 



(- j)(- 4 - D(- \ - 2) 



3! 

(- £X- IX- i) -...-(- 1 - « + i) 



-x n + . .. 



i 1 _,_ 1 • 3 2 1-3-5 3 ^ 

_ ] _ x + X L _ J + t _ + 

2 2 2 ■ 2! 2 3 • 3! 

,1 • 3 • 5 ■ ... ■ (2/1 - 1) 



H) n: 



2 n n\ 



x" + ... 



r 

Jo 



^ EJEMPLO 3 Del resultado del ejemplo 2, obtenga una serie 
binomial para (1 - jc 2 ) -1 ' 2 , y utilicela para determinar una serie de potencias 
para sen -1 jc. Apoye graTicamente la respuesta. 

Solucion Se sustituye x por -jc 2 en la serie para (1 + jc) -1 ' 2 y se ob- 
tiene, para |jc| < 1, 

(1 _ X 2ym = , + 1,2 + 44-^4 + L^__5 6 + _ + 1 -3-5-. ..-(21,-1) ^ + 

2 2 2 • 2! 2 3 • 3! 2 n n\ 

Al integrar termino a termino resulta 
dt . 1 jc 3 . 1-3 jc 5 . 1 ■ 3 • 5 jc 7 . . 1 • 3 • 5 • . . . • (2n - 1) jc 2 " +1 , 



„___ - y + I . *i + 1 • 3 . *£ + 1-3-5 xj_. . 1-3-5 

JTT7 2 2 3 2 2 • 2! 5 2 3 ■ 3! 7 2 n n\ 



2*3 2 2 • 2! ' 5 2 3 ■ 3! 7 
Por tanto, 



2* + 1 



-l \? 1 • 3 ■ 5 • ... • (In - 1) jc 2 " + 1 , - , - 

sen [ jc = jc + > • f para jc < 1 

Z- 2 n nl .- . * II 

La figura 5 muestra las graficas de 



In + 1 



/(*) = sen" 1 * y P 7 (x) = x + l -x 3 + ±x 5 + ^x 1 

en el rectangulo de inspection de [-2, 2] por [-2, 2]. El hecho de que la grafi- 
ca de P 7 (jc) aproxima la graTica de / para | jc | < 1 apoya la respuesta. 4 
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W EJEMPLO 4 Aplique la serie de potencias obtenida en el 
ejemplo 3 para calcular sen -1 0.35 con una exactitud de cuatro cifras deci- 
mates, y compare el resultado con el obtenido en una calculadora. 

Solution Con x = 0.35 en Pf(x), considerando los primeros cuatro ter- 
minos diferentes de cero de la serie para sen -1 x, se tiene 

/> 7 (0.35) = 0.35 + I(0.35) 3 + ^(0.35) 5 + ^(0.35) 7 

~ 0.35 + 0.00715 + 0.00039 + 0.00003 
~ 0.3576 

En la calculadora se obtiene el mismo valor con cuatro cifras decimales. ^ 

W EJEMPLO 5 (a) Exprese (1 - V*) 2 ' 3 como una serie en jc. 
(b) Del resultado del inciso (a), calcule con una exactitud de tres cifras de- 
cimales el valor de 

rl/4 

(1 - 4i) 2j2 dx 
Jo 

Apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 

Solution 

(a) Se aplica el teorema del binomio con m = | obteni^ndose 

(1 + x)^= 1 + fi**^! x2+ 3! * 3 + 4! * 4 + •■■ si 1*1 < 1 

= 1 + \x - \x 2 + ^x 3 - £ 3 x 4 + ... si I jc I < 1 

Si se sustituye x por - V* , resulta 

(1 - V^) 2/3 = 1 - \x^ 2 - \x - ±j?& - +x 2 + . . . si < x < 1 



1 



(b) Si se integra termino a termino la serie anterior se tiene 

1/4 

(1 - 4x) 2 *dx = x - \x^ 2 - 1,2 - J^/2 -± * 3 - . . ] l * 





— i _ 4 , 1 1_1 8.1 7-1 

4 9*8 18 ' 16 405 * 32 729 * 64 

« 0.2500 - 0.0555 - 0.0035 - 0.0006 - 0.00002 - 
* 0.190 

En la graficadora se obtiene, con tres cifras decimales, 

NINT((1 - V^) 2/3 , 0,0.25) = 0.190 
lo cual apoya la respuesta. 



EJERCICIOS 8.10 



En los ejercicios J a 4, utilice la serie de potencias (8) para 1. In 3 2. In 0.8 3. In 1 .4 4. In 2.5 

calcular el logaritmo natural con una exactitud de cuatro - t . ~ 4 . , , (. x - a\ . 

, . , , , , , 5. (a) Demuestre que lnjE = lna+lnl + - , don- 

cifras decimales y compare el resultado con el obtenido en \ a J 

una calculadora. de a > 0. (b) Utilice la ecuacion del inciso (a) y la se- 
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rie (1) de ln(l + x) a fin de obtener la serie de Taylor 
para In x en a, donde a > 0. 

6. Emplee el resultado del inciso (b) del ejercicio 5 a fin de 
obtener la serie de Taylor de In x en 1 . (b) Utilice la serie 
obtenida en el inciso (a) para calcular In 0.8 con cuatro ci- 
fras decimales. Compare el caUculo con el del ejercicio 2. 

7. (a) Use el resultado del inciso (b) del ejercicio 5 a fin de 
obtener la serie de Taylor de In x en 2, (b) Dado 
In 2 = 0.693 1, utilice la serie obtenida en el inciso (a) para 
calcular In 3 con una exactitud de cuatro cifras decima- 
les. Compare el calculo con el del ejercicio 1 . 

8. Obtenga una serie de potencias para ln(l + ax) inte- 
grando t&rnino a termino de a x una representacidn en 

serie de potencias de . 

1 + at 

En los ejercicio s 9 a 18, utilice una serie binomial para obtener 

la serie de Maclaurin de la funcidn y determine su radio de 

convergencia. Apoye la respuesta en la graficadora. 



9. fix) 
11. fix) 



13. 
15. 



fix) 

fix) 



17. f(x) 



19. (a) Exprese 




10. 

12. 
14. 

16. 



fix) = 

/<*) = 

fix) = 

fix) = 



(3 - xT 2 
(4 + jc 2 ) -1 



VI 



18. fix) 



w 



como una serie de potencias en x, 
obteniendo primero una serie de potencias para ij\ + x, 
y reemplazando despues x por x 2 . (b) Utilice el resultado 
del inciso (a) para calcular con una exactitud de tres ci- 
fras decimales el valor de J t/l + x 2 dx. Apoye la 
respuesta empleando NINT en la graficadora. 

20. (a) Exprese (1 - je 3 ) -1 ' 2 como una serie de potencias en x, 
obteniendo primero una serie de potencias para ( 1 - x)~ , 
y sustituyendo despues x por * 3 . (b) Utilice el resultado 
del inciso (a) para calcular con una exactitud de tres cifras 
decimales el valor de \ Q (1 - je 3 ) -1 ' 2 dx. Apoye la res- 
puesta empleando NINT en la graficadora. 

En los ejercicio s 21 a 26, utilice series para calcular con una 
exactitud de tres cifras decimales el valor de la integral defi- 
nida. Apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 

1/3 _ /-2/5 

3 dx 



21 



f 



Vi + 



23. 3 a/8 + x 2 dx 



22. 
Jo 

24. J 4 

Jo 



1 - x 3 dx 



25. 



Jo Vl + x 4 Jo ¥x 2 + 1 



27. Sea 



| ln(l + Q ^ 

fit) = < t 



(a) Demuestre que / es continua en 0. (b) Obtenga una 
representacidn en serie de potencias de J fit) dt y de- 
termine su radio de convergencia. (c) Trace en el mismo 
rectangulo de inspection las graficas de NINT(/(0, 0, jc) y 
el polinomio que consiste de los primeros diez terminos 
diferentes de cero de la serie del inciso (b). 

28. Haga el ejercicio 27 si 



AD 



™L-1 s\t*Q 
t 



1 si t = 

29. Para la funcidn del ejercicio 27, utilice la serie del inciso 
(b) de ese ejercicio para calcular \ Q fit) dt y apoye la 
respuesta empleando NINT en la graficadora. 

30. Para la fiincion del ejercicio 28, utilice la serie del inciso 
(b) de ese ejercicio para calcular J /(/) dt y apoye la 
respuesta empleando NINT en la graficadora. 

31. Obtenga la serie de Maclaurin de senh" 1 x integrando 
tennino a termino la serie binomial para (1 + r 2 )" 1 ' 2 y 
determine su radio de convergencia. 

32. Obtenga la serie de Maclaurin de tanh~ ! x integrando 
termino a tennino la serie binomial para (1 - t 2 )'* y 
calcule su radio de convergencia. 

En los ejercicios 33 a 36, utilice una serie de Maclaurin para 
calcular un valor aproximado de la cantidad con una exactitud 
de cuatro cifras decimales y compare el resultado con el valor 
que se obtiene en la calculadora. En el ejercicio 35 emplee la 
serie determinada en el ejercicio 31, y en el ejercicio 36 utili- 
ce la serie obtenida en el ejercicio 32. 

33. sen -1 0.24 34. sen -1 (-0.62) 

35. senh" 1 (-0.15) 36. tanh" 1 0.27 

37. Al integrar termino a termino de a x una representacidn 
en serie de potencias para ln(l - /), demuestre que 



£> in - \)n 



x + (1 - x) ln(l - jc) 



38. Al integrar termino a t&rnino de a x una representacidn 
en serie de potencias para ln( 1 + t), demuestre (Jue 



(-l)" 



- 2 In 2 - 1 



£ in + l)in + 2) 

39. La expresidn relativista para £ r la medida de la energia 
cin£tica de una particula, obtenida al restar la medida de 
la energia en reposo de la medida de la energia total es 



m c 



- "lo^ 2 



(14) 



si t ■= 



donde m es la medida de La masa de la particula en re- 
poso, c es la medida de la velocidad de la luz en el vacfo, y 
v es la medida de la velocidad de la particula. Para valo- 
res pequenos de-v, comparados con c, la medida de la 
energia cinetica newtoniana esta dada por 

E c = im ^ 
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Deduzca este hecho desarrollando (1 - v 2 jc 2 )~ l me- 
diante el teorema del binomio y sustituyendo en (14) para 
obtener 

I 2 I 3 m v 4 j ^5 m v 6 ^ 41. Explique como puede emplearse la respuesta del ejercicio 



p es un numero entero no negative Determine el radio de 
convergencia de la serie. 



E c = 2 m o v + 8 m °^' + i6 / " ^" + 
40. Qbtenga la serie de Maclaurin para 



, ' dt si 

Jo 4^7 



yi a fin de obtener la serie (8) para 



1 + x 
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 8 



8. 



1. Que es la formula de Taylor y en que* condiciones se cum- 
pie esta formula? ^Que es \afdrmula de Maclaurin? 

2. ^Que es el polinomio de Taylor de grado n y la forma de 
fxig range del residuo para una funcion/? 

3. Jnvente un ejemplo en el que se calcule el polinomio de 
Taylor de grado tres y el residuo en forma de Lagrange 
pura una funcion racional, donde la election de a es dife- 
rente de cero. Explique como se estima el error cuando el 
polinomio se emplea para calcular un valor de fiincitfn. 

Responda la sugerencia 3 para una funcion exponential, 

Responda la sugerencia 3 para una funcitfn trigonom6trica. 

^Que es una funcion sucesion} lQu€ es una sucesion? 

Defina el limite de una sucesion. i,Que significa sucesion 
convergente y sucesion divergente? Proporcione un ejem- 
plo de una sucesion convergente y muestre por que es 
convergente; haga lo mismo para una sucesion divergente. 

Defina una sucesion creciente, y 66 un ejemplo; haga lo 
mismo para una sucesion decreciente. Proporcione un 
ejemplo de una sucesion que no sea monotona. 

9. iQu6 es una cota inferior de una sucesitfn? Proporcione 
un ejemplo de una sucesi6n que tenga una cota inferior, 
e indique su maxima cota inferior, 

10. ^Que es una cota superior de una sucesion? Proporcione 
un ejemplo de una sucesitfn que tenga una cota superior, 
e indique su minima cota superior. 

11. ^.Cuales dos propiedades para sucesiones monotonas son 
equivalentes? De un ejemplo de una sucesion creciente y 
establezca esas propiedades para su ejemplo; haga lo mis- 
mo para una sucesion decreciente. 

iQue es una sucesion de sumas parciales de una serie 
infinita? <<,Por que es importante esta sucesion? 

iQ\x€ significa serie infinita convergente y serie infinita 
divergente? De un ejemplo de una serie infinita convergen- 
te y muestre por que es convergente; haga lo mismo para 
una serie infinita divergente. 

14, iQue es la serie armonica? lEs convergente o divergente 
esta serie, y por que? 

15. iQue es una serie geometrical ^Cuales series geometricas 
son convergentes y cuales son divergentes? De un ejem- 
plo de una serie geometrica convergente y de otro de una 



12. 



13 



serie geometrica divergente. ^Cual es la suma de una serie 
geometrica convergente? Ilustre mediante un ejemplo. 

16. Establezca algunas propiedades de las sumas finitas que 
puedan extenderse a las series infinitas. Muestre cada una 
de estas propiedades para series infinitas proporcionando 
un ejemplo. 

17. Establezca el criterio de comparacion. Proporcione un 
ejemplo que muestre como se aplica el criterio de compa- 
racion para probar que una serie infinita es convergente; 
de otro ejemplo en el que se pruebe que una serie infinita 
es divergente. 

18. Responda la sugerencia 17 para el criterio de compara- 
cion por paso al limite. 

19. ^Que es una serie pi ^Cuales series p son convergentes y 
cuales son divergentes? De un ejemplo de una serie p 
convergente y otro de una serie p divergente. 

20. Establezca el criterio de la integral. Proporcione un ejemplo 
que muestre como se aplica el criterio de la integral para 
probar que una serie infinita es convergente; de otro ejem- 
plo en el que se pruebe que una serie infinita es divergente. 

21. ^Que es una serie alte mantel De un ejemplo de una serie 
alternante convergente y un ejemplo de una serie alternan- 
te que sea divergente. 

22. ^Que es el criterio de las series alternantes? Proporcione 
un ejemplo que muestre como se aplica el criterio de las 
series alternantes para probar convergencia. 

23. <-,C6mo se estima el error introducido cuando la suma de 
una serie alternante convergente se aproxima mediante un 
numero finito de terminos de la serie? De un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

24. Defina convergencia absoluta y convergencia condicio- 
nal de una serie infinita. De un ejemplo de una serie infinita 
de terminos positivos y negativos, y muestre como se apli- 
ca la convergencia absoluta. Proporcione un ejemplo de 
una serie infinita de terminos positivos y negativos que 
sea condicionalmente convergente. 

25. ^Que es el criterio de la razonl De un ejemplo que mues- 
tre como se aplica el criterio de la raz6n para demostrar 
que una serie infinita es (i) absolutamente convergente, 
y (ii) divergente. Proporcione un ejemplo de una serie in- 
finita para la cual no se puede hacer ninguna conclusion 
acerca de la convergencia al aplicar el criterio de la raz6n. 
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26. Responda la sugerencia 25 para el criterio de la raiz. 

27. Liste y describa todos los criterio que conoce para deter- 
minar la convergencia o divergencia de una serie infinita 
de termino s constantes. 

28. Defina una serie de potencias en x. Defina una serie de 
potencias enx - a. 

29. ^Como se determinan los valores de x para los cuales una 
serie de potencias converge? Proporcione un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

30. Suponga que /? es el radio de convergencia de una serie 
de potencias en x. ^Para que valores de x se esta seguro de 
que la serie de potencias es absolutamente convergente? 
i,Para que valores de x se esta seguro de que la serie es 
divergente? ^Para que valores de x es cuestionable la con- 
vergencia o divergencia de la serie de potencias, y c<5mo 
se determina la convergencia o divergencia en esos valo- 
res de *? 

31. Responda la sugerencia 30 si R es el radio de convergen- 
cia de una serie de potencias en x - a. 

32. Establezca el teorema que permite diferenciar tdrmino a 
termino una serie de potencias. ^Los intervalos de con- 
vergencia de las dos series son necesariamente el mis- 
mo? ^Los radios de convergencia de las dos series son 
necesariamente el mismo? D6 un ejemplo que ilustre las 
respuestas. 

33. Establezca el teorema que permite integrar tdrmino a ter- 
mino una serie de potencias. /,Los intervalos de conver- 
gencia de las dos series son necesariamente el mismo? 



^Los radios de convergencia de las dos series son necesa- 
riamente el mismo? Proporcione un ejemplo que ilustre 
las respuestas. 

34. De un ejemplo en el que se obtenga una representation en 
serie de potencias de una funcion racional mediante la 
integration termino a tdrmino de una serie de potencias. 

35. Proporcione dos ejemplos en los que se calcule el valor de 
un numero irracional (que no contenga radicales) median- 
te una serie de potencias. 

36. lQu6 es la serie de Taylor de una funcion /en un numero 
a? De" un ejemplo de una funcion y su serie de Taylor en 
un numero diferente de cero. 

37. ^Que es la serie de Maclaurin de una funcion /? De un 
ejemplo de una funckin y su serie de Maclaurin? 

38. Establezca dos razones para estudiar series de Taylor. 
Proporcione un ejemplo de cada razon. 

39. ^Como se puede determinar si una funcion es represen- 
tada por su serie de Taylor? Proporcione un ejemplo que 
ilustre la respuesta. 

40. i,Por que una representation en serie de potencias de 
ln(l + x) no es conveniente para calcular el logaritmo 
natural de un numero? ^Cual es una mejor serie para efec- 
tuar tal calculo? De un ejemplo que ilustre la respuesta. 

41. Establezca la serie binomial <,C6mo es esta serie en rela- 
tion al desarrollo binomial estudiando en los cursos de 
algebra? Proporcione un ejemplo particular. 

42. De un ejemplo que muestre la aplicacion de una serie bino- 
mial a un problema diferente al del calculo de un radical. 
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Vea los ejercicios de la seccion 8.6 para los ejercicios de re- 
paso de las sec clones 8.3, a 8.5. Los siguientes son ejercicios 
de repasopara las secciones 8.1, 8.2 y 8.7. a 8. JO. 

En los ejercicios J a 6, obtenga el polinomio de Taylor o de 
Maclaurin del grado indicado en el numero a dado para la 
funcion f con el residuo en la forma de Lagrange. Trace las 
grdficas de f y del polinomio en el mismo rectdngulo de ins- 
peccion y observe como la grdfica del polinomio aproxima la 
grdfica defcerca del punto donde x ~ a. 

1. fix) = sen 2 jc; a = 0; grado 5 



2. f(x) 



e* \a 



0; grado 4 



3. fix) = jT i/2 ; a = 9; grado 4 

4. f(x) = (1 + x 2 T l ',a - l;grado3 

5. f(x) - xe x ;a = 0; grado 6 

6. fix) = x cos jc; a = ^k, grado 5 

7. Calcule sen 2 0.3 con una exactitud de cuatro cifras deci- 
males empleando un polinomio de Maclaurin, y demues- 
tre que la respuesta tiene la exactitud requerida. Apoye 
graficamente la respuesta. 

8. Calcule \[e con una exactitud de cinco cifras deci males 
utilizando un polinomio de Taylor, y demuestre que la 



respuesta tiene la exactitud requerida. Apoye graficamen- 
te la respuesta. 

~*2/2 _ 



en dos formas: 



9. Evalue lim 

(a) aplique la regla de L'Hdpital; (b) exprese e~ x ' 2 y 
cos x como un polinomio de Maclaurin de grado 4. 

10. Aplique la formula de Taylor para expresar el polinomio 

»-3 , e^2 



Pix) 



4jc j + 5jc z 



2x + 1 



como un polinomio de potencias de jc + 2. 

En los ejercicios 11 a 18, escriba los prime ros cuatro elemen- 
tos de la sucesion y determine si es convergente o divergente. 
Si la sucesidn converge, calcule su limite y apoye graficamen- 
te la respuesta. 



11. 



14. 



16. 



\ln(n + 1) 

n + 3n 2 



12. 



(-1)" 



13. 



4 + 2n 3 



in+ i)\ 

15. {2 + (-1)"} 



n 2 -l l 
n 2 + IJ 
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18. 



[(« + 2) 2 (« + 2) 2 



rt + 4 



£« /os ejercicios 19 a 22, estime en la graficadora el limite de la 
sucesion convergente. Confirme analiticamente la estimation. 






\2n- 



En los ejercicios 23 y 24, demuestre, aplicando el teorema 
8.2.10, que la sucesion es convergente. 



23. 



3n ] 
jii-iJ 



24. 



1 • 4 



3 • 6 



7 • . . . • (3n - 2) | 
i-9- ....(3n) J 



£>z /os ejercicios 25 a 36, calcule el intervalo de convergencia 
de la serie de potencias. 

« v(*-2)" 



25. 




27. 


y X" 


^i3"(n 2 + n) 


29. 





31. y ~(x + i) n 

33i ^(-ly'u-i)" 

35. ]T (sen 2n)x" 

n = 

36. £(-l)" +1 





a n 




28. 






30. 


y(-l) n - 


1,21.-1 


£ ( 2 « 


- D! 


32. 


5>(2*- 

n = ] 


-ir 


34. 


]T /l"*" 





(/i + 1) ln(rt + 1) 



£>z /os ejercicios 37 a 40, haga lo siguiente: (a) calcule el ra- 
dio de convergencia de la serie de potencias y el dominio de f; 
(b) escriba la serie de potencias que define la funcion f y 
establezca su radio de convergencia; (c) obtenga el dominio 
def. 



37. /(*) = X (-1)" X — 38. /(*) = X ^ 



3%fiX) =^ 



40. fix) = X 



/z2* 



£>z /os ejercicios 41 y 42, obtenga una representation en serie 
de potencias de la integral y determine su radio de conver- 
gencia. Apoye grdficamente la respuesta. 



41. f_* 

Jo ' + 



16 



-f* 



En los ejercicios 43 y 44, calcule con una exactitud de ires 
cifras decimales el valor de la integral definida mediante dos 
metodos: (a) utilice el segundo teorema fundamental del 
Cdlculo; (b) emplee la serie obtenida en el ejercicio indicado. 



43. -z ; ejercicio 41 44. ; ejercicio 42 

J I 2 + 16 J 3 t - 1 J 

Para los ejercicios 45 y 46, use la serie respectiva obtenida en 
los ejercicios 34 y 35 de la section 8.9 para calcular, con una 
exactitud de tres cifras decimales, el valor de la integral defi- 
nida. Apoye la respuesta empleando NINT en la graficadora. 

Jo* 



f{t)dt, donde f(t) 



si t * 
si t = 



/•0.25 

46. g{t)dt, donde g(t) ~ < 

Jo 



1 - cos r ■ * ^. n 

si r ^ 

si / = 

47. (a) Obtenga una serie de Maclaurin para J /(/) dt donde 

f cosh t - 1 
/CO = ' 







si f * 
si r = 



(b) Demuestre que / es continua en 0. (c) Trace en el 
mismo rectangulo de inspeccion las graficas de 
NINT(/(r), 0, x) y del polinomio de Maclaurin que consis- 
te de los primeros diez terminos diferentes de cero de la 
serie del inciso (a), (d) Utilice la serie del inciso (a) para 
calcular J f(t) dt con una exactitud de tres cifras deci- 
males y apoye la respuesta empleando NINT en la 
graficadora. 

En los ejercicios 48 a 50, utilice series para evaluar con una 
exactitud de tres cifras decimales la integral definida, y apoye 
la respuesta utilizando NINT en la graficadora. 

•1/2 , /-1/4 

49. V* sen x dx 

Jq 



48. I -A 

Jo 1 + 

50. e~ x *d 



En los ejercicios 51 a 58, emplee una serie de potencias para 
calcular con una exactitud de cuatro cifras decimales e~l valor 
de la cantidad y compdrelo con el valor obtenido en una 
calculadora. 



51. Te 52. sen" 1 0.1 
55. cos 3° 56. sen 0.3 



53. tan" 1 \ 
57. In 5 



54. 



I/I30 



58. senh0.3 



En los ejercicios 59 a 62, utilice dos series infinitas diferen- 
tes para aproximar el valor del numero irrational con cuatro 
digitos significativos. 

1 



59. n 60. e 



61. 



V3 



62. In 1.3 



En los ejercicios 63 a 66, obtenga la serie de Maclaurin para 
la juncion, y determine su intervalo de convergencia. Apoye 
grdficamente la respuesta. 

63. f(x) = vTTl 64. fix) = —L_ 

2 - x 

65. fix) = a x ,a > 66. fix) = sen 3 * 
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En los ejercicios 67 a 70, obtenga la serie de Taylor de la 11, 

funci&n en el numero indicado , y determine su intervalo de jo 

convergencia. Apoye grdficamente la respuesta, 

79. 



67. f{x) ~ sen3;c;-i 
69. f(x) = In|x|;-1 



68. f(x) = -\2 
x 

70. fix) = e x ~ 2 \ 2 



71. Calcule lim 



+ "Jo * + 



l'* 



72. Obtenga la serie de Maclaurin para (1 + x) " donde n es un 
numero entero positive y demuestre que la serie es la mis- 
ma que el desarrollo de esta expresion, la cual se deduce 
en los cursos de algebra, mediante el teorema del binomio. 

73. Obtenga la serie de Maclaurin para cos 2 x a partir de la 
serie de Maclaurin para cos 2x. 

Sugerencia: cos 2x = 2cos 2 jc - 1. 

74. Obtenga los primeros tres terminos diferentes de cero de 
la serie de Maclaurin para sen 2x a partir de la serie 
de Maclaurin para sen x y cos x. 

Sugerencia: sen 2jc — 2 sen x cos x. 

Los ejercicios 75 a 79 tratan acerca de las funciones J Q y J { 
definidas mediante series de potencias como sigue: 



■w 



Ji(x) 



V (_iy -JL 



nlin + l)!2 2rt4 



Las funciones J y J x se denominan funciones de Bessel del 
primer tipo de ordenes cero y uno, respectivamente. 

75. Demuestre que J y J } convergen para todos los valores 
reales de x. 

76. Demuestre que v = Joix) es una soluci6n de la ecuaci6n 
diferencial 

d 2 y dy 
x—$+^- + xy = 
dx 2 dx J 



80. 



Demuestre que J Q \x) = -J\ix). 

Demuestre que D^xJ^x)) = xJ Q ix). 

Demuestre que v = 7j(jc) es una solucion de la ecuacion 
diferencial 

X 2 ^l + X $- + U 2 -1)V=:0 

dx 2 dx 

En mecanica cuantica, la medida E de la energia prome- 
dio por oscilador esta dada por 



E N on hF€ 



-nhF/kT 



lN e 



■nhF/kT 



donde T es la medida de la temperature, h es la constante 
de Plank, k es la constante universal de los gases, F es la 
frecuencia constante y N Q es el numero de oscil adores en 
la energia minima. 

(a) Sea* - e~ hF ' kT , demuestre que 

E = HfJ 1 + 2x + 3x ! + \' 3 + -) 

V \ + x + x 2 + x 3 + . . . / 

(b) Utilice el resultado del inciso (a) y la serie de potencias 
para ( 1 - jc)" 1 y ( 1 - x)~ 2 para demostrar que 



E = 



hF 



81. 



82. 



e hF/kT _ j 

Demuestre que si x = e~ ahF y a = \/kT, entonces £, 
definida en el ejercicio 80, satisface las ecuaciones: 



E= -A lnl * y E 



da 



ln(l - jc) _ 



En el ejemplo 8 de la secci6n 8.8 se obtuvo 

+~ 2n+l 

tan^ 1 x = V (-1)" si IjcI < 1. Demuestre que 

h 2n+ 1 ' ' 

el intervalo de convergencia de esta serie de potencias 
es [-1, 1] y que la serie de potencias representa a tan -1 jc 
para toda jc de su intervalo de convergencia. 



*••*:-.•.•♦• 



ifcuacidiies 

%#yrvai 
sups y iili 






C a p i t u I o 




9*1 
9,2 
9.3 
9.4 

9.5 



\/\S\OU Vm.\NV\N\R 



Ecuaciones par^)fi&ricq$ ya ... •;.? 

curva* pianos ' 

Longitud de arco de una curva 

plana v : .^.v -'^"." 

^^^eTOdai^polare^ 

yf Qraf iccJ3 ppfeifes ;0'-'V'-; ........ ., 

;de uti<j regi&n para ^gfalfeas ; : ; 

polares ■■■■■'■' 

yjratcrfhienk) yniftcacjb ; 

de ta£ secdones conicas ^Qf* 

y ecuaciones palqres 

de tas conicas 




Hasta este momento se han tratado curva s que 
son graficas de funciones consideradas en 
un si sterna de coordenadas cartesianas rec- 
tangulares. En este capitulo se estudiaran otras curvas 
planas. La seccion 9.1 se dedica a las curvas definidas me- 
dia nte ecuaciones parametricas, y en la seccion 9.3 las 
curvas son graficas polares definidas en terminos de 
coordenadas polares. 

En el capitulo 6 se estudio como a plica r la integral 
definida para determinar la longitud de arco de la grafica 
de una funcion. En la seccion 9.2 se aplicara la integracion 
a fin de obtener la longitud de arco de una curva definida 
mediante ecuaciones parametricas, y en la seccion 9.4 
para calcular la longitud de arco de una grafica polar. El 
calculo del area de una region plana limitada por gra- 
ficas polares es otra a plicae ion de la integracion presen- 
tada en la seccion 9.4. En la seccion final del capitulo se 
presenta un tratamiento unificado de las secciones co- 
nicas al definir una conica en terminos de su excentri- 
cidad. 
Este estudio conduce naturalmente a las ecuaciones 
polares de las conicas. 
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9.1 ECUACIONES PARAMETRICAS Y CURVAS PLAN AS 

Suponga que una partfcula se mueve en un piano de modo que las coordenadas 
(jc, y), de su posici6n en cualquier tiempo U estan dadas por las ecuaciones 




x = f(t) y y = g(t) 



(1) 



Entonces, para cada numero / del dominio comun de / y g la partfcula se 
encuentra en el punto (/(f). g(0) y estos puntos describen una curva plana C 
recorrida por la partfcula. Las ecuaciones (1) se denominan ecuaciones 
parametricas de C y la variable t se llama parametro. La curva C tambien 
recibe el nombre de grafica; esto es, el conjunto de todos los puntos (jc, v) que 
satisfacen (1) es la grafica de las ecuaciones parametricas. 

Si se elimina el parametro t del par de ecuaciones (1), se obtiene una 
ecuacion en jc y y, denominada ecuacion cartesiana de C. La eliminacion del 
parametro puede conducir a una ecuaci6n cartesiana cuya graTica contiene 
mds puntos que la graTica definida por las ecuaciones parametricas. Esta 
situacion se presenta en el ejemplo 3. 

W EJEMPLO 1 Obtenga una ecuaci6n cartesiana de la curva de- 
finida por las ecuaciones parametricas 

jc = 2/-3 y y = 4t - I 

y dibuje la curva. 

Solution El parametro t se elimina de las dos ecuaciones al resolver la 
primera ecuacion para t y obteniendose 



y susutuirlo en la segunda ecuaci6n: 
v = 4(1jt + 1)- I 

v = 2jc + 5 

La grdfica de esta ecuaci6n es una recta con pendiente 2 e intercepci6n v 
igual a 5. Esta recta se muestra en la figura I. Observe en las etuaciones 
parametricas que conforme / crece tambien lo hacen jc y v. Por tanto, 
una partfcula que se mueve sobre esta recta va hacia arriba y a la derecha, 
indicado en la figura mediante la flecha. A 

En general, la graTica de cualquier par de ecuaciones parametricas de la 
forma 

x - at + b y v = ct + d 

donde a * o c * 0, es una recta. 



W EJEMPLO 2 Obtenga una ecuacion cartesiana de la grafica de 
las ecuaciones parametricas 

jc = 2 cos / y v = 2 sen t < t < In 
y dibuje la grafica. 
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Sol UC ion A fin de eliminar / de las dos ecuaciones parametricas, se 
elevan al cuadrado los dos miembros de cada una de las ecuaciones y se su- 
man, obteniendose 



x 2 + y 2 = 4 cos 2 / + 4 sen 2 / 
4(cos 2 / + sen 2 /) 



x 2 + y 2 

x 2 + y 2 = 4 



La grafica de esta ecuacion es una circunferencia con centra en el origen y 
radio 2. Si se permite que / tome todos los valores del intervalo cerrado 
[0, 2/r], se obtiene la circunferencia completa iniciando en el pun to (2, 0) y se 
recorre en el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj, como se in- 
dica en la figura 2. 4 

Si bien el parametro de un par de ecuaciones parametricas representa 
regularmente el tiempo, esto no siempre es asi. En el ejemplo 2, el pardme- 
tro / puede representar la medida en radianes del dngulo medido a partir del 
semieje x positivo hasta el segmento de recta que une el origen con el pun- 
to (jc, y) de la circunferencia, como se muestra en la figura 3. 



P(2 cos t, 2 sen /) 




FIGURA 3 




x = coshr y y - senhf 
FIGURA 4 



W EJEMPLO 3 Considere las ecuaciones parametricas 
x = cosh / y y = senh / 

(a) Dibuje la grafica definida por estas ecuaciones, y (b) obtenga la ecuaci6n 
cartesiana de la grafica. 

Solucion 

(a) Al elevar al cuadrado ambos miembros de las ecuaciones parametricas 
y restando se tiene 

x 2 - y 2 = cosh 2 / - senh 2 / 
De la identidad cosh 2 / - senh 2 / = 1, esta ecuaci6n se transforma en 

x 2 - y 2 = 1 

cuya graTica es la hip^rbola unitaria. Sin embargo, observe que para 
cualquier numero real /, cosh / nunca es menor que 1. Por tanto, la curva 
definida por las ecuaciones parametricas consiste de solo los puntos de 
la rama derecha de la hiperbola. Esta curva se muestra en la figura 4. La 
curva "punteada" de la figura es la rama izquierda de hiperbola urtitaria. 

(b) Una ecuacion cartesiana de la grafica es 

x 2 - y 2 = 1 x > 1 4 

Si una curva plana C esta definida median te una ecuacion de la forma 
y = /(*)» donde / es continua, entonces se pueden obtener las ecuaciones 
parametricas para C considerando 

x = t y y = f{t) 

donde / esta en el dominio de /. Otras sustituciones para x tambien pueden 
proporcionar ecuaciones parametricas para C estipulando que x toma todos 
los valores del dominio de/. 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO I La parabola que tiene la 

ecuacion y = x 2 tambien esta definida por las ecuaciones parametricas 



x = t y y 



= t 2 
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[-45,4.5] por [-3,31 
: = 2 cos t y y - 2 sen f 

FIGURA 5 



P(x,y)-i 




FIGURA 6 



asf como por las ecuaciones parametricas 

x = t 3 y y = t 6 
Sin embargo, las ecuaciones param£tricas 

x = t 2 y y = t 4 
definen solo la porcion derecha de la parabola donde jc > 0. 



Con el fin de trazar la grafica de un par de ecuaciones parametric as, 
consulte el manual del usuario para su graficadora particular. Algunas grafi- 
cadoras requieren que se active el modo param£trico, mientras que otras 
graficadoras pueden emplear un formato de trazado parametrico. En cual- 
quier caso, se necesitara introducir a la graficadora las ecuaciones que de- 
finen a jc y v como funciones de /. Ademas, debe indicar los valores mini mo 
y maximo de / a considerar. Estos valores se denotardn por t min y / mlx . 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 A fin de trazar la graTica de 
las ecuaciones parametricas del ejemplo 2, se introduce 

x = 2 cos / y v = 2 sen / 

y se considera t min = y / m ^x = In. En el rectangulo de inspecci6n de 
[-4.5, 4.5] por [-3, 3], se obtiene la circunferencia mostrada en la figura 5. A 

Las ecuaciones parametricas pueden emplearse para def inir una curva des- 
crita por un movimiento ffsico. Como ejemplo, se considera una cicloide, la 
curva descrita por un punto de una circunferencia conforme esta rueda a lo 
largo de una recta. Sea a el radio de la circunferencia y sea el eje x la recta fija 
sobre la cual rueda la circunferencia. Considere al origen como uno de los 
puntos donde el punto dado P hace contacto con el eje x, despues de lo cual la 
circunferencia ha rodado un angulo de / radianes, como se muestra en la fi- 
gura 6. La circunferencia ha rodado una distancia de \OT\ unidades, la 
cual tambien es la longitud del arco j°rde la circunferencia, Asf, | OT\ = at. 
Las coordenadas de C, el centro de la circunferencia, son entonces (at, a). 
Del tri angulo rectangulo PAC, \PA\ = a sen / y \AC\ = a cos /. Asf, 

x = \OT\-[PA\ y y = \Tc\ - \AC\ 
x = at - a sen / y y = a - a cos / 
-► x Por tanto, las ecuaciones parametricas de la cicloide son 



x sb a{t - sen *} y y - a{\ - cos t) 



(2) 



donde / es cualquier numero real. En la figura 7 se muestra una porcion de la 
cicloide. 




jc = a(t - sen t) y y = a(\ - cos t) 
FIGURA 7 
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A continuation se definiran algunos t&rninos relacionados con las curvas 
planas, los cuales se empleardn posteriormente. 



9, 1 . 1 Definition de curvo lisa 



Una curva plana C definida por las ecuaciones parame'tiicas 

x = f(t) y y * g(t) a S t <> b 

se dice que es lisa (o suave) en el intervalo cerrado [a f b] si /' y #' son 
contimias en \a, b\, y /TO y g\t) no son cero simultaneamente en cada 
numero del intervalo abierto (a t b). 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Para la circunferencia del 
ejemplo2 mostrado en la figura 2 

/(/) = 2 cos t g(t) = 2 sen f 

fit) = -2senf g'(t) = 2cosf 

Como/' y g' son continuas para todo f y /'(f) y g'(t) no son cero a la vez en 
cualquier numero, entonces la circunferencia es una curva lisa. A 

Si un intervalo / puede partirse en un numero finito de subintervalos en 
los que la curva C es suave, entonces se dice que C es lisa a trozos en /. 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Para la cicloide definida por 
las ecuaciones parametricas (2) y mostrada en la figura 7 

/(f) = a(t - senf) g(t) = a{\ - cos f) 

fit) = a(\ - cosf) g'{t) = a sent 

Las funciones/' y g' son continuas para todo f, pero/'(f) y g\t) son iguales a 
cero si f = 2 nn, donde n es cualquier numero entero. Por tanto, la cicloide 
no es una curva lisa. Sin embargo, la cicloide es lisa a trozos porque es lisa en 
cada subintervalo [2 nn y 2 n(n + 1 )], donde n es cualquier numero entero. 4 




FIGURA 8 



9,1.2 Definition de curva cerrada 



Una curva plana C detmida por las ecuaciones *i 

* : -7W y y = git) <* * * * b 

se dice que es cerrada si el punto inicial A{f{a\ g(a)) y el punto ter- 
minal B{f(b\g(b)) coincides. 

La figura 8 muestra una curva cerrada y lisa donde los puntos A y B 
coinciden. Una curva que no se cruza a si misma se denomina curva simple. 



9. 1 .3 Def inicion de curva simple 



Una curva plana C definida por las ecuaciones 

x = fit) y y = g{t) a < t <L b ^ 

se dice que es simple entre los puntos AXf(a) t g(a)) y iK/(W» g{b)) si 
(/Oj)t £('»» es diferente del punto </(/ 2 X gOd) para todo r x y t 2 dife- 
rentes del intervalo abierto (a, b). 
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Las circunferencias y las elipses son ejemplos de curvas cerradas sim- 
ples lisas. La curva de la figura 8 es otro ejemplo de curva cerrada simple lisa. 
La figura 9 presenta ejemplos de curvas lisas que pueden ser simples o ce- 
rradas, o no. En (a) la curva es simple pero no cerrada; en (b) la curva es 
cerrada pero no simple, y en (c) la curva ni es simple ni es cerrada. 

Suponga que una curva lisa C esta definida parametricamente por 




(a) Simple pero no cerrada 



(b) Cerrada pero no simple 



(c) Ni simple ni cerrada 
FIGURA 9 



x=f(0 y v = g(t) 



(3) 





y que este par de ecuaciones define al menos una funcion diferenciable h para 
la cual v = h(x). Entonces la derivada de cada funcibn h, denotada por 
dyjdx, est3 relacionada con dxjdt y dyjdt mediante la siguiente ecuacion 
dada por la regla de la cadena: 

£?. _ it . 4* 

dt ~ dx dt 

Si dxjdt * 0, se pueden dividir ambos miembros de esta ecuacion entre 
dxjdt y obtener 



dy 
dx 



dy 
dt 



(4) 



Observe que esta ecuacion expresa la derivada de y con respecto a x en ter- 
minos del parametro t para toda funcion diferenciable h, tal que y = h{x), 
con* = f(t)yy = g(t). 

„ d 2 y d (dy\ + d 2 y d(y') 



d 2 y 



dx 2 

d{y'} 
dt 



dx\dx t 



, entonces 



dx 2 



dx 



Asf, de (4) 



dx 



(5) 



..< 



W EJEMPLO 4 Dadas las ecuaciones parametricas 

x = 4 - t 2 y y = t 2 + At 



determine -— y — Z sin eliminar /. 
dx J dx 2 

Solution Como ^ = 2t + 4 



dx 



. - ~> , - y ~ = -2t, se tiene, de (4), 
at at 



dy _ It + 4 
dx -It 



Puestoquey' = -1 - 2jt,d(f)jdt = 2jt 2 , Entonces de (5) 

d(y')idt 



d 2 y 
dx 2 



dxjdt 

lit 2 

-It 

_J_ 

f 3 



9.2 LONGITUD DE ARCO DE UNA CURVA PLANA 745 



Tablal 



t 


JC 


y 


_4 


-12 





-3 


~5 


-3 


-2 





-4 


-1 


3 


-3 





4 





1 


3 


5 


2 





12 


3 


-5 


21 



De (4), la pendiente de la recta tangente en un punto de la curva C de- 
finida por las ecuaciones parametricas (3) es (dyjdf)j (dxjdt). Por tanto, la 
grafica tiene una recta tangente horizontal en un punto donde dyjdt = 
y dxjdt * 0. La grafica tiene una recta tangente vertical en un punto donde 
dxjdt = y dyjdt * 0. 

W EJEMPLO 5 Para la grafica de las ecuaciones parametricas 
del ejemplo 4 (a), obtenga las rectas tangentes horizontales y verticales, y 
(b) determine la concavidad. (c) Dibuje la grafica. (d) Apoye la graTica en la 
graficadora. 




At 



FIGURA 10 




[-20, 101 por [-5,15] 

= 4 - t 2 y y - t 1 + At 

FIGURA 11 



OT 



B(g(b\ f(b)) 




f(b)-f(a) 



g(b)~ g(a) 



Solution 






(a) Del ejemplo 4, 






jc = 4 - t 2 


y 


y = t 2 + 4l 


dt 


y 


? = 2' + 4 
dt 



Cuando t = -2, dyjdt = y dxjdt * 0. Asi, la graTica tiene una recta 
tangente horizontal en (0, -4). Cuando t = 0, dxjdt = y dyjdt * 0. 
Por tanto, la grafica tiene una recta tangente vertical en (4, 0). 

(b) Tambien de la solucion del ejemplo 4, 

^1 = _1 
dx 2 r 3 

Como d 2 yjdx 2 > cuando t < 0, entonces la grafica es c6ncava 
hacia arriba para estos valores de t. De manera semejante, la graTica es 
concava hacia abajo cuando t > 0, debido a que d 2 yjdx 2 < 0. 

(c) La tabla 1 presenta valores de jc y y para valores particulars de t. Con los 
puntos obtenidos a partir de estos valores, y el conocimiento de las rectas 
tangentes horizontal y vertical asi como de la concavidad, se obtiene la 
graTica mostrada en la figura 10. 

(d) La figura 1 1, que muestra la grafica trazada en el rectangulo de ins- 
peccion de [-20, 10] por [-5, 15], apoya la grafica dibujada de la fi- 
gura 10. 4 

Como se indico en la secci6n 7.7, donde se establecio y demostro el 
teorema del valor medio de Cauchy, ahora se dara una interpretaci6n geo- 
metrica de este teorema. Recuerde que el teorema establece que sifyg son 
dos funciones tales que (i) / y g son continuas en [a, b] (ii), / y g son di- 
ferenciables en (a, b), y (iii) para toda jc en (a, b), g'(x) * 0, entonces 
existe un numero z en el intervalo abierto {a t b) tal que 



f(b) 



8(b) - g(a) 



g'(z) 



La figura 12 muestra una curva que tiene las ecuaciones parametricas 
x = g(t) y y = /(0» donde a < t < b. La pendiente de la curva de la fi- 
gura en un punto particular esta determinada por 



dy = 
dx 



fV) 
8\t) 



FIGURA 12 



y la pendiente del segmento de recta que pasa por los puntos A(g(a),f{a)) 
y B(g(b), f(b)) esta dada por 
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fib) - f(a) 
gib) - g(a) 

El teorema de valor medio de Cauchy establece que las pendientes son igua- 
les para al menos un valor de / entre ay b. Para la curva mostrada en la figu- 
ra 12, cuatro valores de / satisfacen la conclusi6n del teorema: t - z\, 

t = z 2 ,t = z?,yt = z 4 . 



EJERCICIOS9.1 



En los ejercicios I a 10, dibuje la grdfica de las ecuaciones 
parametricas y obtenga una ecuacidn cartesiana de la grdfica. 

1. x - 4 cos U y = 4 sen t; t G [0, 2k\ 

2. x = 4 cos r, y = 4 sen /; / G [0, n] 

3. * = 4 cos /, y = 4 sen r; « G \~\^ \ K ^ 

4. * = 9 cos t, v = 4 sen /; r G [0, In] 

5. jc = 4 cos f, y = 25 sen /; « G [0, 2n] 

6. * = 4 cos r, v = 25 sen r; r G [- ±n, 

7. * = 4 sec t, y = 9 tan t; t i 

8. x = 4 tan /, y = 9 sec f; t G [0, i a) U [n, | n) 






9. * 
10. * 



3 - 
2/ 



■5,v 



4 + r 
« + 1 



dy d 2 \ 

En los ejercicios II a 16, calcule ~ y — r s ^ n eliminar el 

, t ax dx l 
parametro. 

11. x = 3/, y = It 1 i-> v - i ,2 



12. x = I - t\y = 1 + t 
13. x = f'V, y = Mn/ 14. x = e 2 ',y = 1 + cos f 
15. * = a cos r, y = b sen f 16. x ~ a cosh t t y - b senh / 



3/,v = 
'V,y 



£n /o5 ejercicios 17 a 21, para la grdfica de las ecuaciones 
paramitricas (a), obtenga las rectas tangentes horizontales y 
verticales, y (b) determine la concavidad. (c) Dibuje la grdfica. 
(d) Apoye la grdfica en la graficadora. 



At 1 



4f,y = 1 - At 2 
2 _ , 



17. x 

18. x = r + t, v = / 

19. * = 2/ 3 ,y = At 2 

20. * = 2/ 2 ,v = 3/ 3 

21. * - 3 < - - 3 < 



;< ?* -i 



l + t 3 \ + t 3 

(la hoja de Descartes) 

22. Trace la hoja de Descartes del ejercicio 21 en la grafica- 
dora y determine la portion de la hoja generada cuando 
(a)/ < -l;(b) -1 < t < 0;(c)f > 0. 

23. Obtenga una ecuaci6n cartesiana de la hoja de Descartes 
del ejercicio 21 . Sugerencia: elimine / evaluando x 3 + y 3 . 

24. Un proyectil se desplaza de modo que las coordenadas de 
su posici6n en cualquier instante / estan dadas por las 
ecuaciones parametricas x = 60/ y y = 80/ - 16/ 2 . 
Dibuje la trayectoria del proyectil y verifique la grdfica en 
la graficadora. 



25. Obtenga una ecuaci6n de la recta tangente en el punto de 
la curva definida por las ecuaciones parametricas x = 2 
sen f y y = 5 cos f, para el cual / = | n. 

26. Obtenga una ecuaci6n de la recta tangente en el punto de 
la curva definida por las ecuaciones parametricas 
x=l + 3sen/yy = 2-5 cos f, para el cual / = | n. 



dy 
dx' 



d 2 y d 3 y 

dx 2 y dx* 

tiene ecuaciones (2) para el cual y alcanza su valor maxi- 
mo cuando x esta en el intervalo cerrado [0, 2na\ 

28. Demuestre que la pendiente de la recta tangente a la ci- 
cloide que tiene ecuaciones (2) en f = /, es cot ^t x . 
DespuSs, deduzca que la recta tangente es vertical cuan- 
do / = 2 n 71, donde n es cualquier ntimero entero. 

29. Calcule el area de la region limitada por el eje x y un arco 
de la cicloide que tiene las ecuaciones (2). 

30. Determine el centroide de la region del ejercicio 29. 

31. Las ecuaciones parametricas para la trocoide son 

x = at - bsent y y - a - b cos / 

(a) Si a > b > 0, demuestre que la trocoide no tiene 
ninguna recta tangente vertical. Trace la trocoide en la 
graficadora para t G [-71, n\ si (b) a = 3 y b = 1, y 
(c) a = 1 y b = 3. Dibuje lo que muestra la pantalla de la 
graficadora. Verifique que para el dibujo del inciso (b), 
donde a > b, la trocoide no tiene ninguna recta tangente 
vertical, mientras que en el inciso (c), donde a < b, la 
trocoide tiene dos rectas tangentes verticales. 

32. Una hipocicloide es la curva descrita por un punto P de 
una circunferencia de radio b que rueda dentro de una 
circunferenciafijaderadioa, a > b. Si el origen esta en el 
centro de la circunferencia fija, A(a, 0) es uno de los 
puntos en los que el punto P hace contacto con la circun- 
ferencia fija, B es el punto movil de tangencia de las dos 
circunferencias, y el parametro / es el numero de radianes 
del angulo AOB, demuestre que las ecuaciones parame- 
tricas de la hipocicloide son 

x = (a - b) cos f + b cos — r — I 



(a - b) sen / 



l a - b . 
b sen — - — / 



33. Trace en la graficadora la hipocicloide del ejercicio 32 si 
(a) a = 6 y b = 2 para f G [-K, n\\ (b) a = 12 y 
b = 2 para/ G [-n, 7t\. 

Dibuje lo que muestra la pantalla de la graficadora. ^Cuan- 
tas cuspides tiene la hipocicloide en cada caso? 
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34. Trace en la graficadora la hipocicloide del ejercicio 32 si 

(a) a = 8 y b - 1 para t € [-8;r, 8/r]; (b) a = 8 y 
b = 3 para t S [~4n, 4;r]. Dibuje lo que muestra la pan- 
talla de la graficadora. ^Cuintas ciispides tiene la hipoci- 
cloide en cada caso? 

35. Si a - = 4b en el ejercicio 32, se tiene una hipocicloide de 
cuatro ciispides. (a) Demuestre que las ecuaciones parame- 
tricas de esta curva son x = a cos 3 t y y = a sen 3 1. Trace 
en la graficadora la hipocicloide de cuatro ciispides si 

(b) a - 4 para t G [-K, /r], y (c) a = 8 para r e [-;r, /r]. 
Dibuje lo que muestra la pantalla de la graficadora. 

36. (a) A partir de las ecuaciones param&ricas del ejercicio 
35, obtenga una ecuacion cartesiana de la hipocicloide de 
cuatro ciispides. (b) Utilice la ecuaci6n cartesiana del in- 
ciso (a) para dibujar la graTica de esta hipocicloide. 

37. En el ejercicio 44 de la secci6n 7.3, se defini6 la tractriz 
como la curva tal que la longitud del segmento de toda 
recta tangente desde el punto de tangencia al punto de 
interseccion con el eje x es una constante positiva a. En ese 
ejercicio se obtuvo la ecuacitfn cartesiana de la tractriz: 



a In 



a + ^a 1 - y 1 



4s^7 



(a) Demuestre que las ecuaciones param6tricas de la 
tractriz son 

x = t — a tanh - y y — a sech - 

a a 

Sugerencia: sustituya el valor de y en t£rminos del pari- 
metro t en la ecuaci6n cartesiana, simplifique utilizando 
identidades hiperbdlicas, y obtenga el valor de x en t6r- 
minos del parametro t. 

(b) Utilice las ecuaciones param£tricas del inciso (a) para 
trazar en la graficadora la tractriz para la cual a — 4. 
Dibuje lo que muestra la pantalla de la graficadora. 

38. Demuestre que el parimetro t de las ecuaciones para- 
m£tricas de la tractriz (vea el ejercicio 37) es la intercep- 
ci6n x de la recta tangente. 

39. Explique la important; ia de las ecuaciones parametric as en 
el estudio de las curvas planas. 



9.2 LONGITUD DE ARCO DE UNA CURVA PLANA 

En la secci6n 6.1 se obtuvo una formula para calcular la longitud de arco de 
la grafica de una funcion. Mora se desarrollard un metodo para determinar la 
longitud de arco de una curva plana general, no necesariamente la graTica de 
una funci6n. 

Sea C la curva definida por las ecuaciones param&ricas 

x = f(t) y y = g(t) 

y suponga que fyg son continuas en el intervalo cerrado [a, b]. Se desea 
asignar un niimero L para representar el niimero de unidades de la longitud 
de arco de C desde t = a hasta t = b. Se procederd como en la secci6n 6.1. 



Wi). *(',-)) 



/ 
P»Uib\ g(b)) 



/»,_, (/**,-_ ,),*((,•_,)) 




Prf/lfl), 8(a)) 



FIGURA 1 

Sea A una partici6n del intervalo cerrado [a, b] formada al dividir el 
intervalo en n subintervalo eligiendo n - 1 numeros entre a y b. Sean 
t = a y t n = b, y t\, t 2 , . . . , *„-i los ndmeros intermedios: 



* < *i < ... < /„_, < /„ 
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EJ i'-6simo subintervalo es [r,_], rj y el numero de unidades de su longi- 
tud, denotado por A r -r, es t t - r,-_i, donde i = 1, 2, . . . , n. Sea || A || la nor- 
ma de la partici6n, de modo que A ( -r < || A || . 

Asociado con cada numero /,- se tiene un punto P,- (/(/;), 8(h)) de C. 
Desde cada punto / > ,-_ 1 se dibuja un segmento de recta hasta el siguiente 
punto Pj. Vea la figura 1 . El numero de unidades de la longitud del segmen- 
to de recta de P ( _ | a P t se denota por | Pi-\Pj | . De la formula de la distancia 
se tiene 



\Pi-iPi\ = Vt/('i) - /('.--Or + teUi) - g(h-x)Y 



(1) 



La suma de los numeros de unidades de las longitudes de los n 
segmentos es 

Nuestra noci6n intuitiva de la longitud de arco desde t = a hasta t = b nos 
conduce a definir el numero de unidades de la longitud de arco como el 
limite de esta suma cuando || A || tiende a cero. 



9.2.1 Definition de longitud de arco de una curva plana 



Sea C la curva que tiene las ecuaciones paramdtricas x = f(i) y 
y = g(t). Suponga que existe un numero L que dene ta siguiente pro- 
piedad: Para cualquier € > existe 5 > tal que para toda parti- 
ci6n A del intervalo [a, b] para la cual || A || < ft entonces 



£lfl-ifl|-i- 



< € 



Esto se expresa como 

iwm fit 

y L unidades se denomina la longitud de arco de la curva C desde el 
punto (/(a), g(a)) hasta el punto (f(b), g(b)) t 



Se dice que el arco de la curva es rectificable si el limite de la definici6n 
9.2.1 existe. Si/' y g' son continuas en [a, b], se procede como sigue para 
determinar una formula a fin de evaluar este limite. 

Como/' y g' son continuas en [a, b], son continuas en cada subinter- 
valo de la partition A. De modo que/ y g satisfacen la hipotesis del teorema 
del valor medio en cada subintervalo [r ( _ t , rj; por tanto, existen numeros 
Zt y w,- en el intervalo abierto (r,-_j, /,) tales que 

fit;) -/(/,_,) = fXzdAit y g(ti) - g(r,_,) = gKwd&it 

Al sustituir de estas ecuaciones en (1 ) se obtiene 



|7~^| = sllfXzi)? +b'(w,-)) 2 .A l / 



(2) 



donde z, y w ( - est£n en el intervalo abierto (f,*-i, r ( ). Asi, de la definicidn 9.2. 1 
y (2), si el limite existe, entonces 
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L= Urn Y,4U\Zi)f +[g\w i )] 2 ^ 



(3) 



La suma en (3) no es suma de Riemann debido a que z\ y w,- no son 
necesariamente los mismos numeros. Por esta raz6n no puede aplicarse la 
definici6n de integral definida para evaluar el limite de (3). Sin embargo, 
existe un teorema que puede aplicarse con el fin de evaluar este limite. Se 
establecera" el teorema sin demostraci6n debido a que esta" m£s alia del al- 
cance de este libro. La demostraci6n puede encontrarse en un texto de 
C&lculo avanzado. 



9.2,2 Teorema 



Si las fund ones F y G son continues en el intervalo cercado [a, b], en- 
tentes la funcidn -Jf 2 + C 2 tambien es continua en [a. t>], y si A es 
una panic ion del intervalo [q, b],y z t y w; son cualesouiera dos nume- 
ros de (fj-t, *,-), entonces 

■ j _ f* . 

N|-*oft J a 



Al aplicar este teorema a (3) donde F es/' y G es g\ se tiene 
L=\ 4 [f(t)} 2 + [g'(03 2 A 

Jo 

Este resultado se establece en el teorema siguiente 



9.2.3 Teorema 



Sea C la curva cuyas ccuaciones parame'tricas son jc = f(t) yy ~ g{i) t 
y suponga que/' y g' son continuas en el intervalo ccrrado [a, b]. Si 
L unidades es la longitud de area de la curva C desde el punio (f(a) s 
g(a)) hasta el ptinEo (f{b) t g(b))* entonces 



- j 4w 

Ja 



W? + te'OH 2 * 




o\ 



I I 1 i I I I I I » * 



-10-8-6 -4 °" 2 4 6 8 10 

x = r 3 y y = 2r 2 

FIGURA2 



^ EJEMPLO 1 Calcule la longitud de arco de la curva cuyas ecua- 
ciones paramStricas son 

x = t 3 y y - It 2 

para cada uno de los casos: (a) de t = a t = 1 ; (b) de t = -2 a / = 0. 

Solution La curva se muestra en la figura 2 y tiene las ecuaciones 
param^tricas x = f(t) y y = g(t) donde 



/« = t 3 
f\t) = 3fi 



g(t) = If- 
gXt) = 4f 



El teorema 9.2.3 se aplica a los incisos (a) y (b) donde L a unidades es la lon- 
gitud de arco de t = a t = 1 , y L fc es la longitud de arco de t = -2 a 
it = 0. 
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(a) L a = V9r 4 + \6t 2 dt (b) L b = V9* 4 + \6t 2 dt 

VT 2 "^* 2 + \6dt = V7 T V9r 2 + 16 dt 

t^9t 2 + \6dt = -t-J9t 2 + \6dt 

= ^. 2(9,2+16)3/2]^ =-±.1(9/2+16)3/2]^ 

= ^_ [(25) 3 /2 - (16)3/2] = - ^_ [(]6) 3/2 _ (52) 3/2 j 



= JL (125 -64) = ±(104VT3 -64) 



27 



11.5 



Observe que en la tercera integral del inciso (a) se sustituy6 4? por / 
ya que < / < 1. En cambio, en la tercera integral del inciso (b) se 
reemplazti v' 2 por -t puesto que -2 < / < 0. A 

W EJEMPLO 2 Deduzca la formula para determinar la longitud 
de la circunferencia de radio a al calcular la longitud de arco de 

x - a cos t y y = a sen / < t < 2 n 

Solucion Con f{t) = a cos t y g<7) = a sen r, /'(f) = -a sen r y 
g '(f) = a cos f. Si I es la longitud de la circunferencia, del teorema 9.2.3, 
se tiene 

riK ^__^_________^_ 

^ ~~~ 2 dt 



f r— — 

I = ^(-a sen t) 1 + (a cos f) 2 

Jo 

-i 



^a 2 (sen 2 * + cos 2 r) df 
Jo 





2^ 

dt 

2* 



= 2^a ^ 

Justo como ocurrio cuando se calculo la longitud de arco de la graTica 
de una funcion, la integral definida obtenida al aplicar el teorema 9.2.3 fre- 
cuentemente es dificil o imposible de evaluar mediante el segundo teorema 
fundamental del Calculo. Sin embargo, con el procedimiento NINT de la gra- 
ficadora se puede aproximar el valor como se muestra en el ejemplo siguiente. 

W EJEMPLO 3 Trace la curva cuyas ecuaciones parametric as son 
jt = sen f y y = e t < t < n 
y calcule su longitud de arco con cuatro digitos significativos. 
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[0,2] por [0,25] 
sen / y y = e t <, t <, n 

FIGURA 3 



Sol UC i6n La figura 3 muestra la curva trazada en el rectdngulo»de 
inspecci6n de [0, 2] por [0, 25]. Sean f(t) = sen t y g{t) - e l , de modo 
que/'(r) = cos t y g'(t) = e*. Del teorema 9.2.3, si L es la longitud de arco 
de la curva dada, entonces, * 



Jo 



L = | Vcos 2 t + e 2t dt 
En la calculadora se obtiene 

NINT (Vcos 2 t + e 2t \ 0, n) = 22.40 
Conclusion: La longitud de arco es 22.40. 



EJERCICIOS 9.2 



En los ejercicios J a 14, calcule la longitud de arco exacta de 
la curva definida por el fonjunto dado de ecuaciones parame- 
tricas. Trace la curva en la graficadora y observe si la lon- 
gitud de arco aparente que se muestra en la grdfica apoya la 
respuesta. 

1. x - \t 2 + t,y - \t 2 - r;der = a t = 1 

2. x = 3t 2 ,y = 2r 3 ;der = a t = 3 

3. x = t 2 + 2t, y - t 2 - 2t\ de t - a r = 2 

4. x = t 3 , y = 3r 2 ;de/ = -2 a t = 

5. x = It 2 , y = 2/ 3 ;der = 1 a t = 2 

6. jc — r, jy = cosh r; de r = Oar = 3 

7. x = 3e 2t ,y = -4e 2t ;det = Oar = In 5 

8. x = r 2 + 3, y = 3r 2 ; de t = 1 a t = 4 

9. jc - e'cosr, >> = e'senr;der = Oar = 1 

10. jc = In sen r, y — t + 1 ; de r = £ tt a r = \n 

11. jc = tan" 1 t,y = ~\n(t 2 + 1); de t = a r = 1 

12. jc = 2(cos r + r sen r), y = 2(sen r - r cos r); de t - 

a r = ^ 

13. jc = 4 sen 2r, y = 4 cos 2r; de t = a r = n 

14. jc = e~ x cos r, y = e~ f sen t\ de r = a t = ff 

£n /os ejercicios 15 a 22, utilice NINT en /a graficadora para 
obtener un valor aproximado con cuatro digitos significativos 
de la longitud de arco de la curva definida por las ecuacio- 
nes parametricas dadas. 

15. jc = r + 2, y - At 2 + r; de t = a r = 3 

16. jc = 2r 2 + 3r,>> = 2r - l;der = 1 a r = 2 

17. jc = 3 cos U y = 2 sen r; de t = a t - - ff 

18. jc = 2 sec r, y = 3 tan /; de t = a t = | n 

19. jc = 8 tan r, y = 6 sec r; de t - | ff a t - n 

20. jc = e\ y - In t; de r = 1 a r = 5 

21^ jc = 4 - r 2 , y = r 2 + 4r; de t = -4 a t = 4 



22. jc = 3r, y = 4r 3 ; de r = -1 af= 1 

23. Calcule la longitud de la hipocicloide completa de cuatro 
ctispides: 

x = a cos 3 r y y = a sen 3 r 

24. Calcule la longitud de un arco de la cicloide 

x ~ a(t - senr) y >' = a(\ - cos r) 

25. Calcule la longitud de la tractriz 

x = t - a tanh - y v = a sech - 
a a 

desde r = a a r = 2a. 

26. Determine la distancia recorrida por una tachuela clavada 
en la llanta de una rueda de bicicleta si su radio es de 
40 cm y la bicicleta recorre una distancia de 50ff m. Su- 
gerencia: la trayectoria de la tachuela es una cicloide. 

27. (a) Demuestre que la curva definida por las ecuaciones 
parametricas 

jc = asenr y y - b cos t a > b 

es una elipse. 

(b) Si C es la longitud de la elipse del inciso (a), demues- 
tre que 

r*/2 



Jo 



1 - k 2 sen 2 t dt 



28. 



donde k 2 = (a 2 - b 2 )/a 2 < 1. Esta integral se deno- 
mina integral eliptica y no puede evaluarse exactamente 
en terminos de funciones elementales. 

(a) Utilice la formula del ejercicio 27(b) y NINT en la 
graficadora para determinar la longitud de la elipse defi- 
nida por las ecuaciones parametricas 



jc = 5senr y v = 4 cos t 

(b) Trace la elipse en la graficadora. Apoye la respuesta del 
inciso (a) determinando los perfmetros del rombo inscrito 
y del rectangulo circunscrito en la elipse y mostrando que 
la longitud de la elipse esta" entre estos dos perfmetros. 
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P(r,6) 




FIGURA 1 



P(2, 4 a) 




(a) 



P(5, >) 



(b) 




(c) 



m \k) 



(d) 




-► A 




-► A 



(e) 
FIGURA 2 



Hasta ahora, se ha localizado un punto en un piano mediante sus coordenadas 
cartesianas rectangulares. Otros sistemas coordenados permiten ubicar un 
punto en el piano, y el sistema de coordenadas polares es uno de ellos. Este 
sistema es importante debido a que ciertas curvas tienen ecuaciones mas 
simples en coordenadas polares. Ademas, las tres conicas (parabola, elipse e 
hiperbola) pueden representarse mediante una ecuacion, como se vera en 
la secci6n 9.5. Esta ecuacion se aplica en fisica para deducir las leyes de 
Kepler, y en astronomia, en el estudio del movimiento de los planetas. 

Las coordenadas cartesianas son numeros, la abscisa y la ordenada, 
que representan la distancia dirigida a partir de dos rectas fijas. Las coor- 
denadas polares consisten de una distancia dirigida y la medida de un an- 
gulo en relation a un punto fijo y un rayo fijo (o semirecta). El punto fijo se 
denomina polo (u origen) y se representa mediante la letra O. El rayo fijo 
recibe el nombre de eje polar (o recta polar), la cual se denota por OA. El 
rayo OA usualmente se dibuja horizontal y se prolonga indefinidamente 
hacia la derecha. Vea la figura 1 . 

Sea P cualquier punto del piano diferente de O. Sea la medida en ra- 
dianes del angulo dirigido AOP, positivo cuando se mide en el sentido con- 
trario al giro de las manecillas del reloj y negativo en el caso contrario, que 
tiene como su lado inicial el rayo OA y como su lado final el rayo OP. Si r 
es la distancia no dirigida de O a P (esto es, r — \ OP | ), un conjunto de 
coordenadas polares de P esta dado por r y 0, y se denotan estas coorde- 
nadas como (r, 6). 



W EJEMPLO I Localice cada uno de los siguientes puntos que 
tienen los conjuntos dados de coordenadas polares: (a) (2, \k)\ (b) (5, \k)\ 
(c) (1, \ n)\ (d) (3, |n); <e)(4,-i«); (f)(f,-fl). 

Solution 

(a) El punto (2, \n) se determina al dibujar primero el angulo que tiene 
una medida en radianes de \ n, cuyo veYtice estd en el polo y su lado ini- 
cial sobre el eje polar. El punto en el lado terminal que esta a 2 unidades 
del polo es el punto (2, \n). consulte la figura 2(a). De manera seme- 
jante se obtienen los puntos que se muestran en las figuras 2(B)-(f ). A 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 3 muestra el pun- 
to (4, | k). Otro conjunto de coordenadas polares para este punto es (4, - ~ k)\ 
vea la figura 4. Ademas, las coordenadas polares (4, ~n) tambien repre- 
sentan el mismo punto, como se muestra en la figura 5. A 

En realidad, las coordenadas (4, \n + 2k n), donde k es cualquier nu- 
mero entero, proporcionan el mismo punto. A si, un punto particular tiene 
un numero ilimitado de conjuntos de coordenadas polares, a diferencia del 
sistema de coordenadas cartesianas rectangulares, en el cual existe una 
correspondencia uno a uno entre las coordenadas y la posicion de los pun- 
tos en el piano. Un ejemplo mas se tiene al considerar conjuntos de coorde- 
nadas polares para el polo. Si r = y es cualquier numero real, se tiene el 
polo designado por (0, 6). 
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A continuacidn se consideraran las coordenadas polares para las cuales r 
es negative En este caso, en lugar de que el punto este en el lado terminal 
del angulo, el punto se encuentra sobre la prolongaci6n del lado terminal, la 
cual es el rayo desde el polo que se extiende en sentido opuesto al lado ter- 
minal. En consecuencia, si P esta sobre la prolongation del lado terminal 
del angulo cuya medida en radianes es 0, entonces un conjunto de coorde- 
nadas polares de P es (r, 0), donde r - -\ OP \ . 



P(4, >-n) 




P(4,-ln) 




> A 



El punto (-4, -\n) mos- 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 

trado en la figura 6 es el mismo punto que (4, | n), (4, - \n) y (4, ^ n) del 
ejemplo ilustrativo I. Otro conjunto de coordenadas polares para este punto 
es (-4, j k)\ vea la figura 7. 




+ A 



FIGURA 6 



FIGURA 7 



FIGURA 4 




FIGURA 5 
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A menudo el angulo se mide en radianes: de modo que un conjunto 
de coordenadas polares de un punto es un par ordenado de numeros reales. 
Para cada par ordenado de numeros reales existe un unico punto al que le 
corresponde este conjunto de coordenadas polares. Sin embargo, se ha visto 
que un punto particular puede representarse mediante un numero ilimitado 
de pares ordenados de numeros reales. Si el punto P no es el polo, y r y 6 se 
restringen de modo que r>OyO<0<27T, entonces P tiene un unico 
conjunto de coordenadas polares. 

En ocasiones se desea hacer referenda a las coordenadas cartesianas 
rectangulares y coordenadas polares de un punto. Para lograr esto, se consi- 
dera el origen del primer sistema como el polo del segundo sistema, el eje 
polar como la parte positiva del eje x y el rayo para el cual 6 = ~ n como la 
parte positiva del eje y. 

Suponga que P es un punto cuya representaci6n en el sistema de coorde- 
nadas cartesianas rectangulares es (jc, y), y (r, 8) es la representacion en 
coordenadas polares de P. Como caso particular, suponga que P esta en el 
segundo cuadrante y r > 0, como se muestra en la figura 8. Entonces 



cos 6 = -A- 



\OP\ 

x 
r 



sen = 



v 

\m 

r 



De este modo, 



x - r cos 6 y y-rsen$ 



(1) 



FIGURA 8 



Estas ecuaciones se cumplen para P en cualquier cuadrante y r positivo 
o negativo. De las ecuaciones no s61o se pueden obtener las coordenadas 
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cartesianas rectangulares de un punto cuando se conocen las coordenadas 
polares, sino que tambi^n se puede obtener una ecuacion polar de una curva 
a partir de su ecuaci6n cartesiana rectangular. 

Con el fin de deducir las ecuaciones que proporcionen un conjunto de 
cooFdenadas polares de un punto cuando se conocen sus coordenadas carte- 
sianas rectangulares, se elevan a] cuadrado los dos miembros de cada ecua- 
cion de ( 1 ), se iguala la suma de los miembros izquierdos a la suma de los 
miembros derechos, y se resuelve para r, obtentendose 



= ±V 



jf 2 + y 1 



(2) 



Al dividir miembro a miembro las ecuaciones de (1) se tiene 



r sen 
r cos 6 



tan = - si x # 
x 



(3) 




t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Lafigura9muestrael P unto 
cuya representation en coordenadas cartesianas es (— V3 , — 1). Para obtener las 
coordenadas polares (r, 0), donde r > y < 9 < 2tt, seaplican (2)y (3): 



FIGURA 9 



r = V3^TT 
= 2 
Asi, el punto es (2, | n). 



tan 6 = 



-1 

-V3 



6 = \it 



(ya que n < 9 < \n) 



Una ecuacion en coordenadas polares se denomina ecuacion polar a fin 
de distinguirla de una ecuacion cartesiana, tennino empleado cuando una 
ecuacion esta" dada en coordenadas cartesianas rectangulares. 



W EJEMPLO 2 Obtenga una ecuaci6n cartesiana de la graTica 
que tiene la ecuaci6n polar 

r 2 = 4 sen 26 

Sollicion Debido a que sen 29 = 2 sen 9 cos 9, se tiene que sen 29 = 

2{yjr){xjr), donde r * 0. Con esta sustituci6nyr 2 = x 2 + y 2 , seobtienede 
la ecuaci6n polar dada 

y x 



X 2 + y2 = 4(2)^ -f 

X 2 + y* = ?2 

r J. 

%xy 



x 2 + y 2 = 2 2 

(jc2 + ^2)2 = 8JCJ < 

La grafica de una ecuaci6n en coordenadas polares, denominada grafi- 
ca polar, consiste de aquellos, puntos y s61o aquellos, que tienen al menos 
un par de coordenadas polares que satisfacen la ecuaci6n. A continuaci6n 
se trataran las propiedades de dichas graiicas, las cuales se obtendran a 
mano y en la graficadora. 
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FIGURA 10 




FIGURA 11 




FIGURA 12 
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K 

r sen 0=3 


(3, ±B) _ 










La ecuacion 

6 = C 

donde C es una constante, es satisfecha por todos los puntos cuyas coordenadas 
polares son (r, C) sin importar el valor de r. Por tanto, la grafica de esta ecuacion 
es una recta que contiene al polo y forma un angulo de C radianes con el eje 
polar. Vea la figura 10. La misma recta esta representada por la ecuacion 

6 = C ± kn 

donde k es cualquier numero entero. 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

(a) La grafica de la ecuacion 

0= \n 

se presenta en la figura 1 1 , y es la recta que pasa por el polo y forma un 
angulo de \n radianes con el eje polar. La misma recta esta dada por las 
ecuaciones 



e= \n = 



e 



= -ln 



y asi sucesivamente. 
(b) La figura 12 muestra la grafica de la ecuacion 



6 



la cual es la recta que pasa por el polo y forma un angulo de | n ra- 
dianes con el eje polar. Otras ecuaciones de esta recta son 



= -; 



6 - \n 



6 = -\n 



6 = -\n 



etcetera. 



En general, la forma polar de una ecuacion de una recta no es tan simple 
como la forma cartesiana. Sin embargo, si la recta es paralela al eje polar o 
al eje \n, entonces la ecuacion es bastante sencilla. 

Si una recta es paralela al eje polar y pasa por el punto B cuyas coorde- 
nadas cartesianas son (0, b) y cuyas coordenadas polares son (b, ± n), enton- 
ces una ecuacion cartesiana es y = b. Si se sustituye v por r sen 6, se tiene 

r sen $ = b 

la cual es la ecuacion polar de cualquier recta paralela al eje polar. Si b es 
positivo, la recta estd por arriba del eje polar. Si b es negativo, la recta 
esta por debajo del eje polar. 



En la figura 13 se tiene la 



FIGURA 13 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

grafica de la ecuacidn 

r sen 6=3 
mientras que en la figura 14 se muestra la grafica de la ecuacion 

r sen 6 = -3 
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K 















r sen 9 = -3 


(3> fa) 







FIGURA 14 

rcos$-3 



(3,0) 



FIGURA 15 



r cos $ = -3 



(3,*) 



FIGURA 16 




Ahora considere una recta paralela al eje \ it o, equivalentemente, per- 
pendicular al eje polar. Si la recta pasa por el punto A, cuyas coordena- 
das cartesianas son (a, 0) y cuyas coordenadas polares son (a, 0), una 
ecuacidn cartesiana es x = a. Al sustituir x por r cos se obtiene 

rco&B = a 

la cual es la ecuacion de cualquier recta perpendicular al eje polar. Si a es 
positivo, la recta esta a la derecha del eje ~ n. Si a es negativo, la recta esta* 
a la izquierda del eje | n. 



La figura 15 muestra la gra- 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 

fica de la ecuacion 

r cos 6 = 3 
y la figura 16 presenta la grdfica de la ecuaci6n 

r cos 8 = -3 ^ 

La grafica de la ecuacion 

T m C 

donde C es cualquier constante, es una circunferencia cuyo centro esta en el 
polo y su radio es | C | . La misma circunferencia esta dada por la ecuacion. 

r = -C 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 

graTica de la ecuacion 

r = 4 



En la figura 17 se muestra la 



FIGURA 17 



la cual es una circunferencia con centro en el polo y radio 4. La misma 
circunferencia esta dada por la ecuacion 

r = -4 

aunque el uso de esta ecuacion no es comun. ^ 

Como ocurre para la recta, la ecuaci6n polar general deuna circunfe- 
rencia no es tan simple como la forma cartesiana. No obstante, se tienen 
casos especiales en los que una ecuaci6n de una circunferencia merece 
considerarse en forma polar. 

Si una circunferencia contiene al origen (el polo) y tiene su centro en el 
punto de coordenadas cartesianas (a, b), entonces una ecuaci6n cartesiana de 
la circunferencia es 

x 2 + y 2 - lax - 2by - 

Una ecuaci6n polar de esta circunferencia es 

(rcos 0) 2 + (rsen 0) 2 - 2a(rcos 6) - 2b(rscn 6) = 

r 2 (cos 2 + sen 2 0) -2arcos - Ibr sen 0=0 

r 2 - 2ar cos - Ibr sen 0=0 

r(r - la cos - lb sen 0) = 

r = r - la cos - lb sen = 

Como la grafica de la ecuaci6n r = es el polo y el polo (r = cuando 
= tan~ l (-a/&)) esta en la grdfica de r - la cos - lb sen 0=0, una 
ecuacion de la circunferencia es 
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(2a, 0) 




r = 2a cos + 2b sen 9 
Cuando b — 0, en esta ecuacion, se tiene 

r = 2flcos $ 



Esta es una ecuaci6n polar de la circunferencia de radio | a \ unidades, tan- 
gente al eje \n y y con su centro en el eje polar o en su prolongacion. Si 
a > 0, la circunferencia estd a la derecha del polo como en la figura 1 8, y 
si a < 0, la circunferencia se encuentra a la izquierda del polo. 
Si a = en la ecuacion r = 2a cos 6 + 2 b sen 0, se tiene 

t = lb sen 

la cual es la ecuacion polar de la circunferencia de radio | b | unidades, con 
su centro sobre el eje \n o en su prolongaci6n, yes tangente al eje polar. 
Si b > 0, la circunferencia est£ por arriba del polo, y si b < 0, la circun- 
ferencia se encuentra debajo del polo. 




r - 5 cos 9 
FIGURA 19 




r - -6 sen 6 



FIGJURA 20 



W EJEMPLO 3 Dibuje la grafica de cada una de las siguientes 
ecuaciones: (a) r ~ 5 cos 0; (b) r - -6 sen 6. 

Solution 



(a) La ecuacion 



r = 5 cos 

es de la forma r -2a cos 6 con a - § . Por tanto, la graTica es una cir- 
cunferencia con centro en el punto que tiene coordenadas polares ( \ , 0) y 
es tangente al eje ~ n. La gr&fica se presenta en la figura 19. 
La ecuacion 

r = -6. sen 6 

es de la forma r - 2b sen 6 con b = -3. La grafica es una circunfe- 
rencia con centro en el punto que tiene coordenadas polares (3, f n) y 
es tangente al eje polar. La figura 20 muestra la grafica. ^ 



Resumen de ecuaciones polares de rectas 
y circunferencias 



Cay b son constants 
* C 



r se n = b 



r COS0 = 



r — 



2tf cos 9 



= 2£ sen 



Recto que contiene al polo; forma un angulo 
de C radianes con el eje polar. 
Recta paralela al eje polar; arriba del eje polar 
si b > 0; debajo del eje polar si b < 0, 
Recta paralela al eje \ % a la derecha del eje 
~k si a > 0; a la izquierda del eje \ n si 
a < G, 

Circunferencia; centra en el polo; radio C. 
Circunferencia; radio | a \ ; tangente al eje 5 *r; 
centro en el eje polar en su prolongaci6n. 
Circunferencia; radio | b | ; tangente al eje po- 
lar; centro en el eje ^ ff en su prolongacion. 



758 CAPJTULO 9 ECUACjONES PARAMJTRICAS, CURVAS PIANAS Y GRAFICAS POIARES 

Antes de discutir otras graficas polares, se estableceran los siguientes 
criterios de simetria, los cuales pueden demostrarse a partir de la definicion de 
simetria de una grafica dada en la secci6n del ap^ndice A. 2. 



Criterios de simetria 



Una grafica es 

(j) simdtrica con respecto^ al eje polar si se obtiene una ecuaci6n 
equivalente cuando (/\ 8) se sustituye por (r, -8) o (-r, x - 0); 

(IE) simctrica con respecto al eje I n si se obtiene una ecuari6n equi va- 
le nte cuando (r 3 8) se sustituye por {r t K - 0) o (-/■, -8); 

(Hi) simefcriea con respecto al polo si se obtiene una ecuaci6n equivalente 
cuando (r, 8) se sustituye por (-r, 8) o (r t n + $)* 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 



Tabic 1 



e 


r 





-t 


i* 


1 " V3 


'j* 





k* 


1 


\* 


2 


I- 


1 + V3 


K 


3 




Para la grafica de la ecuaci6n 



r = 4 cos 28 



se aplicaran los criterios de simetria con respecto al eje polar, al eje \ny 
al polo. 

Para el criterio de simetria con respecto al eje polar, se sustituye 
(r, 8) por (r, -8) y se obtiene r = 4 cos(-20), la cual es equivalente a 
r — 4 cos 28. Por tanto, la grdfica es sim6trica con respecto al eje polar. 

Para el criterio de simetria con respecto al eje \ /r, se sustituye (r, 8) 
por (r, n - 8) en la ecuacion dada y se obtiene r = 4 cos (2(/r - 8)) o, 
equivalentemente, r = 4 cos (2/r - 20), que equivale a r = 4 cos 20. Por 
tanto, la graTica es sime^trica con respecto al eje | /r. 

Para el criterio de simetria con respecto al polo, se sustituye (r, 8) 
por (-r, 0) y se obtiene -r = 4 cos 20, la cual no es equivalente a la ecua- 
ci6n dada. No obstante, tambi^n debe determinarse si el otro conjunto 
de coordenadas funciona. Al sustituir (r, 8) por (r, /r + 8) se obtiene r = 4 
cos(2 (/r + 0)) o, equivalentemente, r = 4 cos(2/r + 20), que equivale a 
r = 4 cos 20. Por tanto, la graiica es sim^trica con respecto al eje polo. 4 

Cuando se dibuja una grafica polar, a fin de determinar si contiene al 
polo se sustituye por r en la ecuaci6n y despu^s se resuelve para 0. 



► EJEMPLO 4 



Dibuje la grafica de la ecuacion 



2 cos0 



FIGURA 21 



r - 1 

Solucion Como se obtiene una ecuaci6n equivalente cuando se sustituye 
(r, 0) por (r, - 0), la grafica es simetrica con respecto al eje polar. 

Si r = 0, se obtiene cos = \, y si < < /r, entonces = \k. 
Asi, el punto (0, i/r), el polo, esta en la grafica. La tabla 1 presenta las 
coordenadas de algunos otros puntos de la graTica. A partir de estos puntos 
se dibuja la mitad de la grdfica; el resto se dibuja teniendo en cuenta su si- 
metria con respecto al eje polar. La graTica se muestra en la figura 21 . ^ 

En la figura 21, la grafica se ha dibujado en un sistema de coordena- 
das polares. En los ejercicios 51 a 60 se le pedird que dibuje algunas graTi- 
cas polares en un sistema de coordenadas polares. 

El teorema siguiente muestra como definir una graTica polar median te 
una par de ecuaciones param&ricas. 
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1-3, 3] por [-2, 2] 
r - 1 - 2 cos 6 
FIGURA 22 




(a) caracol con lazo 





^"^ 




"> 


% 


X v. 


fy^* 


5^* ff 


* 1 ! 


\ \\ 




1 < 


i \ 


St /* 




M 



= a +■ i cos - = 1 
6 




(c) caracol con hendidura 
FIGURA 23 



9,3,1 Teoremo 



La graTica de la ecuacidn polar r 
ciones param&ricas 



> f(9) estd dcfinkla por- las ecua- 



x = f[t)co$ t $ y = /(f)sen t 

Demostracion Sea (jc, y) la representacion cartesiana de un punto P 
cuya representacion polar es (r, 0). Entonces 

x — r cos 6 y y = r sen 6 
Como r = f(6), se tiene 

jc = /(0)cos y y = /(0)sen 
Al sustituir 0por r de modo que el parametro sea /, se tiene 

x =/(/)cos f y y =/(/)sen f ■ 

Las ecuaciones parametricas del teorema 9.3.1 son utilizadas por algu- 
nas computadoras y graficadoras para trazar graficas polares. Otras grafi- 
cadoras permiten trazar una grafica polar directamente de la ecuacion 
r = f(6) empleando el modo polar de la graficadora. 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 9 Para trazar la grafica del 
ejemplo 4 en la graficadora, se utilizan las ecuaciones del teorema 9.3.1, 
como/(0) = 1-2 cos 0, se consideran 

x - (1 - 2cos/)cos/ y y = (1 - 2cos0senr 

Con la graficadora en modo parametrico y de radianes, y < / < 2/r, se eli- 
ge [-3, 3] por [-2, 2] como rectangulo de inspecci6n y obteniendose la gra- 
fica mostrada en la figura 22, la cual es acorde con la curva de la figura 21.4 

La grafica polar del ejemplo 4 y del ejemplo ilustrativo 9 se deno- 
mina limacon, palabra francesa que proviene del latin Umax que significa 
caracol. Un caracol (o limacon) es la graTica de una ecuacion de la forma 

r = a ± b cos 9 o r = a ± b sen 9 

donde a > y b > 0. Existen cuatro tipos de caracoles que dependen de la 
razon ajb. 



Tipos de caracoles 



De la ©cuacidn r = a + h cos 9, donde a > y b > 0; 



h < * < l 



= 1 



Caracol con lam Vea la figura 23(a), 
Cardioide (forma de corazdnX Vea la figura 23(b). 



3. 1 < - < 2 Caracol con hendidura, Vea la figura 23(c). 

b 



4.2 <; i 
b 



Caracol convexo (sin hendidura), Vea1afigura23(d) . 



Mas adelante en esta secci<5n, cuando se estudien las rectas tangentes 
horizontales y verticales de graficas polares, sera evidente el por que los 
caracoles del tipo 3 tienen una hendidura y los del tipo 4 no. 
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(d) caracol convexo 
FIGURA 23 




[-9,9]por[-6,6J 
r = 3 + 2 sen 
FIGURA 24 




[-7.5, 7.5] par [-5, 5] 
r = 2 + 2 cos 6 
FIGURA 25 



~tD 



[-6, 6] par [-4, 4] 
r = 2 - sen 
FIGURA 26 



A partir de la ecuacion de un caracol, tambien se puede determinar su 
simetria, y la direcci6n en la que apunta. 



Simetria y direccion de un caracol 



a > Qyb > 

r - a + b cos 6 

r = a - b cos $ 
r = a + b sen B 
r = a - bsenB 



Simetria con respecto al eje polar apunta hacla 

la derecha. 

Simetria con respecto al eje polar; apunta hacia 

la izquierda. 

Simetrfa con respecto al eje | n; apunta hacia 

amba, 

Simetna con respecto al eje \n\ apunta hacta 

abajo. 



W EJEMPLO 5 Para cada uno de los caracoles siguientes, de- 
termine el tipo, su simetria y la direccion en la que apunta, ademas trace el 
caracol: (a) r = 3 + 2 sen 0; (b) r = 2 + 2 cos 0; (c) r - 2 - sen 0. 

Solucion 

(a) La ecuaci6n r - 3 + 2 sen es de la forma r - a -\- b sen con 
fit = 3 y b — 2. Como j- = r y 1 < ^ < 2, la grafica es un cara- 
col con hendidura. Es sim^trico con respecto al eje \k y apunta 
hacia arriba. Se traza la grafica en el rectangulo de inspeccion de 
[-9, 9] por [-6, 6] y se obtiene el caracol de la figura 24. 

(b) La ecuacion r = 2 + 2 cos es de la forma r = a + b cos con 

a = 2 y b = 2. Como | = 1, la grafica es una cardioide. Es si- 

metrica con respecto al eje polar y apunta hacia la derecha. Se traza 
la cardioide en el rectangulo de inspeccion de [-7.5, 7.5] por [-5, 5] 
como se muestra en la figura 25. 

(c) La ecuaci6n r = 2 - sen es de la forma r = a - b sen con a — 2 

y b = 1. Como | = 2, la graTica es un caracol convexo. Es sim&rico 

con respecto al eje ~k y apunta hacia abajo. La graTica se presenta en 
la figura 26. A 

La grafica de una ecuacion de la forma 
r = a cos nB o r = a sen nB 
es una rosa, que tiene n hojas si n es impar y 2n hojas si n es par. 



► EJEMPLO 6 



r = 4 cos 20 



Describa y trace la ecuacion 



Solucion La ecuacion es de la forma r = a cos n0, donde n es igual 
a 2. Como n es par, entonces la grafica es una rosa de cuatro hojas. La lon- 
gitud de cada hoja es 4. En el ejemplo ilustrativo 8, se demostro que la gra- 
fica es simdtrica con respecto al eje polar, al eje | n y al polo. La grafica 
contiene al polo debido a que cuando r = se tiene 
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cos 20 = 
de donde se obtiene, para < 6 < 2k, 



6 = 



B^ in 



0= \n 



e 



Se traza la grafica en el rectangulo de inspection de [-7.5, 7.5] por 
[-5, 5] como se muestra en la figura 27. La grafica concuerda con la des- 
cription. A 

Observe que si en la ecuacion para una rosa se toma n = 1 , resulta 

r - a cos 6 o r = a sen 6 

las cuales son ecuaciones de una circunferencia. Por tanto, una circunfe- 
rencia puede considerarse como una rosa de una hoja. 

Otras grdficas polares que a menudo se presentan son las espirales 
(consulte los ejercicios 37 a 40) y las lemniscatas (vea los ejercicios 41 a 
44). La grafica del ejemplo siguiente se denomina espiral de Arquimedes. 



EJEMPLO 7 

r = 6 :> 



Describa y trace la ecuacion 



Solution Observe primero que la grafica no es sim^trica con respecto 
a los ejes ni respecto al polo, Ademas, conforme 6 crece, tambien lo hace r. 
Cuando r = 0, 9 = 0; de modo que el polo est£ en la grdfica. Cuando 
6 = nn, donde n es cualquier numero entero, la grafica intersecta al eje 
polar o a su prolongaci6n, y cuando 6 = \nn, donde n es cualquier nu- 
mero entero impar, la grdfica intersecta al eje Uoasu prolongaci6n. Se 
traza la grdfica en el rectangulo de inspecci6n de [-42, 42] por [-28, 28], 
como se muestra en la figura 28, la cual concuerda con la descripci6n. 4 

Una formula para determinar la pendiente de una recta tangente a una 
grafica polar la proporciona el teorema siguiente. 



9,3,2 Teorema 



Si m es la pendiente de la recta tangente a la grlfica de r == f(B) en el 
punto fa 6), entonces ij 

sen ^ + r cos $ 

„ _ Ov 

dr 

cos 8 -rz - r sen 6 

Demostracion Del teorema 9.3.1, la grafica de r = f(0) esta definida 
por las ecuaciones parametricas 

x = /(0)cos y y = /(0)sen 

en donde 0es el pardmetro. De la f6rmula (4) de la seccion 9.1, se tiene 

dy 
dy = d9 
dx dx 

d9 

/'(fl) sen e + /(g) cos e 
f'(9) cos e + /(0)(-sen 0) 
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Al sustituir dyjdx por m,/(0) por r yf'(O) por drjdO, se obtiene 

sen -~ + r cos 6 
M _ du 



cos 



fa- 
de 



r sen 



La formula del teorema 9.3.2 puede emplearse para determinar donde 
una grafica polar tiene rectas tangentes horizontales y verticales. Esta infor- 
macion es util cuando se dibujan graficas polares. El procedimiento se mues- 
tra al aplicarlo, a dos de los caracoles del ejemplo 5, en el siguiente ejemplo 
ilustrativo y en el proximo ejemplo. 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 10 El caracol del ejemplo 5(c) 
tiene la ecuacion 

r = 2 - sen 

Con este valor de r y drjdO = -cos 0, por el teorema 9.3.2, se tiene 



sen 


0(-cos 0) 


+ (2- 


sen 6) cos 6 




cos 


0(-cos 0) 


-(2- 


sen 6) sen 6 




-sen cos -4 


■ 2 cos 


6 - sen 6 cos 







-cos 2 - 


2 sen 


+ sen 2 e 






2 cos - 


■ 2 sen 


0COS0 





~(1 - sen 2 0) - 2 sen + sen 2 



2 cos 0(1 - sen 0) 
2 sen 2 - 2 sen - 1 



(4) 



Las rectas tangentes horizontales de este caracol ocurren cuando m — 0. 
Asi, se iguala a cero el numerador de (4) y se resuelve para 0. 




2 cos 0(1 - sen0) = 
cos = 1 



0= \K 



e = Ik 



sen = 

sen = 1 



Por tanto, la curva tiene una recta tangente horizontal en los puntos (1, \n) 
y (3, |te). Las rectas tangentes verticales ocurren cuando el denominador 
de (4) es cero y el numerador es diferente de cero. Al resolver la ecuacion 
que resulta se obtiene 

2 sen 2 - 2 sen - 1 =0 



sen = 



-b ± Vfe 2 - 4ac 
2a 

2± V4 + 8 



sen0 = 1.3660 
no hay solucion 



sen = -0.3660 
6 = 3.51 6 - 5.91 



En consecuencia, la curva tiene una recta tangente vertical en los puntos que 
tienen coordenadas polares (2.37, 3.51) y (2.37, 5.91). La figura 29 muestra 
el caracol y las rectas tangentes horizontales y verticales. A 
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W BJEMPLO 8 Determine los puntos en los que el caracol del 
ejemplo 5(a) tiene rectas tangentes horizontales y verticales. Dibuje la graTica 
y muestre sus rectas tangentes. 

Sol UC ion El caracol tiene la ecuacion 

r = 3 + 2 sen 

Con este valor de r y dr/dO = 2 cos 0, por el teorema 9.3.2, se tiene 
sen 0(2 cos 0) + (3 + 2 sen 0) cos * 



cos 9(2 cos 


9) 


- (3 + 2 


sen 0) sen 




2 


sen 9 cos 


9 + 


3 cos 9 


+ 2 sen cos 


9 




2 cos 2 


- 


3 sen 


- 2 sen 2 






4 sen 


9 cos + 3 


cos 




2 


- 2 sen 2 


- 


3 sen 9 


- 2 sen 2 9 






cos 0(4 


sen 


+ 3) 







4 sen 2 + 3 sen - 2 



(5) 



A fin de determinar las rectas tangentes horizontales se iguala el numerador 
de (5) a cero. Al resolver para 9 se tiene 



cos 0(4 sen 9 + 3) = 
cos =0 



9 = \n 



9 



4 sen 9 + 3 = 
sen0 = -\ 

4 

9 « 3.99 9 « 5.44 



De este modo, la curva tiene una recta tangente horizontal en los puntos 
(5, i»),(l, !»),(§, 3.99) y( |,5.44). 

Las rectas tangentes verticales se determinan al igualar a cero el de- 
nominador de (5). Al resolver la ecuacidn resultante se ob tiene 

4 sen 2 + 3 sen 0-2 = 




r = 3 + 2 sen 6 
FIGURA 30 







sen = 


-b + V£ 2 - Aac 
2a 






= 


-3 + V41 
8 




sen 9 = 


= 0.4254 


sen0 - -1.1754 


9 = 


* 0.44 


- 2.70 


no hay soluci6n 



Por tanto, la curva tiene una recta tangente vertical en los puntos de coorde- 
nadas polares (3.85, 0.44) y (3.85, 2.70). 

La figura 30 muestra el caracol y las rectas tangentes horizontales y 
verticales. A 

Observe en la figura 30 que el caracol tiene una hendidura. Este hecho 
se manifiesta debido a las cuatro rectas tangentes horizontales. El caracol 
de la figura 29 no tiene hendidura; solo tiene dos rectas tangentes hori- 
zontales. 
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EJERCICIOS 9.3 



En los ejercicios 1 a 4, ubique los puntos que tienen el con- 
junto dado de coordenadas polares. 



1. (a) (3, ±tt) 
(d) (4, §7T) 

2. (a) (4, I n) 
(d) (2, In) 

3. (a) (1,-iw) 
(d) (-3, \n) 

4. (a) (5,-§tt) 
(d) (-2, |w) 



(b) (2,.fw) 

(e) (5, U*) 

(b) (3, \n) 

(e) (5, \n) 

(b) (3,-§tt) 

(e) (-2-i/r) 

(b) (2, -In) 

(e) (-4,-fw) 



(c) (Un) 



(c) (1, Jw) 



(c) (-1, ±*) 



(c) (-5, |/r) 



16. (a) = -3 

17. (a) r cos = 4 

18. (a) r sen = 2 

19. (a) r sen = -4 

20. (a) r cos = -5 



(b) r = -3 

(b) r = 4 cos 

(b) r = 2 sen 

(b) r = -4 sen 

(b) r = -5 cos 



£n /os ejercicios 21 a 30, determine el tipo de caracol, su sime- 
tria y la direccion en la que apunta. Trace el caracol. 



En los ejercicios 5 y 6, obtenga las coordenadas cartesia- 
nas rectangulares de los puntos cuyas coordenadas polares se 
indican. 



21. r = 4(1 - cos0) 

23. r = 2(1 + sen0) 

25. r = 2 - 3 sen 

27. r = 3 - 2 cos 

29. t = 4 + 2 sen 



22. r = 3(1 - sen0) 

24. r = 3(1 + cos0) 

26. r = 4 - 3 sen 

28. r = 3 - 4 cos 

30. r = 6 + 2 cos 



En los ejercicios 31 a 50, describa y trace la grdfica de la 
ecuacidn. 



5. (a) (3,*) 
(c) (-4, \n) 



6. (a) (-2,-iw) 
(c) {2, -\n) 



(b) (V2,-|w) 

(d) H,-|w) 

(b) (-1, ±?r) 

(d) (2, |/r) 



31. r = 2 sen 30 
33. r = 2 cos 40 
35. r = 4 sen 20 



32. r = 4 sen 50 
34. r = 3 cos 20 
36. r = 3 cos 30 



£* Jos ejercicios 7 y 8, obtenga un conjunto de coordenadas 
polares de los puntos cuyas coordenadas cartesianas rectan- 
gulares se proporcionan. Considere r > y < < 2?r. 



37. r = e e (espiral logaritmica) 

38. r = e 0f3 (espiral logaritmica) 

39. r = ^ (espiral reciproca) 

40. r = 20 (espiral de Arquimedes) 

41. r 2 = 9 sen 20(lemniscata) 



7. (a) (1,-1) 

(c) (2,2) 

8. (a) (3,-3) 
(c) (0,-2) 



(b) (-V3.1) 

(d) (-5,0) 

(b) (-1, V3) 

(d) (-2.-2V3) 



42. r 2 



16 cos 20 (lemniscata) 



En los ejercicios 9 a 12, obtenga una ecuacidn cartesiana de la 
grdfica que tiene la ecuacidn polar indicaaa. 



9. 


(a) 


r 2 = 2 sen 20 


(b) r 2 ^ cos 


10. 


(a) 


r 2 cos 20 = 10 


(b) r 2 = 4 cos 20 


11. 


(a) 


rcos = -1 


^ r - 6 


2 - 3 sen 


12. 


(a) 


r = 2 sen 30 


(Yh r - ^ 


3 - 2 cos 



En los ejercicios 13 a 20, dibuje la grdfica de la ecuacidn. 



13. (a) - \n 

14. (a) 0= \n 

15. (a) 0=2 



(b) r = in 



(b) r = | 
(b) r = 2 



43. r 2 = -25 cos 20 (lemniscata) 

44. r 2 = -4 sen 20 (lemniscata) 

45. r = 2 sen tan 0(cisoide) 

46. r 2 = 80 (espiral de Fermat) 

47. r - 2 sec - 1 (concoide de Nicomedes) 

48. r = 2 esc + 3 (concoide de Nicdmedes) 

49. r = | sen 20 | 50. r = 2 |cos0| 

51. Las grdficas polares pueden dibujarse en papel polar en el 
que utiliza un sistema de coordenadas polares como se 
muestra en la figura 21. Construya un sistema de estos con 
regla, compas y transportador. En este sistema dibuje la 
grafica de r = I + 4 sen 

52. Siga las instrucciones del ejercicio 51 para la grafica de 

r = 2 + cos 

En los ejercicios 53 a 60, determine los puntos en los que la 
grdfica tiene rectas tangentes horizontales y verticales. Dibu- 
je la grdfica y muestre sus rectas tangentes. Para los dibujos 
puede emplear un sistema de coordenadas polares tal como el 
sugerido en el ejercicio 51. 
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53. r = 4 + 3 sen 6 

55. r - 4 - 2 cos 6 

57. r = cos 20 

59. r 2 = 4 sen 20 



54. r = 2 + cos 6 

56. r = 3 - 2 sen 

58. r = 2 sen 30 

60. r 2 = 9 cos 20 



En los ejercicios 61 a 64, trace las grdficas de las dos ecuacio- 
nes en el mismo rectdngulo de inspection. Despues utilice los 
procedimientos intersection (intersect), o rastreo y aumento 
(trace y zoom-in), para aproximar a dos digitos significativos 
las coordenadas cartesianas rectangulares de los puntos de 
intersection de las grdficas. En la section 9A se estudia un 
metodo ahalitico para obtener los puntos de intersection de 
grdficas polares. 



61. 



63. 



65. 



r = 3 

r = 2(1 + cos 6) 
r = 2 sen 36 
r = 4 sen 6 



62. 



64. 



r - 2 cos 6 

r - 2 sen 6 

r - 2 cos 26 

r - 2 sen 6 



Explique por que" existe una correspondencia uno-a-uno 
entre la posicion de un punto en el piano y sus coordenadas 
cartesianas rectangulares, pero no existe dicha correspon- 
dencia para las coordenadas polares del punto. En su 
explicaci6n muestre dos puntos como ejemplos: uno en el 
primer cuadrante y el otro en segundo cuadrante. 
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PARA GRAFICAS POLARES 



La formula del teorema 9.2.3 para la longitud de arco L de una curva C, 
cuyas ecuaciones parametricas son x = /(f) y y = g(t), desde el punto 
(f(al g(a)) al punto (/(«, g(b)) es 



Ja 



(Ol 2 + [s'(0] 2 dt 



donde/' y g' son continuas en el intervalo cerrado [a, b\. Al sustituir f'(t) 
por dxjdt y g'(t) por dy/dt, esta f6rmula se transforma en 



-f.MN§ 



'dt 



(1) 



Suponga que se desea obtener la longitud de arco de una curva C cuya 
ecuacion polar es r = F(8). Si (x, y) es la representacion cartesiana de un 
punto P de C y (r, 6)es una representacion polar de P, entonces del teorema 
9.3.1, las ecuaciones parametricas de C, donde 0es el pardmetro, son 



x = F(0)cos 8 y y = F(0)sen 8 



(2) 



Por tanto, si F' es continua en el intervalo cerrado [a, j3], la fdrmula para la 
longitud de arco de C se obtiene a partir de (1) considerando f = 0, de 
modo que 



= f!iMI 



d6 



De las ecuaciones parametricas (2), 

^ = F'(0)cos - F(0)sen 
du 

De donde, 

2 



(3) 



4z = F'(0)sen + F(0)cos 
au 



\d§) + \a%) = ( F '(^ cos 6 ~ F (G) sen e ) 2 + (^'(0)sen + F(0)cos 0) 2 
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El miembro derecho de esta ecuaci6n puede simplificarse de manera que 

\2 , dy \2 



^ + f * 

ae) ue 



[F\6)] 2 + [F(6)] 2 



(4) 



En el ejercicio 50 se le pedir£ que verifique esta ecuaci6n. Al sustituir de (4) 
en (3) y reemplazar F'(0) por drjdO y F(6) por r, se obtiene la formula si- 
guiente para la longitud de arco de una gr&fica polar: 




r = 2(1 + cos 0) 
FIGURA 1 



■1'^ 



+ r 2 <tt 



(5) 



► EJEMPLO I 

r = 2(1 + cos 6). 



Calcule la longitud de arco de la cardioide 



Solution La cardioide se muestra en la figura 1. Para calcular la longi- 
tud de la curva completa se permite que 6 tome los valores de a 2 n o 
puede emplearse la simetria de la curva y obtenerse la mitad de la longitud 
considerando que 6 toma los valores de a n. 

dr 



Como r 
de a K y multiplicar por 2 se tiene 



2(1 + cos 0), -T£ - -2 sen 6. Al sustituir en (5), integrar 



JO 



-2sen0) 2 + 4(1 + cos 0) 2 dO 



Jo 



Vsen 2 6 + 1 + 2 cos + cos 2 dQ 



Jo 



= 4V2 I Vi + cos Ode 

Jo 



A fin de evaluar esta integral, se utiliza la identidad cos 2 ~9 — 
±(1 + cos 0), de modo que Vl + cos = *J2\cos~d\. Pue sto/que < 
< «; < \6 < \k\ entonces cos \6 > 0. Por tanto, Vl + cos = 

4l cos \6. Asi, 



Jo 



L = 4V2 V2cos ifldft 
Jo 



= 16 sen ifi 



= 16 



Como sucedio con las formulas anteriores para la longitud de arco, la 
formula para la longitud de arco de una graTica polar conduce, la mayorfa 
de las veces, a una integral definida dificil o imposible de evaluar me- 
diante el segundo teorema fundamental del Calculo. Sin embargo, la grafi- 
cadora proporciona un valor aproximado, como se muestra en el siguiente 
ejemplo. 
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[-6, 6] por [-4, 4] 
r = 2 - sen 9 

FIGURA 2 



e=p 




FIGURA 3 



e=p 




W CJEMPLO 2 Obtenga la longitud de arco del caracol 

r = 2 - sen 

Sol UC ion Este caracol se traz6 en el ejemplo 5(c) de la section 9.3. La 
figura 2 muestra su grlfica. De (5), 

*2tt 



>2k 



J»2n , 

Vcos 2 + (2 - sen B) 1 d$ 
Jo 

[ 2 * 

Vcos 2 $ + 4 - 4 sen 6 + sen 2 $ d$ 
JO 

-r 

Jo 



FIGURA 4 



V5 - 4 sen d0 

En la graficadora se obtiene 

NINT(V5 - 4 sen 0,0, In) = 13.36489322 

De modo que, con cinco digitos significativos, la longitud del caracol es 
13.365. < 

A continuacion se desarrollara un metodo para calcular el area de una 
regi6n acotada por dos rectas que pasan por el polo, y una graTica polar. 

Sea /una funci6n continua y no negativa en el intervalo cerrado [a, /?]. 
Sea ^? la region limitada por la curva cuya ecuaci6n es r = f(6) y por las 
rectas 6 = a y = /?. La region R es la region AOB mostrada en la figura 3. 

Considere una partici6n A de [a, p] definida por 

a = 6q < 6 { < 02 < . . . < 0,-_i < Qi < - . . < n -i < n = P 

De este modo se tienen n subintervalos de la forma [0j_i, 0/], i = 1, 
2, , . . , n. Sea w,- un valor de en el /-esimo subintervalo [0,-_i, 0,]. Vea la 
figura 4, donde el /-esimo subintervalo se muestra junto con = w t . La me- 
dida en radianes del angulo entre las rectas = 0,_] y = 6 t se denota 
por A;0. El numero de unidades cuadradas del area del sector circular de 
radio /(w,) unidades y angulo central de medida A^0 radianes esta dada por 

j[/(w,)] 2 A,-0 # 

Existe un sector circular como este para cada uno de los n subinterva- 
los. La suma de las medidas de las areas de estos n sectores circulares es 

iU(y»x)} 2 W + ^/(w2)] 2 A 2 e + ... + {[ffrdfty + ... + ^/K)] 2 A n 
la cual puede expresarse, empleando la notaci6n sigma, como 

Xi[/(vt>.)] 2 A,-0 (3) 

Sea || A || la norma de la particion A;.esto es, || A || es la medida del 
mds grande A,-0. Entonces, si A unidades cuadradas es el area de la region tf, A 
es el If mite de la suma de Riemann (6) cuando || A || tiende a 0, el cual es 
una integral definida como se establece en el teorema siguiente. 
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9.4.1 Teorema 



Sea R la region limitada por las rectas $ = ay $ = jSyla curva cuya 
ecuacitfn es r = f{0\ donde/es continua y no negatiVa en el inter- 
valo cerrado [a* j3]. Emonces. si A unidades cuadradas es el area de la 
region R t 



IUI-* B M * 



W EJEMPLO 3 Calcule el area de la region limitada por la car- 
dioide del ejemplo 1 : r = 2 + 2 cos 9. 

Solution La region junto con un elemento de area se muestra en la figu- 
ra 5. Como la gr&fica es sim6trica con respecto al eje polar, se consideran 
los limites para 9 de a K, que determinan el area de la region acotada por 
la curva que se encuentra arriba del eje polar. Despu^s, el area de la region 
completa se obtiene al multiplicar esa area por 2. Asi, si A unidades cuadra- 
das es el &rea requerida, entonces 



A = 2 lim Y 1(2 + 2cosh>;) 2 A;0 

Nl->o fri 2 

= 2 |(2 + 2 cos 9) 2 d9 
Jo 

= 4 (1 + 2cos0 + cos 2 9) d9 
Jo 

= 4[0 + 2 sen 6 + \Q + ±sen 2d\ 

= 4(k + + |ff + - 0) 
= 6k 




Ahora considere la region acotada por las rectas 6 = ay 6 = /J y las 
dos curvas cuyas ecuaciones son r = f(6) y r = g(0), donde f y g son 
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FIGURA 6 



continuas en el intervalo cerrado [a, p] y f{6) > g{6) en [a, p], Vea 
la figura 6. Se desea calcular el area de esta regi6n. Para este fin, se conside- 
ra una partition del intervalo [a, p] con Wj como valor de en el /-esimo 
subintervalo [0,-_i, 6i\. La medida del area de un elemento es la diferencia de 
las medidas de las areas de los sectores circulares: 

i[/K)] 2 A;0 ~ ±[£K)] 2 A;0 = I([/( Wj .)] 2 " [giw^Afi 

La suma de las medidas de las areas de los n elementos esta dada por 

lini t|[(/K)] 2 - [sK)] 2 )^ 

Nl-o fn 2 

En consecuencia, si A unidades cuadradas es el area deseada de la region, se 
tiene 



Como/y g son continuas en [a, p], tambien lo es/ - g; por tanto, el limite 
existe y es igual a una integral definida. Asi, 






P" EJEMPLO 4 Calcule el area de la region dentro de la circunfe- 

rencia r = 3 sen 8 y fuera del caracol r = 2 - sen 6. 

Solution Primero se determinan los puntos de intersection de las dos 
curvas. Al igualar los miembros derechos de las dos ecuaciones, se tiene 

3 sen = 2 - sen 



seri0 = 



= \n 



e 



i* 



En la figura 7 se muestra la curva y la region junto con un elemento de area. 

(#(w,), w t ) 




f($) = 3 sen 9 
g(6) =2- sen 

FIGURA 7 



' = g(fl) 
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Si se considera/(0) = 3 sen y g(6) = 2 - sen 6, entonces laecua- 
cion de la circunferencia es r = /(0) y la ecuacitfn del caracol es r = g(6). 

En lugar de tomar los limites de ± it a | it se empleara.la propiedad de 
simetria con respecto al eje \ it, por lo que se consideraran los limites de £ 7ra 
£ 7r, y luego se multiplicara por 2. Entonces, si A unidades cuadradas es el 
area de la regi6n dada, 

a = 2 „ ¥> i j(i/< w .-)] 2 - tewftw 



= 2 



rn\2 
Jff/6 



Z J*/6 



(U(e)V- [g(e)V)de 



[9 sen 2 6 - (2 - sen0) 2 ] 40 



r*/2 r*/2 r 

= 8 sen 2 0d0 +4 sen 0d0 - 4 
Jff/6 A/6 Ja 

f*' 2 r i 

= 4 (1 - cos20) d6 + -4cos0 - 40 

J^/6 L J 



Kjl 

4i <*e 

»/2 



1*/2 



40 



2 sen 20 - 4 cos 6 - 40 ^ 

Jff/6 



- -2 sen 20-4 cos 



*/2 



Jff/6 

= (-2 sen it - 4 cos {it) - (-2 sen |/r - 4 cos | /r) 

= 2- ^V3 + 4- 1V3 

= 3V3 « 

En el ejemplo anterior, se determinaron los puntos de intersection de las 
dos graTicas polares al resolver las dos ecuaciones simult&ieamente. Este 
procedimiento no siempre proporciona todos los puntos de interseccitfn, 
como ocurre cuando se trata con ecuaciones en coordenadas cartesianas. 
Debido a que un punto tiene un nilmero ilimitado de conjuntos de coorde- 
nadas polares, es posible tener, como interseccitfn de dos gr£ficas polares, 
un punto para el cual no haya un solo par de coordenadas polares que satis- 
faga las dos ecuaciones. Esta situaci6n se muestra en el ejemplo ilustrati- 
vo siguiente. 




[-3, 3] por [-2, 2] 

2 - sen 26 y r = 1 

FIGURA 8 



[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 8 muestra las grd- 
ficas de la rosa de cuatro hojas r = 2 sen 20 y de la circunferencia r = 1, 
trazadas en el mismo rect&ngulo de inspeccitfn de [-3, 3] por [-2, 2]. Observe 
que las graficas se intersectan en ocho puntos. 

Al resolver las dos ecuaciones simult£neamente se tiene 

2 sen 20 = 1 
sen 20 = \ 

En consecuencia, 



20 = i* 

e = ;U 



20 = §w 
e = ±n 



20 = ?j 

a - 13, 



20 = >{* 
6= %n 
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Por tanto, se han obtenido cuatro puntos de intersection: (1, ^/r), (1, ^tu), 
(1, ~tt) y (1, j|;r). Los otros cuatro puntos se obtienen al considerar otra 
forma de la ecuacion de la circunferencia r = 1 ; esto es, se toma la ecua- 
cion r - -1, la cual es una ecuaci6n de misma circunferencia. Si se resuel- 
ve esta ecuacion simultaneamente con la ecuacion de la rosa de cuatro hojas, 
se tiene 

sen 20 = -{ 

Entonces resulta 



20 = 

= 



20 = n* 
= £x 



20 = 
= 



20 = 
= 



De esta forma se obtienen los puntos: (-1, ^tt), (-1, \^7t), (-1, x ~k) y 
(-1, fiTt). Incidentalmente, (-1, ~-k) tambien puede expresarse como 
(1, }f ;r), (-1, ~^) puede escribirse como (1, tj^X (-1, Jf^) puede expre- 
sarse como ( 1 , ^ n) y (- 1 , H n) puede escribirse como ( 1 , \^ n). 

La figura 9 muestra las dos graficas dibujadas en un sistema de coor- 
denadas polares, donde los ocho puntos de intersection se han indicado 
mediante sus coordenadas polares. A 



H,s» 



(i. S*> 




r = 2 sen 20 y r = \ 
FIGURA 9 



Si traza las dos graficas del ejemplo ilustrativo anterior en el modo si- 
multaneo de la graficadora, observara que el segundo grupo de cuatro pun- 
tos no se obtienen al mismo tiempo debido a que las dos graficas no tienen 
el mismo valor de para estos puntos. 

Al trazar dos graTicas polares se indicard el mimero de puntos de in- 
tersection, las coordenadas polares de estos puntos no siempre se obtienen 
facilmente mediante los procedimientos de rastreo y aumento {trace y 
zoom-in) de la graficadora. Sin embargo, se tiene un metodo general para 
determinar los puntos de intersection analfticamente. El metodo esta basado 
en el hecho de que si una ecuacion de una graTica polar es r = f(0), enton- 
ces la misma curva esta determinada por 
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H) n r =/(^+ nx) 
donde n es cualquier numero entero. 



(7) 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Considere las graiicas del 
ejemplo ilustrativo 1. La grafica de la ecuacion r = 2 sen 20 tambi6n tiene 
la ecuacion (tomando n = 1 en (7)) 

(-l)r = 2 sen 2(0 + n) « -r = 2 sen 20 

Si se considera n = 2 en (7), la grdfica de r = 2 sen 20 tambien tiene la 
ecuacion 

(-l) 2 r = 2 sen 2(0 + 2tt) « r = 2 sen 20 

la cual es la misma que la ecuacion original. Al tomar cualquier otro nume- 
ro entero n, se obtiene r = 2 sen 20 o r = -2 sen 20. La graTica de la 
ecuacion r = 1 tambi6n tiene la ecuacion, tomando n = 1 en (7), r = -l.Si 
se consideran otros valores enteros de n en (7), aplicada a la ecuaci6n 
r = 1, proporcionan r = 1 o r = -1. 4 

Otra observaci6n necesaria acerca de las intersecciones es la siguien- 
te. Como (0, 0) representa el polo para cualquier 0, se puede determinar si 
el polo es un punto de interseccion considerando r = en cada ecuacion 
y resolviendo para 0. 



9=9; 



9=W; 



i a 9=9_ 




Metodo general para determiner todos los puntos 
de intersection de las grdficas polares de las 

ecuaciones r f(=-) y r g{u) 



1. Utilice (7) para determinar todas las distintas ecuaciones de las 
grificas: 



r = ff j(0), r m g 2 ($\ r = £ 3 (0}, . . ■ 



(9) 



FIGURA 10 



2. Resuelva cada una de las ecuaciones (8) simultaneamente con cada 
una de las ecuaciones (9), 

3. Vc nil que si el polo es un punto de interseccion considerando r t - 
en cada ecuacion, de modo que 

f(#) = y 8(B) = 

Si cada una de estas ecuaciones tiene solution para 0, no necesaria- 
mente la misma, entonces el polo pertenece a las dos graiicas/ -> 



W EJEMPLO 5 Calcule el area de la region dentro de la rosa de 
cuatro hojas r - 2 sen 20 y fuera de la circunferencia r = 1 . 

Solucion En el ejemplo ilustrativo 1, se determinaron los ocho puntos 
de intersecci6n de las dos graTicas y se dibujaron en la figura 9. A partir de la 
figura observe que, debido a la simetrfa, un cuarto del area requerida se 
obtiene considerando los limites para de -~7r 2l ~^k, Esta regi6n y un 
elemento de area se muestran en la figura 10. Asi, si A unidades cuadradas 
es el area requerida, entonces 
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A = 4 Ji m XU(2 sen 2^)2 - ±(l) 2 ]A,6l 

= 4- i (4 sen 2 20 - l)</0 

'Ja/12 

Ja/i 



■W2 
' 5«/12 

JtfYl 
• 5«/12 



(2 - 2 cos 40 - l)</0 



(1 - 2cos40)<f0 



-W2 



-,5?r/12 
Jff/12 



= 2 -4 sen 40 
L J?i 

= 2 f ^ 7T - j sen ^ 7T - ^ w + ^ sen ^ /r] 
- 2[^- J(-iV3) + ±<±V3)] 



EJERCICIOS 9.4 



£n las ejercicios 1 a 4, utilice lafdrmula de la longitud de arco 
para determinar la longitud de la circunferencia que tiene la 
ecuacion polar dada. 



1. r = 5 cos 9 

3. r = a, a > 



2. r = 4 sen 9 

4. r = a sen ft a > 



En los ejercicios 5 a 12, calcule la longitud de arco exacta de 
la grdfica polar indicada. 

5. La curva completa r = 4 + 4 cos 9 

6. La curva completa r ~ 1 - sen 9 

7. La curva completa r = 3 cos 2 1 

8. r = 3ft de0 = a 9 = 27T 

9. r = e 2e \fe9 = a e = 4 

10. r = 3e 2 ;dee = a 9 = n 

11. r = 2 sen 3 Aftdee=0ae=67T 

12. r = sen 2 iftdee=Oae = in 

En los ejercicios 13 a 20, utilice NINT en la graficadora para 
obtener un valor aproximado a cuatro digitos significativos de 
la longitud de arco de la grdfica polar dada. 

13. El caracol r = 3 + cos 9. 

14. El caracol r = 3 - 2 sen 9. 

15. El lazo del caracol r = 2 - 3 sen e. 

16. El lazo del caracol r = 1 + 2 cos ft 

17. Una hoja de la rosa r = 2 sen 3ft 



18. Una hoja de la rosa r - 3 cos 4e 

19. La lemniscata r 2 - 25 cos 2 9 

20. La lemniscata r 2 = 4 sen 2 9 

En los ejercicios 21 a 26, calcule el area exacta de la region 
limitada por la grdfica de ecuacion . 



22. r 



sen e 



24. r = 4 sen 2 1 9 
26. r = 4 sen 2 ecose 



21. r = 3 cos e 

23. r = 4cos3e 

25. r 2 = 4 sen 2e 

27. Obtenga el area de la region acotada por la graTica de la 
ecuacion r = 9 desde 9 = hasta 9 = | n. 

28. Calcule el area de la regi6n limitada por la graTica de la 
ecuacitfn r - e e y las rectas 9 = y 9 = 1 . 

En los ejercicios 29 a 32, determine el area de la region aco- 
tada por un lazo de la grdfica de la ecuacion. 



29 r = 3 cos 2e 
31. r = 1 + 3 sen e 



30. r = 4(1 - 2 cose) 
32. r = 4 sen 3 9 



En los ejercicios 33 a 36, calcule el drea de la interseccidn de 
las regiones limitadas por las grdficas de las dos ecuaciones. 



33. 



35. 



r = 2 

r = 3 - 2 cos e 

r = 3 sen 2e 
r = 3 cos 2e 



34. 



36. 



r = 4 sen e 

r = 4 cos e 

r 2 = 2cos2e 

r = 1 



774 CAPJTULO 9 ECUACIONES PARAMETRICAS, CURVAS PtANAS Y GRAFICAS POLARES 



En los ejercicios 37 a 40, obtenga el area exacta de la region 
dentro de la grdfica de la primera ecuacion y fuera de la grd~ 
fica de la segunda ecuacion. 



37. 



39. 



41. 



42. 



43. 



44. 



!r = 3 
I r = 3(1 



cos 0) 



r - 2 sen 

k r = sen + cos 



38. 



40. 



" 2 = 4 sen 20 

r = V2 

r = 4 sen 

r = 2 



(a) Determine las coordenadas de todos los puntos de in- 
tersection del caracol r - 1 + 4 cos y la circunfe- 
rencia r = I. 

(b) Calcule el area de la regi6n dentro del lazo del caracol 
y fuera de la circunferencia. 

(a) Determine las coordenadas de todos los puntos de in- 
tersection del caracol r = 1 - 3 sen y la circunfe- 
rencia r — 1. 

(b) Calcule el area de la regi6n dentro del lazo del caracol 
y fuera de la circunferencia. 

(a)Determine las coordenadas de todos los puntos de in- 
tersection de la rosa r = 4 cos 20 y la circunferencia 
r = 2. 

(b) Calcule el area de la regi6n dentro de la rosa y fuera de 
la circunferencia. 

(a) Determine las coordenadas de todos los puntos de in- 
tersection de la rosa r = 2 sen 20 y la circunferencia 
r - 2 sen 0. 



(b) Calcule el area de la regi6n dentro de la rosa y fuera de 
la circunferencia. 

45. La cara principal de una corbata de mono corresponde a la 
regi6n acotada por la grdfica de la ecuaci6n r 2 - 4 cos 20. 
^Cuanto material se requiere para cubrir dicha cara? 

46. Determine el valor de a para el cual el area de la region li- 
mitada por la cardioide r = a(\ - cos 0) es 9k unidades 
cuadradas. 

47. Calcule el area de la region barrida por el radio vector de 
la' espiral r = a0 durante su segunda revolution y que 
no lo fue durante su primera revolution. 

48. Obtenga el area de la regi6n barrida por el radio vector de 
la espiral del ejercicio 47 durante su tercera revoluci6n y 
que no lo fue durante su segunda revolution. 

49. Determine el area de la regi6n dentro de la cardioide 
r - a{\ + cos 0) y que se encuentra fuera de la circun- 
ferencia r = 2 a cos 0. 

50. Verifique la ecuacion (4). 

51. Suponga que un companero de clases calcula el area de la 
region del ejercicio 49 como 



Jo 



[(I + cos0) 2 - 4cos 2 0]d0 



^Como explicaria el error de su companero? 



9.5 TRATAMIENTO UNIFICADO DE LAS SEGCIONES CONICAS 
Y ECUACIONES POLARES DE LAS CONICAS 



Tal vez estudio las c6nicas en un curso de matematicas previas al Calculo 
donde cada una de los tres tipos de conicas se definio en forma separada. Para 
una revision o primer contacto con esa forma de estudiar las conicas, refie- 
rase a las secciones del apendice A. 4 a A. 8 Un enfoque alternative de es- 
tudio consiste en tniciar con una definition que proporcione una propiedad 
comiin de las c6nicas y despues presentar cada una de las conicas como 
caso especial de la definicion general. Esta definici6n se establece en el 
siguiente teorema. La constante positiva e del enunciado del teorema se 
denomina excentricidad de la c6nica. 



9.5. T Teorema 



Una seccion ctfnica puede definirse como el conjunto de todos los pun- 
tos P del piano tales que la razon de la distancia no dirigida de P a un 
pun to fljo a la distancia no dirigida de P a una recta fija, la cual no c oti- 
tic ne al punto fijo> es una constante positiva e. Ademds, si e - 1, la 
cdnica es una paribola: si < e < 1, es una elipse; y si e > l t es 
una hiperbola. 




P(r,9) 



eje polar 



FIGURA 1 
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Demostracion Si e = I, se observa al compara la dfinicion de una 
par&bola como conjunto de puntos que equidistan de un foco y una directriz 
(definition A.4.1) con el enunciado de este teorema, que el conjunto es 
una pardbola que tiene el punto fijo como su foco y la recta fija como su 
directriz. 

Suponga ahora que e ^ 1. Primero se obtendra una ecuacion polar del 
conjunto de los puntos descritos. Considere que F denota el punto fijo y / 
representa la recta fija. Se toma el polo como F y el eje polar y su prolonga- 
ci6n perpendicular a /. En primer lugar se considerara el caso en el que la 
recta / esta a la izquierda del punto F. Sean D el punto de intersection de / 
con la prolongation del eje polar, y d la distancia no dirigida dc F al. Refie- 
rase a la figura 1. Sea P(r, 9) cualquier punto del conjunto a la derecha de 
/ y en el lado terminal del angulo de medida 0. Dibuje las perpendiculares 
PQ y PR al eje polar y a la recta /, respectivamente. El punto P esta en el 
conjunto descrito si y s61o si 

\FP\ = e[RP\ (1) 

Como P. esta a la derecha de /, RP > 0; de modo que | RP | = RP. Ademas, 
\TP\ = rporque r > 0. Asi, de (1), 

r = e(RP) 
Sin embargo, RP — DQ, y como DQ = DF + FQ, se tiene 

W = d + r cos 6 
Al sustituir esta expresion para RP en (2) resulta 

r = e(d + r cos 0) 
Si se resuelve la ecuaci6n anterior para r, se obtiene 

ed 

1 - e cos 6 



(2) 



(3) 



A fin de obtener una representation cartesiana de esta ecuaci6n, primero se 
reemplaza cos 6 por xfr. Asi, 

ed 



1 - 



r = 



edr 



r - ex 

r - ex = ed 

r - e(x + d) 



Ahora se sustituye r por ± ^x 1 + y 2 y resulta 



±V* 2 + y 2 = e(x + d) 

Al elevar al cuadrado ambos miembros de esta ecuaci6n se tiene 

x 2 + y 2 = e 2 x 2 + 2e 2 dx + e 2 d 2 
y 2 + x 2 (\ - e 2 ) = 2e 2 dx + e 2 d 2 

Como e ^ 1 , se puede dividir cada miembro de esta ecuacion entre 1 - e 2 
para obtener 



r2 _ 



2e 2 d 
1 -*2 



x + 



1 



;y* = 



e 2 d 2 
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Si se completan cuadrados para los terminos que contienen x, al agregar 
e A d 2 j(\ - e 2 ) 2 en los dos miembros de la ecuaci6n anterior, resulta 



(-n£) 



2 ' 2 _ e 2 d 2 



+ -,y L = 



(l-e 2 ) 



2^2 



Al dividir ambos miembros de esta ecuacion entre e 2 d 2 j{\ - e 2 ) 2 se ob- 
tiene una ecuacion de la forma 



1 (4) 



(x-h) 2 | 


y 2 ' 


e 2 d 2 


e 2 d 2 


(l-^ 2 ) 2 


\-e 2 


donde 




e 2 d 
1 - e 2 




Ahora considere 




e 2 d 2 


. „2 



(5) 



. - ~ donde a > (6) 

(1 - e L ) L 

Entonces (4) puede expresarse como 

^-*) 2 + y2 =1 (7) 

a 2 a 2 (i-e 2 ) 

Si < e < 1, entonces a 2 {\ - e 2 ) > y puede considerarse 

b 2 = a 2 {\ - e 2 ) donde < e < 1 (8) 

Al sustituir de (8) en (7), se tiene 

(x-h) 2 y 2 
a 2 b 2 

la cual es una ecuacion de una elipse que tiene su eje principal sobre el eje x 
y su centro en (h, 0), donde h > 0. 

Si e > 1, entonces a 2 (e 2 - 1) > 0, de modo que puede considerarse 

b 2 = fl 2 (^ 2 - 1) donde e > 1 (9) 

Si se sustituye de esta ecuacion en (7), se obtiene 

(x - h) 2 y 2 _ 
a 2 b 2 ~ l 

la cual es la ecuacion de una hiperbola que tiene su eje principal sobre el 
eje x y su centro esta en (h, 0), donde h < 0. 

De manera similar se puede deducir una ecuacion de una conica central 
(una elipse o una hiperbola) de ( 1 ), cuando e * 1 , si la recta / esta" a la derecha 
del punto F y este en el polo. En este caso en lugar de la ecuacion (3) se tiene 

ed (10) 



1 + e cos 6 



La deduccion de la ecuacion (10) se deja Qomo ejercicio (vea el ejercicio 33). 
Tambien se puede deducir una ecuacion de una conica central a partir 
de (1) cuando e * 1 si la recta / es paralela el eje polar y el punto F esta" en 
el foco. En este caso, en lugar de la ecuacion (3) se obtiene 
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ed (ID 



I ± e sen 6 

donde e y d son, respectivamente, la excentricidad y la distancia no dirigida 
entre F y /. El signo mas se toma cuando I esta arriba de F, el signo menos 
se considera cuando / esta debajo de F. Las deducciones de (11) se dejan 
como ejercicios (vea los ejercicios 34 y 35). 

Se pueden invertir los pasos (1) a (7). Asi, si P es cualquier punto de 
una conica central, entonces la ecuacion (1) se satisface. 

Por tanto, se concluye que una conica puede definirse mediante el con- 
junto de puntos descrito. ■ 

En las secciones A. 7 y A. 8 del apendice, se define la excentricidad e de 
una c6nica central mediante la ecuacion 



A fin de demostrar que el numero e del enunciado del teorema 9.5.1 satisface 
esta ecuacion para una elipse, se sustituye de (8) en la ecuacion c 2 = a 2 - b 2 ; 
para mostrar que la misma ecuacion se satisface para una hiperbola, se susti- 
tuye de (9) en la ecuaci6n c 2 = a 2 + b 2 . Para una elipse se tiene 

c 2 = a 2 - a 2 {\ - e 2 ) 
y para una hiperbola resulta 

c 2 = a 2 + a\e 2 - 1) 
En ambos casos se obtiene 



En la demostracidn del teorema 9.5.1 se probo que cuando la conica es 
una parabola, el punto fijo F mencionado en el teorema es el foco de la pa- 
rabola, y la recta fija es su directriz. En el ejercicio 40, se le pedira que 
demuestre que el punto F es uno de los focos cuando se tiene una conica 
central. Si (7) es una ecuacion de una elipse, entonces F es el foco de la 
izquierda; y si (7) es la ecuacion de una hiperbola, F es el foco de la derecha. 

Considere ahora la forma estandar de una ecuaci6n cartesiana de una 
conica central que tiene su eje principal sobre el eje jc y su centro en erorigen: 

x 2 v 2 

a L a L \\ - e L ) 

La recta fija mencionada en el teorema 9.5. 1 es la directriz de la conica cen- 
tral correspondiente al foco en F. Cuando la c6nica definida por la ecuaci6n 
(12) es una elipse, la directriz correspondiente al foco ubicado en (~c, 0) 
o, equivalentemente {-ae, 0), tiene la ecuacion 

x = -ae - d 

De (6), cuando < e < \, d - a(\ - e 2 )je, de modo que la ecuacion de 
la directriz se transforma en 

a{\ - e 2 ) 

x = -ae - 

e 

a 

x = -- 
e 
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De manera semejante, cuando la c6nica definida por (12) es una hiperbola, 
la directriz correspondiente al foco ubicado en (c, 0) o, equivalentemente 
(ae, 0), tiene la ecuacion 



Otra vez, de (6), cuando e > 1, d = a(e 2 - \)je, de modo que la ecuacion 
anterior de la directriz puede expresarse como 




< e < 1 



FIGURA 2 



En consecuencia, se ha demostrado que si (12) es una ecuaci6n de una 
elipse, un foco y su directriz correspondiente son {-ae, 0) y jc = -a\e\ y si 
( 1 2) es la ecuacion de una hiperbola, un foco y su directriz correspondiente 
son (ae, 0)-y jc = aje. 

Como (12) contiene s61o potencias pares de jc y y, su grafica es sim&ri- 
ca con respecto a los ejes jc y y. Por tanto, si existe un foco en (-ae, 0) que 
tiene una directriz correspondiente cuya ecuaci6n es jc = -aje, entonces, 
por simetria, existe tambien un foco en (ae, 0) que tiene una directriz 
correspondiente de ecuacion jc = aje. De igual manera, para un foco ubi- 
cado en (ae, 0) y una directriz correspondiente de ecuacion jc = aje, tam- 
bien existe un foco en(-ae, 0) y una directriz correspondiente de ecuaci6n 
jc = -aje, Estos resultados se resumen en el teorema siguiente. 



9.5.2 Teorema 



La conica central que dene la ecuaci6n 



2 2 (l 



(13) 




a 2 (l-e 2 ) 
e > 1 

FIGURA 3 



donde a > 0, tiene un foco en (~ae t 0), cuya directriz con«spondiente es 
x s -a/^yun foco en (ae.O), cuya directriz correspondiente esx = aje. 

Las figuras 2 y 3 muestran dibujos de la grafica de (13) junto con los 
focos y directrices para los casos respectivos de una elipse y una hiperbola. 



La elipse del ejemplo 1 de la seccion A.7- tiene la 



► EJEMPLO 1 

ecuacion 

JC 2 v 2 
25 16 

(a) Determine la excentricidad y las directrices de esta elipse. (b) Dibuje la 
elipse y muestre las directrices y los focos. Tambien elija cualesquiera tres 
puntos P de la elipse y dibuje los segmentos de recta cuyas longitudes son 
las distancias no dirigidas desde P a un foco y a su directriz correspondiente. 
Observe que la razon de estas distancias es e. 

Solution 

(a) A partir de la ecuacion de la elipse, a = 5 y b = 4. Para una elipse, 
c 2 = a 2 - b 2 \ por lo que c = 3. Como e = cja, e = 3/5. Debido a 
que aje = 25/3, se infiere, por el teorema 9.5.2, que la directriz co- 
rrespondiente al foco ubicado en (3, 0) tiene la ecuaci6n jc = 25/3, y la 
directriz correspondiente al foco (-3, 0) tiene la ecuacion jc = -25/3. 
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FIGURA 5 



(b) La figura 4 muestra la elipse, las directrices y los focos, asf como tres 
puntos P), P2 y ^3 de la elipse. Para cada uno de estos puntos, 

\ff\ = 3 4 

m 5 



► EJEMPL0 2 

la ecuaci6n 



La hiperbola del ejemplo 1 de la secci6n A. 8 tiene 



x 2 y 2 



-TT = 1 



9 16 

(a) Determine la excentricidad y las directrices de esta hiperbola. (b) Dibu- 
je la hiperbola y muestre las directrices y los focos. Tambien elija cuales- 
quiera tres puntos P de la hiperbola y dibuje los segmentos de recta cuyas 
longitudes son las distancias no dirigidas desde P a un foco y a su directriz 
correspondiente. Observe que la raz6n de estas distancias es e. 

Solucion 



(a) 



(b) 



A partir de la ecuaci6n de la hiperbola, a = 3 y b = 4. Para una hiper- 
bola, c 2 = a 2 + fc 2 ;porloquec = 5. Como e = cja, e = 5/3. Debido 
a que aje = 9/5, se concluye, por el teorema 9.5.2, que la directriz 
correspondiente al foco ubicado en (5, 0) tiene la ecuacion x = 9/5, y 
la directriz correspondiente al foco (-5, 0) tiene la ecuaci6n x - - 9/5. 
La figura 5 muestra la hiperbola, las directrices y los focos, asi como 
tres-puntos P^Piy P$ de la hiperbola. Para cada uno de estos puntos 



\FP\ 
\«P\ 



En la demostraci6n del teorema 9.5.1 se mostro que los tres tipos de 
c6nicas tienen ecuaciones polares de la mis ma forma. Cuando un foco esta" 
en el polo y la directriz correspondiente es perpendicular o paralela al eje 
polar, una ecuacion de la c6nica es de la forma (3), (10) u (1 1). Por tanto, se 
tiene el teorema siguiente. 



9.5.3 Teorema 



Los numeros e y d son, respectivamente, la excentricidad y la distalicja 
no dirtgida entre el foco y la directriz correspondiente de una conica. 

(i) Si un foco de [a conica esut en el polo y la directriz correspondiente 
es perpendicular al eje polar, entonces una ecuacion de la ctfnica es 

r = * (14) 

I ± e cos 9 

donde el siguo mas se toma cuando la directriz correspondiente a) 
foco, ubicado en el polo, esti a la derecha del foco, y se considera 
el signo menos cuando dicha directriz esta a la izquierda del foco. 
(If) Si un foco de la ctinica esti en el polo y la directriz correspondiente 
es paralela al eje polar, entonces una ecuacion de la conica es 



1 ± e sen0 



(is) 



donde el signo mas se toma cuando fa directriz correspondiente al 
foco, ubicado en el polo, esti arriba del foco, y se considera el 
signo menos cuando dicha directriz esti debajo del foco. 
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1 - cos 8 



FIGURA 6 



W EJEMPLO 3 Una parabola tiene su foco en el polo y su Veni- 
ce en el punto (4, n). Obtenga una ecuaci6n polar de la parabola y una ecua- 
ci6n de la directriz. Dibuje la parabola y muestre su directriz. Verifique la 
graTica en la graficadora. 

Sol UC ion Como el foco esta* en el polo y el v^rtice en (4, tt), el eje 
polar y su prolongaci6n coinciden con el eje de la parabola. Ademds, el v£r- 
tice esta* a la izquierda del foco; de modo que la directriz tambi^n esta a la 
izquierda del foco. En consecuencia, una ecuaci6n de la parabola es de 
la forma (14) con el signo menos. Puesto que el v^rtice esta* en (4, tt), 
\d — 4; por lo que d — 8. La excentricidad e es igual a 1, por tanto, se ob- 
tiene la ecuacion 



1 - cos 9 

Una ecuacion de la directriz esta* dada por r cos = -d, y como d = 8, 
esta ecuacion es rcos = -8. 

La figura 6 muestra la parabola y la directriz. En la graficadora se ob- 
tiene la misma grafica. A 



► EJEMPLO 4 



Una ecuaci6n de una c6nica es 



3 + 2 sen 9 




Identifique la conica, obtenga la excentricidad, escriba una ecuaci6n de la 
directriz correspondiente al foco, ubicado en el polo, y determine su veYtice. 

Solucibn Al dividir entre 3 el numerador y el denominador de la fracci6n 
dada en la ecuaci6n se obtiene 

5 
3 



3 + 2 sen 
FIGURA 7 



1 + \ sen 9 

la cual es una ecuacicSn de la forma (15). con signo mds. La excentricidad 
e = §. Como e < 1, la c6nica es una elipse. Debido a que ed = |, 
d = § + f ; de donde d = §. El eje \ny su prolongacion coinciden con 
el eje principal de la elipse, La directriz correspondiente al foco T ubica- 
do en el polo, esta arriba del foco, y una ecuacion de ella es r sen 6 = §. 
Cuando = \n, r = 1; y cuando = \k, r = 5. Por tanto, los vertices 
estdnen(l, \rt) y (5, \n). 

La elipse se muestra en la figura 7. En la graficadora se obtiene la 
misma curva. A 



W EJEMPLO 5 El eje polar y su prolongacion coinciden con el 
eje principal de una hip£rbola que tiene un foco en el polo. La directriz 
correspondiente esta" a la izquierda del foco. Si la hip6rbola contiene al punto 
(1, \ k) y e = 2, obtenga (a) una ecuaci6n polar de la hip£rbola, (b) los ver- 
tices, (c) el centro, (d) una ecuaci6n de la directriz correspondiente al foco 
ubicado en el polo, (e) Dibuje la hip^rbola y verifique la graTica en la gra- 
ficadora. 



Solticion Una ecuacion de la hip^rbola es de la forma (14) con el 
signo menos, donde e = 2. Entonces se tiene 
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2d 



] - 2 cos 9 



(a) Como el punto ( 1 , | ;r) esta en la hiperbola, entonces sus coordenadas 
satisfacen la ecuaci6n. Por tanto, 



1 = 



2d 



l-2(-i) 

de donde se obtiene d = 1 . En consecuencia una ecuaci6n de la hip6r- 
bola es 




1 - 2 cos 9 



(16) 



1 - 2 cos e 



FIGURA 8 



Los vertices son los puntos de la hiperbola para los cuales 6 = y 
6 = n.De (16), cuando 6 = 0, r = -2; y cuando 6 = 7t, r = |. En 
consecuencia, el v&tice izquierdo V x esta" en el punto (-2, 0), y el v€r- 
tice derecho V 2 est£ en el punto ( \ , ;r). 

El centra C de la hiperbola es el punto del eje principal ubicado a la 
mi tad entre los dos vertices. Este es el punto ( | , k). 
Una ecuaci6n de la directriz correspondiente al foco ubicado en el 
polo esta dada por r cos = -d. Como d = 1, entonces esta ecua- 
cidn es rcos 6 = -1. 

Como una ayuda para graficar hiperbola, primero se dibujan las dos 
asintotas. Estas son las rectas que pasan por el centra de la hiperbola 
que son paralelas a las rectas = Q x y 9 = B 2 , donde 0\ y 9 2 son los 
valores de 6 en el intervalo [0, In) para los cuales r no esta* definido. 
De (16), r no esta* definido cuando 1 - 2 cos 6 = 0. Por tanto, Qy = In 
y 62 = I ft- La figura 8 muestra la hiperbola, asf como las dos asin- 
totas y la directriz correspondiente al foco ubicado en el polo. En la 
graficadora se obtiene la misma grdfica. A 



EJERCICIOS 9.5 



En los ejercicios I a 8 (a), determine la excentricidad, los fo- 
cos, y las directrices de la conica central (b) Dibuje la conica 
y muestre los focos y las directrices. Tambien elija cuales- 
quiera tres puntos P (en diferentes cuadrantes) de la conica y 
dibuje los segmentos de recta cuyas longitudes son las distan- 
cias no dirigidas desde P a un foco y a su directriz corres- 
pondiente. Observe que la razdn de estas distancias es e. 

2. Ax 2 + 9y 2 = 4 
4. 16* 2 + 9y 2 ~ 144 
6. x 2 - 9y 2 = 9 



1. 4* 2 + 9y 2 = 36 
3. 25* 2 + 4y 2 =r 100 



5. 4* 2 



25/ 



100 



7, 16* 2 - 9y 2 = 144 8. 4y 2 



= 16 



En los ejercicios 9 y 10, la ecuacion polar representa una 
conica que tiene unfoco en el polo. Identifique la conica. 



9. (a) r = 



(c) r = 



cos 6 
5 



4 - cos 6 



(b) r = 
(d) r = 



4 + 5 sen 6 

4 
1 + sen n 



10. (a) r = 

(c) r 



1 - sen 6 

3 

2 + 4 cos 6 



(b) r = 
(d) r = 



3 + sen , 

5 

1 - COS K 



En los ejercicios 11 a 22, la grdfica de la ecuacidn es una cdni- 
ca que tiene unfoco en el polo, (a) Determine la excentricidad; 
(b) identifique la cdnica; (c) escriba una ecuacidn de la di- 
rectriz correspondiente alfoco ubicado en el polo; y (d) dibuje 
la curva y verifique la grdfica en la graficadora. 

11. r = 



13. r = 
15. r = 
17. r 



1 - cos e 

5 

2 + sen 6 

6 

3 - 2 cos 6 

9 
5 - 6 sen 





1 + cos 6 


14. r = 


4 


1 - 3 cos e 


16. r = 


1 


2 + sen0 


18. r = 


1 


1 - 2 sen 9 
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19. 


r 


— 


7 


- 2 sen 


6 


21. 


r 


= 




10 




4 


+■ 5 cos 


6 



20. r 
22. r 



3 + 4 cos 6 

1 
5 - 3 sen 6 



En los t ejercicios 23 a 28, obtenga una ecuacidn de la conica 
que tiene unfoco en el polo y satisface las condiciones dadas. 

23. Parabola; vertice en (4, | n). 

24. Elipse; e - j ; veYtice correspondiente en (4, n). 



diente al foco ubicado en el polo. 

26. Hiperbola; vertices en ( 1 , |;r)y(3, ~ti). 

27. Elipse; vertices en (3, 0) y (1, it). 

28. Parabola; vertice en (6, | tt). 

29. (a) Obtenga una ecuacion polar de la hiperbola que tiene 
un foco en el polo y la directriz correspondiente esta a la 
izquierda de este foco, si el punto (2, |/r) pertenece a 
la hiperbola y e — 3. (b) Escriba una ecuacion de la direc- 
triz que corresponde al foco ubicado en el polo. 

30. (a) Obtenga una ecuacion polar de la hiperbola para la cual 
e = 3 y que tiene la recta r sen = 3 como directriz 
correspondiente aJ foco ubicado en el polo, (b) Obtenga 
las ecuaciones polares de las dos rectas que pasan por el 
polo que son paralelas a las asintotas de la hiperbola. 

31. Calcule el area de la region dentro de la elipse 
r - 6/(2 - sen 6) y ubicada arriba de la parabola 
r = 3/(1 + sen 0). 

32. Para la elipse y la parabola del ejercicio 3 1 , calcule el area 
de la regi6n dentro de la elipse y debajo de la parabola. 

33. Demuestre que una ecuacion de una conica, cuyo eje prin- 
cipal coincide con el eje polar y su prolongation, tiene 
un foco en el polo, y su directriz correspondiente esta" a la 
derecha del foco, es r = edj{\ + e cos 0). 

34. Demuestre que una ecuacidn de una c<5nica, cuyo eje 
principal coincide con el eje \n y su prolongacion, tiene 



un foco en el polo y su directriz correspondiente esta arriba 
del foco, es r = edj{\ + e sen 0). 

35. Demuestre que una ecuaci6n de una conica, cuyo eje prin- 
cipal coincide con el eje \ k y su prolongacion, tiene un 
foco en el polo, y su directriz correspondiente esta debajo 
del foco, es r = edj{\ - e sen 0). 

36. Demuestre que la ecuacion r - k esc 2 |0, donde k es 
una constante, es una ecuacion de una parabola. 

37. Un cometa se desplaza en una orbita parabdlica alrededor 
del Sol, siendo este el foco de la parabola. Cuando el co- 
meta esta a 80 millones de millas del Sol, el segmento 
de recta desde el Sol hasta el cometa forma un angulo de 
- n rad con el eje de la orbita. (a) Obtenga una ecuacion 

de la orbita del cometa. (b) iQu6 tan to se acerca el cometa 
al Sol? 

38. La orbita de un plane ta tiene la forma de una elipse cuya 
ecuacion es r = pj{ 1 + e cos 6), donde el polo esta en 
el Sol. Determine la medida promedio de la distancia del 
planeta desde el Sol con respecto a 8. 

39. Un satelite se desplaza alrededor de la Tierra en una 6rbi- 
ta eliptica que tiene al centro de la Tierra como un foco y 
una excentricidad de ^ . La menor distancia del satSlite a 
la Tierra es de 300 mi. Determine la mayor distancia que 
puede separarse el satelite de la Tierra. Suponga que el 
radio de la Tierra es de 4000 mi. 

40. Muestre que el punto F mencionado en la demostracion 
del teorema 9.5.1 es uno de los focos cuando la conica es 
una elipse o una hiperbola. Sugerencia: utilice (7), la cual 
es la ecuacion cartesiana de una conica central que tiene 
su centro en (h, 0), considere el valor de h de la ecua- 
cion (5), el valor de a de la ecuacion (6) y el hecho de 
que c = ae. 

41. Demuestre que si a es el angulo entre las asintotas de una 
hiperbola de excentricidad e, entonces 



42. 



a = 2 tan" 1 ^e 2 - 1 

Describa como cambia la forma de una conica conforme 
la excentricidad toma los valores siguientes: 0.01, 0.10, 
0.50,0.99, 1.00, V2, 1.50, 2.00. 
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 9 



^Como se obtiene una ecuacidn cartesiana de la grafica 
de un par de ecuaciones parametricasl 

iC6mo se puede representar la grafica de una funcion 
mediante un conjunto de ecuaciones parametricas? 

Si x = f(i) y y = g(t), icdmo se calcula dyjdx y 
d 2 yjdx 2< 7 lnvente un ejemplo que ilustre la respuesta. 

^Como se determinan las rectas tangentes horizontales 
y verticales de la grafica de un par de ecuaciones pa- 
ramdtricas? 



7. 



^Que es una cicloide'? Defina una cicloide mediante un 
par de ecuaciones parametricas. 

i,Cu&l es la formula para la longitud de arco de una curva 
pla^a definida mediante las ecuaciones parametricas 

x = f(t) y y = g(f)? 

Coloque un si sterna de coordenadas polares y un si ste- 
rna de coordenadas cartesianas rectangulares en el mismo 
diagrama y muestre las relaciones entre los dos conjuntos 
de coordenadas. 
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8. Si un punto P tiene coordenadas polares (r, 0), donde 
r>OyO<0< Iff, muestre otros dos conjuntos 
de coordenadas polares de P, un conjunto para el cual 
r < y el otro con r > 0. 

9. Responda la sugerencia 8 si r < y I ff < < ff. 

10. iC6mo se obtiene una ecuacion cartesiana de una grafica 
a partir de su ecuacion polar*! 

11. Escriba una ecuacion polar de (a) una recta que contiene al 
polo, (b) una recta para le la al eje polar, y (c) una recta 
paralela al eje I n. Dibuje cada una de las rectas. 

12. Escriba una ecuaci6n polar de (a) una circunferencia cuyo 
centro este" en el polo, (b) una circunferencia tangente al 
eje - ff y que su centro este en el eje polar (c), una circunfe- 
rencia tangente al eje polar cuyo centro este" en el eje \ n. 
Dibuje cada una de las circunferencias. 

13. Defina la grafica de la ecuacion polar r = f(9) mediante 
un par de ecuaciones parametricas. Invente un ejemplo 
que i lustre la respuesta. 

14. Escriba una ecuacion polar de cada uno de los tipos de 
caracol y dibuje los caracoles. 

15. Escriba una ecuacion polar de (a) una rosa de tres hojas 
y (b) una rosa de cuatro hojas. Dibuje las rosas. 



16. i,Cual es la fdrmula para la longitud de arco de una graTica 
polar? 

17. ^Cudl es la formula para el area de una regidn limitada por 
graTicas polares? 

18. i,Que" es lo mas dificil de obtener, puntos de interseccion de 
graTicas polares o puntos de interseccion de graTicas 
cartesianas? 

19. Establezca la definicidn que proporciona una propiedad 
comtin de las conicas relacionada con la excentricidad e. 
iComo determina el valor de e el tipo de c6nica? 

20. Escriba la ecuacion de una elipse cuyo foco este* en el polo 
y para la cual la directriz correspondiente es perpendicular 
al eje polar si (a) la directriz esta a la derecha del foco y 
(b) la directriz est£ a la izquierda del foco. Dibuje cada 
una de las elipses. 

21. Escriba la ecuacion de una hiperbola cuyo foco est6 en el 
polo y para la cual la directriz correspondiente es parale- 
la al eje polar si (a) la directriz esta arriba del foco y (b) la 
directriz esta debajo del foco. Dibuje cada una de las 
hiperbolas. 

22. Escriba la ecuacion de una parabola cuyo foco esten el 
polo y (a) la directriz correspondiente sea perpendicular 
al eje polar, (b) la directriz correspondiente sea paralela al 
eje polar. Dibuje cada una de las parabolas. 
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En los ejercicios I a 4, (a) dibuje la grafica de las ecuacio- 
nes parametricas y verifiquela en la graficadora; (b) obtenga 
una ecuacion cartesiana de la grafica. 



9. (a) (2, \n) 
10. (a) (4, -Iff) 



(b) (-3, In) 
(b) (-1, Iff) 



1. x = 2 - t,y = It 

2. x - t 2 ,y = t 3 + 1 

3. x = 2t 3 ,y = 3t 2 - 4 

4. x ~ 4 cos t - 2, y = 4 sen t + 3 



En los ejercicios 5 y 6, calcule — y — =- sin etiminar el 



pardmetro. 

5. x = 9t 2 



Uy = 3r + 1 



dx dx l 



6. x 



En los ejercicios 7 y 8, obtenga ecuaciones de las rectas tan- 
gentes horizontals y verticales, y despues dibuje la grafica 
del par de ecuaciones parametricas dadas. 



I par de ecuaciones parametricas dadas. 
7. x - 12 - t 2 f y = Ylt - t 3 
lat 1 ' , -' 3 



8. x = 



lat' 



i + r 2 ' 



\ + t 2 
(la cisoide de Diodes) 



, a > 



En los ejercicios 9 y 10, localice el punto que tiene el conjunto 
de coordenadas polares dado; despu4s obtenga otros dos con- 
juntos de coordenadas polares del mismo punto: uno con el 
mismo valor de ry el otro con un r de signo opuesto. 



En los ejercicios 11 y 12, obtenga las coordenadas cartesia- 
nas rectangulares del punto cuyas coordenadas polares se 
proporcionan. 



11. (a) (I, l -n) 
(c) (4, |«) 

12. (a) (5,?r) 

(c) C-V2,» 



(b) (2, -iff) 
(d) (-3, Iff) 
(b) (-2, |ff) 
(d) (1, iff) 



En los ejercicios 13 y 14, obtenga un conjunto de coordena- 
das polares del punto cuyas coordenadas cartesianas rectan- 
gulares se proporcionan. Considere r > Oy < 9 < 2n 

13. (a) (-4,4) (b) (1.-V3) 
(c) (0,6) (d) (-2^3,-2) 

14. (a) (-4,0) (b) (V3, 1) 
(c) (-2,-2) <d). (3,-3^3) 

En los ejercicios 15 a 18, obtenga una ecuacion polar de la 
grafica que tiene la ecuacion cartesiana indicada. 

15. Ax 2 - 9y 2 = 36 16. 2xy = 1 

17. x 2 + y 2 - 9x + 8y = 18. y 4 = x 2 (a 2 - y 2 ) 
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En los ejercicios 19 all, obtenga una ecuacion cartesiana de la 
grdfica que tiene la ecuacion polar indicada. 



19. r 2 sen 29 = 4 
21. r 2 = sen 2 9 



20. r(l - cos<9) = 2 
22. r = a ten 2 9 



En los ejercicios 23 a 26, dibuje la grdfica de la ecuacion. 



23. (a) 9 = X -K 

24. (a) 9 = ? 

25. (a) r cos = 3 

26. (a) r sen = 6 



(b) r = 4 

(b) r = § 

(b) r = 3 cos 

(b) r = 6 sen 



£n fos ejercicios 27 a 32, determine el tipo de caracol, su si- 
metria y la direccion en la que apunta. Trace el caracol en la 
graficadora. 

27. r = 3 + 2 cos 9 28. r = 2 + 3 sen 6 

29. r = 2(1 - cos 9) 30. r = 3(1 + sen 0) 

31. r = I - 2 sen 32. r = 2 - cos 

£>i /os ejercicios 33 a 38, describa y trace la grdfica de la 
ecuacion en la graficadora. 



33. r - 3 sen 29 



34. r = 3 cos 26 



/T 



35. r = ^'|cos0| 36. r = | sen 20 ] 

37. r 2 = -sen 26 38. r 2 = 16 cos 6 

39. Describa y trace cada una de las siguientes ecuaciones: 
(a) r6 - 3 (espiral reefproca); (b) 3r = 6 (espiral de 
Arquimedes). 

40. Muestre a mano que las ecuaciones r = 1 + sen 6 y 
r — sen 9 - 1 tienen la misma grafica. Despues verifique 
las graficas en la graficadora. 

41. Obtenga la longitud de arco exacta de la curva que tiene 
ecuaciones parametricas x = 2-tyy — t 2 det = 

a/ = 3. 

42. Calcule la longitud de arco exacta de la curva que tiene 
ecuaciones parametricas x = t 2 y y = t 3 de / = 1 a 

/ - 2. 

43. Obtenga la longitud de arco exacta de la cardioide 

r = 4(1 - sen 9). 

44. Determine la longitud de arco exacta de la grdfica polar 
r =3sec0 de 6 = a 6 = i/r. 

45. Calcule el area de la region limitada por (a) el lazo del ca- 
racol r = 4(1 +2 cos 6), y (b) la parte exterior del lazo 
del caracol. 

46. Obtenga el area de una de las hojasde la rosar = 2 sen 36. 

47. Determine el area de la region dentro de la grafica de 
r = 2a sen 9 y fuera de la grafica de r - a. 

48. Calcule el area de la region dentro de la grafica de la 
lemniscata r 2 = 2 sen 26 y fuera de la grdfica de la cir- 
cunferenciar = 1. 



49. Determine el area de la region barrida por el radio vector 
de la espiral logaritmica r = e ke , donde k > 0, conforme 
9 varia de a 2 n. 

50. Calcule el area de la interseccion de las regiones acotadas 
por las graficas de las dos ecuaciones r = a cos 9 y 
r = a{ 1 - cos 9), donde a > 0. 

51. Obtenga una ecuacion polar de la circunferencia que tiene 
su centro en (r , O ) y un radio de a unidades, Suge- 
rencia: aplique la ley de los cosenos al triangulo cuyos 
Vertices estan en el polo, (r , O ) y (r, 9). 

52. Calcule el area de la region limitada por un lazo de la 
curva r = a sen n6, donde n es cualquier niimero entero 
positive 

En los ejercicios 53 a 56, la ecuacion corresponde a una coni- 
ca que tiene un foco en el polo, (a) Calcule la excentricidad; 
(b) identifique la conica; (c) escriba una ecuacion de la direc- 
triz que corresponde al foco ubicado en el polo; (d) dibuje 
la curva. 

2 ej- 5 



53. r 



55. r 



2 - sen 9 

4 
2 + 3 cos 6 



54. r 



56. r 



3 + 3 sen 9 

4 
3 - 2 cos 9 



En los ejercicios 57 a 60, obtenga una ecuacion polar de la 
conica que satisface las condiciones, y dibuje la grdfica. 

57. Un foco ubicado en el polo; vertices en (2, k) y (4, k). 

58. Un foco ubicado en el polo; un vertice en (6, \-it)\e - | . 

59. Un foco ubicado en el polo; un vertice en (3, | k)\ e = 1. 

60. La recta r sen 9 — 6 es la directriz correspondiente al foco 
ubicado en el polo y e = -. 

En los ejercicios 61 a 64, utilice NINT para obtener un valor 
aproximado a cuatro digitos significativos de la longitud de 
arco de la curva indicada. 

61. jt = 2/ 3 , ^ = / - 2; de f = 2 a r = 3 

62. jt = e\ y = cos /; de r = -]-K a t = ~K 

j 2 2 

63. El caracol completo r = 4 - 2 sen 9. 

64. Una hoja de la rosa r = 4 cos 39. 

65. La orbita del planeta Mercurio alrededor del Sol tiene la 
forma de una elipse con el Sol como uno de sus focos, un 
semieje mayor de 36 millones de millas, y una excentri- 
cidad de 0.206. Obtenga (a) la distancia minima a la que 
Mercurio se acerca al Sol, (b) la distancia maxima po- 
sible entre Mercurio y el Sol. 

66. Un satelite se desplaza alrededor de la Tierra en una orbita 
eliptica que tiene a la Tierra en uno de sus focos y una 
excentricidad de ~ . La distancia minima a la que el sateli- 
te se acerca a la Tierra es de 200 mi. Obtenga la distancia 
mdxima a la que el satelite estara de la Tierra. Suponga 
que el radio de la Tierra es de 4000 mi. 

67. Un cometa que se desplaza en una orbita parabolica al- 
rededor del Sol tiene a £ste como el foco F de la parabola. 
Se efecttia una observacion del cometa cuando esta en el 
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punto P u a 15 millones de millas del Sol, y se realizd una 
segunda observation cuando estaba en P 2 , a 5 millones de 
millas del Sol. Los segmentos de recta FP { y FP 2 son 
perpendiculares. Con esta information existen dos posi- 
bles 6rbitas para el cometa. Determine la distancia minima 
entre el cometa y el Sol en cada orbita. 

68. Si la distancia entre las dos directrices de una elipse es 
tres veces la distancia entre los focos, determine la 
excentricidad. 

69. Obtenga una ecuacion polar de la parabola que contiene 
el punto (2, | n), cuyo foco esta en ei polo y cuyo v6rtice 
se encuentra en la prolongaci6n del eje polar. 

70. Calcule ei area de la region acotada por las dos parabolas 

r = 2/(1 - cos 0)y r = 2/(1 + cos 0). 

71. Una cuerda focal es un segmento de recta que pasa por 
un foco y tiene sus extremos en la conica. Demuestre que 
si dos cuerdas focales de una parabola son perpendicu- 
lares, entonces la suma de los reciprocos de las medidas 
de sus longitudes es una constante. Sugerencia: utilice 
coordenadas polares. 

72. Una cuerda focal es dividida en dos segmentos por el 
foco. Demuestre que la suma de los recfprocos de las me- 



didas de las longitudes de los dos segmentos es la misma, 
sin importar que cuerda se tome. Sugerencia: utilice coor- 
denadas polares. 

73. Una epicicloide es la curva descrita por .un punto P de la 
circunferencia de radio b que rueda externamente so- 
bre circunferencia fija de radio a. Si el origen esta* en el 
centro de la circunferencia fija, A{a, 0) es uno de los pun- 
tos en los que el punto P hace contacto con la circunfe- 
rencia fija, B es el punto movil de tangencia de las dos 
circunferencias, y el pardmetro / es la medida en radianes 
del angulo AOB, demuestre que las ecuaciones parame- 
tricas de la epicicloide son 



x - (a + b) cos / 



bc os^±^t 



y = (a + b) sen t - b sen a + b t 



74. Trace en la graficadora la epicicloide del ejercicio 73 si 
(a) a = 4 y b = 2 para t € [~n, /r]; (b) a - 24 y 
b = 3 para / € [-2k, 2/r]; (c) a = 8 y b - 3 para 
t € [-4/r, 4/r]. Dibuje lo que se muestra en la pantalla 
de la graficadora. 
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El estudio sobre vectores presentado en este 
capitulo es un enfoque moderno y sirve como 
introduccion tanto desde el punto de vista del 
algebra lineal como del analisis vectorial clasico. En las 
secciones 10.1 y 10.2 se definen los vectores como pares 
ordenados y ternas ordenadas de numeros reales, respec- 
tivamente. En estas secciones asi como en las secciones 
10.3 y 10.5 se realizan operaciones con vectores efec- 
tuando operaciones algebraicas entre sus coordenadas. 
Las aplicaciones de los vectores tratan sobre fisica, 
ingenieria, navegacion y geometria. 

En este capitulo se incluyen los temas de geometria 
analitica solida debido a que su estudio se simplifica al 
emplear vectores. Estos temas, se presentan en las seccio- 
nes 10.4 y 10.6, entre ellos se estudian pianos, rectas, 
cilindros, superficies de revolucion y las superficies 
cuadricas. 
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Las aplicaciones matematicas con frecuencia se relacionan con magnitudes 
que poseen tanto cantidad (o intensidad) como direction. Un ejemplo de ta- 
les magnitudes es la velocidad. Asi, la velocidad de un avion tiene cantidad (la 
rapidez con que este vuela) y direction, la cual determina su curso. Otros 
ejemplos de dichas magnitudes son \afuerza, el desplazamiento y la acele- 
racion. Los fisicos e ingenieros entienden por vector un segmento rectilineo 
dirigido, y las magnitudes que poseen cantidad y direction se denominan 
magnitudes vectoriales. En contraste, una magnitud que tiene cantidad pero 
no direction se llama magnitud escalar. Ejemplos de magnitudes escalares 
son la longitud, el area, el volumen, el costo, la utilidad, y la rapidez. El estudio 
de los vec tores recibe el nombre de analisis vectorial. 

El analisis vectorial puede estudiarse en forma geometrica o analitica. Si 
el estudio es geometrico, primero se define un segmento rectilineo dirigido 
(o brevemente segmento dirigido) como un segmento de recta que parte 
desde un punto P y llega hasta un punto Q, y se denota por PQ. El punto P se 
llama punto initial, y el punto Q se denomina punto terminal. Despues, 
se dice que dos segmentos dirigidos son iguales si tienen la misma longitud 
y la misma direction, y se escribe PQ = RS (consulte la figura 1 ). El segmento 
dirigido PQ se llama vector de P a Q. Un vector se denota por una sola letra 
en tipo negro tal como A. En algunos libros, se emplea una sola letra en tipo 
claro y con una flecha encima para denotar un vector, por ejemplo A. Cuando 
trabaje con vectores, puede usar esa notation o ^4 a fin de distinguir el sim- 
bolo para un vector del simbolo para un numero real. 

Al continuar con el aspecto geometrico del analisis vectorial, observe 
que si el segmento dirigido PQ es el vector A, y PQ = RS, entonces el seg- 
mento dirigido RS tambien es el vector A. Por esto se considera que un vector 
permanece sin cambio si se mueve paralelamente a sf mismo. Con esta 
interpretation de vector, se puede suponer, por conveniencia, que cada vector 
tiene su punto inicial en algun punto de referencia fijo. Si se considera este 
punto como el origen del sistema coordenado cartesiano rectangular, entonces 
un vector puede definirse analiticamente en terminos de numeros reales. Tal 
definition permite el estudio del analisis vectorial desde un punto de vista 
puramente algebraico. 

En este libro se emplea el estudio analitico, mientras que la interpreta- 
tion geometrica se utiliza con fines ilustrativos. Un vector en el piano se de- 
nota por un par ordenado de numeros reales y la notaci6n (*, y) se emplea en 
lugar de (x, y) para evitar la confusion entre vector y punto. V 2 es el conjunto 
de todos los pares ordenados (jc, y). 



10.1.1 Definition de vector en el piano 



Un vector en el piano es un par ordenado de numeros reales (jc, y). 
Los numeros x y y son las componentes del vector (jc, y). 



De esta definition, dos vectores (a h a 2 ) y (b h b 2 ) son iguales si y solo 
si a] = b] y a 2 — b 2 . 

Existe una correspondencia entre los vectores {x, y) del piano y los pun- 
tos (jc, y) del piano. Sea el vector A el par ordenado de numeros reales 
{a\,a 2 ). Si A es el punto {a^a?), entonces el vector A puede representarse 
geometricamente por el segmento dirigido OA. Este segmento dirigido es 
una representation del vector A. Cualquier segmento dirigido a OA tambien 
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+ 2, k + 3) 



es una representaci6n del vector A. La representaci6n particular de un vector 
con su punto inicial en el origen se denomina representation de position 
del vector. 

EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 El vector (2, 3> tiene como 
su representacion de position el segmento dirigido desde el origen hasta el 
punto (2, 3). La representacion del vector (2, 3) cuyo punto initial es (h, k) 
tiene como punto terminal (h + 2, k + 3); consulte la figura 2. ^ 

El vector (0, 0) se denomina vector cero y se denota por 0; esto es, 

= (0, 0). 

Cualquier punto es una representation del vector cero. 



10*1.2 Definition de modulo* y direction de un vector 



El m6dulo de un vector A, denotado por |j A || , es la longitud de 
cualquiera de sus representaciones, y la direction de un vector di- 
ferente del vector cero es la direcci6n de cualquiera de sus repre- 
sentaciones. 



10.1.3 Teoremo 



Si A es el vector (a h a 2 \ entonces || A || = V a i 2 + a 2 2 

Demostracion De la definition 10.1.2, II A II es la longitud de cualquiera 

ii ii 
de las representaciones de A, entonces || A || sera la longitud de la representa- 
tion de posici6n de A, la cual es la distancia del origen al punto (a\, a 2 ). De 
la formula de la distancia entre dos puntos, se obtiene 



|| A || = V(*i ~ 0) 2 + (a 2 - 0) 2 



' 7 7 

- V a 1 + a 2 ■ 

Observe que || A || es un numero no negativo y no un vector. Del teo- 
rema 10.1.3, se tiene ||o|| = 0. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 



Si A = (-3, 5>, entonces 



|a|| = V(-3) 2 + 52 

- V32 



► EJEMPLO 1 Sean A el vector (-4, 5) y P el punto (6, -2). 
(a) Dibuje la representacion de position de A y tambien la representacion par- 
ticular de A que tiene a P como su punto inicial. (b) Determine el modulo 
deA. 

Solution 

(a) Sea A el punto (-4, 5). La figura 3 muestra el segmento dirigido OA, el 
cual es la representation de position del vector A. Sea PQ la representa- 



*N. del T. Otros nombres para el modulo de un vector son magnitud, intensidad y tamano. 
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4(-4,5) 



cion particular del vector A que tiene a P como su punto inicial. Si 
Q = (jc, y), entonces 

x - 6 = -4 y + 2 = 5 
jc = 2 > = 3 

Por tanto, 2 = (2, 3) y PQ se muestra en la figura 3. 
-h-> x (b) Del teorema 10.1.3, 




FIGURA 3 



P(6,-2) 



II A || = V("4) 2 +5 2 

= V4l 4 

El angulo director de cualquier vector diferente del vector cero es el 
angulo 9 medido desde la parte positiva del eje jc en el sentido contrario al 
giro de las manecillas del reloj hasta la representation de posici6n del vector. 
Si 0se mide en radianes, entonces < 9 < In. Si A = (a u a 2 ), entonces 



tan 9 = ^ si a x * 



(i) 



Si a x = y a 2 > 0, entonces 9 = -TV, si a l = y a 2 < 0, entonces 
= ! 7T. Las figuras 4 a 6 muestran el angulo director 9 para vectores es- 
pecificos cuyas representaciones de posicion estan dibujadas en ellas. 



(a i- a 2 ) 



(a t , a 2 ) 




FIGURA 4 





(a,, <z 2 ) 



FIGURA 6 



W EJEMPLO 2 Determine la medida en radianes del angulo 
director de cada uno de los siguientes vectores; (a) (-1, 1); (b) (0,-5); 
(c)<l,-2>. 

Solution Las representaciones de posicion de los vectores de (a), (b) y 
(c) se muestran en las figuras 7, 8 y 9, respectivamente. 



(-U) 




e = in 




B = tan" '(-2) + In y 
« 5.176 




0.-2) 



FIGURA 9 
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(fl|. a 2 ) 




FIGURA 10 



(a) tan 6 = -1, y ^n < 6 < /r; de modo que 6 = |tc. 

(b) tan 6 no existe, y a 2 < 0; por lo que = | n. 

(c) tan 8 = -2, y |?r < < 2tt; por tanto = tarT l (-2) + 2;r; es decir, 
6 « 5.176. 4 

Observe que si A = (ai, a 2 ) y 0es el angulo director de A, entonces 

a x = || A || cos 6 y a 2 = || A || sen (2) 

Refierase a la figura 10, donde el punto (a\ t a 2 ) esta en el primer cuadrante. 

Si el vector A = (a], a 2 ) 7 entonces la representacion de A cuyo punto ini- 
cial es (x,y) tiene como punto terminal al punto (x +■ a x ,y + a 2 ). De esta 
manera, un vector puede considerarse como una traslacion del piano en sf 
mismo. La figura 1 1 muestra cinco representaciones del vector A = (a { , a 2 ). 
En cada caso A traslada el punto {x h y t ) en el punto (*, + a^y t + a 2 ). 



U, + a l ,y l + a 2 ) 



(a, a 2 ) 



{x A + a^y A + a 2 ) 



<*i v.) 




(x 2 ,y 2 ) 



(x 2 + a v y 2 +a 2 ) 



( x \ y^ 



FIGURA 11 



PH,8) 




(4,-6) 



W EJEMPLO 3 Suponga que P es el punto (-1,8) y Q es el pun- 
to (3, 2). Determine el vector A que tiene a PQ como una representacion. 
Dibuje PQ y la representacion de posicion de A. 

Solution La figura 1 2 muestra el segmento dirigido PQ. Sea el vector 
A = (a ]y a 2 ). Como PQ es una representacion del vector A, el vector A tras- 
lada el punto P(-l, 8) al punto Q(3, 2). Pero el vector (a\, a 2 ) traslada el 
punto (-1,8) al punto (-1 + a\ % 8 + a 2 ). Asi, 

-1 + ai = 3 8 + a 2 = 2 

a\ = 4 a 2 = -6 

Por tanto, A = (4,-6). La figura 12 tambi6n muestra la representacion de 
posicion de A. ^ 

La definicion siguiente proporciona el metodo para sumar dos vectores. 



10.1*4 Definicion de lo sumo de vectores 



La suma de los vectores A = (a h a 2 ) y B = {b\,b 2 ) es e 'l vector 
A + B definido por 



FIGURA 12 



A + B = (a\ + b h a 2 + b 2 ) 
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(x + {a x + b x ), y + (a 2 + b 7 )) 




FIGURA 13 




(200, 0) 
FIGURA 14 



Si A = (3,-1) y B =. 
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(-4, 5), entonces 

A + B = (3 + (-4), -1 + 5) 
= (-1,4) 



La interpretation geometrica de la suma de dos vectores se muestra en 
la figura 13. Seari A = («], a 2 > y B = (b h b 2 ), y sea P el punto (jc, y). Enton- 
ces A traslada el punto P al punto (jc + ct\, y + a 2 ) = Q. El vector B 
traslada el punto Q al punto ((x + a]) + b h (y + a 2 ) + b 2 ) o, equivalen- 
temente, (x + (a\ + b { ),y + (a 2 + b 2 )) = R. Ademas, 

A + B = (a\ + b u a 2 + b 2 ) 

En consecuencia, el vector A + B traslada el punto P al punto (x + {a\ + b] ), 
y + (a 2 + b 2 )) = R. Asi, en la figura 13, PQ es una representacion de A, 
QR es una representacion del vector B, y PR es una representation de A + B. 
Las representaciones de los vectores A y B son lados adyacentes de un para- 
lelogramo, y la representacion del vector A + B es una diagonal del paralelo- 
gramo. Esta diagonal se denomina resultante de los vectores A y B. La regla 
para la adici<5n de vectores tambien se conoce como la ley del paralelogramo. 
La fuerza es una magnitud vectorial donde la cantidad se expresa en unida- 
des de fuerza y el angulo director se determina mediante la direction de la fuerza. 
En fisica se demuestra que dos fuerzas aplicadas a un objeto en un punto par- 
ticular pueden reemplazarse por una fuerza equivalente, la cual es su resultante. 

P EJEMPLO 4 Dos fuerzas de 200 lb y 250 lb forman un angulb 
de ! /r entre si y estan aplicadas a un objeto en el mismo punto. Determine 
(a) la intensidad o modulo de la fuerza resultante, y (b) el angulo que forma 
la resultante con la fuerza de 200 lb. 

Solucion Consulte la figura 14, donde los ejes se han elegido de modo 
que la representacion de position de la fuerza de 200 lb coincida con la parte 
positiva del eje jc. El vector A denota esta fuerza, por lo que A = (200, 0). El 
vector B representa la fuerza de 250 lb, De las formulas (2), si 
B = (/>!, b 2 ), entonces 



b x = 250 cos \n 

= 125 



= 250 sen x - n 
« 216.5 



Asi, B = (125, 216.5). La fuerza resultante es A + B, por lo que 

A + B = (200,0) + (125,216.5) 
= (325,216.5) 



(a) || A + B || = V(325) 2 + (216.5) 2 

- 390.5 

(b) Si es el angulo que el vector A + B forma con el vector A, entonces 



tan0 



216.5 



325 
tan 6 = 0.6662 

8 = 0.5877 
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FIGURA 15 



10.1.5 Definicion del negativo de un vector 



Si A = (a\,a 2 ), entonces el negativo de A, denotado por 
vector {-a h -~a 2 ). 



-A, es el 



Si el segmento dirigido PQ es una representation del vector A, entonces 
el segmento dirigido QP es una representation de -A. Cualquier segmento 
dirigido paralelo a PQ, que tenga la misma longitud de PQ y sentido contrario 
al de P&, es tambien una representacidn de -A. Refterase a la figura 15. 



10.1.6 Definicion de la diferencia de dos vectores 



La diferencia de los vectores A y B, denotata por A 
que se obtiene al sumar A al negativo de B; es decir, 



que se obtiene 

A - B = A + (-B) 



B, es el vector 



Asi, si A = (a\ t a 2 ) y B = (b h b 2 ), entonces -B = (-61,-62)' y 
A - B = (flj - b\,a 2 - b 2 ) 



Si A = (4, -2> y B = 




FIGURA 16 




FIGURA 17 
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(6, -3), entonces 

A - B = (4, -2> - (6, -3> 
= (4,-2) + (-6,3) 
= <-2, 1) 4 

A fin de interpretar geometricamente la diferencia de dos vectores, con- 
sidere que las representaciones de los vectores A y B tienen el mismo punto 
initial. Entonces el segmento dirigido desde el punto terminal de B al pun- 
to terminal del segmento dirigido de la representacidn de A es una repre- 
sentaci6n del vector A - B. Esto obedece la ley del paralelogramo 
B + (A - B) = A. Consulte la figura 16. 

El ejemplo siguiente, que involucra la diferencia de dos vectores, trata 
acerca de la navegaci6n aerea. La velocidad al aire (o con respecto al aire) de 
un avi6n es su velocidad con relation a la velocidad del aire en que navega, 
y la velocidad a tierra (o con respecto a la tierra) es su velocidad conside- 
rada desde el suelo. Cuando hay viento, la velocidad del avion relativa al 
suelo es la resultante del vector que representa la velocidad del aire y el vector 
que representa la velocidad del avi6n relativa al aire. En navegacion, el curso 
de un barco o un avi6n es el angulo medido en grados en el sentido en que 
giran las manecillas del reloj desde el norte a la direction en la que se encamina 
la nave. El angulo se considera positivo aunque se recorre en el sentido del 
giro de las manecillas del reloj. 

W EJEMPLO 5 Un avion puede volar a 300 mi/h. Si el viento. 
sopla hacia el este a 50 mi/h, ^cual debe ser el enfilamiento del avi6n para que 
el curso sea de 30°? ^Cual ser3 la velocidad a tierra del avi6n si vuela en 
este curso? 

Solution Refierase a la figura 17, la cual muestra las representaciones de 
position de los vectores A y B asi como una representation de A - B. El 
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vector A representa la velocidad a tierra del avion sobre un curso de 30°. El * 
angulo director de A es 60°. El vector B representa la velocidad del viento. 
Como B tiene una intensidad de 50 y un angulo director de 0°, entonces 
B = (50, 0). El vector A - B representa la velocidad del avion al aire; asi, 
|| A - B || = 300. Sea el angulo director de A - B. De la figura 17 se 
obtiene el triangulo mostrado en la figura 18. Al aplicar la ley de los senos a 
este tridngulo, se tiene 

sen <j> _ sen 60° 




FIGURA 18 



50 
sen <f> 
sen <$> 

4> 

Por tanto, 



300 
50 sen 60° 

300 
0.1433 

8.3° 



= 60° + 8.3° 
= 68.3° 

Si se aplica otra vez la ley de los senos al triangulo de la figura 18, se tiene 

IHI = 300 

send 80° - 6) sen 60° 



lAll = 



300 sen 111.7° 



sen 60° 



| A || = 322 



GU> t . *,) 



Pia t ,a 2 ) 




FIGURA 19 



Conclusion: El enfilamiento del avi6n debe ser 90° - 0, el cual es 21.7°, y 
si el avion vuela en este curso, su velocidad a tierra sera" de 322 mi/h. ^ 

Suponga que P es el punto {a^a^ y Q es el punto (b\, b 2 ). Se emplea- 
ra la notation \(PQ) para denotar el vector que tiene al segmento dirigido PQ 
como una representation. Consulte la figura 19, la cual muestra representa- 
ciones de los vectores \(FQ), \(OP) y V(Og). Observe que 

\(PQ) = \(OQ) - \(OP) 
\(PQ) = (b h b 2 ) - (a h a 2 ) 



\(PQ) » <J>, -a u b2 - a 2 ) 



Si P es el punto (-6, 7) y Q 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

es el punto (2, 9), entonces 

V(PQ) = (2 - (-6), 9-7) 
= (8,2) 



Otra operacion con vectores es la multiplication escalar (o multiplica- 
tion por un escalar) que implica el producto de un vector y un escalar (un 
numero real). 
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10.1.7 Definicion del producto de un vector 
y un escalar 



Si c es un escalar y A es el vector {a^a?i), entonces el producto de 
c y A, denotado por cA, es el vector defmido por 

cA - c{ay, ay) 
~ {ea u ca 2 ) 




F1GURA 20 
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3A =-3<4,-5> 
= <12,-15) 



Si A - <4, -5), entonces 



En el ejercicio 45 se le pedira que demuestre que si A es cualquier vector 
y c es cualquier escalar, entonces 

0(A) - y c(0) = 

El modulo del vector cA se calcula como sigue: 



kA 



= v(^i) 2 +(ca 2 ) 2 
= ^c 2 ( a] 2 + a 2 2 ) 



FIGURA 21 



= Vc 2 sla\ + a 2 

= klllAll 

Por tanto, el modulo de cA es el valor absoluto de c por el modulo de A. 

La interpretacion geometrica del vector cA se presenta en las figuras 20 y 
21. Si c > 0, entonces cA es un vector cuya representacion tiene una longi- 
tud de c veces el modulo de A y tiene la misma direccion de A; un ejemplo 
de esto se muestra en la figura 20, donde c = 3. Si c < 0, entonces cA es 
un vector cuya representacion tiene una longitud que es | c | veces el m6dulo 
de A y posee direccion opuesta a la de A. Esta situacion se muestra en la 
figura 2 1 , donde c ~ - ^ . 

El teorema siguiente proporciona las leyes que satisfacen las operacio- 
nes de adicion vectorial y multiplicacion por un escalar de vectores de V 2 . 



10.1.8 Teorema 



Si A T B y C son tres vectores cualesquieradel^* y cy d son dos escalares 
cualesquiera* entonces la adicion vectorial y la multiplicaci6n por un 
escalar satisfacen las siguientes propiedades: 

(i) A + B = B ■ + A (ley conmutativa) 
(H) A + (B +■ C) = (A + B) + C (ley associativa) 
(iu) Existe un vector en V 2 para el cual A + = A 

(existencia del identico aditivo) 
(iv) Existe un vector -A en V 2 tal que A + (-A) = 

(existencia del inverse aditivo o negaiivo) 
(v) (cd)A = c(dA) (ley asociativa) 
(vi) c(A + B) = cA + cB (ley distrfbutiva) 
(tfi) (c + d)A ~ cA + dA <!ey distributive) 
(vHi) 1(A) = A (existenckderidentkomultiplicativo escalar) 
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Demostracion Se presentaran las demos traciones de (i) y (vi), las demas 
se dejan como ejercicios (consulte los ejercicios 46 a 50). En la demostracion 
de (i) se utiliza la propiedad conmutativa para los numeros reales, y en la de- 
mostracion de (vi) se emplea la propiedad distributiva para los numeros rea- 
les. Sean A = (a h a 2 ) y B = {b } , b 2 ). 



Demostracion de (i) 

A + B = (a h a 2 ) + (b],b 2 ) 
= (a, + b h a 2 + b 2 ) 
- {by + a h b 2 + a 2 ) 
= (bhb 2 ) + (a h a 2 ) 
= B + A 



Demostracion de (vi) 

c(\ + B)= c{{a h a 2 ) + (b h b 2 )) 
= c((a\ + b h a 2 + b 2 )) 
= (c{a x + b ] ),c(a 2 + b 2 )) 
= {ca\ + cb],ca 2 + cb 2 ) 
= (ca\,ca 2 ) + (cb],cb 2 ) 
= c<fli,a 2 > + c(b h b 2 ) 
= cA + cB 



El teorema 1 0. 1 .8 es muy importante debido a que cualquier ley alge- 
braica para las operaciones de adicion vectorial y multiplicacion por un esca- 
lar en V 2 se puede deducir a partir de las ocho propiedades establecidas en el 
teorema. Estas leyes son semejantes a las leyes de la aritmetica de numeros 
reales. Ademas, en algebra lineal, un tspacio vectorial real se define como 
un conjunto de vectores junto con el conjunto de numeros reales (escalares) y 
las dos operaciones de adicion vectorial y multiplicacion por un escalar que 
satisfacen las ocho propiedades presentadas en el teorema 10.1.8. 



10.1.9 Definicion de espacio vectorial real 



Un espacio vectorial real V es un conjunto de elementos, Uamados 
vectores, junto con el conjunto de numeros reales, denominados esca- 
lares, con dos operaciones llamadas adicion vectorial y multipli- 
cacidn por un escalar, tal que para cada par de vectores A y B en V y 
para cualquier escalar c, se definen los vectores A + B y cA de modo 
que las propiedades (i)-(viii) del teorema 10.1.8 se cumplan. 

De esta definicion, V 2 es un espacio vectorial. 

Ahora se considerara un vector arbitrario de V 2 y se expresara en una 
forma especial: 

(a u a 2 ) = (a h 0> + (0, a 2 ) 

<fl,,02> = fl,<l,0> + fl2 <0,l> (3) 

Debido a que el modulo de cada uno de los dos vectores (1,0) y (0, 1) es 
una unidad, se les conoce como vectores unitarios. A continuaci6n se pre- 
senta la notacion para estos dos vectores unitarios: 

l = <1.0> j = <0,l> 

Con estas notaciones, se tiene de (3) 



<*l,*2> 



a%\ + a 2 } 



(4) 



-► X 



FIGURA 22 



La representacion de posicion de los vectores i y j se muestra en la figu- 
ra 22. La ecuacion (4) establece que cualquier vector de V 2 puede escribirse 
como una combination lineal de i y j. De esta proposicion y del hecho de que 
i y j son independientes (es decir, sus representaciones de posicion no son 
colineales), se dice que los vectores i y j forman una base para el espacio 
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(«1,«2> 




FIGURA 23 



vectorial V^- Refierase al ejercicio 52 para un ejemplo de una base que consisie 
de vectores no unitarios. El numero deelementos de una base de unespacio vecto- 
rial se denomina dimension del espacio vectorial. Por tanto,^ es un espacio 
vectorial bidimensional o de dos dimensiones. 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 

(3,-4) = 3i -4j 



De (4), 



Sean A el vector (a\, a 2 ) y el angulo director de A. Observe la flgu- 
ra 23, donde el punto (a\, a 2 ) est& en el segundo cuadrante y se muestra la re- 
presentation de position de A. Como A = a x \ + a 2 J> a \ - II A || cos 0, 
y a*i = I) A I) sen 0, entonces se puede escribir 



A = || A || cos B\ + || A || sen 0j 
A = | A || (cos 0i + sen 0j) 



(5) 



Esta ecuacion expresa el vector A en terminos de su modulo, del coseno y del 
seno de su angulo director, y de los vectores unitarios i y j. 




(-5,-2) 



FIGURA 24 



► EJEMPLO 6 



Exprese el vector (-5, -2) en la forma (5). 



Solution Vea la figura 24, la cual muestra la representation de position 
del vector (-5, -2). Al calcular el modulo y el coseno y seno del angulo di- 
rector, se tiene 



| (-5, -2)|| = V("5) 2 + (~2) 2 
= V29 



cos = - 
Por tanto, de (5). 



29 



y sen - - 



V29 



(-5, -2) = V29(~ 



V29 V29 J 



10.1.10 Teorema 



Si el vector A = fl|i + d^} es diferente del vector cero, entonces 
el vector unitario U que tiene la misma direcci6n y el mismo sentido de 
A esta definido por 



U =* 



llA|| 



a 2 



I 



Demostracion Se demostrara que el vector U es un vector unitario que 
tiene la misma direction de A. 



u = 



Ia 



i) + (iw) u = Ni (ai1 + a2i) 
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V fl 1 + a 2 



i|A|[ 



llAll 



(A) 



Como || U || = 1, U es un vector unitario, y debido a que U es igual al pro- 
ducto de un escalar positivo y el vector A, la direction y el sentido de U son 
los mismos que los de A. * ■ 



W EJEMPLO 7 Dados A = 3i + j y B = -2i + 4j, obtenga 
el vector unitario que tiene la misma direction de A - B. 

Solution 



A - B = (31 + j) - (-21 + 4j) 
= 51 - 3j 



Asi, 



||A-B||= v'5 2 + ("3) 2 
= V34 
Por el teorema 10.1.10, el vector unitario requerido es 



U = 



34 



j 



EJERCICIOS 10.1 



En los ejercicios I a 4, (a) dibuje la representation de position 
del vector A y tambien la representation particular que pasa 
por el punto P. (b) Calcule el modulo de A. 

1. A = 0,4); /> = (2, 1) 

2. A = <-2,5>;/> = (-3,4) 

3. A - (e,-{)-P = (-2,-e) 

4. A = <4, 0>; P = (2, 6), 

En los ejercicios 5 y 6> obtenga la medida exacta en radianes 
del dngulo director del vector. En el inciso (c) aproxime la me- 
dida a centesimos de radian. 



5. (a) <1,-1> 


(b) <-3, 0> 


(c) <5, 2> 


6. (a) <V3,1> 


(b) <0, 4> 


(c) <-3, 2> 



En los ejercicios 7 a 10, obtenga el vector A que tiene al seg- 
mento dirigido PQ como una representation. Dibuje PQ y la 
representation de position de A. 

7. P = (3, 7); Q = (5, 4) 8. P = (5, 4); Q = (3, 7) 
9. P = (-5, -3); Q = (0, 3) 

10. P = <-V2,0);G = (0,0) 

En los ejercicios 11 a 14, determine el punto S de modo que 
PQ y RS sean representaciones del mismo vector. 

11. P = (2,5);G - (1,6);/? = (-3,2) 

12. P = (-2, 0); Q = (-3, -4); R = (4, 2) 



13. P = (0, 3); Q = (5, -2); R = (7, 0) 

14. P = H,4);<2 - (2,-3);/? - (-5,-2) 

En los ejercicios 15 y 16, calcule la suma del par de vectores e 
ilustrela geometricamente. 

15. (a) <2,4>,<-3,5> ' (b) <-3, 0>, <4, -5> 

16. (a) <0, 3>, <-2, 3> ■ (b) <2, 3>, <- V2,-l> 

En los ejercicios 17 y 18, reste el segundo vector del primero e 
ilustre la diferencia geometricamente. 

17. (a) <-3, -4), <6, 0) (b) <l,e>,<-3,2«> 

18. (a) <0, 5>, <2, 8> (b) <3, 7>, <3, 7> 

En los ejercicios 19 y 20, determine el vector o el escalar si 
A - <2,4>, B = <4,'-3>yC = <-3, 2>. 

19. (a) A + B (b) || C - B|| (c) || 7A - B || 

20. (a) A - B (b) ||C|| (c) || 2A + 3B || 

En los ejercicios 21 a 24, obtenga el vector o el escalar si 
A = 2i + 3j y B = 41 - j. 



21. (a) 5A (b) -6B 

22. (a) -2A (b) 3B 

23. (a) || A || + !|B|| _ 
(c) || 5A - 6B|| 

24. (a)||A||-||B|| 
(c) || 3B - 2A|| 



(c) A + B (d) || A + B| 
(c) A - B (d) || A - B |j 

(b) 5A - 6B 

(d) || 5A || - || 6B || 

(b) 3B - 2A 

(d) || 3B || - ||2A|| 
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En los ejercicios 25 y 26, A = -4i + 2j, B = -i + 3j y 
C = 5i - j. 

25. Obtenga: (a) 5A - 2B - 2C; (b) || 5A - 2B - 2C || . 

26. Determine: (a) 3B - 2A- C; (b) ]| 3B - 2A - C || . 

En los ejercicios 27 y 28, A = 8i + 5j y B = 3i - j. 

27. Determine un vector unitario que tenga la misma direccion 
que A + B. 

28. Obtenga un vector unitario que tenga la misma direccion 
que A - B. 

En los ejercicios 29 a 32, exprese el vector dado en la forma 
/■('cos Q'\ + sen Q\), donde r es el modulo y 9 es el dngulo di- 
rector. Tambien obtenga un vector unitario que tenga la misma 
direccion. 



29. (a) 3i - 4j 

30. (a) 8i + 6j 

31. (a) -4i + 4V3j 

32. (a) 3i - 3j 

33. Si A = -2i + j, B 



(b) 2i + 2j 

(b) 2 V5i + 4j 

(b) -16i 

(b) 2j 

3i - 2j y C = 5i - 4j, de- 



termine los escalares h y k tales que C = hA + JtB. 

34. Si A = 5i - 2j, B = -4i + 3j y C = -6i + 8j, 

determine los escalares h y k tales que B = hC - k\. 

35. Si A = i - 2j, B = -2i + 4j y C = 7i - 5j, demues- 
tre que C no puede expresarse en [a forma h\ + £B, 
donde h y k son escalares. 

36. Dos fuerzas de 340 lb y 475 lb forman entre si un angulo 
de 34.6° y se aplican a un objeto en el mismo punto. 
Calcule (a) el modulo o intensidad de la fuerza resultante, 
y (b) el angulo que forma la resultante con la fuerza de 
475 lb con aproximacion de decimos de grado. 

37. Dos fuerzas de 60 lb y 80 lb forman entre si un angulo de 
30° y se aplican a un objeto en el mismo punto. Obtenga 
(a) el modulo o intensidad de la fuerza resultante, y (b) el 
angulo que forma la resultante con la fuerza de 60 lb 
con aproximacion de grados. 

38. Una fuerza de 22 lb y otra de 34 lb se aplican a un objeto 
en el mismo punto y forman un angulo Q entre si. Si la 
fuerza resultante es de 46 lb, determine 9 con aproxi- 
macion de grados. 

39. Una fuerza de 1 12 lb y otra de 84 lb se aplican a un objeto 
en el mismo punto, y la fuerza resultante es de 162 lb. 
Determine el angulo formado por [a resultante y la fuer- 
za de 1 12 lb con aproximacion de decimos de grado. 

40. Un avion tiene una velocidad al aire de 350 mi/h. Para que el 
curso real del avion sea el norte, su enfilamiento debe ser 
340°. Si el viento sopla del oeste, (a) ^cual es la rapidez 
del viento? (b) i,Cual es la velocidad a tierra del avion? 

41. En un avion que tiene una velocidad al aire de 250 mi/h, el 
piloto desea volar hacia el norte. Si el viento sopla hacia 
el este a 60 mi/h, (a) ^cudl debe ser el enfilamiento del 
avion? (b) ^Cual serfa la velocidad a tierra si el avion volase 
en este curso? 



42. Una Iancha puede desplazarse a 15 nudos con respectq^al 
agua. En un no, cuya corriente es de 3 nudos hacia el oeste, 
la Iancha tiene un enfilamiento hacia^el sur. ^Cual es la 
velocidad de la Iancha con respecto a tierra y cual es su 
curso? 

43. Un nadador con una velocidad de nado de 1.5 mi/h con 
respecto al agua, parte de la ribera sur de un no y se dirige al 
norte directamente a traves del no. Si la corriente del no 
fluye hacia el este a 0.8 mi/h, (a) ^en que direccion va el 
nadador? (b) ^Cual es la velocidad del nadador con respec- 
to a tierra? (c) Si la distancia a traves del no es de 1 milla, 
^que tan lejos, no abajo, el nadador alcanza la otra orilla? 

44. Suponga que el nadador del ejercicio 43 desea llegar al 
punto ubicado directamente al norte a traves del no. (a) ^En 
que direccion debe dirigirse el nadador? (b) ^Cual sera la 
velocidad respecto a tierra del nadador si elige esta 
direccion? 

45. Demuestre que si A es cualquier vector y c es cualquier 
escalar, entonces 0(A) = 0yc(0) = 0. 

46. Demuestre el teorema 1 0. 1 .8(ii). 

47. Demuestre el teorema 10.1.8(iii) y (viii). 

48. Demuestre el teorema 10.1.8(iv). 

49. Demuestre el teorema 10.1. 8(v). 

50. Demuestre el teorema 10.1.8(vii). 

51. Sean A = <2,-5>, B =(3,l>yC- <-4, 2>. 

(a) Calcule A + (B + C) e ilustre geometricamente. 

(b) Calcule (A + B) + C e tlustre geometricamente. 

52. Se dice que dos vectores son independientes si y solo si 
sus representaciones de posicion no son colineales. Ade- 
mas, se dice que dos vectores A y B forman una base para 
el espacio vectorial V 2 si y solo si cualquier vector de V 2 
puede expresarse como una combination lineal de A y B. 
Se puede demostrar un teorema que establece que dos 
vectores forman una base para el espacio vectorial V 2 si 
son independientes. Muestre que este teorema se cumple 
para los dos vectores {2,5) y (3,-1) haciendo lo si- 
guiente: (a) verifique que los vectores son independientes 
mostrando que sus representaciones de posicion no son 
colineales; y (b)verifique que los vectores forman una 
base al mostrar que cualquier vector a,i + a 2 \ puede 
expresarse como c(2i + 5j) + d(3i - j), donde c y d 
son escalares. Sugerencia: exprese c y d en terminos de 
«i y a 2 , 

53. Consulte las dos primeras oraciones del ejercicio 52. Se 
puede demostrar un teorema que afirma que dos vecto- 
res forman una base para el espacio vectorial V 2 solo si son 
independientes. Muestre que este teorema se cumple para 
los vectores (3,-2) y (-6,4) efectuando lo siguiente: 
(a) verifique que los vectores son dependientes (es decir, 
no son independientes) probando que sus representacio- 
nes de posicion son colineales; (b) verifique que los vec- 
tores no forman una base tomando un vector particular y 
demostrando que no puede expresarse en la forma 
c(3i - 2j) + d(-6\ + 4j), donde c y d son escalares (es 
decir, no generan el espacio vectorial). 
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54. Un conjunto de vectores V t , V 2 , Vj, . . . , V„ se dice que es 
linealmente dependiente si y solo si existen escalares 
k h k 2 , kj, ....&„, no todos cero, tales que 

A,V, + * 2 V 2 + * 3 V 3 + . . . + fc„V„ = 

Demuestre que si Vj = 3i - 2j, V 2 = i + 4j y V 3 = 
2i -f 5j,entoncesV],V 2 yV 3 son linealmente dependientes. 

55. Sean P{2 una representacion del vector A, QR una re- 



presentation del vector B, y RS una representacion del escalar, 



vector C. Demuestre que si PQ, QR y RS son los lados de 
un triangulo, entonces A + B + C = .0. 

56. Demuestre analiticamente la desigualdad del triangulo 
para vectores: 

||A + B||*||A|M|B|| 

57. Explique la diferencia entre magnitud vectorial y magnitud 
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Si sterna coordenado derecho 



FIGURA 2 



piano yz 



piano xz 




piano xy 



FIGURA 3 



Hasta ahora se han tratado el espacio numerico unidimensional /?, la recta 
numerica, y el espacio bidimensional R 2 , el piano numerico. Se identificaron 
los numeros reales de R con los puntos de un eje horizontal y los pares de nii- 
meros reales de R 2 con los puntos de un piano geometrico. Ahora, antes de • 
extender el concepto de vector a tres dimensiones, se discutira el espacio 
numerico tridimensional. 



10.2.1 Definition de espacio numerico tridimensional 



El conjunto de todas las ternas ordenadas de numeros reales recibe 
el nombre de espacio numerico tridimensional, y se denota por R 3 . 
Cada tenia ordenada (jc, y, z) se denomina punto del espacio nume- 
rico tridimensional. 

Con el fin de representar /? 3 en un espacio geometrico tridimensional, se 
consideran las distancias dirigidas de un punto a tres pianos mutuamente 
perpendiculares. Los tres pianos se forman al tomar tres rectas perpen- 
diculares entre si, las cuales se intersectan en un punto llamado origen y de- 
notado por O. Estas rectas, denominadas ejes de coordenadas, se designan 
como el eje je, eje y y eje z. Por lo comun los ejes x y y se consideran en 
un piano horizontal, y el eje z vertical. El sentido positivo, elegido en cada 
eje como se muestra en la figura 1, proporciona un sistema coordenado 
derecho. Este nombre se deriva del hecho de que si se coloca la mano dere- 
cha de modo que el dedo indice apunte en la direccion positiva del eje je, y 
el dedo medio apunte hacia el sentido positivo del eje y, entonces el pulgar 
apuntara en la direccion positiva del eje z. Observe la figura 2. Los tres ejes 
determinan tres pianos coordenados: el piano jcy que contiene a los ejes x 
y y, el piano jcz que contiene a los ejes x y z, y el piano yz que contiene a los 
ejes y y z, como se muestra en la figura 3. 

Una terna ordenada (je, y, z) se asocia con cada punto P del espacio 
geometrico tridimensional. La distancia dirigida de P al piano yz es la coor- 
denada x, su distancia dirigida al piano jez es la coordenada y, y la coorde- 
nada z es la distancia dirigida de P al piano xy. Estas tres coordenadas se 
denominan coordenadas cartesianas rectangulares de P, y existe una 
correspondencia uno a uno, denominada sistema coordenado cartesiano 
rectangular, entre las ternas ordenadas de numeros reales y los puntos del 
espacio geometrico tridimensional. En consecuencia, se identifica /? 3 con 
el espacio geometrico tridimensional. En la figura 4 se muestran los puntos 
(2, 3, 4) y (4, -2, -5). Los tres pianos coordenados dividen al espacio en 
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• (4,-2,-5) 

FIGURA 4 



ocho partes denominadas octantes. El primer octante es aquel en el que las 
tres coordenadas son positivas. 

Una recta es paralela a un piano si y solo si la distancia desde cualquier 
punto de la recta al piano es constante. 

L> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Una recta paralela al piano 
yz, otra paralela al piano jcz, y otra mas paralela al piano xy, se muestran en 
las figuras 5, 6 y 7, respectivamente. 4 





Recta paralela al piano yz 
FIGURA 5 



Recta paralela al piano xz 
FIGURA 6 



El teorema siguiente se deduce inmediatamente de la discusion anterior. 




Recta paralela al piano xy 
FIGURA 7 



10.2.2 Teorema 



(i) Una recta es paralela al piano yz si y s61o si todos los puntos de la 

recta tienen la misma coordenada jc. 
(ii) Una recta es paralela al piano xz si y solo si todos los puntos de la 

recta tienen la misma coordenada y. 
(iii) Una recta es paralela al piano xy si y solo si todos los puntos de la 

recta tienen la misma coordenada z. 

Como caso especial, se consideran todas las rectas que est£n en un piano 
dado como paralelas al piano. En este caso, la distancia de cualquier punto de 
una de estas rectas al piano es cero. 

En el espacio tridimensional, si una recta es paralela a cada uno de dos 
pianos que se intersectan, entonces la recta es paralela a la recta de intersec- 
ci6n de los dos pianos. TambiSn, si una recta dada es paralela a una segunda 
recta, entonces la recta dada es paralela a cualquier piano que contenga a la 
segunda recta. El teorema siguiente se infiere de estos dos hechos geom£- 
tricos y del teorema 10.2.2. 



10.2.3 Teorema 



(i) Una recta es paralela al eje jc si ^ solo si todos los puntos de la 
recta tienen la misma coordenada y y la misma coordenada z. 

(ii) Una recta es paralela al eje y si y s61o si todos los puntos de la 
recta tienen la misma coordenada jc y la misma coordenada z. 
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Recta paralela al eje x 
FIGURA 8 




Recta paralela al eje y 
FIGURA 9 



(iii) Una recta es paralela al eje z si y s61o si todos los puntos de la 
recta tienen la misma coordenada x y la misma coordenada y. 



l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Una recta paralela al eje x, 

y otra paralela al eje y, y otra mds paralela al eje z, se presentan en las figuras 

8, 9, y 10, respectivamente. ^ 

Las formulas para determinar la distancia de un punto a otro de una 
recta paralela a uno de los ejes coordenados se obtienen a partir de la defi- 
nicion de distancia dirigida dadaen la seccion A. 2 del apendice, y se establecen 
en el teorema siguiente. 



10.2.4 Teorema 



(i) Si A(x\ t y, z) y B(x 2 , y, z) son dos puntos de una recta paralela al 
eje x, entonces la distancia dirigida de A a B, denotada por AB y 
est£ dada por 

AB = x 2 ~ X\ 

(ii) Si C(x, y\,z)y D(x, y 2 , z) son dos puntos de una recta paralela al 
eje y, entonces la distancia dirigida de C a A denotada por CD, 
estd dada por 

CD = y 2 - y l 

(iii) Si E(x,y, z\)y F(x,y, z 2 ) son dos puntos de una recta paralela al 
eje z, entonces la distancia dirigida de E a F, denotada por EF, 
esta" dada por 

EF = z 2 - zi 




Recta paralela al eje z 
FIGURA 10 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 La distancia dirigida PQ 
del punto P(2, -5, -4) al punto Q(2, -3, -4) esta dada por el teorema 
10.2.4(H): 

PQ = (-3) - (-5) 

= 2 « 

El teorema siguiente proporciona una formula para determinar la 
distancia no dirigida entre dos puntos cualesquiera del espacio tridi- 
mensional. 



10.2.5 Teorema 



La distancia no dirigida entre los puntos Pi(x h y u z\) y P 2 (x 2 ,y 2 , z 2 ) 
esta dada por 

\p^\ - V(*2 - *i) 2 + to - yO 2 + (z^lo 5 

Demostrocion Se construye un paralelepipedo rectangular que tiene a P\ 
y P 2 como vertices opuestos y caras paralelas a los pianos coordenados (con suite 
lafigura 11). 
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1 B(x 2t y ltZ] ) 



Por el teorema de Pitagoras, 




FIGURA 11 



| PjP 2 ( 2 - |PiA[ 2 + \ap 2 \ 2 



(1) 



Como 



\P\A\ 2 = \P]B\ 2 + \ba\ 2 
se obtiene, al sustituir de esta ecuacion en (1), 

|7y^| 2 = I^I 2 + I^a| 2 + l^l 2 

Si se aplica el teorema 10.2.4(i), (ii) y (iii), a los lados rectos se obtiene 

|/v^l 2 = to - *i) 2 + to - >'i) 2 + to - zi) 2 

I^V^I = Vto -*i) 2 + to L yt) 2 + to - zi) 2 ■ 

^ EJEMPLO I Calcule la distancia no dirigida entre los puntos 
P(-3,4,-t) yG(2,5,-4). 

Sol UC ion Del teorema 10.2.5, 



\PQ\ = v(2 + 3) 2 + (5 - 4) 2 + (-4 + l) 2 

= V35 ^ 

La formula de la distancia entre dos puntos de /? 3 es una extension de la 
formula para la distancia entre dos puntos de R 2 . Cabe hacer notar que la dis- 
tancia dirigida entre dos puntos x x y x 2 de R esta dada por 

|*2 " x } | = - s j(x 2 - X\) 2 

Las f6rmulas para determinar las coordenadas del punto medio de un seg- 
mento de recta se deducen al considerar los triangulos congruentes que 
se forman, y proceder de manera analoga al caso de dos dimensions. Estas 
formulas se establecen en el teorema siguiente y la demostracion se deja 
como un ejercicio (refierase al ejercicio 18). 



10.2.6 Teorema 



Las coordenadas del punto medio del segmento de recta cuyos extre- 
mos son P\{x^ y h z\) y P 2 (x 2 , y 2 , z 2 ) estan dadas por 

2 y " 2 Z ~2 



10.2.7 Definicton de la grafica de una ecuacion en J? 3 



La grafica de una ecuacion en R 3 es el conjunto de puntos (x y y, z) 
cuyas coordenadas son numeros que satisfacen la ecuacion. 

Una superficie es la grafica de una ecuacion en R 3 . La esfera es un ejemplo 
de una superficie. 
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C(h.k,l) 




FIGURA 12 



1 0.2.8 Definition de esfera 



Una esfera es el conjunto de todos Ios puntos del espacio. tridimensio- 
nal que equidistan de un punto fijo. El punto fijo se denomina centro 
de la esfera y la medida de la distancia constante se llama radio. 



1 0.2.9 Teorema 



Una ecuacion de la esfera de radio r y centro en (h, k, I) es 

(x - h) 2 + (y - k) 2 + (z - I) 2 = r 2 



(2) 



Demostracion Denote punto (h, k y I) por C (vea la figura 12). El punto 
P(x, y, z) es un punto de la esfera si y solo si \CP\ — r; es decir, 



v '(* - h) 1 + (y - k) 1 +(z-l) 2 = r 

Al elevar al cuadrado los dos miembros de esta ecuacion se obtiene el resultado 
requerido. ■ 

Si el centro de la esfera esta en el origen, entonces h = 0, k = y 
1 = 0; por lo que una ecuacion de esta esfera es 

x 2 + y 2 + z 2 = r 2 



Si se desarrollan los cuadrados de (2) y se reagrupan los terminos se tiene 

2hx - 2ky - 2lz + (h 2 + k 2 + I 2 - r 2 ) = 



x 2 + y 2 + z 2 



Esta ecuacion es de la forma 

x 2 + y 2 + z 2 + Gx + Hy + Iz + J = (3) 

donde G, //, / y J son constantes. La ecuacion (3) se denomina forma ge- 
neral de la ecuaci6n de la esfera, mientras que (2) recibe el nombre de forma 
centro-radio. Como toda esfera tiene un centro y un radio, su ecuacion 
puede expresarse en la forma centro-radio, y por tan to, en la forma general. 
Cualquier ecuacion de la forma (3) puede presentarse en la forma 

(x - h) 2 + (y - k) 2 + (z - I) 2 = K (4) 



donde 



A=-*G 



\H / = -!/ 



K = UG 2 + H 2 + I 2 - 47) 



Se le pedira que demuestre esto en el ejercicio 19. 

Si K > 0, entonces (4) tiene la forma de la ecuacion (2); de modo que 
la grafica de la ecuacion es una esfera que tiene su centro en (/i, k, I) y radio vAT . 
Si K - 0, la grafica de la ecuacion es el punto (h, k, I). Si K < 0, entonces 
la grafica es el conjunto vacio debido a que la suma de los cuadrados de 
tres numeros reales es no negativa (es decir, es mayor que o igual a cero). Este 
resultado se establece en el teorema siguiente. 



10.2.10 Teorema 



La grafica de cualquier ecuacion de segundo grado en x, y y z, de la 
forma 

x 2 + y 2 + z 2 + Gx + Hy + Iz + J = 
es una esfera, un punto o el conjunto vacio. 



804 CAPITULO 10 VECTORES, RECTAS, PIANOS Y SUPERFICIES EN EL ESPACIO 



► EJEMPLO 2 



Determine la grafica de la ecuacion 



+ y 2 + z 2 - 6x - Ay + 2z = 2 




FIGURA 13 



Sol UC i6n Si se reagrupan los terminos y se completan los cuadrados 
se tiene 

jc 2 -6* + 9+ y 2 -4)> + 4 + z 2 + 2z +1=2 + 9 + 4+1 
(x - 3) 2 + (y - 2) 2 + (z + l) 2 = 16 

La grafica es una esfera que tiene su centro en (3, 2, -1 ) y radio 4. 4 

La figura 1 3 muestra la esfera del ejemplo 2. 

W EJEMPLO 3 Obtenga una ecuaci6n de la esfera que tiene 
los puntos A(-5, 6, -2) y #(9, -4, 0) como los extremos de uno de sus 
diametros. 

Solucion El centro de la esfera es el punto medio del segmento de rec- 
ta AB. Sea este punto C(x, y, z). Por el teorema 10.2.6 se tiene 



-4+6 







1 



= -1 



De modo que C es el punto (2, 1,-1). El radio de la esfera es | CB \ . En 
consecuencia, 



r = V(9 - 2) 2 + (-4 - l) 2 + (0+ l) 2 

Por tanto, del teorema 10.2.9, una ecuacion de la esfera es 

(x - 2) 2 + (y - l) 2 + (z + l) 2 = 75 
x 2 + y 2 + z 2 - 4x - ly + lz - 69 = 4 

En la seccion 10.1 se definio un vector en el piano como un par orde- 
nado de numeros reales. Ahora se extendera esta definicion a un vector en el 
espacio tridimensional. 



10.2.1 1 Definicion de vector en el espacio 
tridimensional 



Un vector en el espacio tridimensional es una terna ordenada de nu- 
meros reales (x, y y z). Los numeros x, y y z se denominan compo- 
nentes del vector (jc, y, z). 



Se dice que los vectores (a\, a 2 , 03} y {b\, b 2 , ^3} son iguales si y solo 
sifl! = b { ,a 2 = b 2 ya 3 = b 3 . 

El conjunto de todas las ternas ordenadas (jc, y, z>, donde x, y y z son 
numeros reales, se denota por V 3 . Del mismo modo que para los vectores de 
V 2 , un vector de V 3 puede representarse mediante un segmento dirigido. Si 
A = (flj, a 2 , a 3 \ entonces el segmento dirigido que tiene su punto inicial en 
el origen y su punto terminal en el punto (a\,a 2 ,a 3 ) recibe el nombre de 
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{x + a^y + a^z + aj 



representation de position de A. Un segmento dirigido que tiene su punto 
inicial en (jc, y, z) y su punto terminal en el punto (x + a\,y + ai,z + 03) 
es tambien una representacidn del vector A. Consulte la figura-14. 

El vector cero es el vector (0, 0, 0) y se denota por 0. Cualquier punto 
es una representacion del vector cero. 

El modulo de un vector es la longitud de alguna de sus representa- 
ciones. Si el vector A = {a h a 2 > a 3X el modulo de A se denota por || A || , y 




FIGURA 14 



Piai,a 2 ,a 2 ) 




FIGURA 15 



A = 



i 9 j 9 

^a x + a 2 + 03 



La direction de un vector diferente del vector cero de V 3 esta deter- 
minada por tres dngulos llamados dngulos directores del vector. 



10.2.12 Definition de dngulos directores de un vector 



Los dngulos directores de un vector diferente del vector cero son los 
tres dngulos que tienen la menor medida en radianes no negativa a, p 
y ymedidos a partir de los ejes jc, y y z, respectivamente, hasta la 
representaci6n de posicion del vector. 

La medida en radianes de cada angulo director de un vector es mayor 
que o igual a y menor que o igual a n. Los angulos directores del vec- 
tor A = {a\ , C2» a 3)» cuyas medidas en radianes son a,/3yy, se muestran en la 
figura 15. En esta figura, las componentes de A son numeros positivos, y los 
angulos directores de este vector tiene medidas en radianes positivas me- 
nores que ^ n. En la figura se observa que el triangulo POR es un triangulo 
rectangulo y 



cos a 



l|A|| 



Puede demostrarse que la mis ma formula se cumple si j n < a < n. 
De igual manera pueden deducirse formulas para cos p y cos y, obtentendose 



cos a 



01 

i|A| 



cos/? = -a. 

l|A|| 



cos y 



- _^3_ 



(5) 



Los tres numeros cos a, cos ^ y cos y se denominan cosenos directores 
del vector A. El vector cero no tiene angulos directores, y, en consecuencia, 
tampoco cosenos directores. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Se determinaran el modulo 
y los cosenos directores del vector A = {3, 2, -6). 



|| A || = V(3) 2 + (2) 2 + (-6) 2 

= 7 

De las formulas (5), 

cos a = ~ cos p = ~ cos y = 



Si el modulo de un vector y sus cosenosidirectores se conocen, entonces el 
vector esta determinado de manera tinica debido a que de (5) 



a\ = A cos a 



a 2 



| A || cos P a 3 = || A || cos y 



(6) 
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Los tres cosenos directores de un vector no son independientes entre 
si, como lo muestra el siguiente teorema. 



10.2.13 Teorema 



Si cos a, cos p y cos /son los cosenos directores de un vector, entonces 
cos 2 a + cos 2 p + cos 2 y - 1 

Demostracion Si A = (a |, a 2 ,a 3 ), entonces los cosenos directores de A 
estan dados por (5), de modo que 

^2 n 2 n 2 

cos z a + cos z p + cos z y - ,, J „ + „ ,, + ,, ,, 

l|A|| 2 ||A|p ||A|p 

"2 2 2 



l|A|| 2 

IaII 2 



I|a|| 2 
= i 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

10.2. 13 para el vector del ejemplo ilustrativo 4 



Se verificar& el teorema 



cos 2 a + cos 2 j3 + cos 2 /= (^) 2 + ( = ) 2 + (-^) 2 
= ± +' A + 36 

= 1 4 

El vector A = <aj, a 2 » a 3) es un vector unitario si || A || = 1, y de las 
ecuaciones (5), las componentes de un vector unitario son sus cosenos 
directores. 

Las operaciones de adicion, sustraccion y multiplicacion por un escalar 
en V 3 se definen de manera similar a las definiciones correspondientes para 
vectores de V 2 . 

Si A = (a x ,a 2 ,a 3 ) yB = (£1,^2^3) y c es un escalar, entonces 

A + B = (a, + b h a 2 + b 2 ,a 3 + b 3 ) -A = (-a h -a 2 ,-a 3 ) 
A - B = A + (-B) cA = c(a h a 2 ,a 3 ) 

= <fli - ^1 , fl 2 " *>2> «3 " *>3> = <«*i, ca 2> ™3> 



► EJEMPLO 4 Dados A = (5, -2, 6) y B = (8, -5, -4), 
calcule A + B, A - B, 3A y -5B. 

Solucion 

A + B = (5 + 8, -2 + (-5), 6 + (-4)) 

= < 13,-7,2) 
A - B = (5 - 8, -2 - (-5), 6 - (-4)) 

= (-3,3,10) 
3A - 3(5,-2,6) -5B = -5(8,-5,-4) 

= (15,-6, 18) = (-40,25,20) 4 
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A + B 



FIGURA 16 




> y 



La interpretacion geometrica de la suma de dos vectores de V 3 es serrte- 
jante a aquella para vectores de V 2 . Refierase a la figura 16. Si P es el punto 
(x, v, z), A = (a j, a 2 , a 3 ) y PQ es una representacion de A,' entonces Q es el 
punto (x + a h y + a 2 , z + a 3 ). Sean B = (b x , b 2 , b 3 )° y QR una representa- 
cion de B, entonces (x + (ci\ + b]),y + (a 2 + b 2 ), z + (a 3 + b 3 )) es el 
punto R. Por tanto, PR es una representacion del vector A + B, y se cumple 
la ley del paralelogramo. 

La diferencia de dos vectores de V 3 tambien se interpreta geometrica- 
mente de manera semejante como se hace en V 2 . Consulte la figura 17. Se 
puede obtener una representacion del vector A - Bal elegir las representa- 
ciones de A y B de modo que tengan el mismo punto inicial. Entonces, una 
representacion del vector A - B es el segmento dirigido del punto terminal 
de la representacion de B al punto terminal de la representacion de A. 

La figura 18 muestra los puntos P(a b a 2 , a 3 ) y Q(b x , b 2 , b 3 ), y los seg- 
mentos dirigidos PQ, OP y OQ. Observe que 

V(P£>) = \(OQ) - \0P) 

= (b ]9 b 2 ,b 3 ) - (a h a 2 ,a 3 ) 
Por tanto, 

V(PQ) =.<*i - a h b 2 - a 2 ,b 3 - a 3 ) 



FIGURA 17 




t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 La figura 19 muestra el 
segmento dirigido PQ, donde P es el punto (I, 3, 5) y Q es el punto (2, -1 , 4). 



Por tanto, 
V(P0 



= <2 - 1,-1 -3,4-5) 

= 0,-4,-1) 



Suponga que A = (a\,a 2 , a 3 ) es diferente del vector cero y que tiene 
los cosenos directores cos a, cos ft y cos y y que c es cualquier escalar. En- 
tonces cK, - (ca\, ca 2 , ca 3 ); y si cos a { , cos p\ y cos j\ son los cosenos 
directores de cA, entonces, de las ecuaciones (5), se tiene 



FIGURA 18 



P(U3,5) 



0(2,-1,4) 




FIGURA 19 



COS OL\ 



__ ca x 



IkAll 



c Cl] 

cos ai = n TiTT 
kl ||A| 



cos j9i = — ~ 

p Mil 

cos Pi = - 



cos Jx 



_ ca 3 
' IkAl 



«2 

llAli 



COS «] = 



-cos a 



cos p\ - - — -cosj3 

\c\ 



cos y { = 



cos /j 



c\U\\ 
-cos 7 (7) 



De modo que si c > 0, entonces, de las ecuaciones (7), los cosenos direc- 
tores de cA son los mismos que los cosenos directores de A. Si c < 0, los 
cosenos directores de c\ son los negativos de los cosenos directores de A. 
Por tanto, si c es un escalar diferente de cero, entonces el vector cA es un vector 
cuyo modulo es | c \ veces el modulo de A . Si c > 0, c A tiene la misma direccion 
que A. Si c < 0, el sentido de cA es el opuesto al de A. 

Las operaciones de adicion vectorial y multiplicacion por un escalar 
de cualesquiera vectores de V 3 satisfacen las propiedades enunciadas en el 
teorema 10.1.8; se le pedir£ que las demuestre en los ejercicios 47 y 48. 
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A partir de este hecho y de la definicion 10.1.9, V 3 es un espacio vectorial 
real. Los tres vectores unitarios 

i = (1,0,0) j = (0, 1,0) k = (0,0, 1) 

forman una base para el espacio vectorial V 3 debido a que cualquier vector 
(a 1 , a 2 , #3) puede expresarse en terminos de ellos como sigue: 

(a h a 2 ,a 3 ) = a,(l,0, 0) + a 2 (0, 1,0) + a 3 (0, 0, I) 

En consecuencia, si A = (a\,a 2 , #3), tambien se puede escribir 

A = a{v + a 2 \ + a$k (8) 

Ahora bien, como hay tres elementos en una base, V3 es un espacio vectorial 
tridimensional. 

Si se sustituye de (6) en (8) se tiene 



A = || A || cos a\ + || A || cos /3j + || A || cos yk 

A = [| A || (cos a\ + cos /?j + cos 7 k) 



(9) 



Esta ecuacion permite expresar cualquier vector dife rente de cero en 
terminos de su modulo y de sus cosenos directores. 



w EJEMPLO 5 Exprese el vector del ejemplo ilustrativo 4 en 
terminos de su modulo y de sus cosenos directores. 

Solution En el ejemplo ilustrativo 4, A = (3, 2, -6) y se obtuvo 

|| A || = 7, cos a = ^, cos p = 1- y cos 7 = -|. En consecuencia, de (9), 

A = 7(^i + 2j - «k) < 



10.2.14 Teorema 



Si A = a\\ + «2J + a 3^ es diferente del vector cero, entonces el 
vector unitario U que tiene la misma direccitfn que A esta determinado 
por 



U = 



"i.j + ^j + ^k 



hah* iiaii 



La demostracion de este teorema es analoga a la demostracion del teo- 
rema 10. 1.10 para un vector de V 2 y se deja como ejercicio (consulte el 
ejercicio 55). 



^ EJEMPLO 6 Dados los puntos tf(2, -1, 3^y 5(3, 4, 6), obten- 
ga el vector unitario que tiene la misma direccion que \(RS). 

Solution 

\(RS) = <3 - 2,4 - H),6 - 3) ||V(*S)|| = Vl 2 + 5 2 + 3 2 
= i + 5j + 3k = V35 
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Por tanto, por el teorema 10.2. 14, el vector unitario pedido es 



U = 



J_ 

135 



■ l + 



35 J V35 



Las operaciones con vectores, tales como la adicion y la multiplication 
por un escalar, asi como la determination del modulo de un vector y de un 
vector unitario que tenga la misma direction que un vector dado, pue- 
den efectuarse en algunas computadoras y calculadoras. Refierase al manual de 
usuarios correspondiente a fin de conocer el metodo para realizar ciertas 
operaciones vectoriales. 



EJERCICIOS 10.2 



En los ejercicios I a 5, los puntos A y B son vertices opuestos 
de un paralelepipedo que tiene sus car as paralelas a los pia- 
nos coordenados. En cada ejercicio, (a) dibuje la figura, 
(b) obtenga las coordenadas de los otros sets vertices, (c). calcule 
la longitud de la diagonal AB. 



2. ,4(1, 1, 1); 5(3,4,2) 



1. 4(0, 0,0); 5(7, 2, 3) 

3. A(-L 1,2); 5(2, 3,5) 

4. A(2, ~l,-3); 5(4, 0-1) 

5. 4(1, -1,0); 5(3, 3,5) 

6. El vertice opuesto al rincon de una sala esta a 18 pie al 
este, 15 pie al sur y 12 pie por arriba del primer rincon. (a) 
Dibuje la figura; (b) determine la longitud de la diagonal 
que une dos vertices opuestos; (c) obtenga las coordena- 
das de los ocho vertices de la sala. 

En los ejercicios 7 a 11, determine (a) la distancia no diri- 
gida entre los puntos A y B, y (b) el punto medio del segmento 
de recta que une a A con B. 

7. 4(3,4, 2); 5(1, 6, 3) 

8. 4(4,-3,2);5(-2,3,-5) 

9. A(2,-4, 1); 5(^,2, 3) 

10. 4(-2,-i,5);5(5, 1,-4) 

11. A(-5,2, 1); 5(3, 7, -2) 

12. DemuestrequelostrespuntosO, -1,3), (2,1,7) y (4,2,6) 
son los vertices de un triangulo rectdngulo, y calcule 
su area. 

13. Se dibuja una recta que pasa por el punto (6, 4, 2) y que 
es perpendicular al piano yz. Obtenga las coordenadas de 
los puntos de la recta que estdn a una distancia de 1 uni- 
dades del punto (0, 4, 0). 

14. Resuelva el ejercicio 13 si la recta se dibuja perpendicular 
al piano xy. 

15. Demuestre que los tres puntos (-3,2,4), (6,1,2) y 
(-12,3,6) son colineales empleando la f6rmula de la 
distancia. 

16. Determine los vertices del triangulo cuyos lados tienen los 
puntos medios en (3, 2, 3), (-1,1,5) y (0, 3, 4). 



17. Para el triangulo que tiene vertices A{2, -5, 3), B(-\, 7, 0) 
y C(-4, 9, 7) calcule (a) la longitud de cada lado, y (b) 
los puntos medios de cada lado. 

18. Demuestre el teorema 10.2.6. 

19. Demuestre que cualquier ecuacion de la forma 

x 2 + y 2 + z 2 + Gx + Hy + Iz + J = 
puede expresarse en la forma 

{x - h) 2 + (y - k) 2 + (z - i) 2 = K 

En los ejercicios 20 a 25, determine la grdfica de la ecuacion. 

20. x 2 + y 2 + z 2 - 8y + 6z - 25 = 

21. x 2 + y 2 + z 2 - 8x + Ay + 2z - 4 = 

22. x 2 + y 2 + z 2 - x - y - 3z + 2 = 

23. x 2 + y 2 + z 2 - bz + 9 = 

24. x 2 + y 2 + z 2 - 8* + lOy - Az + 13=0 



25. 



+ y 2 + z 2 - 6x + 2y - Az + 19 







En los ejercicios 26 a 28, obtenga una ecuacion de la esfera 
que satisface las condiciones indicadas. 

26. Uno de sus diametros es el segmento de recta que tiene 
extremos en (6, 2, -5) y (-4, 0, 7). 

27. Es concentrica con la esfera que tiene la ecuacion 

x 2 + y 2 + z 2 - 2y + Sz - 9 = 0, y tiene radio 3. 

28. Contiene los puntos (0,0,4), (2, 1, 3) y (0,2,6) y su 
centro se encuentra en el piano yz. 

En los ejercicios 29 a 34, A = (1,2,3), B = (4, -3, -1), 
C = (-5, -3,5) yD = (-2, 1,6). 

29. Calcule (a) A + 5B; (b) 7C - 5D; (c) || 7C || - || 5D ||; 

(d)||7C||-||5D||. 

30. Calcule (a) 2A - C; (b) || 2A || - || C || ; 

(c)4B + 6C - 2D;(d) ||4B|| + ||6C|| - ||2D||. 

31. Calcule (a) C + 3D - 8A; (b) ||a|| || B || (C - D). 

32. Calcule (a) 3A - 2B + C - 12D; 

(b) ||a||c - ||b||d. 
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33. Determine los escalares ay b tales que 

a (A + B) + b(C + D) = 

34. Determine los escalares a, b y c tales que 

aX + bB + cC = D 

En los ejercicios 35 a 38, determine los cosenos directores del 
vector \(P l P 2 ) y verifique las respuestas al mostrar que la 
suma de sus cuadrados es 1 . 

35. P,(3,-1,-4);P 2 (7,2,4) 

36. P,(-2, 6, 5);P 2 (2,4, I) 

37. P,(4,-3,-l);P 2 (-2,-4,-8) 

38. Pj(l,3,5);P 2 (2,-l,4) 

39. Utilice los puntos P l y P 2 del ejercicio 35 y obtenga el 
punto Q tal que \(P^P 2 ) = 3V(Pj£). 

40. Utilice los puntos P t y P 2 del ejercicio 38 y obtenga el 
punto R tal que \(P^R) = -2Y (fyk). 

41. Dados Pj(3, 2, -4) y P 2 (~5, 4,2), determine el punto 
P 3 tal que 4V(PJP 2 ) = -3V(P^P 3 ). 

42. Dados Pj(7, 0, -2) y P 2 (2, -3,5), determine el punto 
P 3 tal que \(P^P 3 ) = 5\(P 2 ~P 3 ). 

En los ejercicios 43 y 44, exprese el vector en terminos de 
su modulo y de sus cosenos directores. 



43. (a) -6i + 2j + 3k 

44. (a) 2i - 2j + k 



(b) -2i + j - 3k 
(b) 3i + 4j - 5k 



En los ejercicios 45 y 46, obtenga el vector unitario que tiene 
la misma direccion de \(P l P 2 ). 

45. (a) P ( (4,-l,-6) y P 2 (5, 7, -2) 
(b) (P,(-2,5,3) y P 2 (-4,7,5) 

46. (a) ^(3,0,-1) y P 2 (-3, 8,-1) 
(b) P,(-8,-5,2) y P 2 (-3,-9,4) 

En los ejercicios 47 y 48, demuestre la propiedad si A, B y C 
son tres vectores cualesquiera de V 3 y c es cualquier escalar. 

47. (a) A + B = B + A {ley conmutativa) 

(b) Existe un vector en V 3 para el cual A + - A 
(existencia del identico aditivo). 

(c) Existe un vector -A en V 3 tal que A + (-A) = 
(existencia del negativo). 

(d) c(A + B) ~ cA + cB (ley distributiva). 

48. (a) A + (B + C) = (A + B) + C (ley asociativa). 

(b) (cd)X = c(dA) (ley asociativa). 

(c) (c -l- d)A = cA + dA (ley distributiva). 

(d) 1(A) - A 



49. Demuestre mediante geometria aftalitica que las cuatro dia- 
gonals que unen los vertices opuestos de un paralelepfpede 
se bisectan mutuamente. 

50. Si P, Q, R y S son cuatro puntos del espacio tridimensional 
y A, 5, C y D son los puntos medios de PQ, QR, RS y SP, 
respectivamente, demuestre mediante geometria analitica 
que ABCD es un paralelogramo. 

51. Demuestre mediante geometria analitica que las cuatro 
diagonales de un paralelepipedo rectangular tienen la 
misma longitud. 

52. Se dice que tres vectores en V 3 son independientes si y 
solo si sus representaciones de posicion no estan en un 
piano; tambien se dice que tres vectores, E ]( E 2 y E 3 , 
forman una base para el espacio vectorial V 3 si y solo si 
cualquier vector de V 3 puede expresarse como una 
combinacion lineal de E b E 2 y E 3 . Se puede demostrar 
un teorema que establece que tres vectores forman una 
base para el espacio vectorial V 3 si son independientes. 
Muestre que este teorema se cumple para los tres vec- 
tores (1,0,0), (1, 1,0) y (1, 1, 1) haciendo lo siguiente: 
(a) verifique que los vectores son independientes demos- 
trando que sus representaciones de posicion no son co- 
planares; (b) verifique que los vectores forman una base 
probando que cualquier vector A puede expresarse como 



A - r<l,0,0) + j<l f 1,0) + r<l, 1, 1) 



(10) 



donde r,syt son escalares. (c)Si A = {6, -2, 5), deter- 
mine los valores particulares de r, s y t tales que se 
cumple (10). 

53. Consulte el ejercicio 52. (a)Verifique que los vectores 
(2,0, 1),<0,-1,0) y (1,-1,0) forman una base para V 3 al 
demostrar que cualquier vector A puede expresarse como 

A = r(2,0,l) + j<0,-l f 0> + r(l,-l,0) (11) 

donde r, s y t son escalares. (b) Si A = (-2, 3, 5), deter- 
mine los valores particulares de r, s y t tales que se cum- 
ple (11). 

54. Refierase al primer enunciado del ejercicio 52. Se puede 
demostrar un teorema que afirma que tres vectores de V 3 
forman una base para el espacio V 3 solo si son indepen- 
dientes. Muestre que este teorema es valido para los tres 
vectores F t = (1, 0, 1), F 2 = (1, 1,-1) y F 3 = (2, 1, 2), 
realizando lo siguiente: (a) Verifique que F,, F 2 y F 3 no 
son independientes al demostrar que sus representa- 
ciones de posicion son coplanares; (b) verifique que los 
vectores no forman una base probando que no todo vec- 
tor de V 3 puede expresarse como una combinacion lineal 
de F h F 2 y F 3 (es decir, no generan el espacio vectorial). 

55. Demuestre el teorema 10.2.14, 

56. Si las medidas en~radianes de los angulos directores de 
un vector son iguales, ^cual es la medida de cada uno? 
Explique como llego a la respuesta. 
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10.3 PRODUCTO PUNTO 



Hasta este momento se han definido las siguientes operacienes con vecto- 
res: adicion, sustraccion y multiplicacion de un vector por un escalar. El resul- 
tado de cada una de estas operaciones es un vector. A continuation se definira 
la operation en la que se multiplicaran dos vectores, denominada producto 
punto, la cual tiene como resultado un escalar y no un vector. 



10.3,1 Definicidn de producto punto 



El producto punto de dos vectores Ay B, denotado por A • B, se 
define como sigue: 

(i) Si A = (a\, ai) y B = (b], b 2 ) son dos vectores de V 2 > entonces 

A • B = a\b\ + a 2 b 2 

(ii) Si A ~ (a\,a 2 , a^) y B = (b],b 2 ,b 3 ) son dos vectores de V 3 , 
entonces 

A • B = a\b\ + a 2 b 2 + a^bi 

En ocasiones el producto punto recibe el nombre de producto interior o, 
producto escalar, no debe confundirse con la multiplicacion escalar (mul- 
tiplicacion por un escalar) la cual es el producto de un escalar y un vector. 



: EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

(-^, 4), entonces 

AB = <2,-3)-<-i,4) 

= (2)(-i) + (-3) (4) 
= -13 



Si A = <2, -3> y B = 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 si a = <4, 2, -6) y 

B = (-5, 3, -2), entonces 

A-B = (4,2,-6)- (-5,3,-2) . 

= 4(-5) + 2(3) + (-6) (-2) 

= -2 . 4 

Los productos puntos que contienen los vectores unitarios i, j y k son 
utiles y pueden verificarse facilmente (consulte los ejercicios 5 y 6): 

ii = 1 j'j = 1 k-k = 1 

i • j = i-k = j -k = 

El teorema siguiente afirma que el producto punto es conmutativo y 
que se distribuye con respecto a la adicion vectorial. 



10.3.2 Teorema 



Si A, B y C son tres vectores cualesquiera de V 2 o V 3 , entonces 

(i) A * B = B * A (ley conmutativa) 

(ii) A « (B + C) = A • B + A • C (ley distributiva) 
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Las demostraciones se dejan como ejercicios (refierase a los ejercicios 7 y 8). 
Como A • B es un escalar, la expresi6n (A • B) • C carece de signrfi- 
cado. En consecuencia, no se considera la asociatividad del producto punto. 
En el teorema siguiente se presentan otras leyes del producto punto. 



10.3.3 Teorema 



Si A y B son dos vectores cualesquiera de V 2 o V 3 , y c es cualquier 
escalar, entonces 

. (i) c(A-B) = (cA)-B- 
(ii) • A = 
(iii) A- A * (J A || 2 

Las demostraciones se dejan como ejercicios (consulte los ejercicios 
9y 10). 

Ahora se considerard el significado de dngulo entre dos vectores, el 
cual conduce a otra expresion para el producto punto de vectores. 





FIGURA 2 



10.3.4 Definicion de! angulo entre dos vectores 



Sean A y B dos vectores diferentes del vector cero. 

(i) Si A no es un multiple escalar de B y si OP es la representaci6n 
de posici6n de A y OQ es la representation de posicidn de B, 
entonces el angulo entre los vectores A y B es el dngulo de me- 
dida positiva entre OP y OQ e interior al triangulo determinado 
por0,Pyfl. 

(ii) Si A = cB, donde c es un escalar, entonces si c > 0, el angulo 
entre los vectores mide radianes; y si c < 0, entonces el dn- 
gulo entre los vectores mide n radianes. 



El sfmbolo empleado para denotar el dngulo entre dos vectores tam- 
bien se utiliza para representar la medida del angulo. De la definicion, si 6 es 
la medida en radianes del angulo entre dos vectores, entonces < 6 < 7t. La 
figura 1 muestra el dngulo 6 entre los vectores A y B (donde A no es un 
multiplo escalar de B) de V 2 , y la figura 2 muestra el angulo cuando los vec- 
tores pertenecen a V 3 . 




10.3.5 Teorema 



Si 6 es el dngulo entre los vectores AyB, diferentes del vector cero, 
entonces 



A • B = A 



B cos 



Demostracion La figura 3 muestra la representacion de posicion OP de A, 
la representacion de posici6n OQ de B, la representaci6n PQ de B - A, y 
el angulo 6 en el origen, dentro del triangulo POQ. De la ley de los cose- 
nos, se tiene 



cos 6 = 



II B Ii - 

2||a||!|b| 



IB 



(i) 
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Al aplicar las propiedades del producto punto, de los teoremas 10.3.2 y 
10.3.3, resulta 



|| B - A || 2 = (B - A)-(B - A) 

= (B - A) ■ B - (B - A) • A 

= B-B - A-B - B* A + A* A 

= || B || 2 - 2AB + || A || 2 

Si se sustituye de (2) en (1), se obtiene 

112 .. || n ||2 „ ( || B ||2 _ 2A*B + llAll 2 



(2) 



cos = 
cos = 



+ B 



2||A||||B| 



2A • B 



2||A||||B|| 
A • B = || A || || B || cos m 

El teorema 10.3.5 afirma que el producto punto de dos vectores es el 
producto de los m6dulos de los vectores y el coseno del dngulo entre ellos. 



W EJEMPLO I Dados los vectores 
A = 6i - 3j + 2k y B = 2i + j - 3k 

determine cos si es el angulo entre A y B. 
Solution Primero se calcula A • B, || A || y || B | 

Af 



AB = (6,-3, 2) '(2, 1,-3) 
= 12-3-6 

= 3 

Del teorema 10.3.5, 

A • B 



= V36 + 9 + 4 

= V49 

= 7 



|B|| = V4 + 1 + 9 
= VT4 



cos - 



|A|| 
3 



B 



7V14 

En la secci6n 10.1 se dijo que si dos vectores diferentes del vector cero 
son miiltiplos escalares uno del otro, entonces tienen la misma direcci6n o 
direcciones opuestas. Este hecho conduce a la siguiente definici6n. 



1 0.3.6 Definicion de vectores paralelos 



Se dice que dos vectores son paralelos si y s61o si uno de los vectores es 
multiplo escalar del otro. 



Los vectores (3,-4,8) y 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

{ ^,-1,2) son paralelos debido a que (3, -4, 8) = 4<|, —1, 2>. 

Si A es cualquier vector, entonces = 0A; de modo que, de la defini- 
cion 10.3.6, el vector cero es paralelo a cualquier vector. 
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Se le pedira como ejercicio que demuestre el hecho de que dos vectores 
diferentes del vector cero son paralelos si y solo si la medida en radianes del 
angulo entre ellos es o n (consulte el ejercicio 49). 

Si A y B son dos vectores diferentes del vector cero/entonces, por el 
teorema 10.3.5, 

cos 6 = si y solo si A ■ B = 
Como < < K, se infiere de esta proposicion que 

Q - \k si y solo si A • B = 
En consecuencia se tiene la definicion siguiente. 



10.3.7 Definicion de vectores ortogonales 



Se dice que dos vectores A y B son ortogonales (o perpendiculares) 
si y solo si A * B = 0. 



. EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

(10, 8, 3) son ortogonales ya que 



Los vectores (-4, 5, 0) y 



(-4. 5, 0) • (10, 8, 3) = (-4X10) + (5X8) + (0X3) 

. =0 4 

Si A es cualquier vector, * A = 0, y por tanto, el vector cero es orto- 
gonal a cualquier vector. 



fl(-2, 6, 3) 




4(4,9. 1) 



C(6. 3. -2) 

OyFIGURA 4 



► EJEMPLO 2 Dados A = 3i + 2j y B = 2i + fej, donde k 
es un escalar, determine (a) k tal que A y B sean ortogonales; (b) k tal que A 
y B sean paralelos. 

Solucion 

(a) Por la definicion 10.3.7, A y B son ortogonales si y solo si A • B = 0; 
es decir, 

(3)(2) + 2(k) = 

k = -3 

(b) De la definicion 10.3.6, A y B son paralelos si y solo si existe algun 
escalar c tal que (3, 2) = c{2,Jc); esto es, 

3 = 2c y 2 = ck 

Al resolver estas dos ecuaciones simultaneamente se obtiene k - \. 4 

W EJEMPLO 3 Demuestre, empleando vectores, que los puntos 
4(4, 9, 1 ), B(-2, 6, 3) y C(6, 3, -2) son vertices de un triangulo rectangulo. 

SolllCIOn El triangulo CAB se muestra en la figura 4. De la figura se 
observa que el angulo en A puede ser un angulo recto. Se obtienen \(AB) y 
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FIGURA 5 



\(AC) y si el producto punto de estos dos vectores es cero, entonces el angulo 
en A es un angulo recto. 

\(AB) = <-2 -4,6 - 9,3 - 1) V(AC) = <6 - 4, 3 - 9,-2 - 1) 

= (-6, -3, 2) = <2, -6, -3) 

\{AB) • V(AC) = <-6, -3, 2) • <2, - 6, -3) 
- -12 + 18 - 6 

= 

Conclusion: \(AB) y \(AC) son ortogonales; de modo que el angulo 
en A es un angulo recto, y por tanto, el triangulo CAB es un tri angulo rec- 
tangulo. ^ 

Una interpretacion geometrica del producto punto se obtiene a partir de 
\a proyeccion escalar de un vector sobre otro. Observe la figura 5, donde OP y 
OQ son las representaciones de posicion de los vectores A y B, respecti- 
vamente. El punto R es el pie de la perpendicular de Q a la recta que contiene 
a OP. La proyeccion escalar de B sobre A es el modulo del vector que tiene a 
OR como su representaciori de posicion. 




6 A 

►— 



| B I) cos 6 > 
(a) 




-+• A 



FIGURA 6 



1 0.3.8 Definicion de la proyeccion escalar 
de un vector sobre otro 



Si A y B son dos vectores diferentes del vector cero, entonces la 
proyeccion escalar de B sobre A se define como || B |j cos 0, donde 
6 es el angulo entre A y B. 

Observe que la proyeccion escalar puede ser positiva o negativa, depen- 
diendo del signo de cos 6. 
Del teorema 10.3.5, 



AB = ||A||(||B|| cos0) 



(3) 



De modo que el producto punto de A y B es el modulo de A multiplicado por 
la proyeccion escalar de B sobre A. Consulte las figuras 6(a) y (b). Como el 
producto punto es conmutativo, A * B tambien es igual al modulo de B mul- 
tiplicado por la proyeccion escalar de A sobre B. 
Si B = b\\ + b 2 j + ^k, entonces 



B = b\ 



J " B = b 2 



k • B - b* 



En consecuencia, del producto punto de B y uno de los vectores unitarios 
i, j o k, se obtiene la componente de B en la direccion de ese vector unitario. Con 
el fin de generalizar este resultado, sea U cualquier vector unitario, entonces de 
(3), si 6 es el angulo entre UyB, 

U - B = || U || || B || cos © 

= || B || cose 

Por tanto, U * B es la proyeccion escalar de B sobre U, a la cual se le llama 
componente del vector B en la direccion de U. De manera mas general, la com- 
ponente de un vector B en la direccion de un vector A es la proyeccion es- 
calar de B sobre un vector unitario en la direccion de A, 

El teorema siguiente puede emplearse para calcular la proyeccion escalar 
de un vector sobre otro. 
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10.3,9 Teorema 



La proyecci6n escalar del vector B sobre el vector A es 
AB 



l|A|| 



Demostracion De la definition 10.3.8, la proyeccion escalar de B sobre 
A es || B || cos 0, donde 0es el angulo entre A y B. Del teorema 10.3.5, 

|| A || || B || cos = AB 

||B||cos^A^f 
ll A ll 

Consulte otra vez la figura 5. Si C es el vector que tiene a OR como su 
representation de posici6n, entonces C se denomina vector proyeccion de 
B sobre A. Para determinar C, se multiplica || B || cos 9 por el vector uni- 
tario que tiene la misma direction de A. Asi, 

C = ( || B || cos 0)7—-: . 



I A || (|| B || cos 0) 



|A|| 2 



lllAlpJ 



(del teorema 10.3.5) 



Este resultado se establece en el siguiente teorema. 



10.3.10 Teorema 



El vector proyeccion del: vector B sobre el vector A es 

my 



, EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

vectores 



En el ejemplo 1; para los 



A = 6i - 3j + 2k y B = 2i + j - 3k 

se calculo A • B = 3 y || A || = 7. 

La componente de B en la direction de A es la proyeccion escalar de B 
sobre A, la cual, del teorema 10.3.9, es 



AB 



Del teorema 10.3.10, el vector proyeccion de B sobre A es 
3 



(U)^ 



49 

18 
49 



(6i - 3j + 2k) 

i 



^♦4* 
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W EJEMPLO 4 Sean los vectores 

A = -5i + j y B = 4i + 2j 

Determine: (a) la proyecci6n escalar de B sobre A; (b) el vector proyeccion 
de B sobre A. (c) Muestre en una figura las representaciones de position de 
A, B y el vector proyeccion de B sobre A. 

Solucion Primero se calcula A • B y || A [| . 



A-B = <-5, l>-<4,2> 

= -20 + 2 
= -18 



II A ||= VH5) 2 +1 2 
= V26 



(a) Del teorema 10.3.9, la proyeccion escalar de B sobre A es 



A-B 

l|A|| 



18 

V26 



(b) Del teorema 10.3.10, el vector proyeccion de B sobre A es 



A B 

,lkll 2 



A = -i|(-5i + j) 
= -g(-5I + j) 

13 13 J 



(c) La figura 7 muestra las representaciones de posici6n de A, B y C, don-| 
de C es el vector proyeccion de B sobre A. M 



(4,2) 



(-5, 1) 




FIGURA 7 



P(4, 1,6) 



B(2, -3, 5) 



4(8, 3, 2) 




FIGURA 8 



F" EJEMPLO 5 Calcule la distancia del punto P(4, 1, 6) a la recta 
que pasa por los puntos A (8, 3, 2) y B(2, -3, 5). 

Solution La figura 8 muestra el punto P y la recta que pasa por A y B. 
El punto M es el pie de la perpendicular a la recta que pasa por A y B trazada 
desde P. Sean d unidades la distancia | PM | . Asi, por el teorema de Pitagoras, 

d = ^\ap\ 2 - |aa*| 2 



(4) 



A fin de aplicar (4) se necesita calcular | AP | , la cual es el modulo de \(AP) 
y \am\ , que es la proyeccion escalar de \(AP) sobre V(AB). Primero se 
determinan V(AP) y \(AB). 



\(AP) = <4 - 8, 1 - 
= <-4,-2,4> 



3, 6 - 2> V(AB) = (2 - 8, -3 - 3, 5 - 2) 
= <-6,-6,3) 



Se obtiene | AP | al calcular || \(AP) || , y se calcula | AM \ mediante el teore- 
ma 10.3.9 con A = V(AB) y B = V(AP). 



\AP = V(A/>) 



ro | _ V(AB)'\(AP) 



\am\ = 



= V("4) 2 + (~2) 2 + 4 2 



= V36 
= 6 



l|V(Afi)|| 
<-6, -6, 3) • <-4, -2, 4) 
V(-6) 2 + (-6) 2 + 3 2 

24 + 12 + 12 



VsT 



48 
9 
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Si se sustituyen estos valores de | AP \ y \ AM | en (4) resulta 



> 2 - (f ) 2 
6^r 



64 

81 



= 4VT7 




W, 1) 



FIGURA 9 



En la section 6.4 se dijo que si una fuerza constante de F libras mueve 
un cuerpo una distancia de d pies a lo largo de una recta y la fuerza actiia en 
la direction de movimiento, entonces si W es el numero de libras-pie del 
trabajo realizado por la fuerza, W — Fd, Sin embargo, suponga que la fuer- 
za constante no esta dirigida a lo largo de la recta de movimiento. En este 
caso los fisicos definen el trabajo realizado como el producto de la compo- 
nente de la fuerza a lo largo de la recta de movimiento, por el desplazamien- 
to. Si un objeto se mueve de un punto A a un punto B, se denomina vector 
de desplazamiento, el cual se denota por V(AB) y al vector que tiene a AB 
como una representation. De modo que si el modulo de un vector F de 
fuerza constante se expresa en libras y la distancia de A a B se expresa en 
pies, y es el angulo entre los vectores F y \(AB), entonces si W es el nu- 
mero de libras por pie del trabajo realizado por la fuerza F que mueve un 
cuerpo de A a B, 

W = ( || F || cos ^) || V(AS) II 

= ||f||||-V(a3)||cos0 

= F • \(AB) 

W EJEMPLO 6 Suponga que una fuerza F tiene una intensidad 
de 6 lb y la medida del angulo que indica su direction es { - n rad. Calcule el 
trabajo realizado por F al mover un objeto a lo largo de una recta desde 
el origen al punto P(l, 1 ), donde la distancia se mide en pies. 

Solution La figura 9 muestra las representaciones de position de F y 
\{OP). Como F = <6cos ] -tt, 6 sen 1 -tt) y \(OP) = <7, 1), entonces si 
W lb-pie es el trabajo realizado, 

W = F • V(OF) 

= <6cos \n, 6 sen \n) • <7, 1) 

= <3V3,3>-<7, 1) 
= 21 V3 + 3 
- 39.37 

Conclusion: El trabajo realizado es aproximadamente 39.37 lb-pie, ^ 

Los vectores tienen representaciones geometricas independientes del 
sistema coordenado utilizado. Debido a esto, el analisis vectorial puede em- 
plearse para demostrar ciertos teoremas de geometria plana como se ilustra en 
el ejemplo siguiente. 



W EJEMPLO 7 Demuestre mediante analisis vectorial que las 
alturas de un triangulo coinciden en un punto. 

Solution Sea ABC un triangulo que tiene alturas AP y BQ que inter- 
sectan en el punto S. Dibuje la recta que pasa por C y S, y que intersecta el 
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Iado AB en el punto R. Se desea demostrar que RC es perpendicular a AB 
(vea lafigura 10). 

Sean AB, BC, AC, AS, BS y CS representaciones de vectores. Consi- 
dere que el vector \(AB) tiene al segmento dirigido AB como una repre- 
sentacion. De manera semejante sean V(flC), \(AC\ V(A§), \(BS) y V(CS) 
los vectores que tienen al segmento dirigido entre parentesis como una re- 
presentation. 

Como AP es una altura del triangulo, 




FIGURA 10 



\(AS) ■ \(BC) = 

Tambien, como BQ es una altura del triangulo, 

\(BS) • V(AC) - 



(5) 



(6) 



Con el proposito de probar que RC es perpendicular a AB se demostrara 
queV(CS)' \(AB) = 0. 

\(CS) - \(AB) = \(CS) • [V(AC) + V(CB)] 

= \(CS) • \(AC) + \(CS) • \(CB) 

= [\(CB) + V(BS)] • \(AC) + [\(CA) + \{AS)] • V(CB) 

= V(Cfl) * V(v4C) + V(fiS) • V(AC) + V(C4) • \(CB) + V(AS) • \(CB) 

Al sustituir V(CA) por-V(AC) y al utilizar (5) y (6) se obtiene 

\(CS) • \(AB) = \(CB) • V(AC) + + [-V(A£)] ; V(C§) + 

= o 

Conclusion: Las alturas AP, BQ y CR son concurrentes, es decir, coinci- 
den en un punto. ^ 



EJERCICIOS 10.3 



En los ejercicios 1 a 4, catcule A • B. 

1. (a) A = <-l,2),B = (-4,3) 
(b) A = 2i - j,B = i + 3j 

2. (a) A = <j,-±>,B = <5.|> 
(b) A = -2i, B = -i + j 

3. (.) A = <|, i*-|XB = <M'2> 
(b) A = 3j - 2k, B = i + j - 3k 

4. (a) A = (4, 0, 2,), B - (5, 2, -1) 

(b) A = 3i - 2j + k; B = 6i + 7j + 2k 

5. Demuestre que i * i ' = 1, i • k = 0, y j • k = 0. 

6. Demuestre que j * j = l,k-k = 1, e i - j = 0. 

En los ejercicios 7 a 10, demuestre el teorema para vectores 
deVy 

7. Teorema 10.3.2(i) 8. Teorema 10.3.2(ii) 

9. Teorema 10.3.3(i) 10. Teorema 10.3.3(ii), (iii) 

En los ejercicios II y 12, si Bes el dngulo entre AyB, calcule 
cos ft 

11. (a) A = <4,3>,B = <1,-1) 

(b) A = 5i - 12j, B = 41 + 3j 



12. (a) A - (-2, -3), B = (3, 2) 
(b) A = 2i + 4j, B = -5j 

13. Determine el valor de k tal que la medida en radianes 
del angulo entre los vectores del ejemplo 2 sea - n. 

14. Sean A - ki - 2j y B = k\ + 6j, donde k es un esca- 
lar. Obtenga el valor de k tal que A y B sean ortogonales. 

15. Sean A = 5 i - k} y B = k\ + 6 j, donde k es un esca- 
lar. Obtenga el valor de k tal que (a) A y B sean ortogo- 
nales, y (b) A y B sean paralelos. 

16. Determine el valor de k tal que los vectores del ejercicio 
14 tengan direcciones opuestas. 

17. Si A = -8i + 4j y B = 7i - 6j, calcule (a) la proyec- 
. cion escalar de A sobre B, y (b) el vector proyeccion de 

A sobre B. 

18. Para los vectores del ejercicio 17, (a) obtenga la proyec- 
cion escalar de B sobre A, y (b) el vector proyeccion de 
B sobre A. 

19. Determine la componente del vector A = 5i - 6j en la 
direction del vector B = 7i + j. 

20. Para los vectores A y B del ejercicio 19, calcule la com- 
ponente de B en la direction de A. 
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■ En los ejercicios 21 a 26, A = (-4, -2,4); B = (2, 7, -1>; 
C = <6, -3, 0> y D = (5, 4, -3>. 

21. Obtenga (a) A ■ (B + C); (b) (A • B)<C * D); (c) A • D -- 

B • C; (d) (D ■ B)A - (D • A)B. 

22. Obtenga (a) A • B + A ■ C; (b) (A • B)(B • C); 
■ (c) (A * B)C + (B * C)D; (d) (2A + 3B) ■ (4C - D). 

23. Calcule (a) cos 6 si es e] angulo entre A y C; (b) la 
componente de C en la direccion de A; (c) el vector pro- 
yeccion de C sobre A. 

24. Determine (a) cos 6 si.0 es el angulo entre B y D; (b) la 
componente de B en la direccion de D; (c) el vector pro- 
yeccibn de B sobre D. 

25. Obtenga (a) la proyeccion escalar de A sobre B; (b) el vec- 
tor proyeccibn de A sobre B. 

4K. Calcule (a) la proyeccion escalar de D sobre C; (b) el 
vector proyecci6n de D sobre C. 

J^^Calcule la distancia del punto (2, -1, -4) a la recta que 
^\ pasa por los puntos (3, -2, 2) y (-9, -6, 6). ' 

^. Determine la distancia del punto (3,2, 1) a la recta que 
pasa por los puntos (1, 2, 9) y (-3, -6, -3). 

29. Pruebe, empleando vectores, que los puntos (2, 2, 2), 
(2, 0, 1), (4, 1, -1) y (4, 3, 0) son los vertices de un rec- 
tangulo. 

30. Demuestre, utilizando vectores que los puntos (2, 2, 2), 
(0, 1, 2), (-1, 3, 3) y (3, 0, 1) son los vertices de un ' 
paralelogramo. 

jWj Determirie el area del triangulo cuyos vertices son 

(-2, 3,1), (1,2,3) y (3, -1,2). 

ufk^ Demuestre/empleando vectores, que los puntos (-2, 1, 6), 
(2, 4, 5) y (-1, -2, 1) son los vertices de un triangulo 
rectangulo, y determine el area del triangulo. • 

33. Determine dos vectores unitarios que tengan una repre- 
sentacidn cuyo puntd inicial sea el punto (2, 4), y que 
sean tangentes a la parabola v =• j; 2 en ese punto. 

34. Determine dos vectores unitarios que tengan una repre- 
sentation cuyo punto" inicial sea el punto (2, 4), y que 
sean normales a la parabola y - x 2 en ese punto. 

35. Si A = 3i + 5j - 3k, B = -i - 2j +• 3k y C = 

2i - j + 4k, obtenga la componente de B en la direc- 
cion A - 2C. 

36. Calcule los cosenos de los angulos del triangulo que tie- 
ne vertices en A(0, 0, 0), B(4, -1, 3) y C(l, 2, 3). 

37. Un vector F represents una fuerza que tiene una intensi- 
dad de 8 lb y su direcci6n esta determinada por el angulo 
cuya medida en radianes es - n. Determine el trabajo rea- 
lizado por la fuerza al desplazar un obj'eto (a) a lo largo 
del eje jc desde el origen hasta el punto (6, 0), y (b) a lo 
largo del eje y desde el origen hasta el punto (0, 6). La 
distancia se mide en pies. 

38. Uh vector F representa una fuerza que tiene una intensi- 
dad de 1 lb y su direccion esta determinada por el angu- 
lo cuya medida en radianes es -it. Calcule el trabajo 



realizado por la fuerza al desplazar un objeto desde el 
punto (0, -2) hasta el punto (0, 5). La distancia se mide 
en pies. „ - 

39. Un vector F representa una fuerza que tiene una intensidad 
de 9 lb y su direccion esta determinada por el angulo 
cuya medida en' radianes es - it. Determine el trabajo rea- 
lizado por la fuerza al desplazar un objeto desde el ori- 
gen hasta el punto (-4, -2). La distancia se mide en pies. 

40. Dos fuerzas representadas por los vectores Fj y F 2 ac- 
tuan sobre una particula ocasionando que se desplace a 
lo largo de una recta desde el punto (2, 5) hasta el punto 
(7, 3). Si F, = 3i - j y F 2 = -4i + 5j, y si las intensi- 
dades de las fuerzas se miden en libras y la distancia en 
pies, calcule el trabajo realizado por las dos fuerzas al 
actuar juntas. 

41. Si una fuerza tiene la representacion vectorial F = 
3i - 2j + k, calcule el trabajo realizado por la fuerza al 
desplazar un objeto a lo largo de una recta desde el punto 
P|(-2, 4, 3) hasta el punto P 2 (l, -3, 5). La intensidad de 
la fuerza se mide en libras y la distancia en pies. 

42. Si una fuerza tiene la representaci6n vectorial F = 
5i - 3k, calcule el trabajo realizado por la fuerza al des- 
plazar un objeto a lo largo de una recta desde el punto 
7^(4, 1, 3) hasta el punto P 2 (~5, 6, 2). La intensidad de 
la fuerza se mide en libras y la "distancia en pies. 

43. El vector F representa una fuerza que tiene una intensi- 
dad de 10 lb, y los cosenos directores de' F son 
cos a = -V6 y cos p = -<J6. Si la fuerza desplaza un 

6 3 

cuerpo a lo largo de una recta desde el origen hasta el 
punto (7, -4, 2), calcule el trabajo realizado. La distancia 

#se mide en pies, 
i A y B son vectores diferentes del vector cero, de- 
muestre que el vector A - cB es ortogonal a B si 

c = a-b/||b|| 2 . 

45. Si A = 12i + 9j - 5k y B = 4i + 3j --5k, emplee 
el resultado del ejercicio 44 para determinar el valor del 
escalar c de modo que el vector B - cA sea ortogonal 
a A. 

46. Para los vectores del ejercicio 45, utilice el resultado del 
ejercicio 44 a fin de calcular el valor del escalar d de 
modo que el vector A - dB sea ortogonal a B. 

47. Demuestre que si A y B son dos vectores cualesquiera, en- 
, tonces los vectores ||b||A + ||AJ|By ||b||A - ||a||b 

son ortogonales. 

48. Demuestre que si .A y B son dos vectores cualesquiera 
diferentes del vector cero yC = [| B || A + || A || B, en- 
tonces el angulo entre Ay C tiene la mi sma medida en 
radianes que* el angulo entre B y C. 

49. Demuestre que dos vectores diferentes del vector cero 
son paralelos si y solo si la medida en radianes del angulo 
entre ellos es Ojo it. 

50. Demuestre, mediante analisis vectorial, que las medianas. 
de un triangulo son concurrentes, es decir coinciden en 
un punto. 
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51. Demuestre, mediante analisis vectorial, que el segmento de 
recta que une Ios puntos medios de dos lados de un triangulo 
es paralelo al tercer lado y su longitud es la mitad de 
la longitud del tercer lado. 

52. Demuestre, mediante analisis vectorial, que el segmento 
de recta que une los puntos medios de los lados no parale- 
los de un trapecio es paralelo a Ios lados paralelos del 
trapecio y su longitud es la mitad de la suma de las longi- 
tudes de los lados paralelos. 

53. La ley de refraction de Snell trata sobre la luz que atra- 
viesa de un medio,- tal como el aire, a otro medio mas 
denso, tal como el agua. La ley establece que la parte del 
rayo luminoso que pasa por el medio mas denso sera 
refractado ("desviado") hacia la normal. Observe la figura 
adjunta donde S x es el angulo de. incidencia y $ 2 es el 
angulo de refraccion. De la ley de Snell, 

sen 0, = fj sen 6 2 

donde /i es el fndice de refracci6n del medio mas denso. De- 
muestre que si A es un vector unitario a lo largo del rayo in- 
cidente, B es un vector unitario a lo largo del rayo refractado, 
F es un vector unitario en la interface y N es el vector normal 
unitario en la interface como se muestra en la figura, entonces 

A-F + juB-F = ' 



Aire 



Angulo de incidencia 

Rayo incidente \ ' N 

- i ' Interface 



"ft"*' 1 



i^-^H^*-' 



Rayareftac^do 



■:*■■■' '■'■ : -'A'-; 

Angulo de refraccioM' . ' 



54. Demuestre la desigualdad de Cauchy-Schwarz: si 

A y B son dos vectores cualesquiera, entonces 



A-B 



B 



donde la igualdad se cumple si y solo si existe un escalar c 
tal que A = t B, es decir, A y B son paralelos. 

55. Demuestre ej siguiente teorema: si A y B son dos vecto- 
res cualesquiera. entonces 

|| A + B\\ 2 = ||A|| 2 + 2A-B + ||B|| 2 

Sugerencia: utilice el teorema 10.3.3(iii). 

56. Demuestre el teorema de Pitagoras: 



llA + B'IP 



IJB| 



si y solo si A y B son ortogonales. Sugerencia: utilice la 
identidad del ejercicio 55. 



57. Demuestre la ley del paralelogramo: si A y B son dos 

vectores cualesquiera, entonces 

" J|A + B|p + ||A-B|p = 2||Ap + 2||B|p 
t,Cual es la interpretacion geometrica de esta identidad? 

Sugerencia: observe la figura adjunta que muestra el para- 
lelogramo determinado por las representaciones de los 
vectores A y B. 




58. Demuestre la identidad de polarization: si A y B son dos 

vectores cualesquiera, entonces 



|A + B|| 2 



B 2 = 4A-B 



59. 



60. 



i,CuaI es la interpretacion geometrica de esta identidad? 
Sugerencia: consulte la figura del ejercicio 57. 

En la teoiia electro magnetic a, en ocasiones es necesario 
realizar lo siguiente: si E y H son dos vectores dados, es- 
criba E como la suma de dos vectores E[ y Et tales que 
E, sea paralelo a H y E 2 sea ortogonal a H. Defina Ej 
y E 2 en esta situacion. 

La notacion vectorial junto con el producto punto pueden 
^emplearse para almacenar datos. Por ejemplo, suponga 
que una compania de inversiones vende acciones de los 
tipos X, Yy Z. Sean a { . a 2 *y a 3 las componentes del vector 
A, respectivamente, las cantidades de acciones X, Y y Z 
vendidas un dia especifico. Sean j,, ^ 2 y s 3 las compo- 
nentes del vector S. respectivamente, las cantidades de 
dolares de los precios de venta fie las acciones X, Y y Z en 
ese dia. Entonces, si R dolares es el ingreso total obtenido 
por las tres acciones en ese dia. R - A • S. Calcule el 
ingreso total obtenido por la venta de las tres acciones 
cada dia de la semana, donde A y S se proporcionan en la 
tabla l._M?to:-puesto que una compania no esta limitada 
a comerciar solo tres acciones, este ejemplo puede 
generalizarse para comercializar n acciones donde los 
vectores A y S tiene cada uno /^componentes, de modo que 
A ='. < fll , a 2 , rt 3 , . . . , a n ) y S - (s { , s 2 , s^ ... % s n ), y 

A * S = a ] s l + a 2 s 2 + a 3 s$ + . . . + a„s n 
Tabla I 



Dia 


A 


S 


Lunes 


(250. 180,310) 


<25.50, 16.80,54.55) 


Martes 


(185,210,215) 


(27.50, 14.60,61.25) 


Miercoles 


(400. 120, 180) 


(21.20.21.50,66.50) 


Jueves 


(355, 165,200) 


(23.40. 18.50,62.30) 


Viernes 


(370, 145,240) 


(22.60, 19.10,61.75) 
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1 0.4 PLANOS Y RECTAS EN R 3 

La graTica de una ecuacion en dos variables, x y y, es una curya en R 2 . 
El tipo de curva mas simple es una recta cuya ecuaci6n general es 
Ax + By + C = 0, la cual es una ecuacion de primer grado. En /? 3 , la gra- 
fica de una ecuacion en tres variables, x, y y z, es una superficie. En la seccion 
10.2 se estudio una superficie particular, la esfera, y en la secci6n 10.6 se 
trataran otras superficies. En esta seccion se concentrara la atencion en la 
superficie mas simple, el piano, y aprendera que una ecuacion de un piano 
es de primer grado en tres variables. Tambien sabrd que las rectas en R 3 
se definen mediante pares de ecuaciones, en los que cada ecuacion representa a 
un piano que contiene a la recta. 



P(x, y, z> 




Q'^foixo, y* 2q) 



FIGURA 1 



10.4.1 Definicion de piano 



Si N es un vector dado, diferente del vector cero y P es un punto 
dado, entonces el conjunto de todos los puntos para los cuales \(PqP) 
y N son ortogonales define al piano que pasa por Pq y tiene a N • 
como Vector normal. 

La figura 1 muestra una porci6n del piano que pasa por Pq(xq, yo> zq) y 
la representacion del vector normal N cuyo punto inicial es P . 

En geometna analitica plana se puede obtener una ecuacion de una recta 
si se conocen un punto de la recta y su direccion (pendiente). De manera ana- 
loga, en geometna analitica s61ida puede determinarse una ecuacion de un 
piano conociendo un punto del piano y la direccion de un vector normal. 



10.4.2 Teorema 



Si P$(xq, >o> £u) es un P unto de un plafio y {q> b, c) es un vector normal 
al piano, entonces una ecuaci6n del piano es 

a(x - xq) + b{y - y ) + c(z - zq) = 

Demostracion Refierase a la figura 1 , donde N = <a, b, c>. Sea P(x, y, z) 
cualquier punto del piano. \(P P) es el vector que tiene a PqP como una 
representacion; de modo que 



V(P P) = {x - x ,y - y .z - zq) 



(1) 



De la definicion 10.4.1 y del hecho de que el producto punto de dos vectores 
ortogonales es cero se tiene 

V(7y>) . < fl , 6, c) - 
De ( I) y de la ecuacion anterior se obtiene 

a(x - x ) + b(y - y ) + c(z - Zq) = 
la cual es la ecuacion deseada. ■ 



w EJEMPLO I Obtenga una ecuacion del piano que contiene al 
punto (2, 1, 3) y tiene al vector 3i - 4j + k como un vector normal. 
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Solution Del teorema 10,4.2, donde (x ,y , z ) es el punto (2, 1, 3) y. 
{a, b, c) es el vector (3, -4, 1), se tiene como una ecuaci6n del piano 



3(Jt - 2) 



My - 

3x 



1) + (z - 

- 4y+ z 



3) 

- 5 



10.4.3 Teorema 



Si a, by c no son cero a la vez, la grafica de una ecuacion de la forma 

ax + by + cz + d-0 
es un piano y (a, b, c) es un vector normal al piano. 



Demostracten Suponga que b it 0. Entonces el punto (0, -djb, 0) esta 
en la grafica de la ecuacion debido a que sus coordenadas satisfacen la 
ecuacion. La ecuacion dada puede expresarse como 



a(x - 0) + b \y + £ + c(z - 0) = 



la cual, por el teorema 10.4.2, es la ecuacion de un piano que pasa por el 
punto (0, -d/b, 0) y para el cual (a, b, c) es un vector normal. Esto de- 
muestra el teorema si b ^ 0. Un argumento similar es valido si b = y 
a * 0, o bien, c ^ 0. ■ 



Las ecuaciones de los teoremas 10.4.2 y 10.4.3 se denominan ecuacio- 
nes cartesianas del piano. La ecuacion del teorema 10.4.2 es analoga a la 
forma punto-pendiente de una ecuacion de una recta en dos dimensiones. 
La ecuacion del teorema 10.4.3 es la ecuacion general de primer grado en 
tres variables y se le llama ecuacion lineal, 

Un piano esta determinado por tres puntos no colineales, por una recta y 
un punto fuera de ella, por dos rectas que se intersectan, o por dos rectas 
paraielas. 

w EJEMPLO 2 Determine una ecuacion del piano que pasa por 
los puntos P(l, 3, 2), 2(3, ~X 2) y R(% 1, 3). 

Solution Del teorema 10.4.3, la grafica de la ecuacion lineal 

ax + by + cz + d = (2) 

es un piano. Si esta ecuacion es satisfecha por las coordenadas de los puntos 
P, Q y R, entonces el piano los contendra. Al sustituir x, y y z en (2) por las 
coordenadas de los tres puntos se tienen las ecuaciones 

a + 3b + 2c +■ d = 

3a - 2b + 2c + d = 

2a + b + 3c + d = 

Si se resuelve este sistema de ecuaciones para a, b y c en terminos de d, se 
obtiene 



a = ~\d 



b - -\d 



c= U 
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Al sustituir a, b y c en (2) por estos valores resulta 



Piano: 



2x + 4y + 3z 
FIGURA 2 




Piano: 3x + 2y - 6z = 
FIGURA 3 




Piano: x - 3 
FIGURA 4 




Piano: y = 5 
FIGURA 5 



-!</* 



Jrfy + irfz + 4 = 



Si se multiplican los dos miembros de esta ecuacion por -9jd, se obtiene 

5jt + 2y-z-9 = 

la cual es la ecuaci6n requerida. A 

Para dibujar un piano a partir de su ecuaci6n, conviene determinar los 
puntos en los que el piano intersecta a cada uno de los ejes coordenados. La 
coordenada x del punto en el que el piano corta al eje x se denomina 
interception x del piano; la coordenada y del punto en el que el piano inter- 
secta al eje y se llama interception y del piano; y la interception z del piano 
es la coordenada z del punto en d que el piano intersecta al eje z. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

que tiene la ecuacion 

2x + Ay + 3z = 8 



Se desea dibujar el piano 



Al sustituir cero por y y z se obtiene x - 4; de modo que la intercepci6n x 
del piano es 4. Las intercepciones y y z se obtienen de manera similar; ellas 
son 2 y |, respectivamente. Al localizar estas intercepciones y al unir- 
las con rectas se obtiene la figura 2. Observe que solo una portion del piano 
se muestra en la figura. *4 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 



A fin de dibujar el piano que 



tiene la ecuacion 

3jc + 2y - 6z = 

primero observe que debido a que la ecuacion se satisface cuando x, y y z 
son cero, el piano intersecta a cada uno de los ejes en el origen. Si x - 
en la ecuacion anterior, se obtiene y - 3z = 0, la cual es una recta en el 
piano yz\ esta es la recta de intersecci6n del piano yz con el piano dado. 
De igual manera, la recta de interseccion del piano xz con el piano dado se 
obtiene al considerar y = 0, de lo que resulta x - 2z = 0. Al dibujar cada 
una de estas dos rectas y el segmento de recta desde un punto de una de las 
rectas hasta otro punto de la otra recta, se obtiene la figura 3. ^ 

En el ejemplo ilustrativo 2, la recta del piano yz y la recta del piano xz 
se denominan trazas del piano dado en los pianos yz y xz, respectivamente. 
La ecuacion x = es una ecuaci6n del piano yz ya que el punto (x, y, z) esta 
en el piano yz si y s61o si x = 0. De manera semejante, las ecuaciones 
y = y z = son ecuaciones de los pianos xz y xy, respectivamente. Un 
piano paralelo al piano yz tiene una ecuaci6n de la forma x = k, donde k es 
una constante. La figura 4 muestra el piano que tiene ecuacion x = 3. Un 
piano paralelo al piano xz tiene una ecuacion de la forma y = k, y un piano 
paralelo al piano xy tiene una ecuacion de la forma z = k. Las figuras 5 y 6 
muestran los pianos que tienen las ecuaciones y = 5 y z — 6, respectivamente. 
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Piano: z = 6 
FIGURA 6 




Angulo entre dos pianos 
FIGURA 7 



1 0.4.4 Definicion de angulo entre dos pianos 



Un £ngulo entre dos pianos se define como el angulo entre los vec- 
tores normales de los pianos. 

Existen dos angulos entre dos pianos. Si uno de estos angulos es 0, en- 
tonces el otro es el suplemento de 0. La figura 7 presenta dos pianos y los 
dos angulos entre ellos. 



Determine la medida en radianes del dngulo 



Iz + 11 = 



► EJEMPL0 3 

agudo entre los pianos 

5x - 2y + 5z - 12 = y 2x + y 

Solution Sean N ( un vector normal al primer piano y N 2 un vector 
normal al segundo piano. Entonces 

N, = 5i - 2j + 5k y N 2 = 2i + j - 7k 

De la definici6n 10.4.4, el angulo entre dos pianos es el angulo entre N| y 
N 2 . Asi, del teorema 10.3.5, si 6 es la medida en radianes de este angulo, 
entonces 



cos 



JV N 2 



llN, 


IIIlN 


2 II 










(5,- 


-2, 5) • 


<2,1, 


-7) 




V25 


+ 4 


+ 25 


V4 + 


I + 


49 


10 - 


- 2 - 


35 









V54 V54 



27 

54 

' 2 



Por tanto, 6 = | tt. El angulo agudo entre los dos pianos es el suplemento 



10.4.5 Definition de pianos paralelos 



Dos pianos son paralelos si y s61o si sus vectores normales ^Dn 
paralelos. 



m 



FIGURA 8 



Recuerde que dos vectores son paralelos si y solo si uno de los vectores 
es un multiplo escalar del otro. Asi, de la definicion 10.4.5, si se tiene un 
piano con un vector normal Nj y otro piano con un vector normal N 2 , en- 
tonces los dos pianos son paralelos si y s61o si 

N t = *N 2 

donde k es una constante. La figura 8 muestra dos pianos paralelos y repre- 
sentaciones de algunos de sus vectores normales. 



10.4.6 Definicion de pianos perpendiculares 



Dos pianos son perpendiculares si y solo si sus vectores nbrmales 
son ortogonales. 
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P<4, 0.-2, 



FIGURA 9 



ax + by + d = 

'/ 



Piano perpendicular al piano xy 
FIGURA 10 



by + cz + d = 




Piano perpendicular al piano yz 
FIGURA 11 

ax + cz + d = z 



\ t 




Piano perpendicular al piano xz 
FIGURA 12 



De esta definicion y del hecho de que dos vectores son ortogonales jgi y 
s61o si su producto punto es cero, se infiere que dos pianos, cuyos vectores 
normales son Nj y N 2 , son perpendiculares si y solo si 



N! • N 2 = 



(3) 



W EJEMPLO 4 Determine una ecuacion del piano que contenga 
al punto P(4, 0, -2) y sea perpendicular a cada uno de los pianos 

x - y + z = y 2x + v-4z-5 = 

Solution Sea M el piano requerido y {a, b, c), a & 0, un vector nor- 
mal de M, Sea My el piano que tiene la ecuacion x - y + z = 0. Por el 
teorema 10.4.3, un vector normal de M\ es (1, -I, 1). Como M y Mi son 
perpendiculares, entonces de (3) 



(a,b,c)- (1,-1, 1> = 
a - b + c = 



(4) 



Sea M 2 el piano que tiene la ecuacion 2x + y - 4z - 5 = 0. Un vector 
normal de M 2 es (2, 1 , -4). Puesto que M y M 2 son perpendiculares, 

(a,b,c)* (2, 1,-4) = 
2a + b - Ac = 

Si se resuelve esta ecuacion y (4) simultaneamente para b y c en terminos 
de a, se obtiene b = 2a y c - a. Por tanto, un vector normal de M es 
(a, 2a, a). Como P(4, 0, -2) es un punto de M, entonces, del teorema 10.4.2, 
una ecuacion de M es 

a(x - 4) + 2a(y - 0) + afe + 2) = 



Puesto que a 
para obtener 



^ 0, se divide entre a y se reducen los terminos semejantes 



x + 2v + z-2 = 

La figura 9 muestra los tres pianos y el punto P. < ^ 

Considere ahora el piano que tiene la ecuacion ax + by + d = 0yz\ 
piano xy cuya ecuacion es z - 0. Entonces (a, 6, 0) y (0, 0, 1), son vecto- 
res normales a estos pianos respectivamente. Como (a, b, 0) * (0, 0, 1) = 0, 
los dos pianos son perpendiculares. Esto significa que un piano cuya ecua- 
cion no contenga termino en z, es perpendicular al piano xy. La figura 10 
ilustra este hecho. De manera semejante puede concluirse que un piano 
cuya ecuacion no contenga termino en jc es perpendicular al piano yz (consul- 
te la figura 11), y que un piano cuya ecuacion no contenga termino en y es 
perpendicular al piano xz (refierase a la figura 12). 

Los vectores pueden emplearse para calcular la distancia de un punto 
a un piano. El ejemplo siguiente ilustra el procedimiento. 



w EJEMPLO 5 Calcule la distancia del punto (1, 4, 6) al piano 
2x~y + 2z+l0 = 
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P(\,4, 6) 




(a, b, c) 




P(x.y,z) 



FIGURA 14 



Solucion Sea P el punto (1, 4, 6) y elija cualquier punto Q del plaiuv 
Por simplicidad se elige el punto Q como el punto donde el piano intersecta 
al eje x, esto es, el punto (-5, 0, 0). El vector que tiene a PQ como una 
representacion esta dado por 

V(PQ) = -61 - 4j - 6k 
Un vector normal al piano dado es 

N = 2i - j + 2k 
El negativo de N tambien es un vector normal al piano dado y 

-N = -2i + j - 2k 

No se tiene seguridad de cual de los dos vectores, N o -N, forma el angulo 
menor con el vector \(PQ). Sea N' uno de estos dos vectores, N o -N, que 
forman un angulo de medida < ] -k con \(PO). La figura 13 muestra 
una porcion del piano dado que contiene al punto Q{~5, 0, 0), la represen- 
tacion del vector N' que tiene su punto inicial en Q, el punto f(l, 4, 6), el 
segmento dirigido PQ y el punto R, el cual es el pie de la perpendicular de P 
al piano. Con el fin de simplificar no se han incluido los ejes coordenados en 
esta figura. La distancia | Rp | es la distancia requerida, la cual se denota 
por d. Como d es una distancia no dirigida, entonces es no negativa. En la 
figura 1 3 se observa que d es el valor absoluto de la proyeccion escalar de 
V(PQ) sobre N f . De este modo, por el teorema 10.3.9, se tiene 



d = 



|N'-V(/>Q)| 
llN'H 



Debido a que se tiene el valor absoluto del producto punto en el numerador 
y el modulo de N' en el denominador, se puede sustituir N' por N, para 
obtener 

\N'-\(PQ)\ 

II Nil 



= 1(2, -1, 2) ■ (-6, -4, -6)1 
V4 + 1 + 4 



-12 + 4 - 121 



V9 



20 
3 



Ahora se estudiaran las rectas en R 3 . Sea L una recta que pasa por el 
punto dado P(x Q , y , z ) y que es paralela a la representacion del vector dado 
R = (a, b, c). La figura 14 muestra a L y la representacion de posicion de R. 
La recta L es el conjunto de puntos P(x, y, z) tales que X(PqP) es paralelo a 
R. Asf, P esta* en L si y solo si existe un escalar t diferente de cero tal que 



\(P P) = /R 

Como V(^6?) = (x 
se obtiene 



*o> y ~ yo, z ~ 2qX a partir de la ecuacion anterior 



(x - x , y - y , z - Zq) = t(a, b, c) 
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de donde se deduce que 

x - x = ta y - y = tb z - Zq = tc 
x = x + ta y - y Q + tb z = Zq + tc 



(5) 




FIGURA 15 



Si t representa a cualquier numero real, entonces P puede ser cualquier 
punto de L. Por tanto, las ecuaciones (5) representan a la recta L; estas 
ecuaciones se denominan ecuaciones parametricas de la recta. 

\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 De las ecuaciones (5), las 
ecuaciones parametricas de la recta I, paralela a la representacion del 
vector R = (II, 8, 10) y que contiene al punto (8, 12, 6), son 

> (8, 12,6) x = 8 + 11/ y = 12 + 8r z - 6 + lOf 

3, La figura 15 muestra la recta y la representacion de position de R. A 

Si ninguno de los numeros a, b o c es cero, se puede eliminar t de las 
ecuaciones (5) para obtener 



*o 



y - yo 



Z - Zq 



(6) 



Estas ecuaciones reciben el nombre de ecuaciones simetricas de la recta. 
Las ecuaciones (6) son equivalentes al sistema de ecuaciones 

b{x - x Q ) = a(y - y ) 
c(x - x ) = a(z - «o) 
c{y ~ y ) = b(z - zq) 

En realidad, estas tres ecuaciones no son independientes ya que cualquiera 
de ellas puede deducirse de las otras dos. Cada una de estas ecuaciones es 
una ecuacion de un piano que contiene a la recta L representada por las 
ecuaciones (6). Cualesquiera dos de estos pianos tiene como su interseccion 
a la recta L\ en consecuencia, cualesquiera dos de las ecuaciones definen 
la recta. Sin embargo, un numero ilimitado de pianos contienen a ( la recta 
dada, y como dos cualesquiera de ellos determinaran la recta, entonces un 
numero ilimitado de pares de ecuaciones representan a la recta. 

El vector R = (a, b y c) determina la direccion de la recta que tiene las 
ecuaciones simetricas (6), y los numeros a, b y c se denominan numeros 
directores (o parametros director es) de la recta. Cualquier vector paralelo a 
R tiene el mismo sentido o el opuesto al de R; en consecuencia, dicho vector 
puede emplearse en lugar de R en la explicacion anterior. Puesto que las com- 
ponentes de cualquier vector paralelo a R son proporcionales a las componen- 
tes del vector R, entonces cualquier conjunto de niimeros proporcionales a 
a,byc tambien sirven como un conjunto de numeros directores. Un conjunto 
de numeros directores de una recta se escriben entre corchetes como [a, b, c]. 



. EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Si [2, 3, -4] representa un 
conjunto de numeros directores de una recta, entonces otros conjuntos de 



numeros directores para la misma recta son [4, 6 

[2/V29,3/V29,-4/V29]. 



-8], [1, 



2" 



2] y 
4 
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D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Un conjunto de numeros di- 
rectores de la recta del ejemplo ilustrativo 3 es [1 1 , 8, 10], y la recta contiene 
al punto (8, 12, 6). Asi, de (6), las ecuaciones simetricas de esta recta son 

*-8y-12 7 -6 * 



11 



8 



10 



P 2 &, 



/>i(-3,2,4), 




Recta: 



+ 3 _ y - 2 _ 
9 ~ -1 

FIGURA 16 



w EJEMPLO 6 Obtenga dos conjuntos de ecuaciones simetricas 
de la recta que pasa por los puntos (-3, 2, 4) y (6, 1, 2). 

Solution Sean P l el punto (-3, 2, 4) y P 2 el punto (6, 1, 2). Entonces, 
la recta requerida es paralela a las representaciones del vector X(P ] P 2 ), de 
modo que las componentes de 6ste constituyen un conjunto de numeros direc- 
tores de la recta. Asi, \(P]P 2 ) = (9, -1, -2). Considerando P como el punto 
(-3, 2, 4) se tienen, de (6), las ecuaciones 



x + 3 _ y_ 
9 



-1 



Otro conjunto de ecuaciones simetricas de esta recta, obtenidas al consi- 
ders Eq como el punto (6, 1 , 2), es 

x - 6 _ y - 1 _ z - 2 



9 -1 -2 

La figura 16 muestra esta recta y los puntos P] y P 2 de la recta. 4 

Si uno de los numeros a,.b o c es cero, no pueden emplearse las ecua- 
ciones simetricas (6). Sin embargo, suponga que b = y que aye son dife- 
rentes de cero. Entonces, las ecuaciones de la recta son 



*o _ ^ - ^o 



y y = yo 




Recta paralela al piano xz 
FIGURA 17 



Una recta que tiene estas ecuaciones simetricas esta contenida en el piano 
y = )i y en consecuencia es paralela al piano xz- La figura 17 muestra di- 
cha recta. 



► EJEMPLO 7 



Considere los pianos 



jt + 3>>-z-9 = y 2*-3>' + 4z + 3 = 

Para la recta de interseccion de estos dos pianos, determine (a) un conjunto 
de ecuaciones simetricas, (b) un conjunto de ecuaciones parametricas, y (c) 
los cosenos directores de un vector cuya representacion sea paralela a ella. 

Solution 

(a) Un conjunto de ecuaciones simetricas es de la forma (6). A fin de obtener 
esta forma se resuelve el par de ecuaciones dadas para x y y en terminos 
de z- Los calculos son: 



x + 3y - z - 9 = 
2x - 3y + 4z + 3 = (+) 
3x + 3z - 6 = 

x = -z + 2 



2x + 6y - 2z - 18 = 
2x ^ 3y + 4 Z + 3 = (-) 
9y - 6z - 21 = 



y= \z + 5 
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Ahora se resuelve cada ecuacion para z, obteniendose 



-' 



De modo que el conjunto de ecuaciones simetricas es 



7 



2 _ y - i z - o 



~ x-2 y ~ I z - 

~ —3 — r — 

(b) Un conjunto de ecuaciones parametricas se obtiene al considerar cada 
una de las razones del inciso (a) igual a /, de donde resulta 



-3 2 3 

jc = 2 - 3/ y = 1 + 2/ z = 3/ 

(c) A partir de las ecuaciones simetricas del inciso (a), un conjunto de nume- 
ros directores de la recta es [-3, 2, 3]. Por tanto, el vector (-3, 2, 3) tiene 
su representation paralela a la recta. Como ^/(-3) 2 + 2 2 + 3 2 = 42% , 
los cosenos directores de este vector son 

3 a 2 3 ^ 

cos a = - -7= cos p = -7= cos v = -^= ^ 

V22 P V22 ' V22 



w EJEMPLO 8 Obtenga ecuaciones de la recta que pasa por el 
punto (1,-1, I ) y que es perpendicular a la recta 

3x = 2y = z (7) 

y paralela al piano 

x + y - z = (8) 

Sol UC ibtl Sea [a, b, c] un conjunto de numeros directores de la recta 
pedida. Las ecuaciones (7) pueden expresarse como 

x - _ y ~ __ z - 
I ~ I ~ 1 

3 2 

las cuales son las ecuaciones simetricas de la recta. Un conjunto de numeros 
directores de esta recta es [^, |, 1]. Como la recta pedida es perpendicular 
a esta recta, se infiere que los vectores (a, b, c) y {\, ~, 1) son ortogonales. 
Por tanto, 

la + lb + c = (9) 

Un vector normal al piano (8) es (1, 1,-1). Puesto que la recta requeri- 
da es paralela a este piano, la recta debe ser perpendicular a las representa- 
ciones del vector normal. En consecuencia, los vectores (a, b, c) y (1, 1, -1) 
son ortogonales; asf, 

(a, Mc>-<1,1,-1> = 
a + b - c = 
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Si se supone que c ^ 0, se resuelve esta ecuacion y (9) simultaneamente 
para a y b en terminos de c, de donde resulta a = 9c y b = -8c. Entonces, 
la recta pedida tiene el conjunto de numeros directores [9c, -8c, c] y contie- 
ne al punto (1,-1, 1). Por tanto, las ecuaciones simetricas de la recta son 

x - 1 y + 1 z -\ 



9c 

x - 



-8c c 

y + 1 e-i 



En el ejemplo siguiente se emplea el concepto de rectas oblicuas 
(o cruzantes), las cuales son dos reetas que no estan contenidas en un 
mismo piano. 



w EJEMPLO 9 Si /[ es la recta que pasa por A(l, 2, 7) y 
B(-2, 3, -4), y l 2 es la recta que pasa por C(2, -1, 4) y D(5, 7, -3), demuestre 
que I] y I2 son rectas oblicuas. 

Solution Para demostrar que dos rectas no estan en un mismo piano se 
probara que ellas no se intersectan y que no son paralelas. Las ecuaciones 
parametricas de una recta son 



x = xq + ta 



>>0 



+ tb 



Z = Zq + tc 



donde [a, b, c] es un conjunto de numeros directores de la recta y (xq, >><> Zq) 
es cualquier punto dicha recta. Como \(AB) =1 (-3, 1, -11), un conjunto de 
numeros directores de l\ es [-3, 1, -1 1]. Si se toma A como el punto Pq, se 
tienen como ecuaciones parametricas de l\ 



3t 



y = 2 + t 



\\t 



(10) 



Debido a que V(CD) = (3, 8, -7) y I2 con tiene al punto C, las ecuaciones 
parametricas de U son 



parametricas de I2 son 

* = 2 + 3s >> = -! + 8s z = 4 - 7s 



(11) 




Puesto que los conjuntos de numeros directores no son proporcionales, l\ y 
l 2 no son paralelas. Para que las rectas se intersecten, deben existir dos nu- 
meros t y s que proporcionen el mismo punto (jq, y±, Z\) en los dos conjuntos 
de ecuaciones (10) y (11). Por tanto, al igualar los miembros derechos de las 
ecuaciones respectivas se obtiene 

1 - 3t = 2 + 3s 
2 + t = -I + 8s 
7 - 1U = 4 - Is 



F1GURA 18 



Si se resuelven las primeras dos ecuaciones simultaneamente se obtienen 
s = Yj y t = ~yj. Este conjunto de valores no sastisface la tercera ecua- 
cion; en consecuencia, las rectas no se intersectan. De este modo, l\ y I2 son 
rectas oblicuas. 

La figura 18 muestra las rectas l { , que pasa por los puntos A y B, y ^ 
que pasa por los puntos C y D. ^ 
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EJERCICIOS 10.4 



En los ejercicios I a 6, obtenga una ecuacion del piano que 
contenga al punto P y tenga al vector N como vector normal. 



1. 7>(3, i,2)f,N = <l,2,-3> 

2. P(-3, 2, 5); N = <6, -3, -2> 

3. m-l,2);N = <0, 1,-1> 

4. />(-l,8 f- 3);N - <-7,-l, 1> 

5. 7>(2, 1,-1); N = -i + 3j + 4k 

6. PaO^N = i + k 

En los problemas 7 y 8, determine una ecuacion del piano que 
contenga los tres puntos. 

7. (3,4, 1), (1,7,1), (-1,-2, 5). 

8. (0, 0, 2), (2, 4, l),(-2,3,3) 

En los ejercicios 9 a 14, dibuje el piano y obtenga dos vec 
tores unitarios normales al piano. 

9. 2x - y + 2z - 6 = 

10. 4jc - 4y + 2z - 9 = 

11. 4jc + 3y - [2z = 12. y + 2z - 4 = 

13. 3jc + 2z - 6 = 14. z = 5 

£n /as ejercicios 15 a 20, obtenga una ecuacion del piano que 
satisfaga las condiciones indicadas. 

15. Perpendicular a la recta que pasa por los puntos (2, 2, -4) 

y (7, -1, 3), y contiene al punto (-5, 1, 2). 

16. Paralelo al piano 4jc - 2y + z - 1 = y contiene al 
. panto (2, 6,-1). 

\{j*ij* Perpendicular al piano jc + 3>-z-7=0y contiene 
^ a los puntos (2, 0, 5) y (0, 2, -1). 

18. Perpendicular a cada uno de los pianos jc - y + z - V- / 

/ «y2Jc + y-4z-5=0y contiene al punto (4, 0, -2). 
Q - ' 

N 49. Perpendicular al piano yz, contiene al punto (2, 1, I) y 

^ ' forma un angulo de cos" 1 ^ rad con el piano 2x - y + 

2z - 3 = 0. 

20. Contiene al punto 7>(-3, 5, ,-2) y es perpendicular a la 
representation del vector \(OP). 

En los ejercicios 27 a 23, determine el angulo dgudo entre los 
dos pianos. 

21. 2x - y - 2z - 5 = y 6x - 2y A + 3z + 8 = 

22. 2x - 5> + 3z ± 1 = y y - 5z + 3 = 
*Y23. 3jc + 4y = > 4x -'ly + 4z - 6 = 

24. Calcule la distancia del piano 2jc + 2>>-z-6=.0 
al punto (2, 2, -4). 

25. Obtenga la distancia del piano 5jc+ll;y + 2z-30 = 
. al punto (-2, 6, 3). 

N^*& Calcule" la distancia perpendicular entre los pianos para- 
lelos 4x - %y - z = -9 y 4x - 8y - z = 6. * 

27. Determine la distancia perpendicular entre los pianos pa- 
ralelos4>> - 3z - 6 = y 8y - 6z - 27 - 6. 

f 



28. Si a, b, y c son diferentes de cero, y son las intercepciones 
jc, y y z, respectivamente, de un piano, demuestre que 
una ecuacion del piano es 



\ 



a b c 
£sta es la forma de interception de la ecuaci6n de un piano. 

En los ejercicios 29 a 36, obtenga ecuaciones parametricas 
y simetricas para la recta que satisface las condiciones 
indicadas. 

29. Pasa por los dos puntos (1,2, 1) y (5, -1, 1). 

30. Pasa por el punto (5, 3, 2) con numeros directores [4, 1, -1 ]. 

QlJ Pasa por el origen y es perpendicular a la recta 
t(x - 10) - ] ^y = ^zen su intersecci6n. 4 

32. Pasa por el origen y es perpendicular a las rectas que tienen 
pmeros directores [4, 2, 1] y [-3, -2, 1]. 

que tiene numeros directores 
punto (-2, 0, 3). 

34. Pasa por el punto (-3, I, -5) y es perpendicular al piano 

4x - 2y + z - 7 = 0. 

35. Pasa por el punto (4, -5, 20) y es perpendicular al piano 

;~56. Pasa por el punto (2, 0, -4) y es paralela a cada uno de los 
pianos 2x + y - z = y x + 3y + 5z = 0. 

37. Obtenga un conjunto de ecuaciones simetricas para la recta 

4jc-3>> + z-2 = 

2jc + 5>-3z + 4 = 

( 38. j Demuestre que las rectas 



\ JMmeros directores [4, 2,1]} 

. * ^frt^SS- Perpendicular a las rectas c 
f$^ [-5, 1 , 2] y [2, -3, -4] en el [ 





jc + 1 y + 4 z 


- 2 












2 " * -5 


3 












jc - 3 y + 14 

-2 5 


z - 8 

-3 


" 










coinciden. 












39. 


Demuestre que la repta Ux - 
esta contenida en el piano jc 


3) - 
-2y 


\(y + 2) 

+ z = 6. 


= 


fc 


+ 1) 


40. 


Demuestre que la recta jc 


+ 1 ' 


= -K,- 


6) 


= z 


est^ 



contenida en el piano 3jc + y - z' = 3. 

Los pianos que pasan por una recta y son perpendiculares a los 
pianos coordenados se denominan pianos de proyeccion de la 
recta. En los ejercicios 41 a 44, determine las ecuaciones de 
los pianos de proyeccion de la recta y dibuje la recta. 

3x - 2y + 5z - 30 = 
2x + 3y - lOz - 6 = 



41. 



V 



42. 



43. 



X + 


y - 


3z + 


1 = 


2x- 


- y . 


* 3 ^ + 


"14 = 


x - 


2y- 


- 3z + 


6 = 


JC + 


y + 


z - 1 


= 
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44. 



r 

4jc 



y + z - 1 = . 
y + 3z - 13 = 



ujfe 



^ 



45. Calcule el coseno del angulo menor entre el vector cuya 
representation es paralela a la recta jc = 2y + 4, 
z = -y + 4, y e) vector cuya representation es paralela 
a la recta x = y + 7, 2z = y + 2. 

,#6. Obtenga una ecuacion del piano que contiene al punto 



Obtenga ecuaciones de la recta que pasa por el punto 
(3, 6, 4), que intersecta al eje z y es paralela al piano 

jc - 3v + 5z - 6 = 0. 



54. Calcule la distancia perpendicular del origen a la recta 

x - -2 + p,y = 7 



|r,z = 4 + ,|r. 



(6, 2, 4) y a la recta Kjc 



1) = i(y + 2) 



3) 



£>* /os ejercicios 47 y 48, determine una ecuacion del piano 
que contiene a las rectas indicadas que se intersectan. 



tf£ 


jc - 
4 


2 _ ;v + 
-1 


3 z + 2 
3 






If- 


+ 2? + z 


+ 2 = 






y + 2z - 


-1=0 




3 


JC _ 

2 " 


v- 2 
3 


^ - 


JC 

1 


49. 


Demuestre que 


las rectas 





55. Calcule la distancia perpendicular del punto- (-1, 3, -1) a 
la recta jc - 2z = 7,y = 1. 

56. Obtenga ecuaciones de la recta que pasa por el origen, y es 
perpendicular a la recta jc = y - 5, z - 2v - 3, e in- 

- tersecta a la recta y = 2jc+l,z=JC + 2. 

fSl7\ Demuestre que las rectas # 



-1 



z-- 1 

1 





jc - 1 y - 2 

5 -2 


= 


z + l 
-3 




jc - 2 y + 1 


= 


z + 3 
2 


son 


rectas oblicuas. 







^ 



3jc - y - z = 

8jc - 2y - 3z + 1 = 

jc-3y + z+3 = 

3;c-y-z + 5 = 



58. Obtenga ecuaciones de la recta que pasa por el punto 
d I'ttjt/l^ @> -4, -5) y que intersecta a cada una de las rectas obli- 
«^ cuas del ejercicio 57. 

59. Demuestre que la distancia perpendicular entre los pianos 

f\ 4 } paralelos ax + by + cz + d* = y ajc + by + cz + 



son paralelas, y obtenga una ecuacion del piano deter- 
minado por estas rectas. 



{50.) Demuestre que las rectas 

jc +.2 _ y - 1 



5 
x - 3 



-2 
y + 4 



= z + 4 

= z - 3 
-1 



son paralelas, y obtenga una ecuacion de"l piano determi- 
nado por estas rectas. 

51. Calcule las coordenadas del punto de intersection de la 
recta |(jr - 2).= -\{y + 3) = ±(z - 1) y el piano 
. _ 5jc - y + 2z - 12 = 0. 



0ft 52. Determine ecuaciones de la recta que pasa por el punto ^ ^^^ c6mQ ^ emplean 
(1,-1, l),es perpendicular a la recta 3* = 2y = z, y es la distancia de un punto a un 



paralela al piano jc + y - z "= 0. 



J a _ q est £ d a dapor 

4 a 2 + b 2 + c 2 

60. Demuestre que la distancia no dirigida del piano 

-ax + by + cz + d = al punto (jc , y , Zo) esta de- 
terminada por 

|ot + fry + czq + rf| 
Vfl 2 + b 2 + c 2 • , 

61. ^Cu&es son las ecuaciones param^tricas de una recta si 
los dos numeros directores ay b son cero? 

62. Describa como se emplean los vectores para determiriar 
la distancia* de un punto a un piano. 

los vectores para determinar 
una recta en/? 3 . 
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B 
FIGURA 1 



El producto cruz* operation vectorial para vectores de V$, tiene aplicaciones en 
la geometria, el movimiento planetario, la electricidad, el magnetismo y la me- 
canica. A continuation se estudiara esta operation junto con sus propiedades. 
Si A y B son dos vectores no paraleles, entonces las representaciones de 
# los dos vectores con el mismo punto initial determinan un piano como s*c 
indica en la figura 1 . El xesultado del producto cruz de A y B es un vector 
cuyas representaciones son perpendiculares a este piano. ; 
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10.5.1 Definicion de producto cruz 



Si A = (a h a 2j a 3 ) y B = (b u b 2 , b 3 ), entonces el producto cruz 
de A y B, denotado por A X B, esta dado por 

A X B = (#2^3 ~ a 3^2» a $\ ~ G\b 3 , CL\b 2 ~~ #2^l) 



Observe que esta definicion trata s61o con vectores de V3. No existe el 
producto cruz para vectores de V 2 . El producto cruz tambien se denomina 
producto vectorial o producto exterior. La operation para obtener el pro- 
ducto cruz se llama multiplieaeion cruz o multiplication vectorial. 



I EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

(3,-1,4), entonces, de la defmici6n 10.5. 1 , 



Si A = (2, 1,-3) y B 



A X B - (2,1,-3) X (3,-1,4) 

= ((1)(4) - (-3)(-l),(-3)(3) - (2)(4),(2)(-l) - (0(3)) 

= <4 - 3,-9 - 8,-2 - 3) 

= 0,-17,-5) 

= i - 17j - 5k 4 

Existe un recurso nemotecnico para recordar la formula del producto 
cruz, el cual emplea la notacion de determinantes. Un determinante de se- 
gundo orden se define por la ecuacion 



a b 

c d 



- ad - be 



donde a,b,cy d son niimeros reales. Por ejemplo, 



3 6 

-2 5 



= 3(5) - (6)(-2) 

= 27 



Por tanto, la formula del producto cruz puede escribirse como 



A X B = 



El miembro derecho de la expresion anterior puede escribirse simbolica- 
mente como 



a<i a$ 
b 2 b 3 


i - 


a ) <*3 
b x b 3 


J + 


a \ a 2 
b x b 2 



a x a 2 
b x b 2 



a 3 



la cual es la notacion para un determinante de tercer orden, Sin embargo, ob- 
serve que el primer renglon contiene vectores y no numeros reales como se 
acostumbra en la notacion de determinantes. 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se utiliza el recurso nemo- 
tecnico que emplea la notacion de determinantes para calcular el producto 
cruz de los vectores del ejemplo ilustrativo 1 . 
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A X B = 



i J 

2 1 

3 -1 

1 -3 
-1 4 


k 

-3 
4 

i - 


2 -3 

3 4 


J + 


2 1 

3 -1 



= K1X4) - (-3X-UJI - K2X4) - (-3)(3)]j + [(2)(-l) - (D(3)]k 
= i - 17j - 5k < 



10.5.2 Teorema 



Si A es cualquier vector de V3, entonces 

©AX A = 
(it) X A = 
(Hi) A X = 




FIGURA 2 



Demostracidn de (i) Si A = {a\,a2, 03), entonces, por la definicion 
10.5.1, 

A X A = (^2^3 ~ #3 fl 2>#3 a l ~ fl l fl 3» fl l fl 2 ™ #2 fl l) 

= (0,0,0) 
= 

Las demostraciones de (ii) y (iii) se dejan como ejercicios (refierase al ejer- 
cicio 13). ■ 



Al aplicar la definicion 10.5.1 a pares de los vectores i 
lo siguiente: 



j y k se obtiene 



i X j - k 

j x i = -k 



i x 
j x 

kX 



J = 
k = i 

j = -i 



k X k - 
k X i = j 

iXk=-j 



Como ayuda para recordar los productos cruz anteriores, primero ob- 
serve que el producto cruz de cualquiera de los vectores unitarios i, j o k 
consigo mismo tiene como resultado el vector cero. Los otros sels produc- 
tos cruz pueden obtenerse de la figura 2 aplicando la siguiente regla: el 
producto cruz de dos vectores consecutivos, en el sentido del giro de las 
manecillas del reloj, es el siguiente vector; y el producto cruz de dos vecto- 
res consecutivos, en el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj es 
el negativo del siguiente vector. 

Puede demostrarse facilmente que la multiplicacion cruz de dos vecto- 
res no es conmutativa debido a que, en particular, i X j ^ j X i. Sin 
embargo, i X j = ky j X i = -k; de modo que i X j = -(j X i). En 
general, si A y B son dos vectores cualesquiera de V 3 , A X B = -(B X A), 
lo cual se establece y demuestra en el siguiente teorema. 



10.5.3 Teorema 



Si A y B son dos vectores cualesquiera de ¥3, entonces 
AXB = -(B X A) . 
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Demostracion Si A = (a h a 2 ,a< i ) y B = {b h b 2 ,b$, entonces, por la 
definition 10.5.1, 

A X B = (a 2 ^3 - a-$b 2 , fl 3^i ~ a \bzi a \bi ~ a ib\) 

= ~i(a^b 2 ~~ #2^3* a 1^3 "" a 3^b a 2^\ ~ a \^l) 

= -(B X A) ■ 

La multiplicaci6n cruz de vectores no es asociativa, como se muestra en 
el siguiente caso particular: 

i X (i X j) = i X k (i X i) X j = X j 

= -j =0 

Asi, 

i X (i X j) * (i X i) X j 

La multiplication cruz es distributiva con respecto a la adici6n vecto- 
rial, como se establece en el teorema siguiente. 



10.5.4 Teorema 



Si A, B y C son tres vectores cualesquiem de V3, entonces 

AX(B + C) = AXB + AXC 

Para demostrar este teorema considere A = {a\,a 2 , ^3), B - 
(b], b 2 , 63) y C = (cj, c 2 , C3), y despues pruebe que las componentes del 
vector del miembro izquierdo de la ecuacion son las mismas que las com- 
ponentes del vector del miembro derecho. Los detalles se dejan como ejer- 
cicio (consulte el ejercicio 39). 



10.5.5 Teorema 



Si A y B son dos vectores cualesquiera de V 3 y c es un escalar, entonces 

(i) (cA) X B = A X (cB); 
(ii) (cA) X B = c(A X B). 

La demostraci6n de este teorema se deja como ejercicio (refierase al 
ejercicio 40). 

Los teoremas 10.5.4 y 10.5.5 pueden aplicarse para calcular el producto 
cruz de dos vectores empleando las leyes del algebra, con tal que no se cam- 
bie el orden de los vectores en la multiplication vectorial, lo cual estd pro- 
hibido por el teorema 10.5.3. El ejemplo ilustrativo siguiente, muestra este 
procedimiento. 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Calcule el producto cruz de 
los vectores del ejemplo ilustrativo 1 aplicando los teoremas 10,5.4 y 10.5.5. 

A X B = (2i + j - 3k) X (3i - j + 4k) 

- 6(i X i) - 2(i X j) + 8(i X k) + 3(j X i) - l(j X j) + 4(j X k) - 9(k X i) + 

3(k X j) - 12(k X k) 
= 6(0) - 2(k) + 8(-j) + 3(-k) - 1(0) + 4(1) - 9(j) + 3(-i) - 12(0) 
= -2k - 8j - 3k + 4i - 9j - 3i 
= i - 17j - 5k 4 
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El procedimiento del ejemplo ilustrativo 3 proporciona un metodo para 
calcular el producto cruz sin tener que recordar la f6rmula de la definici6n 
10.5.1 o sin emplear la notaci<5n de determinantes. En realidad, no es nece- 
sario incluir todos los pasos mostrados, debido a que algunos de los pro- 
ductos cruz de los vectores unitarios pueden obtenerse inmediatamente de la 
figura 2 y la regla correspondiente. 

En ocasiones, en las aplicaciones de vectores se presentan dos triples 
productos. Uno es el producto A * (B X C), denominado triple producto 
escalar de los vectores A, B y C. De hecho, los parentesis no son necesarios 
ya que A • B X C puede interpretarse solo en una manera puesto que A • B 
es un escalar. 



10.5.6 Teorema 



Si A, B y C son tres vectores cualesquiera de V3, entonces 
A-B X C = AXB-C 

Este teorema puede demos trarse al considerar 

A = (a h a 2 ,a 3 ) B = (b h b 2 ,b 3 ) C = (c h c 2 ,c 3 ) 

y despu6s probar que el escalar del miembro izquierdo de la ecuacion es 
igual al escalar del miembro derecho. Los detalles se dejan como ejercicio 
(consulte el ejercicio 41). 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Se verificara el teorema 
10.5.6 para A = (1,-1,2), B = (3,4,-2) y C = (-5, 1,-4) 

B X C = (3i + 4j - 2k) X (-5i + j - 4k) 

= 3k - 12(-j) - 20(-k) - 16i + lOj - 2(-i) 

= -14i + 22j + 23k 

A(B X C) = (1,-1,2) '(-14,22,23) 

= -14 -22 + 46 

= 10 

A X B = (i - j + 2k) X (3i + 4j - 2k) 

= 4k - 2(-j)-3(-k) + 2i + 6j + 8(-i) 

= -61 + 8j + 7k 

(A X B) • C = (-6, 8, 7) • (-5, 1, -4) 

=30+8-28 
= 10 

Esto verifica el teorema para estos tres vectores. 4 

El triple producto A X (B X C) se denomina triple producto vectorial. 



10.5.7 Teorema 



Si A, B y C son tres vectores cualesquiera de V3, entonces 
A X (B X C) = (A • C)B - (A • B)C 

La demostracion de este teorema es semejante a la demostracion del 
teorema 10.5.6. Al emplear las componentes de los vectores A, B y C puede 
demostrarse que el vector del miembro izquierdo de la ecuacion es el mismo 
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que el vector del miembro derecho. Los calculos se dejan como ejercicig 
(consulte el ejercicio 42). 

[>' EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Se verificara el teorema 
10.5.7 para los vectores A, B y C del ejemplo ilustrativo 4. Como BXC = 
-14i + 22 j + 23 k, entonces 

i J k 

A X (B X C) = 1 -1 2 

-14 22 23 
= -23i - 28j + 22k - 14k - 44i - 23j 
= -671 - 51j + 8k (1) 

AC = (1,-1, 2)- (-5, 1,-4) A*B = (l,-l,2)<(3,4,-2) 
=-5-1-8 =3-4-4 

= -14 = -5 

(A • C)B - (A • B)C = -14(3,4,-2) - (-5)(-5, 1,-4) 
= (-42, -56, 28) - (25, -5, 20) 
= (-67,-51,8) 
= -67i - 51j + 8k 



Asi, 



Al comparar este resultado con (1), el teorema 10.5.7 se ha verificado para 
estos ties vectores. A 

El teorema siguiente se emplea con el fin de tener una interpretacitfn 
geometrica del producto cruz. 



10.5,8 Teorema 



Si A y B son dos vectores cualesquiera de V 3 y 9 es d dngulo entre 
A y B, entonces 

II A X Bll = II A till B II sen 



Demostracion Del teorema 10.3.3(iii), 

|| A X B|| 2 = (A X B)-(A X B) (2) 

Con la notation U, V y W como vectores, del teorema 10.5.6, 

(U X V) • W = U • (V X W) 
Si en esta ecuacitfn se considera U = A,V = ByW = AXB, se tiene 

(A X B) • (A X B) = A • [(B X (A X B)] 

Al aplicar el teorema 10.5.7 al vector que esta entre corchetes en el miembro 
derecho se obtiene 

(A X B) • (A X B) = A • [(B • B)A - (B • A)B] 

= (A • A)(B • B) - (A • B)(A • B) 

= ||A||2||B||2-(A.B)2 (3) 

Del teorema 10.3.5, si 0es el angulo entre A y B, entonces 
A- B = || A || || B || cos 6 
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P(l,-2,3) 



R(2, 2, 1 ) 




FIGURA 4 



Al sustituir de esta ecuacion en (3) se tiene 

(A XB)-(A XB) = ||a|| 2 ||b|| 2 - 
= ||a|| 2 ||b|| 2 (1 



|A|| 2 ||B| 
cos 2 6) 



} cos 2 6 



Ahora, si se reemplaza de (2) en la ecuacion anterior, y puesto que 
I - cos 2 6 = sen 2 6, resulta 

|| A X fi|| 2 = || A || 2 || B || 2 sen 2 6 

Puesto que < 6 < k, entonces sen 6 > 0. Por tanto, se considera la raiz 
cuadrada de los dos miembros y se obtiene 

||AXB| = ||A||||B||senfl 

A continuacion se considerara la interpretacion geometrica de 
|| A X B || . Sean PR una representacion de A y PQ una representacion 
de B. Entonces, el angulo entre los vectores A y B es el a'ngulo en P del 
triangulo RPQ (refierase a la figura 3). Sea 6 la medida en radianes de este 
angulo. Por tanto, el area del paralelogramo que tiene a PR y PQ como 
lados adyacentes es || A || || B || sen unidades cuadradas debido a que la 
altura del paralelogramo tiene longitud || B || sen 6 unidades y la longitud de 
la base es || A || unidades. De modo que por el teorema 10.5.8, || A X B || 
unidades cuadradas es el area de este paralelogramo. 

W EJEMPLO J Demuestre que el cuadrilatero que tiene vertices 
en P(l, -2, 3), Q(4, 3, -1), /?(2, 2, 1) y 5(5, 7, -3) es un paralelogramo, y 
determine su a>ea. 

Solution La figura 4 muestra el cuadrilatero PQSR. 

V(PQ) = (4 - 1, 3 + 2, -1 - 3) V(PR) = (2 - 1, 2 + 2, 1 - 3> 
= (3,5,-4) = 0,4,-2> 

V(RS) = <5 - 2,7 - 2,-3 - 1> V(QS) = (5 - 4, 7 - 3,-3 + 1> 
- (3,5,-4) = (1,4,-2) 

ComoV(PG) = V(^y V(PR) = \(Q$), se deduce que PQ es paralelo a 
RS y PR es paralelo a QS. Por tanto, PQSR es un paralelogramo. 
Sean A = V(PR) y B = \(PQ); entonces 

A X B = (i + 4j - 2k) X (3i + 5j - 4k) 

= 3(i X i) + 5(i X j) - 4(i X k) + 12(j X i) + 20(j X j) - 16(j X k) - 

6(k X i) - 10(k X j) + 8(k X k) 
= 3(0) + 5(k) - 4(-j) + 12(-k) + 20(0) - 16(i) - 6(j) - 10(-i) + 8(0) 
= -6i - 2j - 7k 

Deeste modo, 



|| A X B || = V36 + 4 + 49 
Conclusion: El area del paralelogramo es V89 unidades cuadradas. 



10*5*9 Teorema 



Si A y B son dos vectores de V 3 , A y B son paralelos si y s61o si 
A X B = 0. 
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Demostrocion Si A o B es el vector cero, entonces del teorema 10.5.2 V 
A X B = 0. Como el vector cero es paralelo a cualquier vector, entonces el 
teorema se cumple. 

Si ninguno de los dos vectores es el vector cero, entonces || A || ^ y 
|| B || * 0. Por tanto, por el teorema 10.5.8, || A X B || = si y solo si sen 
= 0. Como || A X B || = si y solo si A X B = 0, y sen = 
(0 < < n) si y s61o si = o - n, se puede concluir que 

A X B = si y solo si = o = * 

Sin embargo, dos vectores diferentes del vector cero son paralelos si y solo 
si la medida en radianes del angulo entre los dos vectores es o n, de lo cual 
se deduce el teorema. ■ 



10.5.10 Teorema 



Si A y B son dos vectores de V 3 , entonces el vector A X B es or- 
togonal tanto a A como a B. 

Demostrocion Del teorema 10.5.6, 
A-AXB = AXA-B 

Del teorema 10.5. 2(i), A X A = 0. Por tanto, de la ecuaci on anterior, 

A- A X B = 0-B 

= 

Como el producto punto de A y A X B es cero, entonces A y A X B son 
ortogonales. Tambien del teorema 10.5.6, 

A X BB = AB X B 

Otra vez, al aplicar el teorema 10.5.2(i) se tiene B X B = 0; asi, de la 
ecuaci6n anterior, 

AXB'B = A'0 
= 

Por tanto, puesto que el producto punto de A X B y B es cero, A X By B son 
ortogonales, demostrandose asi el teorema. ■ 

Del teorema 10.5.10 se puede concluir que si las representaciones de 
los vectores A, B y A X B tienen el mismo punto inicial, entonces la repre- 
sentacion de A X B es perpendicular al piano formado por las representa- 
ciones de A y B. 

► EJEMPLO 2 Dados los puntos />(-l, -2, -3), Q(-2, 1, 0) y 
R(0, 5, 1), determine un vector unitario cuyas representaciones sean perpen- 
diculares al piano que pasa por P, Q y R. 

Solution Sean A = V(PQ) y B = YiPR). Entonces, 

A = <-2 + 1, 1 + 2, + 3> B = (0 + 1, 5 + 2, 1 + 3) 
= H.3,3) = (1,7,4) 
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El piano que pasa por P, Q y R es el piano formado por PQ y PR, los 
cuales son, respectivamente, representaciones de los vectores A y B. Por 
tanto, cualquier representation del vector A X B es perpendicular a este 
piano. Al calcular este producto se tiene 

A X B = (~i + 3j + 3k) X (i + 7j + 4k) 
= -9i + 7 j - 10k 

El vector deseado es un vector unitario paralelo a A X B. Para determinar 
este vector unitario, se aplica el teorema 10.2.4 y se divide A X B entre 
|| A X B || , obteniendose 

A X B 9 -., 7 . 10 - ^ 



|| AXB || V230 V230" V230 

Los dos ejemplos siguientes muestran como el producto cruz puede apli- 
carse para obtener la ecuaci6n de un piano. Estos ejemplos contienen la 
misma information de los ejemplos 2 y 4 de la section 10.4. 

W EJEMPLO 3 Obtenga una ecuacion del piano que pasa por los 
puntos P(l, 3, 2), Q(3, -2, 2) y R(2 y 1, 3). 

Soluciofl SeanV(0fl) = -i + 3j + k y \(PR) = i - 2j + k.Un vec- 
tor normal al piano requerido es el producto cruz \(QR) X X(PR), el cual es 

(-i + 3j + k) X (i - 2j + k) = 5i + 2j - k 

De modo que si P = ( 1 , 3, 2) y N = (5, 2, - 1 >, del teorema 1 0.4.2, una ecua- 
cion del piano es 

5(jc - 1) + 2{y - 3) - (z - 2) = 
5x + 2y - z - 9 = 

Este resultado concuerda con el del ejemplo 2 de la section 10.4. ^ 

W EJEMPLO 4 Obtenga una ecuacion del piano que contiene al 
punto (4, 0, -2) y es perpendicular a cada uno de los pianos 

x-y + z-0y2x + y~4z~5 = 

Solution Por el teorema 10.4.3, un vector normal al piano x - y + 

z = es (1, -1, 1), y un vector normal al piano 2x + y - 4z - 5 = es 
(2, 1, -4). De modo que un vector normal al piano indicado es ortogonal 
tanto a (1, -1, 1) como a (2, 1,-4). Por el teorema 10.5.10, tal vector es 



<1,-1, 1) X {2, 1,-4) 



i j k 

1 -1 1 

2 1 -4 

= 3i + 6j + 3k 



El piano senalado contiene al punto (4, 0, -2) y tiene a (3, 6, 3) como 
vector normal. Del teorema 10.4.2, una ecuacitfn de este piano es 

3(jc - 4) + 6(y - 0) + 3(z + 2) =r 
x + 2y + z~2 = 

Esta ecuacion concuerda con la obtenida en el ejemplo 4 de la section 10.4. ^ 
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Una interpretaci6n geom^trica del triple producto escalar se obtiene al 
considerar un paralelepipedo cuyas arjstas son PQ, PR y PS, y tomar*~ 
A = V(/>Q),B = \(PR)yC = V^J.ConsultelafiguraS.ElvectorA X B 
es un vector normal al piano determinado por PQ y PR. El vector -(A X B) 
tambien es un vector normal a este piano. No se tiene seguridad de cual de los 
dos vectores, AXBo-(AXB), forma con C el men or angulo. Sea N 
uno de estos dos vectores que forma con C el angulo menor, cuya medida en 
radianes es < \n. Entonces, las representaciones de N y C que tienen su 
punto inicial en P estan del mismo lado del piano determinado por PQ y PR, 
como se muestra en la figura 5. El area de la base de este paralelepipedo es 
|| A X B || unidades cuadradas. Si h unidades es la longitud de la altura del 
paralelepipedo, y si V unidades cubicas es el volumen de este paralelepipedo, 
entonces 

V = || A X B || h (4) 

Ahora considere el producto punto N ■ C. Por el teorema 10.3.5, 

N' C = || N || || C || cos 
Pero h . = || C || cos 0; por lo que 

N • C = || N || h (5) 

ComoN.es A X B o -(A X B), || N || = || A X B ||. Asi, de (5), 

N--C - || A X B\\h 

Al comparar esta ecuacion y (4) se tiene 

? V = N • .C 

En consecuencia, se concluye que la medida del volumen del paralelepipe- 
do es (A X B) • C o -(A XB)-C; es decir, 





V = | A X B • C J 



W EJEMPLO 5 Calcule el volumen del paralelepipedo que tiene 
vertices^ en />(5, 4, 5), 0(4, 10, 6), /?( 1 , 8, 7) y 5(2,6,9) y aristas PQ, 
PR y PS. 

"^(1,8,7) Solution La figura 6 muestra el paralelepipedo. Sea A - V(PQ), en- 

g(4,10,6) tonces A_= (-1,6, 1>. Sea B = \(PR), entonces B = (-4,4,2). Sea 

y C = \(PSl entonces C = (-3, 2, 4). Asi, 

A X B = (-i + 6j + k) X (-4i + 4 j + 2k) 
= 8i - 2j + 20k 



Por tan to, 



A X B • C = (8, -2, 20) • (-3, 2, 4) 
- -24 - 4 + 80 

= 52 



Conclusion: El volumen del paralelepipedo es de 52 unidades cubicas. "^ 
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A(l,2,7) 

0(-2.3.-4) 




0(5,7,-3) 



C(2,-l,4) 



FIGURA 7 



w EJEMPLO 6 Calcule la distancia entre las dos rectas oblicu&s 
/ t y l 2 del ejemplo 9 de la secci6n 10.4. 

Solution La recta l x contiene a los puntos A(l,2, 7) y fl(-2, 3,-4), 
mientras que la recta i 2 contiene a los puntos C(2, -1, 4) y D(5, 7, -3). Como 
/j y l 2 son rectas oblicuas, existen pianos paralelos P\ y P 2 que contienen a las 
rectas l x y / 2 , respectivamente. Observe la figura 7. Sean d unidades la dis- 
tancia entre los pianos P\ y P 2 . La distancia entre l\ y l 2 tambien es d uni- 
dades. Un vector normal a los dos pianos es 

N = \(AB) X \(CD) 

Sea U un vector unitario en la direction de N. Entonces 



U 



\(AB) X \(CD) 
\\\(AB) X V(CD)|| 



(6) 



Ahora tome dos puntos, uno en cada piano (por ejemplo B y Q. Entonces la 
proyeccion escalar de \(CB) sobre N es V(CB) • U, y 



d = J \(CB) • U I 
A continuation se realizaran los calculos. 

\(AB) = <-2 - 1,3 - 2,-4 - 7) 

= (-3,1,-11) 



\(CD) = <5 - 2,7 + 1,-3 
= <3, 8, -7) 



(7) 



4) 



Asi, 



\(AB) X \(CD) = 



i J k 

3 1-11 
3 8-7 
= 27(3i - 2j - 



k) 



Por tanto, de (6), 

* 

27(3i - 2j 



U = 



k) 



V27 2 (3 2 + 2 2 + l 2 ) 



U 



vb (3i - 2j 



k) 



(8) 



Ademas, 



V(CB) = (-2 - 2,3 +.1,-4 
V(CB) = (-4, 4, -8) ' 



4) 



Si se sustituye de esta ecuacion y de (8) en (7), se tiene 
1 



(-4,4,-8) 



1 

V14 

12 

V14 

3:21 



14 
12 - 8 + 8| 



(3,-2,-1) 
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Esta section se concluye con una aplicacion del producto cruz a la me- 
canica. En ella se calcula el vector torque. RefieYase a la figura 8, donde*el 
vector de fuerza F, que tiene la representation QP, se aplica en el punto P de 
un objeto situado a lo largo de OP. F ocasiona que el objeto rote alrededor 
de una recta perpendicular al piano determinado por OP y QP. El vector 
torque, cuya representation de position es OT, es el momento de F al- 
rededor de O; y proporciona la intensidad (o modulo) y direction de la re- 
sultan te de rotation generada por F. Este vector torque esta definido por 

V(07) = \(OP) X F 



FIGURA 8 




FIGURA 9 



W EJEMPLO 7 Una fuerza F, cuya intensidad es de 15 lb, se 

aplica en un angulo de 40° en el extremo derecho P de una barra de 5 pie de 
longitud, como se indica en la figura 9. Calcule el modulo del vector tor- 
que inducido por F en el extremo izquierdo O. 

Solucion La intensidad, o modulo, del vector torque esta dada por 
|| \(OP) X F || , y por el teorema 10.5.8, 

\\\(OP) X F|| = \\\(OP)\\ || F || sen 40° 
= (5)(15)sen40° 
= 48.21 

Conclusion: La intensidad del vector torque es de 48.2 1 pie-lb. ^ 



EJERCICIOS 10.5 



En los ejercicios 1 a 12, A = <1, 2, 3), B = (4, -3, -1>, 
C - (-5, -3, 5>, D = (-2, 1, 6>, E = <4, 0, -7>, jF = (0, 2, 1>. 

1. Obtenga A X B. 2. Calcule D X E. 

3. Determine (C X D) • (E X F). 

4. Obtenga (C X E) • (D X F). 

5. Verifique el teorema 10.5.3 para los vectores A y B. 

6. Verifique el teorema 10.5.4 para los vectores A, B y C 

7. Verifique el teorema 10.5.5(i) para A y B, y c = 3. 

8. Verifique el teorema 10.5.5(ii) para A y B, y c = 3. 

9. Verifique el teorema 10.5.6 para los vectores A, B y C. 

10. Verifique el teorema 10.5.7 para los vectores A, B y C. 

11. Calcule (A + B) X (C - D) y (D - C) X (A + B), 
y verifique que son iguales. 

12. Determine || A X B || || C X D ||. 

13. Demuestre el teorema 10.5.2(h) y (Hi). 

*k y 



14. Sean los vectores unitarios A = ™i + ^j 

2 2 . , I- - - - - 9 - y 



B = -3 ! + 



j + ^k. Si 6 es el angulo entre A y B, 
calcule sen 9 en dos formas: (a) utilice el producto cruz 
(teorema 10.5.8); (b) emplee el producto punto y una iden- 
tidad trigonometrica. 

15. Siga las instrucciones del ejercicio 14 para los dos vec- 
tores unitarios 



V3 



V3 J V3 



B - -Li + -4= j + -^=k 

3V3 3V3 3V3 

16. Demuestre que el cuadril^tero que tiene vertices en 

(-2, 1, -1), (1, 1, 3), (-5, 4, 0) y (8, 4, -4) es un paralelo- 
gramo y obtenga su area. 

17. Demuestre que el cuadrildtero que tiene vertices en 

(1, -2, 3), (4, 3, -1), (2, 2, 1) y (5, 7, -3) es un paralelo- 
gramo y calcule su area. 

18. Obtenga el area del paralelogramo PQRS si V(PQ) = 
3i - 2j y \(PS) = 3j + 4k. 

19. Determine el area del triangulo que tiene vertices en 

(0, 2, 2), (8, 8, -2) y (9, 12,6). 

20. Calcule el area del triangulo que tiene vertices en (4, 5,6), 

(4, 4, 5) y (3, 5, 5). 

En los ejercicios 21 y 22, utjilice el producto cruz para obtener 
una ecuacion del piano que pasa por los tres puntos indicados. 

21. (-2, 2, 2), (-8, 1,6), (3, 4,-1). 

22. (2, 3, 0), (2, 0, 4), (0, 3, 4). 

23. Realice el ejercicio 18 de la seccion 10.4 empleando el 
producto cruz. 

24. Determine un vector unitario cuyas representaciones sean 
perpendiculares al piano que contiene a P§ y Pfc si Tfy es 
una representation del vector i + 3j - 2k y PR es una 
representation del vector 2i - j - k. 



10*5 PRODUCTO CRUZ 845 



En los ejercicios 25 a 27, obtenga un vector unitario cuyas 
representaciones sean perpendiculares al piano que pasa por 
los puntos P, Qy R. 

25. P(5, 2,-1), j2(2,4-2),/?(ll, 1,4) 

26. P(-2, I, 0), (2(2, -2, -1), tf(-5, 0, 2) 

27. P(l,4,2),0(3 f 2,4),K(4,3, 1) 

28. Obtenga el volumen del paralelepipedo que tiene aristas 
PQ, PR y PS si los puntos P, Q, R y S son, respectiva- 
mente, (1,3, 4), (3, 5, 3), (2, 1, 6) y (2, 2, 5). 

Calcule el volumen del paralelepipedo PQRS si los vec- 
tores \(PQ), V{PR) y \(PS) son, respectivamente, 
i + 3j + 2k, 2i + j - k e i - 2j + k. 

Obtenga una ecuacidn del piano que contenga a los pun- 
tos terminales de las representaciones de posici6n de los 
vectores 2i - j + 3k, -i + j + 2k y 5i + j - k. 

En los ejercicios 3 J y 32, calcule la distancia perpendicular 
entre las dos rectas oblicuas. 



29 



30. 



# 31. 



32. 
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8pulg 




35. 



36. 



c37. 



38. 



Si 8 es el angulo entre los vectores A y B de V 3 , demyes- 
tre que 



tan 6 



l|A X II 
A B 



39. 
40. 
41. 
42. 
43. 



33. En la figura adjunta, un tornillo en el pun to Q se gira al 
aplicar en el punto P una fuerza F de 25 lb en un angulo 
de 70° con respecto a la Have, la cual mide 8 pulg de lon- 
gitud. Calcule la intensidad (o modulo) del vector torque 
generado por la fuerza en el tornillo. 



34. 



Una fuerza F de 30 lb en la direccion hacia abajo se aplica 
en un punto P, que es el extremo izquierdo de la palan- 
ca de la engrapadora mostrada en la figura adjunta. La 
longitud de la palanca es de 6 pulg y, en reposo, la pa- 
lanca forma un angulo de 10° con la base horizontal de la 
engrapadora en el punto Q. Obtenga la intensidad (o mo- 
dulo) del vector torque ejercido por F en Q. 




Si A y B son vectores de V 3 , demuestre que 

A • (A X B) = 
Si A y B son vectores de V 3 , demuestre que 

(A - B) X (A + B) = 2(A X B) 

Sean P, Q y R tres puntos no colineales de R* y sean OP, 
OQ y OR las representaciones de posicion de los vec- 
tores A, B y C, respectivamente. Demuestre que las re- 
presentaciones del vector AXB + BXC + CXA 
son perpendiculares al piano que contiene a los puntos 
P.QyR. 

Demuestre el teorema 10.5.4. 

Demuestre el teorema 10.5.5. 

Demuestre el teorema 10.5.6. 

Demuestre el teorema' 10.5.7. 

Sean P, Q y R tres puntos no colineales de R 3 y sean 
OP, OQ y OR las representaciones de posicion de los 
vectores A, B y C, respectivamente. Demuestre que la 
distancia del origen al piano determinado por los tres 
puntos esta dada por 

lA-B X Cl 



44. 



• 45. 



||(B - A) X (C - A)|| 

Sean OP la representacion de posicion del vector A, OQ 
la representaci6n de posicion de B, y OR la represen- 
tacion de posicion de C Demuestre que el area del 
triingulo PQR es \ || (B - A) X (C - A)||. 

Si A, B y C son vectores de V 3 , demuestre que 
(A X B) X C = (C • A)B - (C • B)A 



46. Si A, B y C son vectores de V 3 , demuestre la identidad 
de Jacobi 

AX(BXQ + BX(CXA) + CX(AXB) = 

Sugerencia: aplique el teorema 10.5.7 a cada termino. 

47. Si A, B y C son vectores de V 3 , demuestre que 

(A X B) X C = A X (B X C) 

si y s61o si B X (C X A) = 0. 

Sugerencia: aplique la identidad de Jacobi del ejerci- 
cio 46. 

48. Describa las interpretaciones geometric as del producto 
cruz, del triple producto escalar y el triple producto vec- 
torial. 
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10.6 SUPERFICIES 



Hasta este momento se han tratado dos tipos de superficies, el piano y la es- 
fera. El proposito de esta section es estudiar otras superficies que desem- 
penan un papel importante en el estudio del Calculo de funciones de mas de 
una variable, en los capftulos 12 y 14. 

Una superficie esta" representada por una ecuacion en tres variables si las 
coordenadas de cada punto de la superficie satisfacen la ecuacion, y si cada 
punto cuyas coordenadas verifican la ecuacion pertenece a la superficie. Un 
tipo de superficie es el cilindro, el cual se estudiara" a continuation. 



10.6.1 Definition de cilindro 



Un cilindro es una superficie generada por una recta que se mueve a 
lo largo de una curva plana de tal manera que siempre permanece pa- 
ralela a una recta fija que no esta contenida en el piano de la curva 
dada. La recta que se mueve se denomina generatriz del cilindro, y la 
curva plana dada se llama directriz del cilindro. Cualquier posicidn de 
una generatriz recibe el nombre de regladura del cilindro. 




Cilindro: x 2 + y - 4 
FIGURA 



El estudio de cilindros se limitara a aquellos que tengan una directriz en 
uno de los pianos coordenados y regladuras perpendiculares a ese piano. Si 
las regladuras de un cilindro son perpendiculares al piano de la directriz, se 
dice que el cilindro es perpendicular al piano. 

El bien conocido cilindro circular recto es aquel cuya directriz es una 
circunferencia y cuyas regladuras son paralelas al eje del cilindro. 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 La figura 1 muestra un ci- 

lindro circular recto cuya directriz es x 2 + y 2 = 4, la cual esta en el piano xy> 
y cuyas regladuras son paralelas al eje z. En la figura 2 se tiene un cilindro 
cuya directriz es la parabola y 2 - 8jc, contenida en el piano jcv, y cuyas re- 
gladuras son paralelas al eje z. Este cilindro se denomina cilindro para- 
bolico. Un cilindro eliptico se muestra en la figura 3; su directriz es la 
elipse 9jc 2 + 16v 2 = 144, la cual esta en el piano *v, y sus regladuras son 
paralelas al eje z. La figura 4 muestra un cilindro hiperbolico que tiene 
como directriz a la hiperbola 25 x 2 - Ay 2 = 100, contenida en el piano jcy, 
y sus regladuras son paralelas al eje z. ^ 





Cilindro: y 2 = Bx 
FIGURA 2 



Cilindro: 9 j 2 + i6y 2 
FIGURA 3 



144 



Cilindro: 25 x 2 - Ay 2 
FIGURA 4 



100 
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/U). 



FTGURA 5 



ix,y,z) 




-> y 



y = /to 



FIGURA 6 



Considere ahora el problema de obtener una ecuacion de un cilindro 
que tiene una directriz en un piano coordenado y que sus regladuras son pa- 
ralelas al eje coordenado que no esta contenido en ese piano. Para ser espe- 
cfficos, considere la directriz en el piano xy y las regladuras paralelas al 
eje z. Refierase a la figura 5. Suponga que una ecuacion de la directriz en el 
piano xy es y = f(x). Si el punto (jc , y , 0) del piano xy satisface esta 
ecuacion, entonces cualquier punto de la forma (x ,y ,z) del espacio 
tridimensional, donde z es cualquier numero real, satisfara la misma ecua- 
cion debido a que z no aparece en la ecuacion. Los puntos que tienen repre- 
sentaciones (jcq, y , z) estdn ubicados en una recta paralela al eje z que pasa 
por el punto (jc , y , 0). Esta recta es una regladura del cilindro. En conse- 
cuencia, cualquier punto cuyas coordenadas x y y satisfagan la ecuacion 
y - /(•*)» estara en el cilindro. Reciprocamente, si el punto P(x, y, z) per- 
tenece al cilindro (vea la figura 6), entonces el punto (x, y, 0) esta" en la di- 
rectriz del cilindro la cual yace en el piano xy, y en consecuencia, las 
coordenadas xy y de P satisfacen la ecuacion y = f(y). Por tanto, si y - f(x) 
se considera como una ecuacion de la grafica en el espacio tridimensional, 
entonces la grafica es un cilindro cuyas regladuras son paralelas al eje z, y el 
cual tiene como directriz a la curva y = f(x) contenida en el piano z = 0. Se 
tiene una explication semejante cuando la directriz esta en alguno de los 
otros pianos coordenados. Los resultados se resumen en el teorema siguiente. 



10.6.2 Teorema 



En el espacio tridimensional, la graTica de una ecuacion en dos de las 
tres variables jc, y, y z es un cilindro cuyas regladuras son paralelas al 
eje asociado con la variable que falta y cuya directriz es una curva en 
el piano asociado con las dos variables que aparecen en la ecuacion. 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Del teorema 10 6 2, una 

ecuacion del cilindro circular recto de la figura 1 es x 2 + v 2 = 4, consi- 
derada como una ecuacion en R 3 . De manera semejante, una ecuacion del 
cilindro parabolico de la figura 2 es y 2 = 8a\ considerada tambien como 
una ecuacion en R 3 . La ecuacion del cilindro eliptico de la figura 3 y del 



cilindro hiperbolico de la figura 4 son, respectivamente, 9x 2 + 16 v 
y25x 2 - 4y 2 = 100, las dos consideradas como ecuaciones en R 3 . 



2 _ 



144 

4 




Cilindro: y ~ In z 
FIGURA 7 



La seccion transversal de una superficie en un piano es el conjunto de 
todos los puntos de la superficie que estan en el piano dado. Si un piano es 
paralelo al piano de la directriz del cilindro, entonces la seccion transversal 
del cilindro es congruente a su directriz. Por ejemplo, la seccion transver- 
sal del cilindro eliptico de la figura 3 en cualquier piano paralelo al piano xy 
es una elipse. 

W EJEMPLO I Dibuje la grafica de cada una de las siguientes 

ecuaciones: (a) y = In z; (b) z 2 = x 3 

Solution 

(a) La grafica es un cilindro cuya directriz, que yace en el piano yz, es la 
curva y = In z y cuyas regladuras son paralelas al eje x. La graTica se 
muestra en la figura 7. 
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(b) La grafica es un cilindro cuya directriz esta en el piano xz y cuyas re- 
gladuras son paralelas al eje y. Una ecuaci6n de la directriz es z 2 = x^. 
La figura 8 muestra la grafica de este cilindro. ^ 




Cilindro: z 2 = jt 3 
FIGURA 8 



10.6.3 Definicion de superficie de revolucion 



Si una curva plana se gira alrededor de una recta fija que esta" en el 
piano de la curva, entonces la superficie asi generada se denomina 
superficie de revolucidn. La recta fija se llama eje de la superficie de 
revolucitfn, y la curva plana recibe el nombre de curva generatriz 
(o revolvente). 

La figura 9 muestra una superficie de revolucion cuya curva generatriz 
es la curva C del piano yz y cuyo eje es el eje z. Una esfera es un ejemplo 
particular de una superficie de revoluci6n ya que la esfera puede generarse 
al girar una semicircunferencia alrededor de un diametro. Otro ejemplo de 
superficie de revoluci6n es un cilindro circular recto para el cual la curva 
generatriz y el eje son rectas paralelas. 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

la semicircunferencia y 2 + 



Una esfera generada al girar 
r 2 , z ^ 0, alrededor del eje y se muestra 



en la figura 10. La figura 1 1 muestra el cilindro circular recto para el cual la 
curva generatriz es la recta z = A: del piano xz y su eje es el eje jc. A 




FIGURA 9 




Esfera: x 2 + y 2 + z 2 
FIGURA 10 




P(x,y,z) 



WKZo) 



Z = f(y) 




FIGURA 12 



A continuaci6n se obtendra la ecuacion de una superficie generada al 
girar alrededor del eje y la curva del piano yz que tiene la ecuacion bidi- 
mensional 



f(y) 



ID 



Refierase a la figura 12. Sea P{x, y, z) cualquier punto de la superficie de 
revolucion. Por P, se pasa un piano perpendicular al eje y, y Q(0, y, 0) deno- 
ta el punto de interseccion de este piano con el eje y. Sea P (0, y, zq) el punto 
de interseccion del piano con la curva generatriz. Como la seccion transver- 
sal de la superficie con el piano que pasa por P es una circunferencia, P est& 
en la superficie si y s61o si 

\W\ 2 = \Wo\ 2 
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Debidoaque \QP\ = ^jx 2 + y 2 y | QPq \ = z& se obtiene de esta ecuacion 

Zn 2 i 



a: 2 + z 2 



(2) 



El punto Pq esta en la curva generatriz; por lo que sus coordenadas 
deben satisfacer (1). Por tanto, 

zo = M 

De esta ecuacion y de (2), el punto P esta en la superficie de revolucibn si y 
solo si 



x 2 + z 1 = [/(y)] 2 



(3) 



Esta es la ecuacion deseada de la superficie de revolution. Puesto que (3) 
es equivalente a 

± V* 2 + ? = /(y) 



se puede obtener (3) al sustituir z por ± ^/jt 2 + ^ 2 en ( 0- 

De manera similar se puede demostrar que si la curva del piano yz 
tiene la ecuacion bidimensional 



g(z) 



(4) 



se gira alrededor del eje z, se obtiene una ecuacion de la superficie de re- 
volution generada al sustituir y por ± ^x 2 + y 2 en (4). Se tienen observa- 
ciones analogas cuando una curva en cualquier piano coordenado se hace 
girar alrededor de uno de los ejes coordenados de ese piano. En resumen, las 
graficas de las ecuaciones siguientes son superficies de revolution que tiene 
el eje indicado: x 2 + y 2 = [F(z)] 2 — eje z; x 2 + z 2 = \F{y)] 2 — eje y; 
y 2 + z 2 = [^(jc)] 2 — eje x. En cada caso, las secciones transversales de la 
superficie en pianos perpendiculares al eje son circunferencias que tienen 
sus centros sobre el eje. 




Paraboloide de revolution v +■ z = 4j: 
F1GURA 13 



w EJEMPLO 2 Obtenga una ecuacion de la superficie de revo- 
lution generada al girar alrededor del eje x la parabola y 2 - 4jc del piano 
xy. Dibuje la superficie. 

So lution Si en la ecuacion de la parabola se sustituye y por 

±^iy 2 + z 2 , se obtiene 

y 2 + z 2 = 4x 

La superficie se muestra en la figura 13. La misma superficie se genera si la 
parabola z 2 = 4jc del piano xz se gira alrededor del eje x. 4 

La superficie del ejemplo 2 se denomina paraboloide de revolution. 
Si se gira una elipse alrededor de uno de sus ejes, la superficie generada se 
llama elipsoide de revolution. Un hiperboloide de revolution se ob- 
tiene cuando una hip&bola se gira alrededor de un eje. La superficie del 
ejemplo siguiente se denomina cono circular recto. 



► EJEMPLO 3 

y > 0. 



Dibuje la superficie x 2 + z 2 - 4y 2 = 0, 
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Cono: x 2 + z 2 - 4y 2 = 0, 
FIGURA 14 



y >0 



Solucion La ecuacion dada es de la forma x 2 + z 2 = [F{y)] 2 ; porlo 
que su grafica es una superficie de revoluci6n que tiene al eje y como su 
eje. Al re solver la ecuaci6n dada para y, se obtiene 



ly = ±V* 2 + z 2 

En consecuencia, la curva generatriz puede ser la recta 2y = x del piano xy, 
o la recta 2y = z del piano yz. Al dibujar las dos curvas generatrices posi- 
bles y empleando el hecho de que las secciones transversales de la superficie 
en pianos perpendiculares al eje y son circunferencias cuyos centros estan en 
el eje y, se obtiene la superficie mostrada en la figura 14. Observe que como 
y > 0, el cono tiene s61o un manto. ^ 

Tal vez estudio en algiin curso de matematicas previas al Calculo (en 
otro caso consulte la secci6n A. 10 del apendice) que la graTica de una ecua- 
cion de segundo grado en dos variables x y y, 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 

es una seccion conica. La grafica de una ecuaci6n de segundo grado en las 
tres variables x, y y z, 



Ax 2 + By 2 + Cz 2 + Dxy + Exz + Fyz + Gx + Hy + fz + J = 



(5) 



se denomina superficie cuadrica. Los tipos mas simples de superficies cua- 
dricas son los cilindros parab61icos, elfpticos e hiperb61icos, los cuales ya 
se han estudiado. Ahora se considerar£n otros seis tipos de superficies 
cuadricas. En el estudio de cada una de estas superficies, se elegiran los 
ejes coordenados de modo que las ecuaciones resulten en su forma mas sim- 
ple, y se hara referencia a las secciones transversales de las superficies en 
pianos paralelos a los pianos coordenados. Estas secciones transversales 
ayudan a visualizar la superficie. 




Elipsoide 
FIGURA 15 



Elipsoide 



£1 + 21 
a 2 b 2 



+ ±j = 1 



(6) 



donde a, by c son positivos. Consulte la figura 15. 

Si en (6) z se sustituye por 0, se obtiene la secci6n transversal del elip- 
soide en el piano xy, la cual es la elipse 



b 2 



= 1 



A fin de obtener las secciones transversales de la superficie en los pianos 
z = K se reemplaza z por k en la ecuacion del elipsoide, de lo que se obtiene 



a 2 b 2 J 



^2 



Si \k\ < c, la seccion transversal es una elipse y las longitudes de los 
semiejes decrece hacia cero conforme | k | aumenta hacia el valor de c. Si 
| k | = c, la intersecci6n del piano z =~k con el elipsoide consiste del unico 
punto (0, 0, k). Si \k\ > c, no existe intersecci6n. La discusion es semejan- 
te si se consideran las secciones transversales formadas por pianos paralelos 
a alguno de los otros dos pianos coordenados. 
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Hiperboloide elfptico de una hoja 
FIGURA 16 



Los niimeros a, b y c son las longitudes de los semiejes del elipsoide. Si 
dos cualesquiera de estos tres niimeros son iguales, se obtiene un elipsoide 
de revolution, tambien denominado esferoide. Un esferoide para el cual el 
tercer niimero es mayor que los otros dos niimeros iguales, se dice prolato 
(o alargado). Un esferoide prolato tiene la forma de un balon de futbol 
americano. Un esferoide oblato (o achatado) se obtiene si el tercer niimero 
es menor que los dos niimeros iguales. Si los tres niimeros a, b y c de la ecua- 
cion de un elipsoide son iguales, entonces el elipsoide es una esfera. 



Hiperboloide elfptico de una hoja 



+ 21-51 = , 
b 2 c 2 



(7) 



donde a,byc son positives. Refierase a la figura 16. 

Las secciones transversales en los pianos z = k son las elipses 



2 + b 2 



= 1 + 



a 






Cuando k - 0, las longitudes de los semiejes de la elipse son pequenas y 
aumentan conforme \k\ se incrementa. Las secciones transversales en los 
pianos x = k son las hiperbolas 



.2 



Si | k | < a, el eje trans verso de la hip£rbola es paralelo al eje y, y si 
| k | > a, el eje trans verso es paralelo al eje z. Si k = a, la hiperbola de- 
genera en dos rectas: 







y 



= o 




Hiperboloide eifptico de dos hoja: 
FIGURA 16 



De manera analoga, las secciones transversales en los pianos y = k tambien 
son hiperbolas. El eje de este paraboloide es el eje z. 

Si a = b, la superficie es un hiperboloide de revolution para el cual el 
eje es la recta que contiene al eje conjugado. 



Hiperboloide elfptico de dos hojas 



2 l2 + 2 ~ 

a L b L c L 

donde a, b y c son positivos. Consulte a la figura 17. 
Al sustituir z por k en (8) se obtiene 



(8) 



£1 + tL 
a 2 b 2 



& 

A 



- 1 



Si | k | < c, el piano z = k no intersecta a la superficie; en consecuencia, 
no existen puntos de la superficie entre los pianos z - -c y z = c. Si 
| k | = c, la intersection del piano z = k con la superficie consiste del unico 
punto (0, 0, k). Cuando \k\ > c, la section transversal de la superficie en el 
piano z = k es una elipse, y las longitudes de los semiejes se incrementan 
conforme | k | aumenta. 
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Las secciones transversales de la superficie en los pianos x - k son las 
hiperbolas 




Z_ 
b 2 



= 1 + 



n2 



cuyos ejes trans versos son paralelos al eje z. De manera similar, las seccio- 
nes transversales en los pianos y - k son las hiperbolas 



1 + 



b 2 



para las cuales sus ejes transversos tambien son paralelos al eje z. 

Si a = b, la superficie es un hiperboloide de revolution en el que el 
eje es la recta que contiene al eje trans verso de la hiperbola. 

Cada una de las tres superficies cuadricas anteriores es simetrica con 
respecto a cada uno de los pianos coordenados y tambien es simetrica 
con respecto al origen. Sus graTicas se denominan cuadricas centrales y sus 
centros estan en el origen. 

La grafica de cualquier ecuaci6n de la forma 

x 2 V 2 z 2 

± a l ± b 2 ± c 2 ' 

donde a, by c son positivos, es una cuadrica central. 



W EJEMPLO 4 Dibuje la grafica de la ecuacion 

4x 2 - y 2 + 25z 2 = 100 
e identifique la superficie. 
Solution Al dividir ambos miembros de la ecuaci6n entre 100 se obtiene 



25 



100 4 



- 1 



la cual es de la forma (7) con y y z intercambiadas. En consecuencia, la su- 
perficie es un hiperboloide eliptico de una hoja cuyo eje es el eje y. Las sec- 
ciones transversales en los pianos y = k son las elipses 

100 



x 2 z 2 

25 4 l + 



Las secciones transversales en los pianos x 

T 2 v 2 k 2 



k son las hiperbolas 



11 
100 



= 1 



4 100 25 

y las secciones transversales en los pianos z = k son las hiperbolas 

k 2 



xr_ 
25 



y 

100 



l 



La superficie se muestra en la figura 18. 



Hiperboloide eliptico de una hoja 
25 100 4 



FIGURA 18 



W EJEMPLO 5 Dibuje la grafica de la ecuacion 

4x 2 - 25y 2 - z 2 = 100 
e identifique la superficie. 
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Hiperboloide eliptico de dos hojas 

.2 v 2 o 



x 

25 



Li 
4 



z 
100 




Paraboloide eliptico 
FIGURA 20 




Paraboloide hiperbolico 
FIGURA 21 



Solution Si se dividen los dos miembros entre 1 00 se puede escribir la 
ecuacion como 



_ 

25 



z 
100 



1 



la cual es de la forma (8) con xy z intercambiadas; de modo que la superficie 
es un hiperboloide eliptico de dos hojas, cuyo eje es el eje jr. Las seccio- 
nes transversales en los pianos x = k, donde \k\ > 5, son las elipses 

y±+zL = kL_ x 

4 100 25 

Los pianos x - k, donde \k\ < 5, no intersectan a la superficie. Las sec- 
ciones transversales en los pianos y = k son las hiperbolas 



25 



z* 
100 



1 + 



y las secciones transversales en los pianos z = k son las hiperbolas 



x 2 y 2 

25 4 + 



*1 

100 



La superficie requerida se muestra en la figura 19. ^ 

Las dos superficies siguientes se denominan cuadricas no centrales. 
Paraboloide eliptico 



a 2 b 2 



(9) 



donde a y b son positivos y c ^ 0. La figura 20 muestra la superficie para 
c > 0. 

Al sustituir k por z en (9) se obtiene 

a 2 b 2 ~ c 

Cuando k = 0, esta ecuacion se transforma en b 2 x 2 + a 2 y 2 = 0, .la cual 
representa un unico punto, el origen. Si k * 0, y k y c tienen el mismo signo, la 
ecuacion corresponde a una elipse. Por lo que se concluye que las secciones 
transversales de la superficie en los pianos z = k, donde k y c tienen el mis- 
mo signo, son elipses y las longitudes de los semiejes se incrementa a medida 
que | k | aumenta. Si k y c tienen signos opuestos, los pianos z - k no in- 
tersectan la superficie. Las secciones transversales de la superficie en los 
pianos x ~ k y y - k son parabolas. Cuando c > 0, las parabolas abren 
hacia arriba, como se muestra en la figura 20; cuando c < 0, las parabolas 
abren hacia abajo. 

Si a = b, la superficie es un paraboloide de revolucion. 



Paraboloide hiperbolico 



b 2 



(10) 



donde ay b son positivas y c * 0. La superficie se muestra en la figura 2 1 para 

c > 0. 
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Las secciones transversales de la superficie en los piano z = k, donde 
k ^ 0, son hiperbolas que tienen sus ejes transversos paralelos al eje v si k 
y c poseen el mismo signo, y los ejes son paralelos al eje x si k y c tienen 
signos opuestos. La seccion transversal de la superficie en el piano z = 
consiste de dos lmeas rectas que pasan por el origen. Las secciones trans- 
versales en los pianos x = k son parabolas que abren hacia arriba si 
c > 0, y abren hacia abajo si c < 0. Las secciones transversales en los 
pianos y = k tambien son parabolas, abren hacia abajo si c > y abren 
hacia arriba si c < 0. 



Paraboloide eh'ptico 

f- + £ _ * 
16 4 3 

FIGURA 22 




W EJEMPLO 6 Dibuje la grafica de la ecuacion 

3y 2 + 12z 2 = \6x 
e identifique la superficie. 
Solucion La ecuacion dada puede escribirse como 




Paraboloide hiperbolico 

16 4 3 
FIGURA 23 



^ + i 



16 



la cual es de la forma de (9) con x y z intercambiadas. En consecuencia, la 
grafica de la ecuacion es un paraboloide eh'ptico cuyo eje es el eje x. Las 
secciones transversales en los pianos x = k, donde k > 0, son las elipses 

16 4 3 

y Los pianos x - k, donde k < 0, no intersectan la superficie. Las seccio- 
nes transversales en los pianos v = k son las parabolas 12z 2 = 16jc - 3k 2 , 
y las secciones transversales en los pianos z = k son las parabolas 3y 2 = 
\6x - ilk 2 . La figura 22 muestra el paraboloide eliptico. A 



W EJEMPLO 7 Dibuje la grafica de la ecuacion 

3v 2 - 12z 2 = 16je 



e identifique la superficie. 

Solucion La ecuacion dada puede expresarse como 



16 



la cual es de la forma de (10) con x y z intercambiadas. Por tanto, la superfi- 
cie es un paraboloide hiperbolico. Las secciones transversales en los pianos 
x = k, donde k * son las hiperbolas 



16 



La seccion transversal en el piano yz consiste de las dos rectas y — 2z 
y v = -2z. En los pianos z = k las secciones transversales son las para- 
bolas 3y 2 - i6x + Ylk 2 \ en los pianos y = k las secciones transversales 
son las parabolas 12z 2 = 3k 2 - 16x El paraboloide hiperbolico se muestra 
en la figura 23. 4 
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Cono eliptico 
FIGURA 24 



Cono eliptico 



£1 + lL 
a 2 b 2 



= 



(ID 



donde a, b y c son positivos. Consulte la figura 24. 

La intersecci6n del piano z = con la superficie es un punto, el origen. 
Las secciones transversales de la superficie en los pianos z = k, donde 
i/0, son elipses, y las longitudes de los semiejes aumentan conforme k se 
incrementa. Las secciones transversales en los pianos x = y y - son 
pares de rectas que se intersectan. En los pianos x = k y y = k, donde k * 0, 
las secciones transversales son hiperbolas. 



W EJEMPLO 8 Dibuje la grafica de la ecuacion 

Ax 1 - y 2 + 25z 2 = 

e identifique la superficie. 

Solucion La ecuacion dada se puede escribir como 

x 2 y 2 z 2 
25 100 4 



la cual es de la forma de (1 1) con yyz intercambiadas. Por tan to, la superficie 
es un cono eliptico que tiene al eje y como su eje. La superficie intersecta al 
piano y = solo en el origen. La interseccion de la superficie con el piano 
x = es el par de rectas que se intersectan y ~ ± 5 z, y la intersecci6n con 
el piano z = es el par de rectas que se intersectan y = ±2x. Las sec- 
ciones transversales en los pianos y = k, donde k ^ 0, son las elipses 



x± zl k 
25 4 



2 

100 




Cono elf ptico: ^— + 



100 



i- = o 

4 



FIGURA 25 



En los pianos x = k y z = k, donde 
son, respectivamente, las hiperbolas 



it^O, las secciones transversales 



100 



25 



>1 
100 



25 



4 



La superficie se presenta en la figura 25. 4 

La tabla 1 resume la discusion de los seis tipos basicos de superficies 
cuadricas. En dicha tabla se muestran dos graficas para cada superficie. Una 
grafica fue dibujada, y la otra fue trazada mediante un programa de 
computadora empleado para generar superficies. Muchos programas para 
trazar graficas en computadora se encuentran disponibles, generalmente in- 
volucran muchos calculos numericos. Estos programas se denominan gra- 
ficadores matematicos, los cuales se tratan con mayor detalle en la seccion 
12.1, donde se presentaran diversas e intrincadas superficies que pueden ser 
trazadas mediante estos programas. 

La ecuacion (5) es la ecuacion general de segundo grado en x, y y z. 
Puede demostrarse que mediante una traslacion y rotacion de los ejes coor- 
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Tablal 



Grdfica trazada por 
medio de Mathematica 



Superficie cWddrica 



Trazas en el piano indicado 



Grdfica dibujada 



Elipsoide 



b 2 + c 2 



piano xy: 


Elipse 


z = |*| < c: 


Elipse 


piano yz: 


Elipse 


x = \k\ < c: 


Elipse 


piano xz: 


Elipse 


y = \k\< c: 


Elipse 





Hiperboloide elfptico 
de una hoja 



? + ?"7 = 1 



piano xy: 
z = *: 
piano yz: 

x = k 

piano xz: 
y = k: 



Elipse 

Elipse 

Hiperbola 

Hiperbola 

Hiperbola 

Hiperbola 





Hiperboloide elfptico 
de dos hojas 



fr- 1 



piano xy. 


Ninguna 


z = \k\ < c: 


Ninguna 


z = \k\ > c: 


Elipse 


piano yz: 


Hiperbola 


x = k: 


Hiperbola 


piano xz: 


Hiperbola 


y = k: 


Hiperbola 


piano xy: 


Punto (origen) 


z = k > 0: 


Elipse 


z = 'k < 0: 


Ninguno 


piano y t: 


Parabola 


x = k: 


Parabola 


piano xz: 


Parabola 


y = k: 


Parabola 







A>. 



Paraboloide elfptico 



c > 





Paraboloide hiperb61ico 



c > 



piano xy: Dos rectas que 

se intersectan (en el origen) 
z = k * 0: Hiperbola 



piano yz: 
x = k\ 




Parabola 
Parabola 


piano xz: 
y = k: 




Parabola 
Parabola 


piano xy: 

z = k * 


0: 


Punto (origen) 
Elipse 


piano yz: Dos rectas que 
se intersectan (en el origen) 
x = k * 0: Hiperbola 


piano xz: Dos rectas que 
se intersectan (en el origen) 
y = k * 0: Hiperbola 





Cono elfptico 



D C 
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denados del espacio tridimencional (cuyo estudio esta mas alia del alcance de 
este libro) esta ecuacion puede reducirse a una de las dos formas siguientes: 



Ax 2 + By 2 + Cz 2 + J = 
Ax 2 + By 2 + lz = 



(12) 
(13) 



Las grdficas de las ecuaciones de segundo grado seran uno de los seis 
tipos anteriores de cuadricas o bien, degeneraran en un cilindro, un piano, una 
recta, un punto o el conjunto vacfo. 

Las superficies no degeneradas asociadas con ecuaciones de la forma 
(12) son las cuddricas centrales, mientras que aquellas asociadas con ecua- 
ciones de la forma (13) son las cuadricas no centrales. A continuation se pre- 
sentan algunos casos degenerados: 



r2 - 



y 2 = 0; dos pianos, x - y = y x + y = 



z 2 = 0; un piano, el piano xy 

x 2 + y 2 = 0; una recta, el eje z 

x 2 + y 2 + z 2 = 0; un punto, el origen 

x 2 + y 2 + z 2 + 1 = 0; el conjunto vacio 



EJERCICIOS 10.6 



En los ejercicios I a 4, dibuje la section transversal del ci- 
lindro dado en el piano indicado. 

1. 4jt 2 + y 2 = 16; piano xy 

2. " 4z 2 - y 2 = 4; piano yz 

3. z - e x \ piano xz 4. x = | y \ ; piano xy 

En los ejercicios 5 a 12, dibuje el cilindro que tiene la ecua- 



cion indicada. 








5. 4x 2 + 9y 2 


- 


36 


6. z - seny 


7. y = |z[ 






8. x 2 - z 2 = 4 


9. z = 2x 2 






10, z 2 = 4y 2 


11. y = coshjc 






12. x 2 = y 3 


En los ejercicios 


J3 


a 20, 


obtenga una ecuacion de la superfi- 



tie de revolution generada al girar la curva plana alrededor 
del eje indicado. Dibuje la superficie 



13. 



4y en el piano xy, alrededor del eje y. 



14. x 2 + 4z 2 = 16 en el piano x z, alrededor del eje z. 



15. x 2 + 4z 2 



16 en el piano xz, alrededor del eje jr. 



16. x = 4y en el piano xy, alrededor del eje jr. 

17. y = 3z en el piano yz, alrededor del eje y. 

18. 9y 2 - 4z 2 = 144 en el piano yz, alrededor del eje z. 

19. y - sen x en el piano jcy, alrededor del eje jr. 

20. y 2 = z 3 en el piano yz, alrededor del eje z. 

En los ejercicios 2 J a 28, obtenga una curva gene rat riz y el 
eje para la superficie de, revolution da da. Dibuje la su- 
perficie. 



21. 



25. jr 2 + z 2 



16 



22. x 2 + z 2 = y 
24. y 2 + z 2 = e 2x 



26. 
27. 
29. 



4jt 2 + 9y 2 + 4z 2 = 36 

9x 2 - y 2 + 9z 2 = 28. 4jt 2 



4y 2 



En los incisos (a)-(f), relacione la ecuacion con la super- 
ficie correspondiente, generada en computadora (i).-(vi), 
e identifique ta superficie. 

(a) 9jr 2 - 4y 2 + 36z = 36 

(b) $x 2 - 2z 2 = 3y 

(c) 9jt 2 - 4y 2 + 36z 2 - 

(d) 5x 2 + lz 2 = 3y 

(e) 9.t 2 + 4y 2 + 36z 2 = 36 

(f) 9x 2 - 4y 2 - 36z 2 = 36 

(i) 




(H) 
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(Hi) 



(iv) 



(v) 






30. En los incisos (a) -(f), relacione la ecuacion con la super- 
ficie correspond* en te, generada en computadora, (i)-(vi)*e 
identifique la superficie, 

(a) 4x 2 - I6y 2 + 9z 2 = 

(b) 3j 2 + Iz 1 = 6x 

(c) 25x 2 = 4y 2 + z 2 + 100 

(d) 3y 2 - lz 2 = 6* 

(e) 25x 2 = 4y 2 - z 2 + 100 

(f) 25a; 2 = 100 - 4y 2 - z 2 

(i) 




(ii) 




(vi) 



(iii) 
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(iv) 



41. x 2 + I6z 2 = 4^-16 42. 9v 2 - 4z 2 + I8jc = 




43. Obtenga los valores de k para los cuales la intersection del 
piano x + ky = 1 y el hiperboloide eliptico de dos 
hojas y 2 - x 2 - z 2 = 1 sea (a) una'elipse, y (b) una 
hiperbola. 

44. Determine el vertice y el foco de la parabola que es la 
intersection del piano y = 2 y el paraboloide hiper- 



bolico tt - ~ 
16 4 



45. Obtenga el vertice y el foco de la parabola que es la 
intersection del piano x - 1 y el paraboloide hiper- 



(v) 



bolico — - 



x 
9 




46. Calcule el area de la section plana formada por la in- 
tersection del piano v = 3 y el solido limitado por el 



elipsoide 



25 4 



47. Demuestre que la intersection de la superficie x 2 - 
4y 2 - 9z 2 = 36 y el piano x + z ='9 es una circun- 
ferencia. 

48. Pruebe que la intersection del paraboloide hiperbolico 

y 2 * x 1 ? 

^-t- = - y el piano z = bx + ay consiste de 

b 2 a 2 c 

dos rectas que se cortan. 



(vi) 




En los ejercicios 49 a 51, utilice el metodo del rebanado para 
calcUlar el volumen del solido. La medida del area de la re- 
gion limitada por la elipse que tiene semiejes a v b es nab. 

49. El solido limitado por el elipsoide 

36* 2 + 9v 2 + 4z 2 = 36. 

50. El solido limitado por el elipsoide 

£i + ^ + ii -i 

a 2 b 2 c 2 

51. El solido limitado por el piano z = h, donde /j > 0, y el 

x 2 y 2 z ' 

paraboloide eliptico — + -j = - , donde c > 0. 

52. Dibuje la superficie de revolution generada al girar la 
tractriz 



En los ejercicios 31 a 42, dibuje la grdfica de la ecuacion e 
identifique la superficie. 



31. 4jc 2 + 9v 2 + z 2 
33. 4jc 2 + 9v 2 - z 2 
35. x 2 = y 2 - z 2 



x 2 z 2 
37 — + — 
**' 36 + 25 



36 32. 4x 2 



9v 2 



36 



4v 



36 34. 4x 2 - 9v 2 + z 2 = 36 

36. x 2 = v 2 + z 2 

x 2 ' 
38. ^ + ~ + = 4z 



y x*- 
25 + 36 + 



39. 



36 



Y, = 9 > 



40. x 2 = 2v + 4z 



x - 31n 



alrededor del eje x. 

53. Describa como dibujana la superficie cilindrica generada 
al girar la curva x - /( y) del piano xy alrededor del eje 
v. En su descripcion jnvente un ejemplo de una curva 
particular x = /( v) e incluya la ecuacion de la superficie 
cilindrica obtenida. 
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REVISION DEL CAPITULO 10 



► 
1. 



SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 10 



10. 
11. 

12. 
13. 
14. 

15. 

16. 

17. 

18. 
19. 

20. 



Defina un vector (i) en el piano, y (ii) en el espacio tri- 
dimensional. 

£,C6mo se representan los vectores geometricamen- 
te? ^Como determina cuando dos representaciones de- 
notan el mismo vector? 

£,C6mo se determina el modulo y la direction de un vector 
en (i) V 2 , y (ii) V 3 ? Invente un ejemplo para cada caso. 

^Como se determina la suma y la diferencia de dos vec- 
tores en (i) V 2 , y (ii) V 3 ? Invente un ejemplo para cada caso. 

Interprete geometricamente la suma y la diferencia de dos 
vectores. 

Defina el producto de un escalar c y un vector A en (i) V 2 , 
y (ii) V 3 . Invente un ejemplo para cada caso. 

i,Cual es la relation entre cA y A si (i) c > 0, y 
(ii) c < 0? Invente un ejemplo para cada situation. 

i.Que' leyes algebraicas son satisfechas por las operacio- 
nes de adicion algebraica y multiplication por un escalar 
de cualesquiera vectores de V 2 y V 3 ? 

^Como se expresa cualquier vector de (i) en V 2 en termi- 
nos de los vectores i y j, y (ii) en V 3 en terminos de los 
vectores i, j y k? Invente un ejemplo para cada caso. 

^Por que i y j forman una base para el espacio vectorial 
V 2 , e i, j y k forman una base para el espacio vectorial V3? 

^Como se expresa un vector (i) en V 2 en terminos de su 
modulo y dngulo director, y (ii) en V 3 en terminos de 
su modulo y sus cosenos di recto res? Invente un ejemplo 
para cada situacion. 

Escriba una ecuacion que exprese la relacion que satis- 
facen los cosenos directores de cualquier vector de V 3 . 

£,Cua1 es la formula para la distancia no dirigida entre 
dos puntos de /? 3 ? Invente un ejemplo. 

^Cuales son [as formulas para las coordenadas del punto 
medio de un segmento de recta entre dos puntos de R 3 ? 
Invente un ejemplo. 

Defina una esfera. i,Cual es la forma centro-radio de la 
ecuacion de una esfera de radio r y centra (h, k, /)? In- 
vente un ejemplo. 

Defina el producto punto de dos vectores (i) en V 2 , y 
(ii) en V 3 ? Invente un ejemplo para cada caso. 

i.Que' leyes algebraicas son satisfechas por el producto 
punto de dos vectores? 

Defina el dngulo entre dos vectores. 

£,C6mo se utiliza el producto punto para calcular el angulo 
entre dos vectores? Invente un ejemplo. 

^Como se emplea el producto punto para determinar si 
dos vectores son ortogonalesl Invente un ejemplo. 



21. Defina la proyeccion escalar de un vector sobre otro. 
<<,Cual es la formula para determinar la proyeccion escalar 
de un vector B sobre el vector A? Invente un ejemplo. 

22. ^Cual es la formula para determinar el vector proyec- 
cion del vector B sobre el vector A? Invente un ejemplo, 

23. Invente un ejemplo que muestre c<5mo se emplean los 
vectores para calcular la distancia de un punto P a una 
recta que pasa por los puntos A y B en R 3 . 

24. Invente un ejemplo que ilustre como calcular el trabajo 
realizado por una fuerza F que desplaza un objeto de un 
punto A hasta el punto B si la direction de F no coinci- 
de con la recta de movimiento de A a B. 

25. Defina el piano que pasa por el punto P (*o> ^o- ^o) v 1 ue 
tiene a N como un vector normal. Escriba una ecuaci<5n 
de este piano si N es el vector (a, b, c). Invente un ejemplo. 

26. Defina el dngulo entre dos pianos. Invente un ejemplo. 

27. Invente un ejemplo de (i) dos pianos paralelos, y (ii) dos 
pianos perpendiculares. 

28. Invente un ejemplo que muestre como se utilizan los vec- 
tores para calcular la distancia de un punto a un piano. 

29. Escriba las ecuaciones parametricas de la recta que pasa 
por el punto Pq(x , y , zq) y es paralela a la representation 
del vector (a, b, c). Escriba las ecuaciones simetricas de 
esta recta. 

30. Invente un ejemplo que ilustre como obtener las ecuacio- 
nes simetricas de una recta que pasa por dos puntos de R 3 . 

31. Defina el producto cruz de dos vectores, Escriba la no- 
tation de determinates empleada como un recurso ne- 
motecnico para recordar la formula del producto cruz. 
Invente un ejemplo. 

32. £,Que leyes algebraicas son satisfechas por el producto 
cruz de dos vectores, y cuales no? 

33. Escriba tres productos cruz que contengan al vector A y 
que tengan como resultado al vector cero, 

34. £,A que es igual el triple producto escalar de los tres vec- 
tores A, B y C? Invente un ejemplo. 

35. i,A que es igual el triple producto vectorial de los tres 

vectores A, B y C? Invente un ejemplo. 

36. Escriba la formula que permite expresar || A x B || en 
terminos de || A || , || B || , y el angulo entre A y B. 

37. Proporcione la interpretation geometrica de || A x B || . 
Invente un ejemplo. 

38. ^Como puede emplearse el producto cruz para determinar 
si dos vectores son paralelos? Invente un ejemplo. 

39. Invente un ejemplo. que muestre c6mo puede emplearse el 
producto cruz para obtener la ecuacion de un piano que 
pasa por tres puntos de R 3 . 



REVISION DEL CAPITULO 10 861 



40. <,En que consiste la interpretation geometrica del triple 
producto escalar? Invente un ejemplo. 

41. Defina el termino ciiindro. 

42. Invente un ejemplo de una ecuacion de un ciiindro cuyas 
regladuras sean paralelas al (i) eje x, (ii) eje y, y 
(iii) eje z. Dibuje la superficie. 

43. Invente un ejemplo de una ecuacion de una superficie de 
revolution cuya curva general riz este en el piano xy y 
cuyo eje sea (i) el eje x, y (ii) el eje y. Dibuje la superficie. 

44. Invente un ejemplo de una ecuacion de un elipsoide y 
dibuje la superficie. 



45. Invente un ejemplo de una ecuacion de un hiperboloide 
eliptico de una hoja y dibuje la superficie. 

46. Invente un ejemplo de una ecuacion de un hiperboloide 
eliptico de dos hojas y dibuje la superficie. 

47. Invente un ejemplo de una ecuacion de un paraboloide 
eliptico y dibuje la superficie. 

48. Invente un ejemplo de una ecuaci6n de un paraboloide 
hiperbolico y dibuje la superficie. 

49. Invente un ejemplo de una ecuacion de un cono eliptico y 
dibuje la superficie. 



► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 10 



En los ejercicios 1 a 18, considere A 
y C = 9i - 5j. 

1. Calcule 3B - 7A. 

3. Obtenga || 3B - 7A || . 

5. Calcule || 3B || - || 7A 

7. Obtenga (A - B) • C. 



4i - 6j, B = i + 7j 

2. Obtenga 5B - 3C. 

4. Calcule || 5B - 3C [| . 

6. Obtenga || 5B || - || 3C || . 

8. Calcule (A • B). 

9. Determine un vector unitario que tenga la misma direc- 
tion que 2A + B. 

10. Calcule el vector unitario ortogonal a B. 

11. Encuentre los escalares h y k tales que A = /iB + kC. 

12. Obtenga los escalares h y k tales que hA + kB = -C. 

13. Determine la proyecci6n escalar de A sobre B. 

14. Obtenga la proyeccion escalar de C sobre A. 

15. Calcule el vector proyecci6n de A sobre B. 

16. Determine el vector proyecci6n de C sobre A. 

17. Obtenga la componente de B en la direction de A. 

18. Calcule cos a si ores el angulo entre A y C. 

En los ejercicios 19 y 20, A = -2i + 5j y B = h\ - 2j. 

19. Determine h de modo que el angulo entre A y B sea ~n. 

20. Demuestre que no existe h tal que el angulo entre A y B 

sea i n. 

En los ejercicios 21 a 30, A = -i + 3j + 2k, B = 2i + 
j - 4k, C = i + 2j - 2k, D = 3j - k y E = 5i - 2j. 

21. Obtenga 6C + 4D - E. 22. Calcule 3A - 2B + C. 
23. Calcule D-BxC, 24. Obtenga(A x C) - (D x E). 

25. Obtenga || A x B || || D x E || . 

26. Calcule 2B • C + 3D ■ E. 

27. Determine la proyeccion escalar de A sobre B. 

28. Obtenga la proyeccion escalar de C sobre D. 

29. Calcule el vector proyeccion de E sobre C. 

30. Determine el vector proyeccion de D sobre E. 

En los ejercicios 31 a 36, existe solo una forma para obtener 
una expresion que tenga sentido al insert ar parentesis. Es- 



criba los parentesis y determine el vector o escalar indicado si 
A = <3,-2,4>,B = <-5,7,2>yC = (4,6,-1). 

31. AB • C 32. A * BC 

33. A + B • C 34. B • A - C 

35. AXB-A + B-C 36. A X B • C X A 

37. Dibuje la grafica de x = 3 en /?, R 2 y R 3 . 

38. Dibuje el conjunto de puntos que satisfacen las ecuacio- 
nes simultdneas x = 6 y v = 3 en R 2 y R 3 . 

En los ejercicios 39 a 48, describa en palabras el conjunto de 
puntos de R 3 que satisfacen la ecuacion o par de ecuac tones. 
Dibuje la grafica. 



39. 



y = 
z = 



40. j; 



41. 


\x 2 + v 2 = 
1 y = 


42. v 2 - z 2 = 


43. 


x = y 


44. x 2 + y 2 + z 2 


45. 


X 2 + y 2 = 9z 


46. x 2 + v 2 = z 2 


47. 


2 2 2 
X 1 - y L - Z 


48. x 2 + z 2 = 4 



49. Dos fuerzas cuyas intensidades son de 50 lb y 70 lb for- 
man un angulo de 60° entre si y se aplican a un objeto en 
el mismo punto. Calcule (a) la intensidad de. la fuerza 
resultante, y (b) el angulo que forman la resultante y 
la fuerza de 50 lb, con aproximacion de grados. 

50. Determine el angulo entre dos fuerzas de 1 12 lb y 136 lb 
aplicadas a un objeto en el mismo punto si la fuerza re- 
sultante tiene una intensidad de 1 68 lb. 

51. Una fuerza esta representada por el vector F que tiene 
una intensidad de 30 lb y un angulo director de | n rad. 
Si la distancia se mide en pies, calcule el trabajo realizado 
por la fuerza al desplazar una particula a lo largo de una 
recta que va del punto (3, 6) al punto (-2, 7). 

52. El enfilamiento de un avion es de 107° y su velocidad al 
aire es de 2 10 mi/h. Si el viento sopla del oeste a 36 mi/h, 
^cual es (a) la velocidad a tierra del avion, y (b) su curso? 

53. Se dibuja una recta que pasa por el punto (-3, 5, 1) y 
perpendicular al piano xz. Determine las coordenadas de 
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los puntos sobre esta recta que estan a una distancia de 13 
unidades del punto (-2, 0, 0). 

54. Determine una ecuacion de la esfera que tiene como un 
diametro al segmento de recta cuyos extremos son 
(3, 5, -4) y (-1,7, 4). 

55. Obtenga una ecuacion de la esfera concentrica con la es- 



fera x 



+ z + 4x + 2y - 6z + 10 = y que 



contiene al punto (-4, 2, 5). 

56. Demuestre que los puntos (4, 1,-1), (2, 0, 1) y (4, 3, 0) 
son los vertices de un tri£n£ulo rect£ngulo, y calcule el 
area del triangulo. 

57. Determine una curva generatriz y el eje para la superficie 
de revolucion que tiene la ecuacion x 2 + z 2 = e 4y . 

58. Obtenga una ecuacion de la superficie de revolucion ge- 
nerada al girar la elipse 9 x 2 + 4z 2 = 36 del piano xz al- 
rededor del eje x. Dibuje la superficie. 

59. Determine el valor de c tal que los vectores 3i + cj - 3k 
y 5i - 4j -i- k son ortogonales. 

60. Demuestre que existen representaciones de los tres 
vectores A = 5i + j - 3k, B = i + 3j - 2k, y 
C = -4i 4 2j 4 k, las cuales forman un triangulo. 

61. Dados los puntos A(5, 9, -3) y B(-2, 4, -5), obtenga 
(a) los cosenos directores de \(AB), y (b) el vector uni- 
tario que tiene la direccion de \(AB). 

62. SiA = i 4 j - k,B = 2i - j 4 k,C = 3i - 2j 4 4k 

y D = 5i 4 6j - 8k, determine los escalares a, b y c 
tales que aA + bB + cC = D. 

63. Si A = (7, -1, 5) y B = (-2, 3, 1), determine (a) la pro- 
yeccion escalar de B sobre A, y (b) el vector proyeccion 
de B sobre A. 

64. Obtenga una ecuacion del piano que contenga los pun- 
tos (1, 7, -3) y (3, 1, 2) y que no intersecta al eje x. 

65. Determine una ecuacion del piano que pasa por los tres 
puntos (-1, 2, 1), (1, 4, 0) y (1, -1, 3) mediante dos me- 
todos: (a) utilice el producto cruz; (b) sin emplear el 
producto cruz. 

66. Obtenga una ecuacion de? piano que contiene al punto 
(7, -2, -5) y es perpendicular a la recta que pasa por los 
puntos (-3, 0, 4) y (3, 2, 1). 

67. Calcule la distancia del origen al piano que pasa por el 
punto (-6, 3, -2) y tiene al vector 5i - 3j 4 4k como 
un vector normal. 

68. Obtenga dos vectores unitarios ortogonales a i - 3j 4 
4k y cuyas representaciones sean paralelas al piano yz. 

69. Determine la distancia del punto P(4, 6, -4) a la recta 
que pasa por los dos puntos A(2, 2, l)y #(4, 3,-1). 

70. Calcule la distancia del piano 9* - 2y + 6z 4 44 = 
al punto (-3, 2, 0). 

71. Si 9 es el angulo entre los vectores A-2i4J4ky 
B = 4i - 3j 4 5k, calcule cos 6 en dos formas: 
(a) emplee el producto punto; (b) utilice el producto cruz 
y una identidad trigonometrica. 



72. Demuestre que las rectas 



x - 2 



x - 1 
1 



y + 2 



son rectas oblicuas (o cm- 



J 2 3 1 

zantes), y calcule la distancia entre ellas: 

73. Determine las ecuaciones simetricas y parametricas de la 
recta que pasa por el origen y es perpendicular a cada una 
de las rectas del ejercicio 72. 

74. Obtenga las ecuaciones simetricas y parametricas de la 
recta que pasa por los dos puntos (-3, 5, 2) y (1, -3, 4). 

2 _ y + 3 _ z - 5 



75. Demuestre que las rectas 



X 4 1 



2 



1 



-1 



son coincidentes. 



76. Determine una ecuacion del piano que contiene a la recta 



\(x- 3) 



-(y 4 5)= \(z + 2) 



y al punto (5, 0, -4). 
77. Calcule el area de la seccitfn transversal del elipsoide 



y_ 

9 



25 



en el piano z — 4. 

78. Calcule el area del paralelogramo que tiene a las repre- 
sentaciones de posicion de los vectores 2j - 3k y 5i 4 
4k como dos de sus lados. 

79. Calcule el volumen del paralelepipedo que tiene vertices 
en (1, 3, 0), (2, -1, 3), (-2, 2, -1) y (-1, 1, 2), 

80. Demuestre mediante analisis vectorial que las diagonales 
de un paralelogramo se bisectan mutuamente. 

En los ejercicios 81 y 82, considere 

A = cos cri 4 sen aj y B = cos £i 4 sen #j 
y refierase a lafigura adjunta. 



fi(cos 0, sen 0)< 




81. Emplee el producto punto de A y B para demostrar que 

cos(a - p) - cos a cos p + sen a sen p 

82. Utilice el producto cruz de A y B, con o como la compo- 
nente k de cada vector, para demostrar que 

| sen(a - p) \ = | sen a cos p - cos a sen p \ 
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83. Si A es cualquier vector de V 3 , demuestre que 

A = (A • i)i + (A • j)j + (A • k)k 

84. Sean Ay B vectores de V 3 , y c h c 2 y c 3 los cosenos di- 
rectores de A, y d,, d 2 y d 3 los cosenos directores de B. Si 






£2. 
^2 






a l "2 "3 

demuestre que A y B son paralelos. 
85. Si A, B, C y D son, vectores de V 3 , demuestre la iden- 
tidad de Lagrange 



(A X B) • (C X D) = 



A-C A -D 
B- C B-D 



86. Considere un triangulo ABC, si los puntos D, E y F 
estan sobre los lados AB, BC y AC, respectivamente, y 



\(AD) = ±V(4£) 
\{CF) = iV(C4) 



V(5£) 



rV(5C) 



demuestre que V(A£) + V(flF) + V(CD) = 0. 



Capitulo 
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::1 1 A funciones yectoriales y curvas 

1 1.2 Calculo de las funciones 
veck>r rales 

1 1 .3 Vettores tangente irnitano ; 
y nprmat ufiitariQ/y tongi|ud 

:;:•;!•:• ": : cfe arco comb par6metro 

11.4 Curvature : . 

1 1 .5 Movimiento curvjlineo ;• 




Las funciones vectoriales son aquellas cuyo 
dominio es un conjunto de numeros reales tales 
que su contradominio es un conjunto de vecto- 
res. Estas funciones se definen en la seccion 1 1 .1, donde 
tambien se estudian sus graficas. Las graficas de estas 
funciones son curvas, las cuales tambien pueden 
representarse mediante ecuaciones parametricas. El 
Calculo de las funciones vectoriales, tratado en la 
seccion 1 1 .2, se refiere a las derivadas e integrales 
indefinidas de estas funciones, y se vera que las defi- 
niciones y teoremas son semejantes a las del Calculo de 
funciones reales. 

En las secciones restantes del capitulo se tratan 

aplicaciones de los vectores a la geometria, fisica e 

ingenieria. Las aplicaciones geometricas incluyen la 

longitud de arco, vectores tangentes y normales a una 

curva, y curvatura. En las aplicaciones de fisica e 

ingenieria se emplean los vectores para estudiar el 

movimiento de una particula a lo largo de una 

curva, el cual se denomina movimiento curvilineo. 
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11.1 FUNCIONES VECTORIALES Y CURVAS EN R 3 

En la seccion 9.1 se introdujeron las ecuaciones parametricas al considerar 
una particula que^se mueve en un piano de modo que las coordenadas (x, y) 
de su posicion en cualquier instante ; estan determinadas por las ecuaciones 

x=f(t) y y = g(t) (1) 

Esta idea se puede extender al espacio tridimensional, donde las coordenadas 
(jt, y, z) de la posicion de la particula en cualquier tiempo t estan dadas por 
las tres ecuaciones parametricas 

x = fit) y = g(t) z = h{t) (2) 

Para cualquier posicion de la particula existe un vector y los puntos termina- 
tes de las representaciones de posicion de estos vectores determinan una cur- 
va recorrida por la particula. Esta idea nos conduce a considerar una funci6n 
cuyo dominio es un conjunto de numeros reales tal que su contradomino es 
un conjunto de vectores. A esta funcion se le llama funcion vectorial. 



11.1.1 Definicion de funcion vectorial 



Sean/, g y h funciones reales de la variable real t. Entonces se define la 
funcion vectorial R por medio de 

R(0 =/(/)! + g{t)\ + h(t)k 

donde t es cualquier numero real del dominio eomun de^ g y h. En el 
piano, se define una funcion vectorial R mediante 

R(0 = f(t)i + g(t)i 

donde t pertenece al doniinio comdn de/y g. 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

definida por 

R(fl = 4T^2\ + (t - 3)~ ] j + In rk 



Sea R la funcion vectorial 



Si /(f) = Vf - 2, g(t) = (t - 3)~* y h(t) = In t, entonces el dominio de R 
es el conjunto de valores de t para los cuales/(f), g(t) y h(t) estdn definidas. 
Como f(t) esta definida para t > 2, g(t) esta definida para todo numero real 
diferente de 3, y h(t) esta definida para todos los numeros positivos, el domi- 
nio de Res {t | t > 2, t * 3). 4 

La ecuacion 

R(f) = f(t)\ + g(t)i + h(t)k (3) 

se denomina ecuacion vectorial la cual describe la curva C definida por las 
correspondientes ecuaciones parametricas (2); esto es, una curva puede defi- 
nirse por medio de una ecuacion vectorial o por un conjunto de ecuaciones 
parametricas. Si en (3), h(t) = para todo t del dominio de R, entonces la 
curva C yace en el piano xy y esta definida por las correspondientes ecua- 
ciones parametricas (1). Estas curvas se estudiaron en la seccion 9.1. 
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R(0 = (4 - t 2 )\ + (t 2 + 4/)j 
FIGURA 1 



\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 

la ecuacion vectorial 

R(0 = (4 - t 2 )\ + (/ 2 + 40j 
tambien puede definirse por las ecuaciones parametricas 



La curva plana definida por 



4-/ 2 



y y 



= f2 



+ 4r 



En el ejemplo 5 de la section 9. 1 se dibujo esta curva obteniendose la gra- 
fica mostrada en la figura 1 . 4 

Una ecuacion vectorial de una curva proporciona una direccion a la 
curva en cada punto. Esto es, si se piensa que la curva es descrita por una par- 
ticula, se puede considerar la direccion positiva a lo largo de la curva como 
la direccion en la que la partfcula se mueve a medida que el parametro t au- 
menta. En tal caso, t puede ser una medida del tiempo, de modo que al vector 
R(0 se le llama vector de position. 

Al eliminar / de las ecuaciones parametricas (2) se obtienen dos ecua- 
ciones en jc, v y z, denominadas ecuaciones cartesianas de la curva C. La 
grafica de cada ecuacion cartesiana es una superficie, y C es la intersection de 
las dos superficies. Las ecuaciones de cualesquiera dos superficies que con- 
tienen a C pueden considerarse como las ecuaciones que definen a C. 



► EJEMPLO 1 



Dibuje la curva que tiene la ecuacion vectorial 



Tablal 



t 


X 


y 


z 





2 








\* 





2 


k* 


n 


-2 





K 


\' 





-2 


¥ 


2k 


2 





2k 


1" 





2 


1" 


3/r 


-2 





3k 


\» 





-2 


I' 


4k 


2 





4k 




(0, 2, 0) 

R(r) - 2 cos / i + 2 sen t j + t k < / < 4ju 
FIGURA 2 



R(0 = 2 cos t\ + 2 sen tj + tk < / < 4tt 

Solucibn Las ecuaciones parametricas de la curva son 

jc = 2 cos / y - 2 sen / z = t 

El parametro t de las dos primeras ecuaciones se elimina al elevar al cuadra- 
do los dos miembros de estas ecuaciones y sumar los miembros corres- 
pondientes, obteniendose 

x 2 + y 2 = 4 cos 2 t + 4 sen 2 t 

x 2 + y 2 = 4 

Por tanto, la curva estd completamente contenida en el cilindro circular recto 
cuya directriz es la circunferencia x 2 + y 2 = 4 del piano xy y cuyas regla- 
duras (o posiciones de su generatriz) son paralelas al eje z. La tab)a 1 pro- 
porciona conjuntos de valores de x, y y z para valores especificos de t. La 
figura 2 muestra la curva. A 

La curva del ejemplo 1 se denomina;'helice circular. Una helice mas 
general tiene la ecuacion vectorial 

R(r) = a cos ri + b sen tj + ctk (4) 

y ecuaciones parametricas 

x = a cos / y = b sen / z = ct 

donde a, b y c con constantes diferentes de cero. Cuando a = b,\a curva es 
una helice circular. Para eliminar t de las dos primeras ecuaciones parame- 
tricas se escriben dichas ecuaciones como 



= cos z t y 



y 2 2 

^Y = sen / t 
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>,0) 

3 cos ti + b sen * j 

FIGURA 3 



(0, b, 0) 



ct k 




Al sumar los miembros correspondientes de estas dos ecuaciones se obtiene 

= 1 



-2-10 1 2 
R(0 = 2 cos ti + 2 sen t j + tk 0<t<4n 
vista desde (16, 0, 0) 



a 2 b* 



Por tanto, la curva definida por (4) esta contenida completamente en el cilin- 
dro eliptico con regladuras paralelas al eje z y cuya directriz es una elipse 
del piano xy, ly j?tfyasj#|*laduF£s son^aral^tas aLeffe z\ como se muestra en la 
f.gura3. *' **?& / ; 

Una curva que tiene la ecuacion vectorial 

R(r) = at\ + ^r 2 j + cr 3 k 

donde a, by c son constantes diferentes de cero, se denomina cubica alabea- 
da, un caso particular de esta ecuacion se presenta en el proximo ejemplo. 



Dibuje la cubica alabeada que tiene la ecuacion 



► EJEMPLO 2 

vectorial 

R(r) = t\ + r 2 j + r 3 k < t < 2 
Solucion Las ecuaciones parametricas de esta cubica alabeada son 



x = f 



= f2 



Al eliminar r de las dos primeras ecuaciones se obtiene 3? = x 2 , que es la 
ecuacion de un cilindro que tiene como directriz una parabola del piano xy y 
sus regladuras son paralelas al eje z. Si se elimina t de las ecuaciones primera 
y tercera se obtiene z = * 3 , la cual es la ecuacion de un cilindro con regla- 
duras paralelas al eje y y cuya directriz yace en el piano xz. La cubica 
alabeada es la interseccion de los dos cilindros. La figura 4 muestra los dos 
cilindros y la cubica alabeada def = 0af = 2. 4 

La helice y la cubica alabeada de los dos ejemplos anteriores se dibu- 
jaron de manera bastante simple. Sin embargo, el dibujo de la mayoria de las 
curvas tridimensionales es mucho mas complicada. Afortunadamente, en esta 
epoca tecnologica, puede recunirse a las computadoras y programas grafica- 
dores para trazar estas curvas. Con frecuencia los programas graficadores (o 
software para graficar) permiten la eleccion de puntos de vista desde donde 
se observa la curva con diferentes perspectivas. Las figuras 5(a)-(c) muestran 
la helice del ejemplo I, generada por el software Mathematica, vista desde 

z 





R(f) = 2 cos /i + 2 sen fj + fk 0<f<4;r 
vista desde (0, 16,0) 



R(f) = 2 cos t\ + 2 sen t j + t k < / ^ 4 k 
vista desde (8, 16, 8) 



FIGURA 5a 



FIGURA 5b 



FIGURA 5c 
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2 3 4 * y 

R(0 = t'\ + t 2 j + r 3 k < t <, In 
vista desde (16, 0,0) 

FIGURA 6a 




R(r) - t\ + t 2 '} + r 3 k < t < 2 
vista desde (0, 16,0) 

FIGURA 6b 

z 



- 4 



4 2 1 0\ 



R(/) = ti + t 2 j + / 3 k <. t < 2 
vista desde (8, 16,8) 

FIGURA 6c 



tres puntos diferentes del espacio. Las figuras 6(a)-(c) muestran la ciibica 
alabeada del ejemplo 2, tambiSn generada por Mathematica, vista desde los 
mismos tres puntos de las figuras 5(a)-(c). 

Se pueden realizar operaciones vectoriales con funciones vectoriales 
aplicando los procedimientos estudiados en el capftulo 10/ y como se indica 
en la definicitfn siguiente de estas operaciones. 



1 1.1.2 Definicion de las operaciones con funciones 
vectoriales 



Dadas Las funciones vectoriales F y G y las funciones reales/y g: 



(i) la sttma de F y G, denotada por F + G, es la funci6n vectorial 
definida por 

(F + G)(/) . « F(f) + G(/) 

(il) la diferencia de F y G, denotada por F - G, es la funcidn vecto- 
rial definida por 

(F - GXfl - HO - GO) 

panto de F y G, denotado por F ■• G* esrfa foncion 




(F * G)(f) = m ' G(r) 



(iv) el producto cruz de F y G, denotado por F X G, es la fiineion 
vectorial definida por 

(F X GX/) = F(l) X G(t) 

(v) el producto de/{/) por F(/)- denotado por/F, e& la fiincion *ee- 
torial definida por 

(frm = fWW 

(vi) la funcion compuesta de F y g, denotada por F & g, es la fiffi- 
eion vectorial definida por 

(Fo g)(,) = f(gm 



► EJEMPLO 3 DadaF(r) = sen 2ri + cos 2/j + Vfk, 

G(r) = -cos 2/i + sen 2/j + V7k, y/(r) = / 3/2 , calcule: (a) (F + G)(r); 
(b) (F - G)(r); (c) (F • G)(r); (d) (F X G)(r); (e) (/F)(/); (f) (G ° /)(/). 

Solution 



(a) (F + G)(f) = (sen2r - cos 2r)i + (cos It + sen 2r)j + 2Vrk 

(b) (F - G)(/) = (sen 2r + cos 2f)i + (cos 2r - sen 2r)j 

(c) (F • G)(r) = -sen2r cos2r + sen2rcos2r + 4? 
= / (porque r > 0) 

(d) (F X G)(/) = V/cos2/i - 4i cos 2/j + sen 2 2rk + "cos 2 2rk - V7sen2ri - V7 sen 2/j 
= vf (cos 2r - sen 2f)i - V* (cos 2r + sen 2r)j + k 
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(e) (f¥)(t) = t* t2 sen2t\ + * 3 / 2 cos2/j + t 2 k 

(f) (G o f)(t) = G(/(0) , , , 

= -cos2f 3/2 i + sen2f 3/2 j + f 3/4 k 4 

El limite de una funcion vectorial se define en terminos de los limites de 
sus componentes reales. 



11. 1.3 Definicion del limite de una funcion vectorial 



Sea R una funcion vectorial cuyos valores de funcion estan dados por 

R(r) = f(t)i + g(t)i + h(t)k 
Entonces el limite de R(0 cuando t tiende a a est& definido por 

limR(0 = [lim/(0]i + [limg«]j + [limh(t)]k 

' /->fl t->a l->a ' t->a 

si lim f(t) y lim^O), y lim h(t) existen. 



Por supuesto, esta definicion tambien se aplica a las funciones vectoriales 
del piano al considerar la componente k como cero. 




D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 



SiR(J) = cos/i + 2e'j + 3k, 



G(/(0, g(t), h(t)) 



limRO) = (lim cos /)i + (Iim2e')j + (Hm3)k 

t->0 r-»0 r->0 r-»0 

= i + 2j + 3k 



FIGURA 7 



Considere la figura 7 a fin de obtener una interpretacton geometrica de 
la definicion 11.1.3, donde R(f) = /(/)i + g(t)i + h(t)k, Umf(t) = a x , 

limg(0 = a?, \im h(t) = a 3 ,yL = aA + a?J + 33k. La funcion vectorial 

t->a t—*a 

R define la curva C, la cual contiene a los puntos Q(f{i), g{t), h{t)) y 
P(a\, «2> a 3)- Las representaciones de los yectores R y L son, respectiva- 
mente, OQ y OP. Conforme / se aproxima ^QR(0 tiende a L, de modo que 
el punto Q se aproxima al punto P a lo largo de C. ""^ & 

Los limites de funciones vectoriales que corresponden a los teoremas de 
lfmites de funciones reales estudiados en el capitulo 1, pueden demostrarse a 
partir de la definicion 11.1.3. Se le pedira que demuestre algunos de estos 
teoremas de limites en los ejercicios. 



1 1.1.4 Definicion de continuidad de una funcion 
vectorial 



La funei6n vectorial R es continua en el numero a si y solo si se satis- 
facen las tres condiciones siguientes; 

<i) R(a)extste; 
(ii) limR(/)existe; 

(iii) llmR(f) = R(a) 



De esta definicion, una funcion vectorial es continua en el numero a si y 
solo si sus componentes reales son continuas en a. 
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W EJEMPLO 4 Determine los numeros en los que la siguiente 
funcion vectorial es continua: 



R(0 = sen ti + In rj + 



t - 1 



Sol UC ion Puesto que sen t esta definido para todos los numeros reales, 
In t esta definida solo cuando t > 0, y (t 2 - \)j{t - 1) esta definida en todo 
numero real distinto de 1, el dominio de R es \t \ t > y t ^ 1). Si a es 
cualquier numero del dominio de R, entonces 

R(a) - senai + In a j + {a + l)k 

t 2 - 1 
lim R (t) = lim sen ti + lim In t j + lim — k 

t^ni l-»a l->o t-*a t — A 

= sen a\ + In aj + (a + 1 )k 
Asi, lim R(f) = R (a), y R es continua en a. 

t-*a 

Por tanto, la funcion vectorial R es continua en cada numero de su 
dominio. 4 



EJERCICIOS 11.1 



En los ejercicios 1 a 8, determine el dominio de la funcion 
vectorial. 

1 



4-/j 
(t 2 + 3)i + -^j 



- i + • 

t 

,2 . ™ . 1 



1. R(/) 

2. R(r) 

3. R(/) = (sen" 1 1)\ + ln(/ + l)j 

4. R(/) = (cos -1 t)\ + (sec" 1 r)j 

5. R(/) = V/~T~2i + V^^rj + cot f k 

6. R(/) = V/ 2 - 9i + In [/ - 3|j + (t 2 + It - 8)k 

7. R(r) = In | sen / j i + Vl6 - f 2 j + In | / + 4|k 

8. R(r) = tan t\ + ^4 - t 2 \ + ^— k 

En los ejercicios 9 a 12, calcule: (a) (¥ + G)(t);(b){¥ - G)(t); 
(c) (F - G)(t); {d) (F X G)(/). 

9. F(r) = (r + l)i + (t 2 - l)j + (r - l)k; 
G(r) = (r - l)i + j + (/ + l)k 

10'. F(/) = (4 - t 2 )\ + 4j - (4 - t 2 )k\ 
G(/) = t 2 i + (t 2 - 4)j - 4k 

11. F(f) = cos/i - sen/j + fk; 
G(/) = senri + cos rj - tk 

12. F(r) = sec ti + tan r j - 2k; 
G(/) = sec f i - tan tj + tk 

En los ejercicios 13 a 16, calcule: (a) (/F)(f); (b) (/G)(f); 

(C) (F o g)(,); ( d ) (G o g )( t ). 

13. F y G son las funciones del ejercicio 9; 
f(t) = t - \;g(t) = / + 1. 

14. F y G son las funciones del ejercicio 10; 
f(t) =1/(2 - t);g(t) = 2 - t. 

15. F y G son las funciones del ejercicio 1 1 ; 

/(/) = sen /; g{t) - sen" 1 /. 



16. F y G son las funciones del ejercicio 12; 

f{t) = cos /; g(t) = cos"" 1 /. 

En los ejercicios 17 a 24, calcule el limite indicado, si existe. 



17. R(r) = (/ - 2)i + 
A 



j + fk; lim R(f) 

/ - 2 /->2 



18. R(/) 



^—^\ + ^-jj + U + 1 |k; lim R(t) 

t + 1 t - 1 ' <->-! 



19. R(r) = senri + cos /j + k; lim R(/) 



20. R(/) 



1 - cos t . 



+ e r j + £~'k; lim R(/) 
t r->0 



21. R(,) = ^|i + ^L^j + ^k; HmR(/) 



22. R(r) 



t - 2 



1 + cos / . , 1 - cos" 1 



t - 1 /->) 



J + 



-k; limRO) 



1 - sen / 1 - cos / sen t /->o 

23. R(r) = e t+i i + e [ -'\ + (1 + fl^'k; lim R(0 

/->0 

24. R(r) = ln(f + l) \ + senh^j + coshrk; lim R(r) 

En los ejercicios 25 a 30, determine los numeros para los que 
la funcion vectorial es continua. 

25. R(t) = t 2 \ + ln(/ - l)j + ^^k 

26. R(r) = (/ - 1)1 + -i—j + Iflilk 

e — A t - [ 

27. R(/) = cos ti +~ sec rj + tan tk 

28. R(r) = sen nt'\ - tan nt\ + cot ^rk 
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29. R(/) = 



" l/ ' 2 i + t 2 \ + k 



si t * 

si f = 



44. Ejercicio 38; (0, 0, 28), (0, 28, 0) y (14, 28, 14). 



30. R(/) 



sen t . 1_ 



cos / . I 

— j + - 



si t * 
si t = 



En Ids ejercicios 31 a 42, dibuje la grdfica de la funcion 
vectorial. 



31. R(0 = t 2 \ + (/ + l)j 32. R(0 = -i » + - J 



r 



= t 2 i ■ v . , 

33. R(0 = (/ - 2)i + {t 2 + 4)j 

34. R(0 = 3 cosh /i + 5 senh f j 

35. R(0 = ti + (6 - 4r) j + (5 - 2f)k 

36. R(/) ~ (t + l)i + (2/ - 3)j + (2f + 3)k 

37. R(0 = cosri + seiwj + rk, < t < 2tt 

38. R(0 = 3 cos ri + 3 sen fj + 2rk, < / < An 

39. R(0 = 2cosfi + 3 sen /j + 4/k,0 < / < 4;r 

40. R(0 = 4cosfi +-sen/j + I/k, < / < 2;r 

41. R(0 = 3/i + It 2 ) + rk,0 < / <; 2 

42. R(0 = ri + f 2 j + |/ 3 k,0 < / < 2 

£n fos ejercicios 43 a 46, las figuras (a)-(c) son grdficas, ge- 
neradas en una computadora, de la curva del ejercicio indi- 
cado, vista desde tres puntos diferentes del espacio. Relacione 
la grdfica con uno de los puntos de vista dados. 

43. Ejercicio 37; (0, 0, 8), (0, 8, 0) y (4, 8, 4). 





___ — _ — _„_► 

-3-2-1 12 3 



(b) 
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(C) 

45. Ejercicio 41; (10, 0, 0), (-10, 0, 0) y (0, 0, 10). 




(b) 



(c) 
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46. Ejercicio 42; (15, 0, 0), (-15, 0, 0) y (0, 0, 15). 





12 3 4 
(c) 

En los ejercicios 47 a 49, demuestre el teorema de limites si 
U(t) y \(t) son funciones vectoriales tales que lim U(t) y 
lim \(t) existen. 

47. lim [U(0 + V (/)] = lim U(/) + lim V(/) 

t—>a t—>a t-*a 

48. lim [U(0 • V(/)] = lim U(0 • lim \(t) 

49. lim [U(0 X V (/)] = lim U(/) X lim V(0 

t-*a t->a t^a 

50. Si yes una funcion real tal que \imf(t) existe y V es una 

t->a 

funcion vectorial tal que lim \(t) existe, demuestre que 
lim/(0V(0 = [ Urn /(/)][ lim V(f)]. 

{ — >a t—ta t—>a 

51. Demuestre que si la funcidn vectorial V es continua en 
un numero a, entonces || \(t) || es continua en a. 

52. En lugar de la definicidn 1 1.1.3, el If mite de una funcion 
vectorial puede definirse como sigue: el If mite de R(/) 
cuando t tiende a a es el vector L si para cualquier 

e > existe una 8 > tal que 

si < \t - a\ < 5 entonces || R(t) - L || < € 

Sin emplear las palabras limite, tiende o aproxitna y sin 
utilizar simbolos tales como € y 5, exprese en palabras 
lo que esto significa. 



1 1 .2 CALCULO DE LAS FUNCIONES VECTORIALES 

El estudio de curvas y superficies mediante el Calculo constituyen los temas 
principales de un curso de geometria diferencial, de la cual se presentara 
una breve introduction en las secciones IL3 y H.4; mientras que en la sec- 
tion 11.5, se aplicard el Calculo al movimiento curvilineo. En esta section se 
prepara el terreno para estos temas. 

Las definitiones de derivadas e integrales indefinidas de funciones vec- 
toriales involucran las definiciones correspondientes para funciones reales, 
de igual manera en que se estudiaron en la section 11.] limites y continui- 
dad de estas funciones. En la siguiente definici6n de derivada, la expresion 

R(r + At) - R(Q 

At 

se utiliza para indicar la division de un vector entre un escalar y significa 



At 



[R(t + At) - R(0] 
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1 1.2.1 Definition de la derivada de una funcion 
vectorial 



Si R es una funci6n vectorial, entonces La derivada de R es una fun- 
cion vectorial, denotada por R' y definida por 

1}m R(/ + AO-R(0 

A/->0 Ar 

si este limite existe. 



La notacion D T R(t) se emplea en ocasiones en lugar de R'(r). 
El teorema siguiente se deduce de la definicion 1 1.2.1 y de la definicion 
de la derivada de una funci6n real. 



1 1 .2.2 Teorema 



Si R es una funci6n vectorial definida por 
R(r) = f(t)i + g(t)} + h(t)k 

entonces 

R'(r) = f\t)\ + g%t)j + h'(t)k 

si-/'C0» g'(t) y h'(i) existen, 

Demostracion De la definicion 1 1 .2. 1 



= ,, m R(, + A|)-R(0 

Ar-*0 At 



= lim 

A/-*0 



[fit + Apt + g(f + AQj + Mr + Ar)k] - [f(t)\ + g(r)j + /i(f)k] 

At 



= Hm /(r + At) - /(,) . + Hm sit + Ar) - g£) + Um Mr + At) - hjt) k 
aj^o Ar a/-*o Ar Af~>o Ar 





^ R(f + Af) 


- Rtt) 




j*4c 


^r R'(0 


R(0 N 


\ / y 


7 e 


o 


1 j/\ 





FIGURA 1 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

cos rj - r 2 k, entonces R'(r) - cos ri - sen rj 



Si R(r) = (2 + 
- 2rk. 



sen r)i + 



Al considerar las representaciones de los vectores R(f), R(r + Ar) y 
R'(r) se obtiene una interpretacion geometrica de la definicion 11.2,1. Refie- 
rase a la figura 1 . La curva C es descrita por el punto terminal de la represen- 
tacion de posicion de R(r) conforme / toma todos los valores del dominio de 
R. Sea OP la representaci6n de posicion de R(r) y OQ la representacion 
de posicion de R(r + Ar). Entonces R(r + Ar) - R(r) es un vector para el 
cual PQ es una representacion. Si el vector R(r + Ar) - R(r) se multiplica 
por el escalar l/Ar, se obtiene un vector que tiene la misma direction y 
cuyo modulo es l/|Ar| veces el modulo de R(r + Ar) - R(r). Conforme 
Ar se aproxima a cero, el punto Q se aproxima al punto P a lo largo de C, y 
el vector [R(r + Ar) - R(r)]/Ar tiende a un vector que tiene una de sus re-. 
presentaciones tangente a la curva C en el punto P. 
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Observe que para vectores del piano donde 

R(f) = /(f)i + g(t)i 

la direcci6n de R'(r) esta dada por 0(0 < < In) donde tan 6 = g'(t)lf'(t); 
esto es, con x - f(t) y v = g(t) 

tan0 = 4- 
dx 

dt 

Las derivadas de orden superior de funciones vectoriales se definen de 
manera similar a las derivadas de orden superior para funciones reales. De este 
modo, si R es una funci6n vectorial, la segunda derivada de R, denotada por 
R"(0, esta dada por 

R"(0 = D t \R\t)\ 

La notaci6n D t 2 R(0 puede emplearse en lugar de R"(0- Al aplicar el 
teorema 1 1 .2.2 a R'OX se tiene 

R"(r) =/"(f)i + g"(t)i + h'\t)k 

si/"(0,£"(0y*"(0existen. 



!> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 



-T- k, entonces 

r 



Si R(r) = (In r)i + i j - 



RXr) = II - -Lj + £k y R» W = -£l + £j 



1 1 .2.3 Definicion de f uncion vectorial diferenciable 
en un intervalo 



Se dice que una funcidn vectorial R es diferenciable en un intervalo 

si R'(0 existe para todos los valores de t del intervalo. 

Los teoremas siguientes proporcionan f6rmulas de diferenciaci6n para 
funciones vectoriales. Las demostraciones se basan en el teorema II. 2. 2 y los 
teoremas de diferenciacion de funciones reales. 



1 1 .2.4 Teorema La derivada de la sum a de dos 
funciones vectoriales 



Si R y Q son dos funciones vectoriales diferenciables en un intervalo, 
entonces R + Q es diferenciable en el intervalo, y 

D t [R(r) + Q(r)] = D r R(t) + D t Q(t) 

La demostraci6n de este teorema se deja como ejercicio (consulte el ejerci- 
cio 29). 



► EJEMPLO I Verifique el teorema 1 1.2.4 si 
R(r) = t 2 \ + (f - l)j y Q(r) = sen t\ + cos rj 
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Solution 

D t [R(t) + Q(0] = D t ([t 2 i + (t - l)j] + [sen/i + cos /j]) 
= D T [(/ 2 + sen r)i + (t - 1 + cos /)j] 
= (2 1 + cos /)i + ( 1 - sen /)j 

D t R(t) + D r Q(t) = D t [t 2 \ + (/ - l)j] + £>,(sen/i + cos rj) 
= (2/i + j) + (cos /i - sen rj) 
= (2/ + cosr)i + (1 - sen/)j 

Portanto, D t [R(t) + Q(/)] = D t R(t) + D t Q(t). 



1 1 .2.5 Teorema La derivada del producto punto 
de dos funciones vectoriales 



Si R y Q son dos funciones vectoriales diferenciables en un intervalo, 
entonces R * Q es diferenciable en el intervalo, y 

D t [R(t) • Q(0] - [D t R(t)] • Q(r) + R(/) • [£>,Q(/)] 

Demostracion Se demostrara el teorema para vectores de V 2 - La de- 
mostracion para vectores de V3 es, por supuesto, similar. Sean 

R(<) = /i(0i + g\(t)i y Q(0 = / 2 (0i + * 2 MJ 
Entonces por el teorema 1 1 .2.2, 

D,R(r) = /,'(/)! + g x '(t)i D t Q(t) = f 2 W + g 2 '(0i 
R(0-Q(0 = [/i«][/ 2 (0] + teiWlteW] 
Por tanto, 

z>,[R(/) •<}(/)] = [/1WH/2W] + [/i(0][/ 2 '(0] + feiWlteWl + kiWlfe'tO] 

= [[/rw][/2(0] + bi'witewi) + ([/iW][/ 2 '(0] + feiwite'c)]} 

= [D,R(0] • Q(0 + R(0 • [#,Q(0] ■ 



W EJEMPLO 2 Verifique el teorema 11.2.5 para las funciones 
vectoriales del ejemplo 1 . 

Solution Las funciones son 

R(r) = t 2 \ + (/ - l)j y Q(/) = sen ri + cos/j 

Asi, R(r) * Q(r) = / 2 sen / + (/ - 1 ) cos t. Por tanto, 

Z),[R(/) • Q(/)J = 2/ sen/ + / 2 cos/ + cos t + (/ - l)(-sen /) 

= (t + 1) sen t + (t 2 + 1) cos / (1) 

Como D t R(t) = 2ri + j y D t Q(t) = cos /i - sen /j, se tiene 

[0,R(O] ' QW + R « • [AQMl 

= (2/i + j) • (sen /i + cos /j) + [/ 2 i + (/ - l)j] • (cos /i - sen /j) 

= (2 /sen/ + cos/) + [/ 2 cos/ - (/ - l)sen/] 

= (/ + l)sen/ + (/ 2 + l)cos/ (2) 

Al comparar (1) y (2) se observa que se cumple el teorema 11.2.5 para estas 
funciones. ^ 
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1 1 .2.6 Teorema La derivada del producto 

de una funcion real y una funcion vectorial 



Si R es una funcion vectorial diferenciable en un interval© y /es una 
funcion real diferenciable en el intervalo^ entonces 



D t iwm&m = m t f(t)]R(t) + /(0D r R« 



La demostracion de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejerci- 
cio 30). 

El teorema siguiente que trata a la derivada del producto cruz de dos 
funciones vectoriales, es similar a la formula correspondiente para la deriva- 
da del producto de dos funciones reales; sin embargo, es importante mantener 
el orden correcto de las funciones vectoriales debido a que el producto cruz 
no es conmutativo. 



1 1 .2.7 Teorema La derivada del producto cruz 
de dos funciones vectoriales 



Si R y Q son dos funciones vectoriales diferenciables, entonces 

D t m) X QM = R'« X Q(0 + R(0 X Q'(f) 
para todos los valores de t para los euales R'(0 y Q'(0 existen. 

La demostracion de este teorema se deja como ejercicio (consulte el 
ejercicio 31). 



1 1.2.8 Teorema La regla de la cadena 
para funciones vectoriales 



Suponga que F es una funcion vectorial, h es una funci6n real y G es 



la funcitin vectorial definida por G(t) = -F(A(r)>. Si <f> - h(t) y 
y D^G(t) existen, entonces D t G(t) existe y esta" dada por 

D t Q® = t^G(0] ~~ 



dt 



La demostracion, dejada como ejercicio (vea el ejercicio 32), se basa en 
el teorema 1 1.2.2 y la regla de la cadena para funciones reales. 



W EJEMPLO 3 Verifique el teorema 1 L2.8 si las funciones Fyli 
estdn definidas por 

F(<£) = (f> 2 \ + e*} + ln<f>k y h(t) = sen t 
Solution Con <f> = h(t) y G(t) = F(h(t)) 

<f> - sent y G(f) = sen 2 ri + e sen 'j + In sen t k 
Al calcular D t G(t) mediante el teorema 1 1 .2.2, se obtiene 

D t G(t) = 2 sen* cos fi + e sen 'cosrj + cot tk (3) 
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Ahora se calcula el miembro derecho de la ecuacion del teorema 1 1.2.8. Pues- 
to que G(/) tambien puede expresarse como cf> 2 \ + e$$ + In <f>k, se tiene 



Pero <f> = sen /; de modo que 

D * [G(t)] liF = ( 2senH + £Senfj ' l 

= 2 sen / cos d + e™ t cos /j + cot tk 



+ — — k |cos / 
sen t 



De (3), el miembro derecho de esta ecuacion es D t G(t). Por tanto, 

D^[G(t)]^ = D t G(t) 
lo cual verifica el teorema 1 1.2.8 para estas funciones. 

El teorema siguiente sera 1 empleado posteriormente. 




FIGURA 2 
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1 1 .2.9 Teorema 



Si R es una funcion vectorial diferenciable en un intervalo y || R(f) || 
es constante para toda t del intervalo, essences los vectores R(f) y 
D t R(t) son oflogonales. 

Demostracion Sea || R(r) || = k. Entonces por el teorema 10.3.3 (iii) 

R(r) • R(r) = * 2 

Al diferenciar los dos miembros de esta ecuacion con respecto a t y al aplicar 
el teorema 1 1.2.5 se obtiene 

[D,R(/)] • R(f) + R(/) • [Z),R(f)] = 
2R(r) • D t R(t) = 

Como el producto punto de R(0 y D t R(t) es cero, se concluye, de la defini- 
cion 10.3.7, que R(f) y D t R(t) son ortogonales. ■ 

Observe la figura 2 para la interpretation geometrica del teorema 1 1.2.9. 
Debido a que el vector R(f) tiene modulo constante k, la representacion de 
posicidn OP de R(f) tiene su punto terminal P en la circunferencia con centro 
en el origen y radio k. Por esta raz6n la graTica de R es^esta circunferencia, 
un cuarto de la cual se muestra en la figura 2 junto con OP y la representacion 
PB de DjR^Como D t R(t) y R(r) son ortogonales, entonces OP es per- 
pendicular a PB. 

A continuation se definira la integral indefinida (o antiderivada) de una 
funcion vectorial. 



1 1.2.10 Definicion de la integral indefinida 
de una funcion vectorial 



Si Q es la funci6n vectorial determinada por 
Q(«) = f(()l + g(t)j .+ A(f)k 
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entonces la integral iitclefinida de Q(f) est£ definida por 

Q(/)df = i \f(t)dt + j g(t)dt + k J kftdt (4) 

Esta definicion es consistente con la definicion de la integral indefinida 
de una funcion real debido a que si se obtiene la derivada en los dos miem- 
bros de (4) con respecto a r, resulta 

D t \Q(t)dt = lD t \f(t)dt + j£>, J g{t)dt + k/> f J **)<*' 

= i/(0 + J*W + k*W 

De cada una de las integrates indefinidas del miembro derecho de (4) se ob- 
tiene una constante escalar arbitraria. Cuando cada uno de estos escalares se 
multiplica por i, j o k, resulta de la suma un vector constante arbitrario. Asi, 



Q(0 dt = R(0 + C 
donde D t R(t) = Q(t) y C es un vector constante arbitrario. 

w EJEMPLO 4 Determine la funcion vectorial mas general cuya 
derivada sea 

Q(0 = sen ti - 3 cos tj + 2 tk 

Solution Si D t R(t) = Q(0, entonces R(r) = Q(t) dt; esto es, 

R(r) = i sen t dt - 3j cos t dt + k It dt 

= i(-cosf + C,) - 3j(senf + C 2 ) + k(r 2 + C 3 ) 

- -cosri - 3senrj + t 2 k + (Cji - 3C 2 j + C 3 k) 

= -cos rt - 3 sen rj -+- r 2 k + C ^ 

W EJEMPLO 5 Obtenga el vector R(0 para el cual 
DfR(t) = e-'i + e r j + 3k y R(0) = i + j + 5k 



Solution 



i e~ f dt + j e*dt + k : 



R(0 = i e~*dt + j e'df + k \ 3 dt 

= i(-e-' + C,) + j(e f + C 2 ) + k(3f + C 3 ) 

Como R(0) = i + j + 5 k, entonces 

i + j + 5k = i(-l + d) + j(l + C 2 ) + k(C 3 ) 

Por tanto, 

Cj - 1 = 1 C 2 + 1 = 1 C 3 

Q = 2 C 2 = 
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En consecuencia, 

R(f) = (- e -t + 2)i + <?'j + (3f + 5)k ^ 

En la seccion 9.2 se estudi6 el teorema 9.2.3 el cual establece que si C 
es una curva plana cuyas ecuaciones parametricas son x = /(f) y y = g(f), 
donde/' y g' son continuas en el intervalo cerrado [a, b] y si L unidades es la 
longitud de arco de C desde el punto (f(a), g(a)) hasta el punto (/(&), g(b)), 
entonces 



L = I Vl/'W] 2 + l*'(0] 2 dt 



Puesto que una ecuaci6n vectorial de C es R(f) = /(f)i + g(f)j, esta ecua- 
ci<5n puede escribirse como 



- [ \\m)\\dt 



(5) 



W EJEMPLO 6 Calcule la longitud de arco descrito por el punto 
terminal de la representation de position de R(f) conforme f se increments de 
1 a 4 si 

R(f) = e l sen t\ + e l cos t\ 

Solution 

R'(f) = O'sen/ + £'cosf)i + (e'cosf - e r senf)j 

|R'(/)|| = V(^ f sen l + e * cos O 2 + (*' c °s > - ^ sen f) 2 

= V^ 2 Wsen 2 f + 2 sen r cos t + cos 2 f + cos 2 f - 2 sen t cos f + sen 2 t 

De la f6rmula (5), 

"4 



-i 



V^'rff 

1 

J i 
= 4l{e A - e) 4 

La longitud de arco de una curva en el espacio tridimensional puede 
definirse exactamente como se definio la longitud de arco de una curva plana 
en la definici6n 9.2.1. Ademds, si C es la curva que tiene ecuaciones parame- 
tricas x = /(f), y — g(t), z = h(t) o, equivalentemente, tiene la ecuacion 
vectorial 

R(f) = f(t)\ + g(t)j + h(t)k 

entonces se puede demostrar, en la misma forma en que se probb el teo- 
rema 9.2.3, el teorema siguiente. 
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(2,0,470 




(2,0.0) ( °' 2 ' 0) 

R(0 = 2 cos t i +■ 2 sen rj + tk < t < An 

FIGURA 3 



1 1.2.1 1 Teorema 



Sea C la curva cuya ecuacion vectorial es R(f) = /(*)i + g(f)j + 
/i(r)k, y suponga que/', g' y h' son continuas en el intervalo cerrado 
[a, ft], Entonces si £ es la longitud de arco de C desde el punto (/(a), 
g(a%h(dy) hasta el punto (/(&), *(«, A(J>)), 






^ EJEMPLO 7 Calcule la longitud de arco de la helice circular 
del ejemplo 1 de la seccion 11.1: 

R(0 = 2cosrt + 2senrj + tk 

desde t - hasta t - An. 

Solucion En la seccion 11.1 se dibujo la helice, la cual se muestra 
en la figura 3. De la ecuacion vectorial dada, 

R'(0 = -2 sen A + 2 cos fj + k 

De modo que, del teorema 1 1.2.1 1, 

r 47T 



J»47T 


-I 
-I 



■2 sen 2 + (2 cos f ) 2 + 1 <# 



a/4 sen 2 t + 4 cos 2 r + 1 dt 



= 4^V5 

- 28.10 4 

La integral definida del ejemplo anterior fue evaluada facilmente, pero 
como se dijo en las discusiones sobre la longitud de arco, la mayoria de las 
veces solo se puede aproximar el valor. Esta situation se presenta en los ejer- 
cicios 53 a 56, donde se le pedira que emplee el procedimiento NINT en la 
graficadora a fin de obtener una aproximacion de la longitud de un arco. 



EJERCICIOS 1 1 .2 



En los ejercicios 1 a 10, calcule R'(t) y R"(t). 

1. R(f) = fi + ij 

2. R(r) = (r 2 - 3)i + {2t + l)j 



1. 



t ~ 2, 



-J 



3. R(0= f + r , 

4. R(/) = (t 2 +■ 4)" 1 ! + VT^37j 

5. R(r) = e 2t \ + lnfj + r 2 k 

6. R(f) = cos2fi + tan rj + tk 



7. R(f) = tan" 1 ti + sen" 1 tj + cos" 1 tk 

8. R(r) = (e 3t + 2)i + 2<? 3 'j + 3 ■ 2 f k 

9. R(r) = 5sen2ri - sec4rj + 4cos2rk 

10. R(/) = tan3ri + In sen a - ik 

En los ejercicios 11 a 14, obtenga D t || R(t) || . 

11. R(r) = {t - l)i + (2 - 0j 

12. R(r) - {e< + l)i + (e* - I)j 
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13, R(f) = sen3fi + cos3rj + 2«? 3 'k 



14. R(r) = V' 2 + li + V' 2 - lj + tk 

En los ejercicios 15 a 18, verifique el teorema 11. 2 A para las 
funciones vectoriales indicadas. 

15. R(r) = (r 2 + e')i + (r - «? 2 ')j; 
Q(r) = (r 3 + 2<?')i - (3r + e 2 ')j 

16. R(r) = cos2ri - sen2rj;Q(r) = sen 2 ri + cos2rj 

17. R(r) = 2senri + cos rj - sen2rk; 
Q(r) = cos ri + 2 sen rj + k 

18. R(r) = <? 3 'i - 4e? 3 'j - 2k;Q(r) = e'i - <?'j - 2<? 4 'k 

£/i /as ejercicios 19 a 22, verifique el teorema 11.2.5 para las 
funciones vectoriales del ejercicio indicado. 



En los ejercicios 45 y 46 haga lo siguiente: (a) obtenga una 
ecuacion cartesiana de la curva descritapor elpunto terminal de 
la representacion de posicion de R '(')>' (b) calcule R(t) * R'(f) 
e interprete el resultado geometricamente. 

45. R(r) = cosri + sen/j 

46. R(f) - cosh t\ - senh rj 

En los ejercicios 47 y 48, si a(t) es la medida en radianes del 
dngulo entre R(r) y Q(t), calcule D t a(t). 

47. R(r) = 3<? 2 'i - 4e 2t j y Q(r) 



6e 3 'j 



19. Ejercicio 15 
21. Ejercicio 17 



20. Ejercicio 16 
22. Ejercicio 18 



En los ejercicios 23 y 24, verifique el teorema 11.2.6 para las 
funciones dadas. 

23. f{t) = cos 2r; R es la funcion del ejercicio 9. 

24* f(0 = c'; R es la funcidn del ejercicio 8. 

En los ejercicios 25 y 26 y verifique el teorema 11.2.7 para las 
funciones vectoriales dadas del ejercicio indicado. 

25. Ejercicio 17 26. Ejercicio 18 

En los ejercicios 27 y 28, verifique el teorema 11.2.8 para las 
funciones indicadas. 

27. F(<f>) = <£i + <f> 2 j + ln<f>ky h(t) = e l 

28. F(<f>) = sen <f>i + cos <£j + <f>kyh(t) = sen" 1 1 

29. Demuestre el teorema 1 1 ,2.4. 

30. Demuestre el teorema 1 1 .2.6. 

31. Demuestre el teorema 1 1 .2.7. 

32. Demuestre el teorema 1 1.2.8. 

En los ejercicios 33 a 40, obtenga la funcion vectorial mas 
general cuya derivada tenga el valor de funcion indicado. 



33. tanri - ij 
35. In ri + r 2 j 



34. (r 2 - 9)i + {It - 5)j 
36. 



4 + t l 



37. e 3t i + e~ 3t j - te v k 38. 3'i - 2'j + e l k 

39. tan ri + sec rj + - k 40. r sen ri - r cos rj + rk 



41. SiR'(r) = ri + 



1 



-jyR(3) = 2i - 5 j, calcule R(r). 



r - 2 J 

42. Si R'(r) = sen 2 ri + 2 cos 2 rj y R(jt) = 0, calcule R(r). 

43. SiR'(r) = e'senri + cosrj - e'kyR(O) = i - j + k, 
calcule R(r). 



44. Si R'(r) 



t + 1 
4i - 3j + 5k, calcule R(r). 



L-i - tan rj + - r ^— k y R(0) 



48. R(r) = 2ri + (r 2 - l)j y Q(r) = 3ri 

En los ejercicios 49 a 52, calcule la longitud exacta del arco 
desde t l hasta t 2 de la curva que tiene la ecuacion vectorial 
dada. 

49. R(r) = (r + l)i - r 2 j + (1 - 2t)k\t x = -l;r 2 = 2 

50. R(r) = sen2ri + cos 2rj + 2r 3/2 k;r, = 0; r 2 = 1 

51. R(r) = 4r 3/2 i - 3 sen r j + 3 cos rk; r, = 0; r 2 = 2 

52. R(r) = r 2 i + (r + ±r 3 )j + (r - \t 2 )k-t { = 0;r 2 - I 

En los ejercicios 53 a 56, utilice el procedimiento NINT de la 
graficadora para obtener un valor aproximado, con cuatro di- 
gitos significativos, de la longitud de arco de r, a t 2 de la 
curva que tiene la ecuacion vectorial indicada. 

53. La cubica alabeada R(r) - ri + r 2 j + r 3 k; r, = 0; 
f 2 = 2 

54. R(r) = eh + e 1 } + lnrk;^ = 1 ; r 2 = 2 

55. R(r) = cosri + senrj + r 3 k; r, = -l;r 2 = 1 

56. R(r) = sen2ri + cos2rj + r ,/2 k; r, = 0; r 2 = 4 

57. Suponga que RyR' son funciones vectoriales definidas 
en un intervalo y que R' es diferenciable en el intervalo. 
Demuestre que 

D t [R'(r) • R'(0J = || R'<0 || 2 + R(0 • R"(r) 

58. Si || R(r) || = h(t), demuestre que 

R(r) • R'(r) = [h(t)][h\t)] 

59. Si la funcion vectorial R y la funcion real /son diferencia- 
bles en un intervalo y f(t) *= en el intervalo, demuestre 
que R//es tambien diferenciable en el intervalo y 



D f = 



R(0 



./('). 



/(r)R'(Q - f'(t)R(t) 
[f(0] 2 

60. Demuestre que si A y B son vectores constantes y / y g 
son funciones integrables, entonces 



J 



[A/(r) + B g (t)]dt = A \f(t)dt + 



B J g(t) dt 



Sugerencia; express A y B en terminos de i, j y k. 

61. Utilice el teorema 4 J .2 para funciones re ales a fin de pro- 
bar el teorema siguiente que corresponde a funciones 
vectoriales: si R y Q son dos funciones vectoriales ta- 
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les que R\t) — Q'{t) para toda f en un intervalo /, en- 
tonces existe un vector constante K tal que R(f) = 
Q(f) + K para toda / en /. 

62. Emplee el teorema del ejercicio 61 para demostrar el si- 
guiente teorema que corresponde al teorema 4.1.3 para 
funciones reales: si F(/) es una antiderivada particular de 
R en el intervalo /, entonces cada antiderivada de R en / 
esta dada por F(/) + C, donde C es un vector constante 
arbitrario. 

63. De una definicitfn de la integral definida de una funcion 
vectorial de manera semejante a la de integral indefinida. 
Despues utilice el primer teorema fundamental del calculo 
(4.7.1) para demostrar el siguiente teorema que correspon- 
de a funciones vectoriales: si la funcion R es continua en 



el intervalo cerrado [a, b] y t ts cualquier mimero de 
[a, b], entonces 



J a 



R{u)du = R(/) 



64. Utilice los teoremas de los ejercicios 62 y 63 para demos- 
trar el teorema siguiente que corresponde al segundo teo- 
rema fundamental del calculo (4,7.2): si la funcion R es 
continua en el intervalo cerrado \a, b\ y si F(/) es cual- 
quier antiderivada de R en [a, b], entonces 



f 



R(l)dl = ¥{b) - F(o) 



1 1.3 VECTORES TANGENTE UNITARIO Y NORMAL UNITARIO, 
Y LONGITUD DE ARCO COMO PARAMETRO 

Ahora se asociaran a cada punto de una curva dos vectores, el vector tangen- 
te unitario y el vector normal unitario. Estos vectores aparecen en muchas 
aplicaciones de las funciones vectoriales, algunas de las cuales se trataran en 
las dos secciones proximas. En esta section y en las secciones siguientes de 
este capftulo, se supondra que una curva tiene direccion (u orientacion) deter- 
minada por los valores crecientes del parametro. 



JdUUUU 



e vector tanqente unitario 



Si R(/) es el vector de posicion de una curva C en un punto P de C el 
vector tangente unitario de C en P, denotado por T(/), es el vector 
unitario en la direcci6n de D t R{t) si D t R{t) * 0. 



Como el vector unitario en la direccion de D t R(t) esta dado por 
D t R(t)l || D t R(t) || , entonces 



T(/) 



D t R(t) 

IIarwII 



(i) 



Del teorema 1 1 .2,9, puesto que T(f) es un vector unitario, D t T(t) debe ser 
ortogonal a T(r). Mientras que D t T(t) no necesariamente es un vector unitario, 
el vector D t T(t)f \\ D t T(t) || es unitario y tiene la misma direcci6n de D t T(t). 
Por tanto, D t T{t)j || D t T{t) || es un vector ortogonal a T(r), y se denomina 
vector normal unitario. 



1 1 .3.2 Definition de vector normal unitario 



Si T(/) es el vector tangente unitario de la curva C en el punto P,de C, 
el vector normal unitario, denotado por N(t), es el vector unitario en 
la direcci6n de D,T(f). 



De esta definicidn y de la discusi6n anterior, 



N(0 



lAT(r)|| 



(2) 
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Calcule T(r) y N(?) para la curva que tiene la 



► EJEMPLO i 

ecuacion vectorial 

R(0 = (t 3 - 3QI + 3r 2 j 

Dibuje una porci6n de la curva que contenga al punto donde t - 2 y las 
representaciones de T(2) y N(2) cuyo punto inicial es el punto para el cual 

t = 2. 



Solution 

D t R(t) = Qt 2 - 3)i + 6rj 



I ARCO j| = V(3' 2 ~ 3) 2 + 36r 2 
= ^J9(t 4 + It 1 + 1) 
- 3(/ 2 + 1) 



Dc(l), 

T(0 



P,R(0 

llAR(oll 



it 




Al diferenciar T(0 con respecto a t se obtiene 

At 2 - It 1 . 

(t 2 + l) 2 (t 2 + l) 2 J 



D t l(t) = 4/ , i + 2 2 ' 2 



Por tanto, 

l|O,T(0|| = 



16f 2 + 4 - 8f 2 + 4f 4 
U 2 + I) 4 (t 2 + l) 4 

< 4 + 8f 2 + 4f 4 
\l (f 2 + I) 4 

J 4(f 2 + l) 2 
\ C 2 + I) 4 



De (2), 
N(0 = 



D,T(<) 

IIat(?)|| 

2/ s 



] 



N(2) = ii 



J 



FIGURA1 



t 2 + 1 / 2 + 1 J 

Ahora se calcularan R(/), T(/) y N(0 para r = 2. 

R(2) = 2i + 12j T(2) = \i+ ±i 

La curva y los vectores requeridos se muestran en la figura 1 . ^ 

Debido a que los vectores tangente y normal unitarios son ortogonales 
el angulo entre ellos es [ - n. Por lo que del teorema 10.5.8, se tiene 

||T(r) X N(0|| = ||T(0|| ||N(i)|| seni^ 
= 1 
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FIGURA 2 



Piano norma] 




Piano osculador 
FIGURA 3 



Por tanto, el producto cruz de T(f) y N(r) es un vector unitario y, por el teo- 
rema 10.5.10 es ortogonal tanto a T(t) como a N(f). Este vector, llamado 
vector binomial unitario y denotado por B(f), esta definido por 



R(tf = T(f> X N(r) 



(3) 



Los tres vectores unitarios mutuamente ortogonales T(t), N(0 y B(f) 
de una curva C reciben el nombre de triedro movil (local, intrinseco o de 
Frene/) de C, el cual es importante en el estudio de desplazamientos en el es- 
pacio. Vea la figura 2. El triedro movil tambten se conoce como sistema de 
referenda de Frenet, en honor al matematico francos Jean-Frederic Frenet 
(1816-1900). Los pianos determinados por las representaciones de los tres 
vectores en un punto del espacio tienen nombres especificos. Como se indica 
en la figura 3, las representaciones de T(f) y N(f) en el punto P forman el 
piano osculador, las representaciones de T(f) y B(f) forman el piano recti- 
ficador, y las representaciones de N(f) y B(0 forman el piano normal. 



► EJEMPLO 2 

la helice circular 



Obtenga el triedro movil en cualquier punto de 
a > 



R(0 = a cos t\ + a sen tj + tk 
Solution Con 

D t R(t) = -a sen t i + a cos f j + k y || D,R(f) 
se obtiene de (1) 
1 



= 4a 1 + 1 



T(0 = 



4a 1 + 1 



(-a sen ti + a cos fj + k) 



Con 



D t T(t) = 



V^"+i 



(~a cos ri - a sen rj) y || Z>,T(r) || = 



se obtiene de (2) 



Va 2 - + 1 



(-a cos t\ - a sen t\) 



= -cos t\ 
Al aplicar (3) resulta 
1 



Va 2 + I 
sen t j 



4a 2 +1 



B(r) = 



i 

Va 2 +1 



(-a sen ti + a cos f j + k) X (-cos fi - sen f j) 
(sen fi - cos fj + ak) ^ 



De la ecuacion (1), el vector D t R(t\ puede expresarse como un escalar 
por el vector tangente unitario como sigue: 



D t R(t) = ||AR(r)||T(0 



(4) 
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FIGURA 4 



(||D,R(0|| \\D t Tit)\\)NU) 




FIGURA 5 



La figura 4 muestra una porcidn de la curva C junto con la representacidn de 
posicidn de R(/) y las representaciones de T(r) y D t R(t) cuyos puntos inn 
ciales est£n en el punto P de C. 

Ahora se usara (4) para calcular D t 2 R(t). Al aplicar el teorema I L2.6, se tiene 

D t 2 R(t) = (D t \\D t R(t)\\)T(t) + \\D t R(t)\\(D t T(t)) (5) 

De(2), 

D t T(t) = \\D g T(t)\\N(t) 
Si se sustituye de esta ecuacitfn en (5) resulta 

Dfm - ^fl^R(/)||)T(f) + (lARWll t|D,T(/)||)N<f> (6) 

Esta ecuacitfn expresa el vector D ( 2 R(t) como un escalar por el vector tan- 
gente unitario mas un escalar por el vector normal unitario. El coeficiente 
de T(r) del miembro derecho de (6) es la componente del vector D T 2 R(t) en 
la direccion del vector tangente unitario, mientras que el coeficiente de N(f) 
es la componente de D t 2 R(t) en la direccion del vector normal unitario. 

La figura 5 muestra la representation de posici6n de R(r) y la misma 
portion de la curva C que se muestra en la figura 4. Tambien se muestran en 
la figura 5 las representaciones de los siguientes vectores, cuyos puntos ini- 
ciales est^n todos en el punto P de C: 

D 2 R(t) T(/) (D t || D t R{t) || )T(I) N(/) ( || D t R(t) \\ \\ D t T(t) || )N(/) 

Observe que la representaci6n del vector normal unitario N(/) esta en el 
lado c6ncavo de la curva. 

En ocasiones, como en la siguiente seccion donde se calcula la curvatu- 
ra, es conveniente que el pardmetro de una ecuacion vectorial represente la 
longitud de arco. Por ejemplo, si una ecuacidn vectorial de la curva C es 

R(t) = f(t)i + g(t)i + h(t)k 

entonces en lugar de /, puede emplearse como pardmetro el numero de uni- 
dades de la longitud de arco s desde un punto Po(f(to), £('o)> hUo)) de C, ele- 
gido arbitrariamente, al punto P(f(t), g(t), h(t)) de C. Considere que s 
aumenta conforme / crece, de modo que s es positivo si la longitud de arco se 
mide en la direccidn de crecimiento de t y es negativa si se mide en la direc- 
cion opuesta. Por tanto, s es una distancia dirigida. A cada valor de s corres- 
ponde un solo punto P de C. En consecuencia, las coordenadas de P son 
funciones de s y s, a su vez, es una funcion de /, la cual, del teorema 1 L2. 1 1 , 
esta determinada por 



= I llA,R(«)|| 



du 



Del primer teorema fundamental del Calculo 



% = \o,m 



(7) 



Al sustituir de (7) en (4) se obtiene 
Z>,R(f) = ^T« 



(8) 
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Si el parametro de la ecuacion vectorial de C es s en lugar de t, se obtiene de 
esta ecuacion, al considerar t — s y observando que dsjds — 1 



D s K(s) = T(j) 
Este resultado se establece como teorema. 



1 1 .3,3 Teorema 



Si la ecuacion vectorial de una curva C es 
R(s) ^fW + g(i§ + IHdft 



donde s unidades es la longitud de arco medida desde un punto par- 
ticular Pq de C hasta el punto P, entonces el vector tangente unitario 
de C en P est£ dado por 

T(| m D S KU) 

si existe. 



Como se indic6 en las secciones 9.2 y 1 1.2, la mayoria de las veces la 
formula para calcular la longitud de arco conduce a una integral definida 
para la que la integral indefinida correspondiente no puede evaluarse en for- 
ma cerrada, lo cual significa que solo puede aproximarse la longitud de arco 
mediante tecnicas numericas o empleando el procedimiento NINT en la 
graficadora. Problemas semejantes se presentan cuando se tiene una ecua- 
cion vectorial de una curva que con tiene un par&metro t y se desea obtener 
una ecuaci6n vectorial de la curva que tenga como par&metro la longitud de 
arco s, Esto es, generalmente no puede expresarse s en terminos de t. Sin 
embargo, con frecuencia se puede calcular dsjdt a partir de la ecuacion (7), 
la cual regularmente satisface los propositos. 



W EJEMPLO 3 Dada la curva C cuya ecuacion vectorial es 

Rtf) = r 3 i + t 2 j + tk 
calcule dsjdt. 
Soluci6n De(7), 



ds 

dt 



= ilW)|| 

= ||3r 2 i + 2fj + k|| 

= V(3f 2 ) 2 + (20 2 + 1 



= V9r 4 + 4t 2 + 1 < 

Observe que para la curva del ejemplo anterior, si se desea expresar s en 
terminos de t a partir de la ecuacion 

^ = V9r 4 +4/ 2 + l 
dt 



se necesita evaluar la integral J ^9t 4 + At 2 + 1 dt. 
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En ocasiones puede expresarse s en terminos de t en un tiempo mas o 
menos grande, como en el ejemplo siguiente, donde las componentes i y j son 
las mismas que en el ejemplo 3 pero la componente k es 2 en lugar de t. 

w EJEMPLO 4 Dado que una ecuacion vectorial de la curva L es 

R(0 = t 3 i + t 2 \ + 2k t > 

determine una ecuacion vectorial de L que tenga a s como parametro, donde 
s unidades es la longitud de arco a partir del punto donde t = 0. 

Solucion Al derivar R(t) y calcular el modulo de D t R(t) se tiene 

D t R(t) = 3f 2 i + 2/j 

||AR(f)|| - V9? + 4t 2 
= J?^9t 2 +~4 
= t\9t 2 + 4 (porque/ > 0) 

Por tanto, 



at 



= tSt 2 + 4dt 

\ V9r 2 +4(18fdf) 



18 . 

= ±(9t 2 + 4) 3 ' 2 + C 

Como 5 = cuando t = 0, se obtiene C = - ^. De modo que 

s = ^(9f 2 + 4)3/2 _ | 

Al resolver esta ecuacion para t en terminos de s se tiene 

(9f 2 + 4) 3 ' 2 = 27^ + 8 
9f 2 + 4 = (275 + 8) 2/3 

Como t > 0, 

t = I V(275 + 8) 2 ' 3 - 4 

Si se sustituye este valor de t en la ecuacion vectorial de L se obtiene 

R(j) - ±[(21s + 8) 2 ' 3 - 4] 3 ' 2 i + ^[(275 + 8) 2/3 - 4]j + 2k 4 

Debido a que D s R(s) = T(s), y si R(s) - f(s)i + g(s)j + /z(s)k, 

T(5) = /'(s)i + g'(5)j + h\s)k 

Asi, como T(r) es un vector unitario, 

lf'(s)] 2 + [g'(s)] 2 + [h'(s)] 2 = I - § (9) 

En el ejercicio 30 se le pedira que utilice esta ecuacion para verificar la res- 
puesta del ejemplo 4. 
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EJERCICIOS 11.3 



En los ejercicios 1 a 6, obtenga T(f) y N(t), y en t ~ t { , dibuje 
una portion de la curva y las representaciones de T(^) y N(t j) 
que tienen punto initial en t = t x . 

1. R(r) = 3 cos /i + 3 sen t j; t x - ^k 

2. R(r) = cos3/i + sen3fj;f ] = \x 

3. R(/) = In sen /i + /j, < t < n\ t , = \n 



4. R(/) = t\ - lncosrj, -\\ 



2 

5. R(f) = (i/ J - /)i + r^ 



^ < t < ^K\t x =0 

2 

6. R(0 = ~t 2 i + i? 3 j;/, = 1 
En los ejercicios 7 a W, calcule T(/) y N(/). 

7. R(r) = (sen t - /cos /)i + (cos t + r sen /)j + 2k 

8. R(r) = sen3fi - cos3/j + 4/k 



\tH + I 



9. R(/) 



1,2; 



1/3| 



/ 3 k, r > 



*'' + 3* 

10. R(/) = e'cos/i + e'sen/j + e'k 

E/i /as ejercicios 11 a 14, determine el triedro movil de la 
curva en t = t { . 

11. La curva del ejercicio 7; t x = j ;r. 

12. La curva del ejercicio 8; t] — ^-k. 

13. La curva del ejercicio 9; ^ = 1 . 

14. La curva del ejercicio 10; t x = 0. 

En los ejercicios 15 y J 6, obtenga el triedro movil en cual- 
quier punto de la curva. 

15. R(r) = cos 3 fi + sen 3 rj + 2k, < t < }rK 

16. R(/) = cosh/i + senhfj + tk 

En los ejercicios 17 a 22, obtenga ecuaciones de los pianos 
osculador, rectificador y normal para la curva en t = t v 

17. La curva de los ejercicios 7 y 1 ] ; t x = \-n. 

18. La curva de los ejercicios 10 y 14; t x = 0. 

19. La curva de los ejercicios 9 y 13; ^ = 1 . 

20. La curva de los ejercicios 8 y 12; f, = ^k. 



21. La curva del ejercicio 15; t x 

22. La curva del ejercicio 16; /j 

23. Utilice el resultado del ejemplo 2 para determinar el 



4 

0. 



triedro movil de la helice circular 

R(/) = 2 cos t\ + 2 sen /j + tk 



en el punto donde t = ^K. Despues obtenga las ecua- 
ciones de los pianos osculador, rectificador y normal en 
ese punto. 

24. Calcule el coseno del angulo entre los vectores R(2) y T(2) 
para la curva R (t) = 3/ 2 i + (t 3 - 3f)j. 

25. Obtenga el coseno del angulo entre los vectores R( ^k) y 
T( ~ K) para la curva 

R(/) = 2senri + sen2rj + cos3fk. 

26. Determine el coseno del angulo entre el vector j y el vec- 
tor tangente unitario en el punto donde t = n de la curva 
R(0 = cos2ri - 3/j + 2sen2/k. 

27. Calcule la medida en radianes del angulo entre los vec- 
tores N(l) y D t 2 R(\) para la curva R(f) = (4 - 3f 2 )i + 
3 - 3/)j. 

En los ejercicios 28 y 29, para la curva dada, exprese la lon- 
gitud de arco s como unafuncion de t, donde s se mide a partir 
del punto donde t = 0. 

28. La cicloide R(t) = 2(f - sen /)i + 2(1 - cos f)j. 

29. R(r) = t\ + f 3/2 j 

30. Verifique la respuesta del ejemplo 4 empleando la ecua- 
cidn (9). 

En los ejercicios 31 a 36, obtenga una ecuacion vectorial de 
la curva que dene la longitud de arco s como pardmetro, 
donde s se mide a partir del punto donde t = 0. Verifique la 
respuesta utilizando la ecuacion (9). 

31. La curva del ejercicio 7. 

32. La curva del ejercicio 8. 

33. La curva del ejercicio 9. 

34. La curva del ejercicio 1 0. 

35. La curva del ejercicio 15. 

36. La curva del ejercicio 16. 

37. Demuestre que el vector tangente unitario de la helice 
circular del ejemplo 2 forma un angulo de medida cons- 
tants en radianes, con el vector unitario k. 

38. Demuestre que si una particula se mueve sobre una recta, 
el vector normal unitario no esta definido. 



11.4 CURVATURA 



La curvatura es un concepto importante en el estudio de la geometria dife- 
rencial y del movimiento curvilineo. Dicho concepto proporciona la tasa de 
variacion (o cambio) de la direccion de una curva con respecto a la variacion 
en su longitud. 

El estudio de la curvatura se inicia con una curva plana C, y se considera 
que <f> radianes es la medida del angulo, medido en el sentido contrario al giro 
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A<f> > As 
FIGURA 2 




de las manecillas del reloj, desde la direccion del eje x positivo hasta la direc- 
ci6n del vector tangente unitario J(t) en el punto P de C. Refi6rase a la figu- 
ra 1 la cual muestra el angulo <f> y T(0, donde s unidades, es la longitud de 
arco a partir de un punto P de C hasta P. En el punto Q de C, la medida en ra- 
dianes del angulo que determina la direccion de T(/ + At) es <f> + A<£, y 
s + As unidades es la longitud de arco de P a Q- En la figura 1, tanto A<f> 
como As son numeros positivos. Las figuras 2, 3 y 4 muestran la situation 
cuando al menos uno de estos numeros es negativo. En las cuatro figuras, la 
longitud de arco de P a Q es \As\ unidades, y la raz6n | A<£/As | parece una 
buena medida de lo que intuitivamente se considerarfa como la curvatura 
promedio a lo largo del arco PQ. De este modo, una definicion adecuada para 
la curvatura de una curva plana seria el numero | d<t>fds | , el cual es el valor 
absoluto de la tasa de variation de <j> con respecto a la medida de la longitud 
de arco a lo largo de la curva. Mientras que este numero es consistente con la 
notion intuitiva de curvatura para una curva plana, tal definicion no seria 
adecuada para la curvatura de una curva en el espacio tridimensional debido 
a que no se asocia un solo angulo <f> con el vector tangente unitario. A fin de 
llegar a una definicion que se aplique tanto a curvas de R 2 como de F?, se 
procedera a obtener una expresion para \d<f>/ds\ en R 2 que tambien tenga 
significado para R 3 . 

Refierase a la figura 5 donde C es una curva en R 2 . Primero se expresa 
T(r) en terminos de <j>. Como || T(/) || = 1 , de la ecuacion (5) de la seccion 
10.1 se tiene 

T(0 = cos <f>\ + sen <f>\ 

Al diferenciar esta ecuacion con respecto a <f> se obtiene 



Djjit) = -sen 4>i + cos <f>} 



Asi, 



t^T(0||= 1 



(1) 



(2) 



de modo que D^T(t) es un vector unitario. 

Ahora se obtendra una expresi6n para D/T(t\ donde s unidades es la 
longitud de arco medida desde un punto de C elegido arbitrariamente hasta el 
punto P, y s se incrementa conforme t crece. De la regla de la cadena (teo- 
rema 11.2.8), 

D s T(t) = ^T(0^ 
||O,T(l)||=I^T(0^l 



= l!^T(0|| 



d<f> 



ds 



Si en la ecuacion anterior se reemplaza || D^T(t) \\ por 1, de acuerdo con (2), 
se obtiene 






(3) 



Como || D s T(t) || tiene significado para curvas en /? 3 asi como en /? 2 , se de- 
finira lo que es la curvatura de una curva en un punto, y se definira tambien 
el vector correspondiente o vector curvatura. 
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1 1,4.1 Definition de vector curvature y curvatura 



Si T(/) es el vector tangente unitario a una curva C en un punto P, s es 
la longitud de arco medida desde un punto P de C elegido arbitraria- 
mente, y s crece conforme t se incrementa, entonces el vector cur- 
vatura de C en P, denotado por K(0, se define como 

La curvatura de C en P, denotada por K(t), es el modulo del vector 
curvatura; esto es 



FIGURA 5 



K(t) = \\D s T(t)\\ 



Con el fin de obtener el vector curvatura para una curva particular con- 
viene tener una formula que exprese el vector curvatura en terminos de las 
derivadas con respecto a t. De la regla de la cadena, 



D t T{t) = D s T(t) 



ds 



De la ecuacion (7) de la seccion 1 1.3, ^ = || D,R(f) || . Asi, 
D t T(t) = [Z) s T(0] || D t R(t) || 
D,T(t) 



D s T(t) = 



|O r R(0ll 



Al sustituir de esta ecuaci6n en la formula para K(f) de la definici6n 1 1 .4.1, se 
obtiene 



K«) = 

Como K(t) = 

WW = 



||z>,R(0|] 
I K(0 1 1 , la curvatura esta dada por 

ItAT(Ol) 



llA»(0ll 



(4) 



(5) 



^ EJEMPLO 1 Dada la circunferencia de radio a: 

R(0 = a cos M + a sen rj a > 
determine el vector curvatura y la curvatura para cualquier valor de L 

Solution 



D t R(t) = -a sen t\ + a cos f j || D t R(t) || ~ ^(-a sen t) 2 + (a cos t) 2 

= a 
Por tanto, 



T(0 



P,R(0 

IIW)II 

= -sen ti + cos t\ 



AT(0 _ cos t . _ sen t . 
\\D t R(t)\\ a a J 



D t T{t) = -cos ti - sen t j 
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En consecuencia, el vector curvatura y la curvatura estan dadas por 

K(r) = --cosri - -senrj K{t) = ||K(o|| 

a a " 

= i < 

a 

El resultado del ejemplo 1 afirma que la curvatura de una circunferencia 
es constante, lo cual es algo que se esperaba. Ademas, es el reciproco del radio. 

W EJEMPLO 2 Calcule la curvatura de la curva que tiene la 
ecuacion vectorial 

R(0 = r'i + 2 lnrj + 2tk 

Solution 

D t R(t) = -r 2 \ + 2r l j + 2k || ARC) || = yj(-r 2 ) 2 + (2r ] ) 2 + 2 2 

= Vr 4 + 4r 2 + 4 

= r 2 + 2 



t« = -°0™ 



AR(Oll 
-r 2 \ + 2r*j + 2k 

r 2 + 2 

-i + 2rj + 2r 2 k 
1 + It 2 

n T(f . _ (1 + 2r 2 )(2j + 4rk) - 4r(-i + 2rj + 2r 2 k) 
D ' Tit) " (l + 2r 2 ) 2 

4ri + (2- 4r 2 )j+ 4rk 
(1 + 2r 2 ) 2 



W) 





V4 + 16r 2 + 16r 4 




(1 + 2r 2 ) 2 




2V(1 + 2f 2 ) 2 




(1 + 2r 2 ) 2 




2 




1 + 2t 2 




||AT(/)|| 




IIarwII 




2 




1 + 2f 2 




r 2 + 2 




2r 2 



(1 + 2f 2 ) 2 

Como puede verse en el ejemplo anterior, la determination de la curva- 
tura a partir de las f6rmulas (4) y (5) puede ser larga y tediosa. El teorema 
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siguiente proporciona una formula mas practica para calcular la curvatura, Ja 
cual es m£s ftcil aplicar que el procedimiento del ejemplo 2. 



1 1.4.2 Teorema 



Si R(4 es cl vector de posleiori de la eurva C, entonces Ja curvatura 
K(t) de C esta dcteixninada por 



J»w- 



j|Q»(0 X D r 2 R(f)|f 

llAR(Oll 



La demostracion de este teorema se deja como ejercicio (vea el ejercicio 
56). Aunque el producto cruz no esta" definido para vectores bidimensionales, 
la f6rmula del teorema tambten puede aplicarse a curvas en R 2 consideran- 
do la componente k como 0. 



W EJEMPLO 3 Aplique la formula del teorema 1 1 .4.2 a fin de 
obtener la curvatura de la curva del ejemplo 2. 

Solucion Una ecuacion vectorial de la curva es 



R(/) = r l i + 2 1n/j + 2/k 
D t R(t) = -r 2 i + 2r l i + 2 k 
D, 2 R(/) - 2r 3 i - 2r 2 i 



||D f R(0|| = r 2 + 2 



D t R(t) X D 2 R(t) = 



J k 

2r l 2 

-2r 2 

= 4r 3 j + 2r 4 k - 4r 4 k + 4r 2 i 
= 4r 2 i + 4r 3 j - 2r 4 k 



-r 2 

2r 3 



|| D f R(/) X D, 2 R« || = Vi6r 4 + 16r 6 + 4r 8 

= 2r 2 V4 + 4r 2 + r 4 
= 2r 2 (2 + r 2 ) 

De la f6rmula del teorema 1 1.4.2, 



K{t) = 



2r 2 (2 + r 2 ) 
(r 2 + 2) 3 
2r 2 



{c l + 2) 2 

= 2 ' 2 < 

(1 + 2r 2 ) 2 

Compare la solucion del ejemplo anterior con la del ejemplo 2, lo cual 
debe convencerle de la ventaja obtenida al emplear el teorema 1 1 .4.2. 

Ahora suponga que la curva plana C tiene la ecuacion vectorial 
R(0 = f(t)l + g(t)j y que en un punto particular Po(/('o)> #('o)) * a curvatu- 
ra es K(t ) * 0. Considere la circunferencia que tiene la curvatura cons- 
tan te K(t ), cuyo centro esta en el lado c6ncavo de C, y que es tangente a la 
curva C en P - Del ejemplo 1, el radio de esta circunferencia es l/^f(f ). 
Esta circunferencia se denomina circunferencia osculatriz (o circunfe- 
rencia de curvatura) de C en Pq, y su radio es el radio de curvatura, el cual 
se define formalmente a continuaci6n. 
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1 1.4.3 Definicion de radio de curvatura 



Si K(t$) es la curvatura de la curva plana C en el punto P , donde 
t ~ fa y $£{($) # 0, entonces el radio de curvatura de C en P& de- 
notado por p(f ), se define co-mo 



P(%) = 



K(i ) 






FIGURA 6 


Tablal 




t x y 


-2 


-4 3 


-1 


-2 





-1 


1 


2 


2 


4 3 



W EJEMPLO 4 Para la curva C que tiene la ecuacion vectorial 

R(0 = 2/i + (t 2 - l)j 

determine lo siguiente en el punto donde t = 1: (a) el vector tangente uni- 
tario; (b) la curvatura; (c) el radio de curvatura. Dibuje una porcion de la 
curva, el vector tangente unitario y la circunferencia osculatriz para t = 1 . 

Solution 

D t R(t) = 2i + 2/j 
AR(0 



||Z>,R(0|| = 2Vl + t 2 



'W - 


IIar(oII 








1 i + 


f 


. 




V1 + / 2 


•x/l + f 2 


" J 


D|T(f) = 


r 


. 


1 


(1 + ,2)3/2 


0- 


h ,2)3/2 


K(r) = 


AT(0 
llARWll 








/ 


, 


1 




2(1 + t 2 ) 1 


2(1 


+ f 2 ) 2 


K(fl = 


l|KW|| 








1 ' 2 




1 




^4(1 + f 2 ) 4 


4(1 


W 2 ) 4 




1 







2(l + f 2 ) 3/2 

(a)T(l)= A i+ i j (b) * (1) = ^ 



(c) p(l) = 4V2 



La figura 6 muestra una porcion de la curva, el vector tangente unitario y la 
circunferencia osculatriz en t = 1. Para dibujar la curva se localizaron 
algunos puntos a partir de los valores de x y y proporcionados en la tabla 1 
cuando t toma los valores -2, -1,0, 1 y 2. Tambien observe que la curva tie- 
ne una recta tangente horizontal en t = 0. *4 

Ahora se obtendra una formula para ealcular la curvatura de una curva 
plana a partir de las ecuaciones parametricas de la curva: 

x=f(t) y y = g(t) 
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Como K(t) = | d<f>jds | , primero se calcula d</>jds. 



d<j> 
d<t> = _dt_ 
ds ds 

dt 



ds 



Con la suposicion de que s se incrementa cuando / crece, — > 0. De 
modo que, 



d<f> 

ds 



d<f> 
dt 



d<f> 



(6) 



Para calcular ~~r~, se observa que como <j> es la medida en radianes del an- 
gulo que indica la direccion del vector tangente unitario, 

dy 

tan <h - # 
ax 

dt 

Al diferenciar implicitamente con respecto a / los dos miembros de esta ecua- 
ci6n se obtiene 



dx 
2 ^ d<f> [dt. 



sec 2 d> —7- = 
^ dt 



m 



dy] (£1 
dt) [dt 2 



d<j> 
dt 



(f 



sec 2 p 2 



(7) 



Debido a que sec 2 <£ = 1 + tan 2 $, se tiene 

^2 



sec 2 0=1 + 






Si se sustituye esta expresion para sec 2 en (7) resulta 

(D(3-(S)(£) 



d<j> 

dt 



(f * (f 

Al reemplazar de esta ecuacion en (6), y como K{t) = 

UJU 2 / WUv 



d<£ 



ds 



, se tiene 



K(t) = 



#♦ (f r 



(8) 
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W EJEMPLO 5 Calcule la curvatura de la curva C del ejemplo-4 
empleando la formula (8). 

Solution Las ecuaciones parametricas para C son x - 2tyy = t 2 - 1. 
En consecuencia, 



dx « 
dt 

Por tanto, de (8), 



d 2 x 

dt 2 



= 



dy 
dt 



= It 



d 2 y 
dt 2 



= 2 



K{t) = 



1 2(2) -2/(0) | 

[(2) 2 +(20 2 1 3/2 
4 

(4 + 4,2)3/2 

= l - 4 

2(1 + r 2 ) 3 ' 2 

Suponga que la ecuacion cartesiana de una curva se expresa en una de 
las formas y = F(x) o x = G(y). Se pueden emplear casos especiales de (8) 
para calcular la curvatura en tales situaciones. 

Si y = F(x) es una ecuacion de la curva C, un conjunto de ecuacio- 
nes parametricas de C es x = tyy = F(t). Entonces 



dx _ , 
dt 



dr 2 d> <& 



d^y _ d^y 
dt 2 " ^x 2 



Al sustituir en (8) se obtiene 



a: - 




^ 2 y 
<*x 2 








[■ ♦ 8T] 


3/2 




De manera semejante, si una ecuacion de la curva C es x = 


= G(y) 




</ 2 X 






K - 




<fy. 2 








Mff" 


3/2 

















(9) 



► EJEMPLO 6 



Si la ecuacion de la curva C es 



calcule el radio de curvatura de C en el punto (1, 1) y dibuje la curva y la 
circunferencia de osculatriz en (1, 1). 



Solution 

dy = _ J_ 
dx x 2 



d 2 y _ 2 
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FIGURA 7 



Se calcula K a partir de (9) y despues se obtiene p = \jK. 



K = 



1 + 



1 



13/2 



2U 3 I 



(X 4 + \)*' 2 

2U 3 | 



(X 4 + l) 3 / 2 

Por tanto, en ( 1 , 1 ), p = V2 . La curva y la circunferencia osculatriz se mues- 
tran en la figura 7. A 



EJERCICIOS 11.4 



En los ejercicios 1 a 6, para la curva y tj del ejercicio indicado 
de la section / L3, calcule la curvatura K y el radio de curva- 
tura p en el pun to donde t = t t . Utilice la formula (5) para 
obtener K. Dibuje una portion de la curva, el vector unita- 



rio tangent e y la circunferencia osculatriz en t 



1. Ejercicio 1 
4. Ejercicio 4 



2. Ejercicio 2 
5. Ejercicio 5 



3. Ejercicio 3 
6. Ejercicio 6 



En los ejercicios 7 a 10, para los ejercicios indicados de la 
section 11.3, calcule la curvatura K aplicando la formula (5). 

7. Ejercicio 7 8. Ejercicio 8 9. Ejercicio 9 

10. Ejercicio 10 

En los ejercicios 11 a 14, utilice la formula del teorema 11.4.2 
para obtener la curvatura de la curva del ejercicio indicado 
de esta section. 

11. Ejercicio 7 12. Ejercicio 8 13. Ejercicio 9 

14. Ejercicio 10 

En los ejercicios 15 y 16, aplique la formula del teorema 11.4.2 
para calcular la curvatura de la curva en elpunto indicado. 

15. La cubica alabeada R(r) = ti + t 2 } + f 3 k; el origen 

16. R(t) = e x \ + e ! j + fk; t = 

En los ejercicios 17 y 18, obtenga la curvatura K empleando la 
formula (8). Despues calcule K y p en el punto donde t = t u 
y dibuje una portion de la curva, el vector tangente unitario y 
la circunferencia osculatriz en t — t v 

1 1 



17. x , 

1 + t 

18. x = e< + e~ 



1 







En los ejercicios 19 a 26, determine la curvatura K y el radio 
de curvatura p en el punto indicado. Dibuje una portion de la 
curva, una parte de la recta tangente y la circunferencia 
osculatriz en elpunto dado. 

19. y = 2V^;(0,0) 20. y 2 = * 3 ;(|^) 

21. y = e x ](0, 1) 22. y = In *;(<?, 1) 

23. x = sen >;(£,£«) 24. 4x 2 + 9y 2 = 36; (0, 2) 



En los ejercicios 27 a 34, calcule el radio de curvatura en 
cualquier punto de la curva dada. 

27. y ~ sen" 1 x 28. y = In sec x 

29. 4jc 2 - 9y 2 = 16 30. x = tan -1 y 

31. x 112 + y 112 = a it2 

32. R(f) = e'sentl + e'costj 

33. La cicloide x — a(t - sen t), y — a(\ - cos t) 

34. Latractrizjt = t - a tanh -,y = a seen - 

a a 

En los ejercicios 35 a 38, obtenga un punto de la curva dada 
en el que la curvatura es un mdximo absoluto. 

35. y - e x 36. y = x 2 - 2x + 3 

37. R(f) = {It - 3)i + (t 2 - l)j 38. y = sen* 

39, El centro de la circunferencia osculatriz de la curva C 
en un punto P se denomina centro de curvatura en P. 
Demuestre que las coordenadas del centro de curvatura de 
C en P(x t v) estan dadas por 



dx 



£l 
dx 2 



fill 

dx 2 



En los ejercicios 40 a 42, calcule la curvatura K, el radio de 
curvatura py el centro de curvatura en el punto indicado. Di- 
buje la curva y la circunferencia osculatriz. 

40. v = In*; (1,0) 41. y = x A - x 2 \ (0, 0) 

42. y = cosjc; {^k, i) 

En los ejercicios 43 a 46, determine las coordenadas del cen- 
tro de curvatura en cualquier punto. 



43, y 2 = Apx 



44. y 3 



25. x = V7^^;(2, 5) 26. x = tany;(l, \k) 



45. R(r) = acosri + fesenrj 

46. R(r) = a cos 3 t\ + a sen 3 tj 
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47. 



La figura adjunta muestra una rampa de salida curvada 
desde un camino recto y un si sterna coordenado cartes ia- 
no rectangular dispuesto de modo que la rampa comienza 
en el origen y el camino esta sobre el eje x. La rampa coin- 
cide con la grafica de y - ~ x 4 desde el origen hasta el 
punto P(3, I), y despu6s con la circunferencia osculatriz 
de esta grafica en P. Determine el centro y radio de cur- 
vatura de la circunferencia. 




arcode 
circunferencia 



48. Demuestre que la curvatura de una recta es cero en cada 
uno de sus puntos. 

49. Obtenga una ecuacion de la circunferencia osculatriz 
de la curva y = e x en el punto (0, 1 ). 

50. Si una ecuacion polar de una curva es r - F(6), demues- 
tre que la curvatura K esta dada por la formula 



K = 



+ 2 



($-'(*$ 



[•* * (t ]■" 



En los ejercicios 51 a 54, calcule la curvatura Ky el radio de 
curvatura p en el punto indicado. Utilice la formula del ejef- 
cicio 50 para determinar K. 

52. r = t" - sen 0; 6 = 
2 Ia. a _ l„ 54> r = a6 , e = j 



51. r = 4 cos 26; d = ^ n 



53. r = a sec 2 \S\ 6 



¥ 



55. Demuestre que si R(r) es el vector de posicidn de la curva 
C, K{t) es la curvatura de C en un punto P, y s unidades es 
la longitud de arco medida desde un punto P de C ele- 
gido arbitrariamente, entonces 



D s R(t) • D* R(0 



-[^)J 2 



56. Demuestre el teorema 1 1 .4.2. 

57. Demuestre que la curvatura de la catenaria 

v = acosh(x/a) 

en cualquier punto (x, y) de la curva es ajy 2 . Dibuje la 
circunferencia osculatriz en eJ punto (0, a). Explique por 
que la curvatura K es un maximo absoluto en (0, a) sin 
referirse a K '(x). 

58. Demuestre que la curvatura de la helice circular 

R(r) = acosti + a sent} + btk a > 0, b > 

es aj(a 2 + b 2 ). Sugerencia: utilice la formula del teore- 
ma 11.4.2. 

59. A partir del resultado del ejericicio 58, determine la cur- 
vatura maxima para la helice de ese ejercicio para un va- 
lor fijo de b. 

60. A partir del resultado del ejercicio 58, explique el efecto 
en la curvatura de la helice si (i) b se incrementa para un 
valor fijo de a, y (ii) si a se disminuye para un valor fijo 
defc. 
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En las discusiones anteriores acerca del movimiento de una particula, este se 
restringio al movimiento rectilineo. Ahora se considerara el movimiento de 
una particula a lo largo de una curva, denominado movimiento curvilineo. 
Suponga que C es la curva cuya ecuacion vectorial es 

R(0 = f(t)i + g(/)j + h(t)k 

donde / denota el tiempo. Conforme / varia, el punto terminal P de OP des- 
cribe la curva C, de modo que la posicion de una particula, que se mueve a lo 
largo de C, en el tiempo / unidades es el punto P{f{t\ g{t), h(t)). A continua- 
cion se definir£n el vector vetocidad y el vector aceleracidn. 



1 1.5.1 Definicion de velocidad y aceleracidn 
en e! movimiento curvilineo 



Sea C la curva cuya ecuaci6n vectorial es 
»(<) = /(r)i + g(t)j + h{t)k 
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Si una particula se mueve a lo largo de C de modo que su posieion en 
cualquier tiempo f unidades es el punto P(f(t), g(t), h(t)), entonces el" 
vector velocidad V(f) y el vector aceleracion A(f) en el punto P se de- 
fmen como 



\(t) = R'(0 « V(0 - /'«i 
MO = R"(0 <=> A(r) =/"(0i 

donde R"0) existe. 



+ g\f)l + AXOk 

+ g"M + /*"»k 



<=> A(r) = V'(0 



Puesto que la direction de R'(0 en el punto P es la misma que la de la 
recta tangente a la curva en P, entonces el vector velocidad V(f) tiene esta 
direccibn en P. 

El modulo o intensidad (o tambien magnitud) del vector velocidad, 
|| \(t) || , es una medida de la rapidez de la particula. 

La figura 1 muestra las representaciones de los vectores velocidad y 
aceleracion en el punto P de C. 



FIGURA 1 



W EJEMPLO 1 Una particula se mueve a lo largo de la curva 
plana que tiene la ecuacion vectorial 



R(0 = 4 cos \t\ + 4 sen [ - f j 

Calcule la rapidez de la particula y el modulo del vector aceleracion de la 
particula a los t segundos si la distancia se mide en centimetros. Dibuje 
la trayectoria de la particula y las representaciones de los vectores velocidad 
y aceleracion en el punto donde t - \^n. 



Solution Al calcular V(0 y A(f) se tiene 

A« - V'(0 



V(0 = R'(t) 

= -2 sen ~t\ + 2 cos ^ fj 



|V(0|| = ^/(-2 sen i*) 2 +(2 cos if) 2 
= ~J4 sen 2 ^ t + 4 cos 2 ^ t 

= 2 



= -cos^fi - sen~rj 

| AW || - ^(- cos if) 2 +(-senif) 2 

= 1 



Por tan to, la rapidez de la particula es constante e igual a 2 cm/ s. El 
modulo del vector aceleracion tambien es constante e igual a I cm/5 2 . 
Las ecuaciones param&ricas de C son 



4 cos ~t 



y = 4 sen \ t 



< i < An 



Al eliminar el parametro t de estas ecuaciones se obtiene la ecuacion 
cartesiana 

x 2 + y 2 = 16 

la cual es la ecuacion de la circunferencia con centro en el origen y radio 4. 
Ahora se determinaran los vectores velocidad y aceleracion en t = \n. 



V(Iff) = -2seni;ri + 2cos^j 
= -i + V3j 



A(i;r) = -cos^i - sen^j 

- _ » F\\ _ 1 s 
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P(2 -A 2) 



x + y* = 

FIGURA 



La direccion de V( ^ n) esta determinada por 



tan 0! = -V3 



-^ < ^ < /r 



y la direccion de A( ^n) esta dada por 



tan #2 = 



V3 



7T < #2 < ^7T 



Asi, 8\ = 1 7T y #2 = | ^- La figura 2 muestra la trayectoria de la particula 
y las representaciones de los vectores velocidad y aceleracidn que tienen 
punto inicial para el cual t = | /r. ^ 

De manera semejante en que se simul<5 el movimiento rectilineo, se pue- 
de simular el movimiento curvilfneo en el piano en la graficadora como se 
muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Para observar el movimien- 
to de la particula sobre la circunferencia del ejemplo 1 , active la graficadora 
en modo parametrico e introduzca las ecuaciones parametricas de la circunfe- 
rencia. Para el rectangulo de inspection de [-7.5, 7.5] por [-5, 5], considere 
'min = 0, t mi% - An y r step = 0. 1 . Oprima la tecla [trace] , despues presione 
la tecla de avance a la izquierda y mantengala presionada hasta que el cursor 
este en / = 0. Ahora presione la tecla de avance a la derecha y manten- 
gala oprimida. El cursor representa la particula que se desplaza a lo largo de 
la circunferencia. ^ 



Tablal 



l 


X 


y 





I 





0.5 
1 


2.25 
4 


0.125 

1 


1.5 


6.25 


3.375 


2 


9 


8 




5 10 

R(r) = (r + 2/ + 1)1 + r 3 j < t < 2 
FIGURA 3 



W EJEMPLO 2 La position de una particula que se mueve en el 
piano, en el tiempo t unidades, esta dada por la ecuacion vectorial 

R(0 = (t 2 + It + l)i + r 3 j < t < 2 

(a) Calcule \(t) y A(f), || \(t) || y || A(f) || . (b) Determine los vectores ve- 
locidad y aceleracion en / = 1(c) Dibuje la trayectoria de la particula 
e ilustre las representaciones de los vectores de velocidad y aceleracion 
en de t = 1. (d) Simule el movimiento de la particula en la graficadora. 
(e) Trace la trayectoria de la particula en la graficadora activada en el 
modo punto. 



Solucion 

(a) V(r) = R'(f) 

- (2t + 2)i + 3r 2 j 

||V(0|| = V(2' + 2) 2 + (3f 2 ) 2 



A(0 = V'(0 
= 2i + 6rj 



| A(/) II = V4 + 36r 2 " 



(b) 



= V9r 4 + At 1 + 8/ + 4 
|V(I)|| = 5 



||A(1)|| = V40 
- 6.32 
(c) Las ecuaciones parametricas de la trayectoria de la particula son 

x - t 2 + It + 1 y y = t 3 

Se localizan algunos puntos (*, y) de la trayectoria a partir de los valores 
de la tabla 1 . Al considerar estos puntos y la continuidad de las compo- 
nentes de R(t) se dibuja la trayectoria mostrada en la figura 3. Esta fi- 
gura tambien muestra las representaciones de V(l) y A(l). 
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[0, 12]por[0, 8] 

x = t 2 + It + 1 y y ■ 



FIGURA4 




[0, 12]por[0,8] 

f 2 + It + I y y - r 3 

FIGURA 5 




R(0 = 3ri + t 2 } + h\ t > 
FIGURA 6 



(d) A fin de simular el movimiento en la graficadora, esta se activa en modo 
parametrico y se introducen las ecuaciones parametricas del inciso (c). 
Para el rectangulo de inspeccion de [0, 12] por [0, 8] se consideran los 
valoresi min = y t m ^ x = 2yf step = 0.05 . Oprima la tecla i trace | , despues 
presione la tecla avance a la izquierda y mantengala presionada hasta 
que el cursor este en t - 0. La figura 4 muestra la pantalla de la grafica- 
dora como debe verse hasta este momento. Ahora presione la tecla 
avance a la derecha y observe la particula, representada por el cursor, 
que se mueve a lo largo de la curva. 

(e) La figura 5 muestra la pantalla de la graficadora activada en el modo 
punto con la misma ventana y los mismos valores de t y f step del inci- 
so (c). Observe que la distancia entre dos puntos sucesivos trazados se 
hace mas grande a medida que t se incrementa, lo cual indica que la ra- 
pidez de la particula se incrementa conforme t crece. A 



W EJEMPLO 3 Una particula se mueve a lo largo de la curva que 
tiene la ecuacion vectorial 

R(0 = 3d + f 2 j + |/ 3 k t > 

Obtenga los vectores velocidad y aceleracion asi como la rapidez de la par- 
ticula en t = 1 . Dibuje una porcion de la curva que contenga al punto para el 
cual t = 1 , y las representaciones de los vectores velocidad y aceleracion en 
ese punto. 

Solution Al calcular V(f) y A(f) se obtiene 



V(0 = D t K(t) 

= 3i + 2/j + 2t 2 k 

t V(0 II = V9 + At 2 + 4t 4 



A(r) = D t V{t) 
= 2j + 4/k 



Asi, 



V(l) = 3i + 2j + 2k A(l) = 2j + 4k ||V(1)|| = Vl7 
Las ecuaciones parametricas de la curva dada son 

x = 3/ y - t 2 z = ]t 3 

Puesto que t > 0, la particula se desplaza del origen hacia arriba en el pri- 
mer octante conforme / se incrementa. La porcion de la curva en t ~ 1 y las 
representaciones de V( 1 ) y A( 1 ) se muestran en la figura 6. A 

De la ecuacion (8) de la seccion 11.3, si T{t) es el vector tangente uni- 
tario en P, s es la longitud de arco de C, que parte de un punto fijo hasta P, y s 
se incrementa conforme t crece, entonces 

D t K(t) = ^T(f) 
at 

Como el miembro izquierdo de esta ecuacion es el vector velocidad, se tiene 

vm - §m (i) 
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y por tanto, 

l|V(0|| = § ' (2) 

esto es, la rapidez de una particula es la tasa de variacion de s con respecto 
at. De(l)y(2), 



|V(r)|| 

La ecuacion (I) expresa el vector velocidad xromo un escalar por el vec- 
tor tan gen te unitario. El coeficiente de T(0, dsjdt, se denomina componente 
tangencial del vector velocidad. Ahora se expresara el vector aceleracion 
en terminos de un vector tangente a la direccion de movimiento y a un vector 
normal a esta direccion. 

Si se sustituye D t 2 R(t) por A(f) en la ecuacion (6) de la seccion 11.3, 
se obtiene 

A(0 = (D t \\D t R(t)\\)T(t) + (||Z>,R(f)|| ||D f T(r)||)N(0 

D t R(t)\\K(t). Al 



De la ecuacion (5) de la seccion 11.4, ||D f T(o|| = | 
efectuar la sustitucion de este valor, y reemplazar || D t R(t) 
ecuacion anterior, se tiene 



por dsjdt en la 



d 2 Sw* . (ds) 2 



Mt) = P T(/) + '^' mm (3) 



La ecuacion (3) expresa el vector aceleracion como la suma de un esca- 
lar por el vector tangente unitario y un escalar por el vector normal unitario; 
esto es, A(t) se transforma en la suma de un vector tangente a la direccion de 
movimiento y un vector normal a esta direccion. El coeficiente de T(t) se 
Llama componente tangencial del vector aceleracion y se denota por A T (t) y 
mientras que el coeficiente de N(0 se denomina componente normal del 
vector aceleracion y se representa por A N (t). De esta manera, 

A(r) = A T (t)T(t) + A N (t)N(t) (4) 

donde 



-WO - $ (5) 



.air 

Pit) 



Atffl- (f) 2 ^') « ^ = ^ < 6 > 



Puede ocasionarse un cambio en el vector velocidad, V(/), mediante un 
cambio en su intensidad (modulo) o en su direccion. Como A(f) = D t Y(t), la 
tasa de variacion de V(/) con respecto a t es A(/). Observe en la ecuacion (5) 
que A T (t) es la tasa de variaci<5n de la rapidez de la particula; esto es, A T (t) 
esta relacionado con la variacion de la intensidad (modulo) de \(t). Debido a 
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que A N (t) involucra a la curvatura K(t), A N (t) esta relacionado con la varia- 
tion de la direcci6n de V(f). Estos resultados son importantes en mec&nica. 
La segunda ley de Newton sobre el movimiento es 

F = mA (7) 

donde F es el vector fuerza aplicado a un objeto que se mueve, m es la me- 
dida constante de la masa del objeto, y A es el vector aceleracion del objeto. 
Al sustituir de (3) en (7) y considerando v - dsjdt, se tiene 

F(r) = m — T(0 + mv 2 K(t)m) 
dt 

Asf, en el movimiento curvilineo, la componente normal de F es 



mv 2 K(t) 



2 



<=> 



mv 
Pit) 



la cual es la intensidad (modulo) de la fuerza normal a la curva necesaria para 
mantener al objeto sobre la curva. Por ejemplo, si un automovil se desplaza 
sobre una curva con una rapidez grande («alta velocidad»), entonces la fuer- 
za normal ejercida por la carretera debe tener una intensidad grande para 
mantener al carro sobre la carretera. Tambien, si la curva es muy cerrada, 
entonces el radio de curvatura es un numero pequefio; por lo que otra vez la 
intensidad de la fuerza normal debe ser un numero grande. En la construction 
de una pista de carreras para automoviles, por ejemplo, la pista se inclina a 
fin de incrementar la intensidad de la fuerza normal. 
De la ecuacion (4), 



HAW || - MAOV +[A N (t)V 

Si se resuelve esta ecuacion para A N (f), y observando en (6) que A N (t) es no 
negativa, se tiene 

Av(t) « VllA(r)|| 2 - [Arityf 

la cual es una formula conveniente para calcular A N (t). 

W EJEMPLO 4 Una particula se mueve a lo largo de iina curva 
que tiene la ecuacion vectorial 

R(0 = (t 2 - l)i + (If 3 - Oj ^0 

Determine cada uno de los siguientes vectores: V(r), A(r), T(r), y N(0- Tam- 
bien obtenga los escalares: || \(t) \\ , A T (t), A N {t) y K(t). Calcule los valores 
particulares cuando t = 2. Dibuje una porcion de la curva que contenga al 
punto para el cual t = 2, y las representaciones de V(2), A(2), A 7 (2)T(2) 
y Atf(2)N(2), cuyo inicial es el punto donde t = 2. 

Solucion ComoV(r) = D f R(r)yA(r) = D t \{t) % 

\(t) = 2ti + (t 2 - l)j A(0 = 2i + 2rj 



|VU)|| = v'4' 2 + U 2 - l) 2 |f A(0 I = V4 + 4t 2 
= V^ 4 + It 1 + ] = 2VTT7 1 



= A 



t L + 
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Portanto, — - = t 2 + I. En consecuencia 
dt 



= It 



A N (t) = V ||A(0 



[A T (t)] 2 



= 2 



T» = 



V(0 

l|V(0ll 
2/ . 



H + 1 



Con el fin de calcular N(f) se emplea la formula siguiente, la cual se obtiene 
de(3): 



N(/) = 



1 



(D t s) 2 K(ty 



: [Atf) - (Z> f 2 *)T(/)] 
A(/) - (Z>, 2 s)T(/) = 2i + 2fj - 2/(- 2/ 



+ 1 



l + 



t 1 + 1 



A« - (D ; 2 s)T(*) = 



/ z + 1 



[(1 - t 2 )i + 2/j] 



(8) 



(9) 



De (8), N(0 es igual a un escalar por el vector de (9). Como N(/) es un 
vector unitario, N(f) puede obtenerse al dividir el vector de (9) entre su mo- 
dulo. Asi, 



N(/) 



(1 - f 2 )i+ 2fj 
Vd-r 2 ) 2 +(2/) 2 " 



1 -f 2 

1 + * 2 



i + 



It 



1 + ^ 



Ahora se calculara la curvatura K(t) a partir de la primera ecuacion de 
(6). Con A N (t) = 2yD t s = t 2 + ],setiene 



K{t) = 




R(0 = a 2 - Di + (W - Oj 
FIGURA 7 



A(2) = 


2i 


<■ 4j 


A r (2) = 


4 




N(2) = 


-i» 


+ u 


AT{2) = 


2 
25 





(t 2 + l) 2 

Los vectores y escalares solicitados para t = 2 son los siguientes: 

V(2) = 4i + 3j 

||V(2)|| = 5 

T(2) = ^i + |j 

A N (2) = 2 

La curva requerida y las representaciones de los vectores se muestran en la 
figura 7. A 

W EJEMPLO 5 Una partfcula se mueve a lo largo de una curva 
que tiene la ecuacion vectorial 

R(0 = ti + e f } + /k 

Determine las componentes tangencial y normal del vector aceleracion. 
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Solution Al calcular los vectores y escalares necesarios se obtiene 



(v cos a, v sen a) 




FIGURA 8 



V(r) = D,R(f) 

= i + e l \ + k 

| \{t) || = V2 + e 2t 



A(f) = D t \(t) 



I AW || 



dt 



Por tanto, 



A T (t) = 



= V2 + e 



2 + e 2 



rf 2 5 


e 2 ' 




* 2 


V2 + <> 2 ' 




^atC) = 


VllACOll 2 - 


[A T (t)] 2 




U- e4 


t 




■41 e' 


e 2 ' 



V'2 + e 2t 

El estudio del movimiento curvilfneo se concluye con la discusion del 
movimiento de un proyectil. Suponga que el proyectil se desplaza en un 
piano vertical y que la linica fuerza que actiia sobre el proyectil es su peso, 
dirigido hacia abajo con una intensidad de mg libras, donde m slugs es su 
masa y g pie por segundo cuadrado es la aceleracion constante debida a la 
gravedad. No se considerara la fuerza ocasionada por la resistencia del aire, 
la cual, para cuerpos densos que se desplazan con rapidez pequena, no 
ejerce un afecto notable. 

Suponga que un proyectil se dispara desde un canon que tiene un angulo 
de elevacion de a radianes. Sea vq el numero de pies por segundo la veloci- 
dad inicial o velocidad de salida. Los ejes coordenados se colocan de modo 
que el canon este ubicado en el origen. Refierase a la figura 8. El vector de 
velocidad inicial, V , del proyectil esta determinado por 



v sen aj 



(10) 



Sean t segundos el tiempo que transcurre desde que el arma se disparo, 
x pies la distancia horizontal del proyectil desde el punto de partida a los t se- 
gundos, y y pies la distancia vertical del proyectil tambien desde su punto 
de partida a los t segundos. R(f) es el vector de posicion, V(f) es el vector 
velocidad y A(/) es el vector aceleracion del proyectil a los t segundos. 

Como x y y son funciones de t, se escriben las componentes horizontal 
y vertical de R(r) como x(t) y y(t)\ asi, 

R(f) = x(t)\ + y(/)j 

Si F representa la fuerza que actua sobre el proyectil, entonces 

F = -mg} 

De esta ecuacion y la ecuacion (7) (la segunda ley de Newton para el mo- 
vimiento), 

mA(f) = -mg] 
A(r) = -^j « \\t) - -£j 

Al integrar los dos miembros de esta ecuacion con respecto a /, se obtiene 

V(0 = -gtl + C, 
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Como V(0) = V , entonces C] = V . Por tan to, 

V(0 = -gtj + V <* R'(f) = -gtj + V 
Si se integra otra vez, resulta 

R(0 = -igt 2 } + V ? + C 2 

Puesto que el proyectil parte del origen, R(0) = 0; por lo que Q 2 = 0. De 
este modo, 

*(') = -\gt 2 i + \ t 

Con el valor de V de (10), esta ecuacion se transforma en 

R(') = -\s t2 ) + (v cosai + v senaj)f 
R(0 = fv cosai + (rv sena - ^gt 2 )j (11) 

La ecuacion (11) proporciona el vector de posici6n del proyectil a los t 
segundos. A partir de esta ecuacion se puede estudiar el movimiento del 
proyectil. Generalmente, las cuestiones de interes son las siguientes: 

1. ^Cual es el alcance del proyectil? El alcance es la distancia | OA | a lo 
largo del eje x (consulte la figura 8). 

2. ^Cual es el tiempo total de recorrido, esto es, el tiempo que tarda el pro- 
yectil en irde OaAl 

3. ^Cual es la altura maxima del proyectil? 

4. ^Cual es la ecuacion cartesiana de la curva recorrida por el proyectil? 

5. <,Cua) es el vector velocidad del proyectil en el momento del impacto? 

Estas cuestiones seran respondidas en el ejemplo siguiente. 

W EJEMPLO 6 Se dispara un proyectil desde un canon que tiene 
un angulo de elevation de ±n rad, y su velocidad de salida es de 480 pie/s. 
Obtenga: (a) el vector de velocidad inicial; (b) el vector de posicion R(r) y 
las ecuaciones parametricas de la trayectoria del proyectil; (c) el tiempo de 
recorrido del proyectil; (d) el alcance del proyectil; (e) la altura maxima 
alcanzada por el proyectil; (f ) el vector velocidad y la rapidez en el momento 
del impacto; (g) el vector de posicion, el vector velocidad y la rapidez a los 
2 s; y (h) una ecuacion cartesiana de la trayectoria del proyectil. 

Solucion 

(a) De 10 con v = 480 y a = ~n, el vector de velocidad inicial es 

V = 480 cos \n\ + 480 sen ^j 
= 240 V3i + 240 j 

(b) El vector de posicidn a los t segundos se puede obtener al aplicar (11); 

asi, 

R(0 = 240V3ri + (240? - \gt 2 )S 
Si se considera g = 32 se tiene 

R(0 = 240V3/i + (240? - I6f 2 )j (12) 
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Si (jc(0, y(0) es la position del proyectil a los t segundos, entonces 

x{t) = 240 V3f y y(t) = 240/ - \6t 2 (13) 

(c) Con el proposito de calcular el tiempo de recorrido del proyectil, se 
debe obtener t cuando y{t) = 0. De esta manera, se considera y(t) = 
en la segunda ecuacion de (13): 

240r - \6t 2 = 
f(240 - 16r) = 

t = t = 15 

El valor para t se presenta cuando el proyectil se dispara. Como 
y{\5) = 0, el tiempo de recorrido es de 15 s. 

(d) Con el fin de obtener el alcance del proyectil se calcula jc(15). De la 
primera ecuacion de (13), jc( 15) = 3 600 V3. En consecuencia, el alcan- 
ce es de 3 600 V3 * 6 200 pie. 

(e) El proyectil alcanza su maxima altura cuando la componente vertical 
del vector velocidad es cero, esto es cuando y \i) = 0. Al calcular y \t) de 
la segunda ecuacion de ( 13) se tiene 

y\t) = 240 - 32 f 

Si se considera y'(t) = 0, se obtiene t — 7.5, el cual es la mitad del 
tiempo total de recorrido. 

(f) Puesto que el tiempo total de recorrido es de 15 s, el vector velocidad en 
el momento del impacto es V(15). Con V(r) = R\t), se obtiene de (12) 

V(r) - 240 V3i + (240 - 32r)j (14) 

Asi, 

V(15) = 240 V3i - 240j 

Como || V( 15) || = 480, la rapidez en el momento del impacto es de 
480 pie/s. 

(g) De(12)y(14), 

R(2) = 480 V3i + 416j V(2) = 240 V3i + 176j 



||V(2)|| = V(240V3) 2 +(176) 2 
= 32VT99 

Por tanto, a los 2 s la rapidez es de 32 VT99 pie/s « 450 pie/s. 
(h) A fin de obtener una ecuacion cartesiana de la trayectoria del proyectil, 
se elimina el par£metro / de las ecuaciones parametricas (13). Al susti- 
tuir el valor de / de la primera ecuacion en la segunda se obtiene 

y " 1 240V3 J " V240V3/ 



V3 10 800 

la cual es una ecuacion de una parabola. ^ 

W EJEMPLO 7 (a) A partir de las respuestas de los incisos (b)-(e) del 
ejemplo 6, trace la trayectoria del proyectil en la graficadora y simule el mo- 
vimiynto del proyectil. (b) Trace la trayectoria del proyectil en el modo punto. 
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[0, 6 300] por [-300, 1 000] 
x(t) = 240 V3r y y(t) = 240r - 
FIGURA 9 



16H 




[0, 6 3001 por [-300, I 000] 
jc(0 = 240 V3r y y(t) = 240 1 - 
FIGURA 10 



16t z 



Solution 

(a) Con la graficadora en modo parametrico, se introducen las ecuaciones 
parametricas 

x(t) = 240 V3r y y(t) = 240/ - 16r 2 

En el rectangulo de inspeccion de [0, 6 300] por [-300, 1 000], considere 
los par&metros r mi - n = 0, f mix = 15 y r step = 0.5. Oprima La tecla 
[TRACE I , Despu^s presione la tecla de avarice a la izquierda y manten- 
gala oprimida hasta que el cursor este" en t - 0. La figura 9 muestra la 
pantalla de la graficadora como debe verse hasta este momento. Ahora 
presione la tecla avance a la derecha y observe que la particula, repre- 
sentada por el cursor, se mueve a lo largo de la curva. 

(b) La figura 10 muestra La pantalla de la graficadora en modo parametrico 
y en modo punto, con los mismos valores de t y f step como en el inciso 
(a). Observe que la distancia entre dos puntos sucesivos trazados es mas 
pequefia conforme t crece hasta 7.5, cuando el proyectil alcanza su al- 
tura maxima. Despu^s, conforme t crece de 7.5 a 15, la distancia entre dos 
puntos sucesivos trazados se hace mas grande. Estas observaciones in- 
dican que la rapidez del proyectil disminuye conforme se eleva desde su 
posicion inicial hasta su altura maxima, esto es, cuando su rapidez es 
cero; despues, cuando el proyectil desciende su rapidez crece hasta hacer 
contacto con el suelo. ^ 



EJERCICIOS 11.5 



En los ejercicios J a JO, la posicion de una particula, que se 
mueve en el piano xy, a las t unidades de tiempo estd determi- 
nada por la ecuacion vectorial, (a) Obtenga V(r), A(r), 
|| V(r) || y || A(r) || . (b) Determine los vector es velocidad y 
aceleracion en t - t x . (c) Dibuje la trayectoria de la particula 
y las representaciones de los vectores velocidad y aceleracion 
en t = f j. (d) Simule el movimiento de la particula en la gra- 
ficadora. (e) Trace la trayectoria de la particula en la grafi- 
cadora en el modo punto. 

(t 2 + 4)i + (t 



1. R(r) = (t z + 4)i + (r- 2)j;r, 

2. R(r) = (1 + t)\ + (t 2 - L)j;r, 

3. R(r) = 5cos2ri + 3sen2rj;r! 



'4 



2. 
f 



?tkh = 4 



+ « 2 'J;'i 



In 2 



R(0 

5. R(r) 

6. R(r) = e 2t \ + e 3t y,t x = 

7. R(r) = ri + lnsecfj;'i = ^n 

8. R(r) - 2(1 - cosr)i + 2(1 - senr)j;r, = 

9. R(r) = (r 2 + 3r)i + (1 - 3r 2 )j;r, = j 



i* 



R(0 = ln(r + 2)1 + \t z j-t x = 1 



i,2 S 



En los ejercicios 11 a 16, la posicion de una particula, que se 
mueve en el espacio tridimensional, a las t unidades de tiempo 
estd determinada por la ecuacion vectorial Obtenga los vec- 
tores velocidad y aceleracion asi como la rapidez de la par- 
ticula ent - t x . Dibuje una porcion de la curva que contenga al 
punto donde t = t^, y las representaciones de los vectores 
velocidad y aceleracion en ese punto. 



11. R(0 = 2cosri + 2seiWj + tW\ t x = ~n 

12. R(r) = ri + x -t 2 \ + \t 3 k;t x = 2 

13. R(r) = ri + (r 2 - 2r)j + 2(r - L)k;r } = 2 

14. R(r) = 3 cos ri + 4 sen rj + 2rk; t x - ^ 7T 

15. R(r) - e'cosri + e'senrj + e*k; r, = 

16. R(r) = l -(t 2 + l)- f i + Ln(l + r 2 )j + tan" 1 rk;r, ~ I 

En los ejercicios 17 a 20, una particula se mueve en el piano 
xy de modo que se satisfacen la ecuacion dada y las condicio- 
nes iniciales. Obtenga una ecuacion vectorial de la trayectoria 
de la particula. 

1 



17. V(r) 



it - \Y 



A- (t + l)j y R(0) = 3i + 2j 



18. V(r) = (2r - l)i + 3r 2 j y R(l) = 4i - 3j 

19. A(r) = e~ l \ + 2e 2 % V(0) = 2i + j y R(0) = 3j 

20. A(r) = 2 cos 2ri + 2 sen 2rj, V(0) = i + j y 
R(0) =ii- Ij 

En los ejercicios 21 a 24, una particula se mueve en el espa- 
cio tridimensional de modo que la ecuacion dada y las con- 
diciones iniciales se satisfacen. Determine una ecuacion de 
la trayectoria de la particula. 

21. V(r) = i + j - 32rk y R(0) = i + 2j 

22. V(r) - (r 2 + 2r)i + 2rj + 3r 2 k y R(0) = 2j + k 

23. A(r) = 6ri + 12r 2 j + k,V(0) = 2i + 3j y R(0) = 4k 

24. A(r) = -32k, V(0f = 4i + 4j y R(0) - 60k 

En los ejercicios 25 a 30, una particula se mueve a lo largo 
de la curva que tiene la ecuacion vectorial dada. En cada 
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ejercicio determine los vector es \{t), \(t), T(t) y N(t), y los es- 
calares siguientes para un valor arbitrario de t: || V(t) \\ , A T (t), 
A N (t) y K(t). Tambien obtenga los valor es particulares cuando 
t = ij. En t = t lt dibuje una porcidn de la curva y represen- 
taciones de los vectores Vtf,), A(/ I ), A^), T(t { ) y A N (t { )N(t y ). 

25. R(f) = {It + 3)i + (t 2 - \)j;t x = 2 

26. R(r) = (/ - J)i + r 2 j;r, = 1 

27. R(r) = 5 cos 3d + 5sen3rj;*! = \n 

28. R(r) = 3fi + 2f 3 j;f 1 = 1 

29. R(0 = e*\ + e-*}\t x = 

30. R(r) = cosr 2 i + senr 2 j;/i = ~ 4n 

En los ejercicios 31 a 36, una particula se mueve a lo largo de 
una curva que tiene la ecuacion vectorial dada. Calcule las 
componentes tangencial y normal del vector aceleracion y uti- 
licelos para expresar \(t) = A T (t)T(t) + A N (t)N(t) sin 
calcular T(f) ni N(f). 

31. R(r) = ti + r 2 j + rk 

32. R(t) = e~ f i + e { j + V2/k 

33. R(r) = (cosr + rsenr)i + (sen/ - fcosOj + 2k,* > 

34. R(f) = 2/ 2 i + r 2 j + 4rk 

35. R(r) - t 2 i + (\t 3 + t)i + (\t* - r)k 

36. R(r) = r cos ri + t sen rj + rk 

37. Demuestre que si la rapidez de una particula que esta en 
movimiento es constante, entonces su vector aceleraci6n 
siempre es ortogonal a su vector velocidad. 

38. Una particula se mueve a lo largo de una curva que tiene la 
ecuacion vectorial R(f) = tan ti + senh 2rj + sech tk. 
Demuestre que los vectores velocidad y aceleracion son 
ortogonales en t = 0. 

39. Una particula se mueve a lo largo de la ciibica alabeada 

R(0 = t\ + t 2 } + t 3 k 

Obtenga una ecuacion del piano determinado por los vec- 
tores tangente unitario y normal unitario en el punto de la 
curva donde t = 1 . 

40. Demuestre que para la cubica alabeada del ejercicio 39, si 
t * 0, entonces ningun par de los vectores R(r), V(f) y 
A(r) son ortogonales. 

En los ejercicios 41 y 42, se dispara un proyectil desde un 
canon que tiene un dngulo de elevacion de a radianes, y su 
velocidad de salida es v pie por segundo. Obtenga: (a) el vector 
de velocidad inicial; (b) el vector de posicion K(t) y ecuaciones 
parametricas de la trayectoria del proyectil; (c) el tiempo de 
recorrido del proyectil; (d) el alcance del proyectil; (e) la al- 
tura maxima que alcanza el proyectil; (f) el vector velocidad y 
la rapidez en el momento de impacto; (g) el vector de posicion, 
el vector velocidad y la rapidez a los t i segundos; y (h) una 
ecuacion cartesiana de la trayectoria del proyectil 

41. a = \k\vq = 320; /i = 6 

42. a = ^;v = 160; t x = 4 



En los ejercicios 43 y 44, haga lo siguiente: a partir de las res- 
puestas de los incisos (b)-(e) del ejercicio indicado, trace 4a 
trayectoria del proyectil en la graficadora y simule el movimien- 
to del proyectil; (b) trace la trayectoria del proyectil en modo 
punto; (c) dibuje lo que muestra la pantalla de la graficadora 
del inciso (b); (d) describa lo que observa en la pantalla de la 
graficadora del inciso (b) acerca de la rapidez del proyectil. 

43. Ejercicio 41. 44. Ejercicio 42. 

45. Se dispara un proyectil desde un canon situado en la parte 
superior de un edificio de 96 pie de altura. El cafi6n forma 
un angulo de 30° con la horizontal. Si la velocidad de sa- 
lida es de 1 600 pie/s, calcule el tiempo de recorrido y la 
distancia desde la base del edificio hasta el punto donde 
caera el proyectil. 

46. La velocidad de salida de un arma es de 160 pie/s. i,Con 
que angulo de elevaci6n debe dispararse el arma a fin de 
que el proyectil impacte un objeto situado al mismo nivel 
del arma y a una distancia de 400 pie de esta? 

47. i,Cual es la velocidad de salida de un canon si un proyec- 
til disparado desde este tiene un alcance de 2 000 pie y 
alcanza una altura maxima de 1 000 pie? 

48. Se lanza horizon talmente una pelota desde la parte supe- 
rior de un risco de 256 pie de altura con una velocidad 
inicial de 50 pie/s. Calcule el tiempo de recorrido de la pe- 
lota y la distancia desde la base del risco hasta el punto 
donde caera la pelota. 

49. A medida que un barco se aleja de un muelle, una mucha- 
cha ubicaba en la cubierta del barco, a 55 pie por arriba del 
muelle, lanzo una piedra envuelta en una nota a un amigo 
que esta en el muelle. El barco se hallaba a 28 pie del 
muelle en el momento en que la joven lanzo la piedra 
desde su mano, a 5 pie por arriba de la cubierta, hacia el 
muelle con una velocidad inicial de 15 pie/s y en un Angu- 
lo de 45° con respecto a la horizontal. ^Llegara' la piedra 
al muelle, de modo que su amigo reciba la nota, o caera" al 
agua y se hundira? Justifique su respuesta. 




50. Responda la pregunta del ejercicio 49 suponiendo que la 
muchacha lanzo horizontalmente la piedra con una velo- 
cidad inicial de 15 pie/s. 

51. Un niiio apuesta a sus amigos que puede lanzar una pelota 
y pegarle a un anuncio que se encuentra a 25 pie de el. El 
anuncio tiene 10 pie de altura y su base est& a 35 pie 
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sobre el suelo. El nino lanza la pelota hacia el anuncio con 53, Un arbol de 45 pie de altura se encuentra entre un banderfn 



una velocidad inicial de 60 pie/s y un angulo de elevacion 
de 60°. Si la mano del niiio esta a 5 pie del suelo, demues- 
tre que el nino gana la apuesta y determine la direction de 
la pelota en el momento del impacto. 




y una pelota de golf, la cual esta* a 225 pie del banderin. 
El arbol se encuentra a 100 pie de la pelota. Un golfista 
golpea la pelota en direccion del banderin con una rapi- 
dez de 80 pie/s y un angulo de 45°. Demuestre que la pe- 
lota no golpea el arbol, y determine a qu6 distancia del 
banderin cae la pelota. 



80 pie/s 




4:5 pie 



225 pic - 



52. Una basquetbolista debe efectuar un tiro libre en la canas- 
ta cuyo aro esta a 10 pie del piso del gimnasio. Si la juga- 
dora se encuentra a una distancia horizontal de 1 1 pie del 
centro de la canasta, determine el angulo en que debe lan- 
zar la pelota con una velocidad inicial de 25 pie/s si sus 
manos se encuentran a 6 pie por arriba del piso en el mo- 
mento del tiro. 




54. Determine el angulo de elevacitfn de un canon de modo 
que al dispararse se obtenga el maximo alcance para una 
velocidad de salida dada. 

55. Una particula se encuentra en el punto (r, 0) de la cir- 
cunferencia con centro en el origen y radio r, y se mueve 
sobre la circunferencia con una rapidez angular constante 
de 0) radianes por segundo. Una ecuacion de su trayec- 

toria es 

R(0 = ircosfi}/ + jrsenojr 

Esta ecuacitfn describe el movimiento circular unifor- 
ms (a) Demuestre que la rapidez de la particula estd 
determinada por ra>. (b) Demuestre que si A(/) es el vector 
aceleracion, entonces la direccion de A(f) es opuesta a la 
de R(r), ademas || A(r) || = r<a 2 . (c) Calcule T(/), N(r), 
A T (t) y A N (t). (d) £Cual es el efecto sobre A N (t) si la ra- 
pidez angular se duplica? 
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 1 I 



1. iQu6 es una funcion vectorial y en qu6 difiere de una fun- 
cion reap. 

2. i,C<5mo se utilizan las propiedades de las funciones reales 
en el estudio de las funciones vectoriales? 

3. i,En qu6 consiste la dependencia de las definiciones del 
limite y continuidad de una funci6n vectorial de las de- 
finiciones correspondientes para una funcion real? 

4. t,Como se obtienen ecuaciones cartesianas de una curva 
en el espacio tridimensional a partir de su ecuacion vecto- 
rial Invente un ejemplo que ilustre la respuesta. 

5. i,En que son semejantes o en que difieren las definiciones 
de la derivada e integral indefinida de una funcion vecto- 
rial y las definiciones correspondientes para funciones 
reales? 



9. 



10. 



lC6 mo se interpreta geometricamente la derivada de una 
funcion vectorial? 

t,En que" son semejantes o diferentes los teoremas de la 
derivada de la suma, producto punto y producto cruz de 
dos funciones vectoriales y los teoremas correspondien- 
tes para funciones reales? Invente ejemplos que ilustren la 
respuesta. 

i,Cudl es la regla de la cadena para funciones vectoriales*? 
Invente un ejemplo que ilustre su aplicacion. 
^Que puede concluirse acerca de una funcion vectorial y 
su derivada si el modulo de la funcion vectorial es 
constante? 

^,Cual es la formula para la longitud de arco de una curva 
definida mediante una ecuacion vectorial en el espacio 
tridimensional? 
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11. ^Cual es el vector tangente unitario T(/) de una curva C en 
un punto P de C si R(t) es el vector de position! Esta- 
blezca una formula para calcular T(0 a partir de R(t). 

12. ^Cual es el vector normal unitario N(/) de una curva C en 
un punto P de C si T(/) es el vector tangente unitario? 
Establezca una formula para calcular N(f) a partir de T(f). 

13. Exprese el vector binormal unitario de una curva C en un 
punto P de C en terminos de los vectores tangente unitario 
y normal unitario. 

14. ^Cuales son los pianos osculador, rectificador y normal de 
una curva C en un punto P de C? ^C6mo se obtienen ecua- 
ciones de estos pianos? 

15. Si R(t) = f(t)i + g(t)} + h(t)k es una ecuacion vec- 
torial de la curva C, ^como obtendria una ecuaci6n que 
contenga a / y el numero de unidades de longitud de 
arco s a partir de un punto arbitrario de C hasta el punto 
P(f(t)> 8(0, hit))! iPot que no se puede resolver, gene- 
ralmente, esta ecuacion para s en terminos de t? Invente un 
ejemplo que ilustre la respuesta. 

16. Si R(0 es el vector de posicion de una curva C en el espa- 
cio tridimensional, defina la curvatura K(t) de C en un 
punto de la curva. 

17. Proporcione dos formulas para calcular la curvatura K(t): 
(i) una en terminos de D t R(t) y D t T(t); (ii) la otra en ter- 



minos de D t R(t) y D t i{t). ^Cual de estas formulas es mas 
facil de aplicar? 

18. Defina el radio de curvatura y la circunferencia osculatriz 
para curvas en el piano xy. 

19. Establezca una formula para calcular la curvatura de una 
curva plana definida por una ecuaci6n de la forma 

y = /(*). 

20. Si una particula se mueve a lo largo de la curva C que 
tiene la ecuacion vectorial R(/) = f(t)\ + g(t)} + h(t)k, 
defina los vectores veiocidad y ace le ration en un punto 
P de C. ^Cual es la rapidez de la particula en PI Invente 
un ejemplo que ilustre la respuesta. 

21. Establezca una f6rmula que exprese el vector aceleracion 
como la suma de un vector tangente a la direccion de mo- 
vimiento y de un vector normal a esta direccion. 

22. Establezca las formulas que proporcionan las componen- 
tes tangential y normal de la aceleracion. 

23. £,Cu£l es el vector de posicion de un proyectil disparado 
desde un can6n que tiene un angulo de elevaci6n a y una 
veiocidad de salida de v pies por segundo? ^Como 
determinaria la altura maxima, el tiempo de recorrido y el 
alcance del proyectil a partir de este vector? Invente un 
ejemplo que ilustre la respuesta. 
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En los ejercicios I a 4, determine el dominio de la funcion vec- 
torial. 

1. R(t) = — L- i + Vrj 2. R(t) = ln(r + l)i + e llt j 



3. R(/) = In | cos / 1 i + V4/ 2 - Ij + V4 - t 1 k 



4. R(0 = ^9 - t 2 \ + tanfj + — L_ k 

En los ejercicios 5 a 8, calcule el limite indicado, si existe. 

5. Iim ( ' i+ VL_lj) 

Ml\/ + 1 t - 1 J ) 

6. Jim (cos fi + — j) 

7. Hm(.- ] /'i + l^^t scrT^A 
i^o+V t J t ) 



r^4\ t ~ 4 



. tan -1 C - 4) . 
1+ ,-4 J+ 



l'"4|k) 



En los ejercicios 9 a 12, determine los numeros en los que la 
funcion vectorial es continua, 

9. R(r) = e~ l \ + ln/j + 



4 - t 



10. R(r) = lnlcosrli + r-p — j + ^\-t 2 k 
\t -I 



11. R(t) 



12. R(r) 



sen(/ - 1) , 



t l - 1 



f - 1 ' + 2(/ - 1)' 



(i + j) 



+ (t - l)ln|/ - 1 |K si t * 1 
si / = 1 



■W'i 



(1 + ' i + <? j + 
e(i + j + k) 



- k si t * 



si t = 



En los ejercicios 13 a 16, dibuje la grdfica de la funcion 
vectorial. 

13. R(t) - 2 sec t\ + 2 tan tj 

14. R(/) = 2VM + (' + l)j 

15. R{t) = ti + / 2 j + 2/ 3 k,0 < t < 2 

16. R(t) = 3cosfi + 3 sen t} + 3tk,0 < t < 2n 
En los ejercicios 17 y 18, obtenga R'(t) y R"(t). 

17 - R c> = ^ i + 'J- Infk 

18. R(,) = r X_i-^ij + ^ik 

En los ejercicios 19 y 20, calcule D t \\R(t)\\ y ||D r R(0||. 

19. R(0 = 2(e* - l)i + 2 (e 1 + l)j + e f k 

20. R(0 = cos2fi + sen 2rj + 2' 2 k 
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21. Si R'(/) = t^t i + V— J y R(0) = j, obtenga R(r). 



/ + 2 



^ + 1 



22. Si R'(/) = 1 i + ?-!"-! j y R(l) - 3i - 2j, obtenga R(r). 

23. Si R'(0 = 2<?' /2 i - 2e~' /2 j + 2 cosh~k y R(2) = 
2ci— 2<? _1 j + k, obtenga R(/). 



24. SiR'(r) = cos 2 /i + cos2/j - 2sen2/kyR(0) 



t ob- 



tenga R(/). 

En los ejercicios 25 y 26, calcule la tongitud de arco exacta 
det\ a t 2 de la curva que tiene la ecuacion vectorial dada. 

25. R(/) = rcos/i + rsenrj + /k;/, = 0; t 2 = \n 

26. R(/) = (2 - 3/)i + (4/ - l)j + / 2 k; /, = 0; r 2 = \ 

En los ejercicios 27 y 28, utilice el procedimiento NINT de la 
graficadora para obtener un valor aproximado, con cuatro di- 
gitos significativos, de la longitud de arco de /] a t 2 de la 
curva que tiene la ecuacion vectorial dada. 

27. R(/) = ln/i + -j - -k;r, = l;r 2 = 2 

28. R(/) = cos t\ + sen /j + e 2t k\ t x = 0; t 2 = \n 

En los ejercicios 29 y 30, calcule T(f) y N(/), y dibuje una por- 
tion de la curva que contenga al punto donde t = t h y las re- 
presentaciones de T(/]) y N(/]) cuyo punto initial es ese punto. 

29. R(r) = \e 2t \ + rj; r, = In 2 

30. R(0 = f 2 i + i/ 3 J;/, - 1 

£n /as ejercicios 31 a 34, calcule T(/) y N(f). 

31. R(/) = ir 3 i + / 2 j + 2rk 

32. R(/) = e'i + 2e- r \ + 2/k 

33. R(/) = 3 sen 2/i + 4rj + 3 cos 2/k 

34. R(r) = 3(cos / + t sen r)i + 3(sen / - t cos r)j + 3k 

En los ejercicios 35 a 38, determine el triedro movil y ecua- 
ciones de los pianos osculador, rectificador y normal para la 
curva en t — t x . 

35. La curva del ejercicio 31;/] = 1 

36. La curva del ejercicio 32; t x = 

37. La curva del ejercicio 33; ^ = 

38. La curva del ejercicio 34; t\ = r n 

En los ejercicios 39 y 40, para la curva dada, exprese la lon- 
gitud de arco s como unafuncion de t, donde s se mide a parti r 
del punto donde t = 0. 

39. La curva del ejercicio 3 1 

40. La curva del ejercicio 32 

En los ejercicios 41 a 44, obtenga una ecuacion vectorial de la 
curva que tiene a la longitud de arco s como parametro, donde 
s se mide a partir del punto donde t = 0. Verifique la res- 
puesta utilizando la ecuacion (9) de la section J J. 3. 

41. R(r) = 4ri + ^(2/ + i) 3/2 j 

42. La curva del ejercicio 30 

43. La curva del ejercicio 33 

44. La curva del ejercicio 34 



En los ejercicios 45 y 46, para la curva y t x del ejercicio indi- 
cado, calcule la curvatura K y el radio de curvatura p en el 
punto donde t = /[. Dibuje una portion de la curva, el vector 
tangente unitario y la circunferencia de oscula'triz ent = t v 



45. Ejercicio 29 



46. Ejercicio 30 



En los ejercicios 47 a 50, para la curva del ejercicio indi- 
cado, calcule la curvatura K. 

47. Ejercicio 3 1 48. Ejercicio 32 

49. Ejercicio 33 50. Ejercicio 34 

51. Demuestre que la curvatura de la curva y = In x en cual- 
quier punto (*, y) es xjix 2 + l) 3 ' 2 . Tambi6n demues- 
tre que la curvatura maxima absoluta es ?V3, la cual 

i — i 
ocurre en el punto ( W2 , - r In 2). 

52. Calcule la curvatura en cualquier punto de la rama de la 
hiperbola definida por las ecuaciones parametricas 
x = a cosh t y y = b senh /. 

53. Determine la curvatura y el radio de curvatura de la curva 
que tiene ecuaciones parametricas x = 3 r yy = r 3 - 3/ 
en el punto donde / = 2. 

54. Calcule la curvatura y el radio de curvatura de la curva 
y = e~ x en el punto (0,1). 

55. Determine el centro de curvatura para la curva del ejerci- 
cio 53 en el punto donde / = 2, y dibuje una porcidn de la 
curva y la circunferencia osculatriz en ese punto. 

56. Determine el centro de curvatura para la curva del ejercicio 
54 en el punto (0, 1), y dibuje una porcidn de la curva y la 
circunferencia osculatriz en ese punto. 

En los ejercicios 57 y 58, la position de una partlcula que se 
mueve en el piano xy, a las t unidades de tiempo, estd determi- 
nada por la ecuacion vectorial dada. (a) Determine V(r), A(/), 
|| V(/) || y || A(r) || . (b) Determine los vectores velocidad y 
ace I e ration en t = 1. (c) Dibuje la trayectoria de la par- 
ticula y las representaciones de los vectores velocidad y acele- 
racion en t — 1 . (d) Simule el movimiento de la particula en 
la graficadora. (e) Trace la trayectoria de la particula en la 
graficadora en modo punto. 

57. R(f) = 3/i + (4f - / 2 )j 58. R(/) = 2e c \ + 3e _t j 
En los ejercicios 59 y 60, una particula se mueve a lo largo de 
la curva dada. Obtenga los vectores velocidad y aceleracion, 
y asi como la rapidez en el punto indicado. Dibuje una porcidn 
de la curva que contenga a ese punto, y las representaciones de 
los vectores velocidad y aceleracidn en el punto mencionado. 

59. La curva del ejercicio 25 en / = ^n. 

60. La curva del ejercicio 26 en t = ^ . 

En los ejercicios 61 y 62, una particula se mueve en el piano xy 
de modo que la ecuacidn y las condiciones inicidlePse satis- 
facen. Obtenga una ecuacion vectorial de la trayectoria de la 
particula. 

61. V(/) - e 2t \ + e-'i y R(0) = 2i - j 

62. A(r) = / 2 i - r 2 j,V(l) = j, y R(l) = \\ + \] 
En los ejercicios 63 a 66j una particula se mueve en el espa- 
cio tridimensional de modo que la ecuacion y las condiciones 
initiates se satisfacen, Obtenga una ecuacidn vectorial de la 
trayectoria de la particula. 



912 CAPITULOll FUNCIONES VECTORIALES 



63. V(/) = -2 sen t\ + 2 cos ri + k, R(0) = 2i + 2j 

64. V(/) - e'i - e'j - 8e 4 'k, R(0) = 2i - j - k 
A(0 = 3 j - 2k, V(l) = i + k, R(l) = 2i + 4j 



65. 
66. 



A(0 = 4i + 12f 2 j,V(h = 2i + ij + k, 



R(|) = 



f 6 J + k 



Jfsn /<?s ejercicios 67 y 68, una particula se mueve a lo largo de 
la curva del ejercicio indicado. En cada ejercicio, obtenga 
los vectores \{t), A(f), T(/) y N(/), y los escalares siguientes 
para un valor arbitrario: || V(0 || , A T (t), A N (t) y K(t). Tam- 
bien calcule los valor es particulares cuando t = 1 . En t - 1 , 
dibuje una porcion de la curva y las representaciones de los 
vectores\(\), A(l), A r (l)T(l) y A N (L)N(1). 

67. Ejercicio 57 68. Ejercicio 58 

En los ejercicios 69 y 70, una particula se mueve a lo largo de 
la curva que tiene la ecuacion vectorial dada. Calcule las com- 
ponentes tangencial y normal del vector aceleracion y utilice- 
las para escribir A(t) = A T (t)T(t) + A N (t)N(t) sin calcular 
T(0yN(/). 

69. R(0 = 2/i + e*} + *T'k 

70. R(/) = t 2 '\ + 2/j + 2k 

En los ejercicios 71 y 72, obtenga (a) los vectores velocidad 
y aceleracion, (b) la rapidez, y (c) las componentes tangen- 
cial y normal del vector aceleracion. 

71. R(r) = cosh2ri + senh2rj + k 

72. R(0 = (2tan" 1 r - r)i + ln(l + f 2 )j + 2k 

73. Se dispara un proyectil desde un arma con un dngulo de 
elevacion de 30° y una velocidad de salida de 150 pie/s. 
Calcule: (a) el vector de posicion R(t); (b) el alcance del 
proyectil; (c) la altura maxima; (d) la rapidez en el mo- 
menta de impacto. 

74. Para el proyectil del ejercicio 73, (a) trace la trayectoria 
del proyectil en la graficadora y si mule el movimiento del 
proyectil; (b) trace la trayectoria del proyectil en el modo 
punto; (c) con relacion al inciso (b), dibuje lo que observa 
en la graficadora; (d) con relacion inciso (b), describa lo 
que muestra la pantalla de la graficadora acerca de la ra- 
pidez del proyectil. 



75. Si se dispara un proyectil con un angulo de elevacion de 
40°, determine la velocidad de salida minima para que el 
proyectil tenga un alcance de 300 pie por lo menos. 

76. Obtenga una formula para calcular la altura maxima al- 
canzada por un proyectil disparado desde un arma con una 
velocidad de salida de v pies por segundo y un angulo de 
elevacion de a radianes. 

77. En un juego de beisbol un espectador, sentado en una 
grada a 20 pie sobre el campo, atrapo una pelota que cayd 
en su lugar. Despu6s lanzo la pelota desde su asiento ha- 
cia el campo con un angulo de depresion de 25° y con una 
velocidad inicial de 24 pie/s. (a) /,Cuanto tardara la pelota 
en golpear el piso? (b) ^Cual es la distancia del punto del 
suelo, directamente debajo de su asiento, hasta el punto 
del campo donde caera la pelota? 

78. Responda las preguntas del ejercicio 77 suponiendo que 
el espectador lanza horizontalmente la pelota con una rapi- 
dez de 24 pie/s. 

79. Si una particula se mueve en el piano xy de modo que su 
vector velocidad siempre es ortogonal a su vector de po- 
sicion, demuestre que la trayectoria de la particula es una 
circunferencia con su centro en el origen. 

80. Si una particula se mueve a lo largo de una curva, i,bajo 
que condiciones el vector aceleracion y el vector tangen- 
te unitario tendran la misma direccion o direeciones 
opuestas? 

81. Los vectores V, A y N son, respectivamente, los vectores 
velocidad, aceleracion y normal unitario para el movi- 
miento curvilineo de una particula. Demuestre que si 

II (V • V)A - (V • A)V II * 0, entonces 



N 



(V - V)A - (V - A)V 
||(V • V)A - (V • A)V|| 



82. Si R, Q y W son tres funciones vectoriales cuyas deri- 
vadas con respecto a t existen, demuestre que 

D,[R(r) • Q(/) X W(f)] = D t R(t) • Q(r) X W(r) + 
R(0 • D t Q(t) X W(0 + R(0 • Q(f) X D,R(f) 
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En la seccion 12,1 se extiende el concepto de fun- 
cion de una variable real al de funcion de varias 
variables, y en la siguiente seccion se amplian 
los conceptos de limite y cont'muidad para funciones de va- 
rias variables. La mayor parte de las discusiones de estas 
dos secciones se refieren a funciones de dos y tres variables; 
no obstante, se presentan las definiciones para funciones de 
n variables y despues se presentan las aplicaciones de estas 
definiciones para funciones de dos y tres variables. Tambien 
se muestra que cuando cada una de estas definiciones se 
aplica a una funcion de una variable, se obtiene la defini- 
cion dada anteriormente. 

El estudio de la diferenciacion de funciones de varias 
variables se inicia en la seccion 12.3, donde se definen 
las derivadas parciales de dichas funciones. Luego, en la 
seccion 1 2.4, se trata la diferenclabilidad de estas funciones 
asi como la diferenciai total. La version para varias varia- 
bles de la regla de la cadena se presenta en la seccion 
12.5. Las aplicaciones de la diferenciacion de las sec- 
ciones 12.3 a 12.5 tratan acerca de la obtencion de tasas 
de variacion y sobre el calculo de aproximaciones. 

Mientras que las derivadas parciales de una funcion 
con respecto a x y y miden las tasas de variacion de la fun- 
cion en las direcciones de los ejes x y y, respectivamente, las 
derivadas direccionales, definidas en la seccion 12.6, pro- 
pore ionan las tasas de variacion de estas funciones en cual- 
quier direccion. El gradiente, tambien definido en' la 
seccion 12.6, indica la direccion en la que la funcion 
tiene su mayor tasa de variacion. Este concepto se aplica 
en la seccion 1 2.7 en el estudio de los pianos tangentes 
y rectos normales a /as superficies. 
De la misma forma en que las derivadas primera y se- 
gunda se utilizan para determinar los maximos y 
minimos de funciones de una variable, en la sec- 
cion 12.8 se muestra como las derivadas parcia- 
les permiten obtener los valores extremos de 
funciones de dos variables. Las aplicacio- 
nes de esta seccion incluyen el metodo de mini- 
mos cuadrados que proporciona un modelo ma-tema- 
fico para un con junto de datos dados. En la seccion 1 2.9, se 
definen los multiplicadores de Lagrange para calcular los 
extremos de una funcion sujeta a una restriccion. 
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12.1 FUNCIONES DE MAS DE UNA VARIABLE 

Ahora se generalizara la noci6n de funcion a funciones de mas de una varia- 
ble independiente. Estas funciones se presentan con frecuencia en situacio- 
nes practicas. Por ejemplo, el area de la superficie del cuerpo de una persona 
depende del peso y de la estatura de la persona. El volumen de un cilindro 
circular recto depende de su radio y de su altura. De acuerdo con la ley de los 
gases ideales, el volumen ocupado por un gas es directamente proporcional a 
su temperatura e inversamente proporcional a su presion. El precio de venta 
de un articulo particular puede depender de su costo de production, del cos- 
to de materiales y de los gastos generales. 

Con el fin de extender el concepto de funcitfn a funciones de cualquier 
numero de variables, primero se considerara el espacio numerico rc-dimen- 
sional. Del mismo modo en que se denot6 un punto de R mediante un numero 
real jc, un punto de R 2 por medio de un par ordenado de numeros reales (x, y), 
y un punto de R 3 mediante una terna ordenada de numeros reales (x> y, z), 
un punto del espacio ^-dimensional R n se representa por medio de una 
H-ada (16ase "eneada") o w-upla ordenada de numeros reales denotada por 
P = (x\> jc 2 > . . • yX n ). En particular, si n = 1, P = x\ si n = 2, P - (x,y)\ 
sin = 3, P = (;t, >, z); si n = 6, P = (*i,*2>*3>*4>*5>*6)- 



12.1.1 Definition del espacio numerico n-dimensional 



El conjunto de todas las «-adas ordenadas de numeros reales se do- 
ndnsina espacio numerico /i-dimensional y se denota par 12*, Cada 
n-ada ordenada (x\, x 2l . >. * ,, x n ) se llama punto del espacio nunfiew- 
co n-dimeasional. 



12.1.2 Definition de funcion de n variables 



Una ftuicJ6n de n variables es un conjunto de pares ordenados de la 
forma (/\ w) en el que dos pares ordenados distintos cualesquiera 
no tienen el mismo primer elememo. P es un punto del espacio numerico 
/i-dimensional y w es un ntfmero real. EI conjunto de todos Jos pantos- 
P admisibles recibe el nombre de dominio de la funcion , y el conjunto 
de todos los valores resultants de w se denonrina contradominio de 
lafuneion. j* 

De esta definicion, el dominio de una funcion de n variables es un con- 
junto de puntos de R n y su contradominio es un conjunto de numeros de R. 
Cuando n = 1 , se tiene una funci6n de una variable; de modo que el dominio 
es un conjunto de puntos de R o, equivalentemente, un conjunto de numeros 
reales. En consecuencia, la definicion 1.1.1 es un caso especial de la defini- 
ci6n 12.1.2. Si n - 2, se tiene una funcitfn de dos variables, y el dominio es 
un conjunto de puntos de R 2 o, equivalentemente, un conjunto de pares orde- 
nados de numeros reales (x, y). 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Sea la funcion/. de las dos 
variables x y v, el conjunto de todos los pares ordenados de la forma (P, z) 
tales que 



= V25 - x 2 - v 



2 
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FIGURA 1 



El dominio de/es el conjunto ((*, y) \x 2 + y 2 <> 25}. Este es el conjunto 
de puntos del piano xy sobre la circunferencia ;c 2 + y 2 = 25yla region 
interior limitada por esta circunferencia. La figura 1 muestra el dominio de / 
como una region sombreada de R 2 . 

Debido a que z = ^25 - (x 2 + y 2 ), entonces < z < 5; por tanto 
el contradominio de / es el conjunto de numeros reales del intervalo ce- 
rrado [0, 5]. < 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 La funcion g de las varia- 
bles x y y es el conjunto de todos los pares ordenados de la forma (P, z) 
tales que 



z - 



*«5 



FIGURA 2 



£ 



+ y* 



25 



El dominio de g es el conjunto { (x, y) \ x 2 + y 2 > 25 ) . Este es el conjunto 
de puntos de la region exterior de la circunferencia x 2 + y 2 = 25. La fi- 
gura 2 muestra el dominio como una region sombreada de R 2 . 4 

Si / es una funcion de n variables, entonces de acuerdo con la defini- 
tion 12.1.2, /es un conjunto de pares ordenados de la forma (P, w), donde 
P = (*j, *2, . . . , x n ) es un punto de R n y w es un numero real. El valor par- 
ticular de w que corresponde a un punto P se denota mediante el simbolo 
f(P) of(x h x 2 , . . . , x n ). En particular, si n = 2 y P = (x, y), se puede repre- 
sentar el valor de funcion como f(P) o como f(x, y). De manera semejante, 
si n - 3 y P = (x, y, z), el valor de funcion se representa como f(P) o 
como f(x, y, z). Observe que si n = \,P = x; en consecuencia, si/es una 
funcion de una variable, f(P) = f(x). Por tanto, esta notacion es consistente 
con la notacion para valores de funcion de una variable. 

Una funcion / de n variables puede definirse por la ecuaci6n 

>v = f(X],X 29 ... 9 X n ) 

Las variables jcj, x 2 , . . . , x n se denomirian variables independientes y w se 
llama variable dependiente. 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Sea / la funcion del ejem- 
plo ilustrativo 1 ; es decir, 



K*,y) = 


v/25 - x 2 - y 2 


/(3,-4) = 


^25 - 3 2 - (-4) 2 


= 


V25 - 9 - 16 


= 





flu, 3v) = 


V25 - u 2 - (3v) 2 



/(-2, 1) = ^25 - (-2) 2 - l 2 
= V25 - 4 - 1 

= 2V5 



W EJEMPLO I Sea g la funci6n definida por 

g(x,y,z) = * 3 - 4yz 2 
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Obtenga: (a) g(h 3, -2); (b) g(2a, -4b, 3c); (c) g(x\ y 2 , z 2 )\ (d) g(y, z, -jc). 

Solution 

(a) g(l,3, -2) = I 3 - 4(3)(-2) 2 

= 1-48 
= -47 

(b) g(2a, -46, 3c) = (2a) 3 - 4(~4fc)(3c) 2 

= 8a 3 + I44fcc 2 

(c) g(x 2 ,y\z 2 ) = (* 2 ) 3 -4y 2 (z 2 ) 2 

= jc 6 - 4y 2 z 4 

(d) g(y,z, -x) = y 3 - 4z( - x) 2 

= y 3 - 4jc 2 z 4 



12,1.3 Definition de funcion compuesta de dos 
variables 



Si /es una fiincion dc una variable y g es una funcioti de dos varia- 
bles, entonces la funcion compuesta / o g es la- fancitfn de dos 
variables definida por 



if*gfay) =m*,y)) 






y el dominio de / o g es el conjunto de lodos los punfos (x, v) del 
dominio de g tales que g (S, y) pertenece al dominio de/ 



► EJEMPLO 2 Dadas /(f) = In r y g(jc, y) = jc 2 + y, calcule 
fc(x, y) si /i = f ° g,y determine el dominio de h. 

Solution 

hQc,y) = (fog)(x,y) 
~f(g(x,y)) 
= fix 2 + y) 
= ln(jc 2 + y) 

El dominio de g es el conjunto de todos los puntos de R 2 , y el dominio 
de / es el intervalo (0, +oo). Por tanto, el dominio de h es el conjunto 
{(*,y) (jc 2 + y > 0}. ^ 

La definici6n 12.1.3 puede extenderse a una funcion compuesta de 
n variables como se muestra a continuation. 



12,1.4 Definicion de funcion compuesta de n 
variables 



Si /es una funcion de una variable y g es una funbioti de n varia- 
bles, entonces la funcidn compuesta / o g es la funcion de n 
variables definida por 



(/ ° $&* % , *n) - /(*(*i. ^2» j ■ ■-*«» 



y el domimo de/ o g es el conjuntojde los puntos {x^x^ . , , , %) 
del dominio de g tales que g{x lf j^ . v - * *„) peiteisece al domi- 
nio de/ 
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► EJEMPLO 3 



Dadas 



F(x) - sen x x y G(x, y, z) - ^jx 2 + y 2 + z 2 - 4- 
obtenga la funci6n F ° G y su dominio. 

Solucion 

(F o G)(jc, y, z) = F(GQc,y,z)) 



+ y 2 + z 2 



4) 



= sen ] ~Jx 2 + y 2 + z 2 - 4 

El dominio de G es el conjunto {(jc, y, z) |x 2 + y 2 + z 2 - 4 > 0}, 
y el dominio de F es el intervalo [-1, 1]. Por tanto, el dominio de F ° G es 
el conjunto de todos los puntos C*, y, z) de R 3 tales que < x 2 + y 2 + 
z 2 - 4 < l,o, equivalentemente, 4 < x 2 + y 2 + z 2 < 5. ^ 

Una funcion polinomial de las variables x y y es una funci6n / tal que 
/(x, y) es la suma de terminos de la forma cx n y m , donde c es un numero real 
y n y m son numeros enteros no negativos. El grado de una funci6n polino- 
mial esta determinado por la mayor suma de los exponentes de x y y que se 
tiene en los terminos de la funci6n. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

(a) La funci6n/ definida por 



/<*.?) 



- x 3 + 2x 2 y 2 



y 3 



es una funci<5n polinomial de grado 4 debido a que el termino de mayor 
grado es 2;t 2 y 2 
(b) Si 

g(x,y) = 6x 3 y 2 - 5xy 3 + lx 2 y - 2x 2 + y + 4 

entonces g es una funci<5n polinomial de grado 5. ^ 

La grafica de una funcion / de una variable consiste del conjunto de 
puntos (x, y) de R 2 para los cuales y = f(x). De manera similar, la grafica 
de una funcion de dos variables es un conjunto de puntos de /? 3 . 



12.1.5 Definition de la grafica de una funcion de dos 
variables 



Si/es una funcion de dos variables, entonces la grafica de/es el con- 
junto de todos los puntos (x f y, z) de R 3 para los cuales (x t y) es un 
punto del dominio de/ y z — fix, y)l 

En consecuencia, la graTica de una funci6n / de dos variables es una 
superficie que consta de todos los puntos del espacio tridimensional cuyas 
coordenadas cartesianas estan determinadas por las ternas ordenadas de nu- 
meros reales (jc, y, z). Como el dominio de/es un conjunto de puntos del piano 
xy, y puesto que cada par ordenado (x, y) del dominio de/corresponde a solo 
un valor de z, ninguna recta perpendicular al piano xy puede intersectar a la 
grafica de/en mas de un punto. 
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D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 La funci6n / del ejempto 
ilustrativo 1 es el conjunto de todos los pares ordenados de la forma (P, z) 
tales que 



= a/25" 



x 2 -y 2 



Por tanto, la grafica de / es la semiesfera en el piano xy y por arriba de este 

cuyo centro es el origen y tiene radio 5. Esta semiesfera se muestra en la 

y figura 3. ^ 



z = p5 - x 2 - y 1 
FIGURA 3 



► EJEMPLO 4 

f(x, y) = x 2 + y 2 



Dibuje la graTica de la funcidn defmida por 




Z = x 2 + y 2 



FIGURA 4 




f(x, y) = x 2 + y 2 
FIGURA 5 



Solution La graTica de / es la superficie que tiene la ecuacion 
z = x 2 + y 2 . La traza de la superficie en el piano xy se obtiene al utilizar 
la ecuacidn z = simultaneamente con la ecuacion de la superficie. Al ha- 
cerlo resulta x 2 + y 2 = 0, la cual represents a] origen. Las trazas en los 
pianos xz y yz se obtienen al emplear las ecuaciones y - y x = 0, 
respectivamente, junto con la ecuacion z = x 2 + y 2 . Estas trazas son las pa- 
rabolas z = x 2 y z — y 2 . La seccion transversal en el piano z = k, parale- 
lo al piano xy, es una circunferencia con su centro en el eje z y radio 4k. 
Con esta informacion se obtiene la graTica requerida, la cual se muestra en la 
figura 4 y que es un paraboloide circular. 4 

Otro metodo titil para representar geometricamente una funcion de dos 
variables es semejante al de representacidn de un relieve tridimensional por 
medio de un mapa topografico bidimensional. Suponga que la superficie 
z = fix, y) se intersecta con el piano z = k, y que la curva de interseccion 
se proyecta sobre el piano xy. Esta curva proyectada tiene a fix, v) - k 
como una ecuacion, y la curva se denomina curva de nivel (o de contorno) 
de la funcion / en k. Cada punto de la curva de nivel corresponde a solo un 
punto de la superficie que se encuentra a k unidades sobre ella si k es positivo, 
o a k unidades debajo de ella si k es negative Al considerar diferentes valores 
para la constante k se obtiene un conjunto de curvas de nivel llamado mapa 
de contornos. El conjunto de todos los valores posibles de k es ©1 contra- 
dominio de la funcion /, y cada curva de nivel, fix, y) = k, del mapa de 
contornos consiste de los puntos (jc, y) del dominio de / que tienen un valor 
de funcion igual a k. 



La figura 5 muestra la era- 

* 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 

fica de la funcion del ejemplo 4 definida por 

f(x,y) = x 2 + y 2 

junto con las curvas de interseccion de esta superficie con los pianos 
z = k, donde k es igual a 1, 2, 3, 4, 5 y 6. Estas curvas son circunferencias 
con centros en el eje z y radio 4k. La figura 6 presenta las curvas proyecta- 
das sobre el piano xy. Las circunferencias proyectadas, las cuales son curvas 
de nivel de la funcion /, representan una vista de las circunferencias de 
la figura 5 que se obtiene al mirar la superficie hacia abajo desde un punto 
del eje z. ^ 
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Curvas de nivel de/(jt, y) ~ x 
FIGURA 6 



+ y 







f(x.y) = 8 • 



- 2y 



FIGURA 7 




Curvas de nivel de/(jt, y) = 8 
FIGURA 8 



-2y 



Un mapa de contornos de z - f(x, y) muestra la variation de z con res- 
pecto a x y y en el piano xy al considerar las curvas de nivel. Los valores de z 
cambian m£s rdpidamente cuando las curvas de nivel se eneuentran mds cer- 
canas entre si que cuando estan mas apartadas; esto es, cuando las curvas de 
nivel se hallan muy proximas entre si la superficie es escarpada, y cuando las 
curvas de nivel estan separadas la elevaci6n de la superficie, relativa al pia- 
no xy, cambia gradualmente. Observe esta situation en la figura 6 para las 
curvas de nivel de la superficie de la figura 5. 

En un mapa topografico bidimensional de un relieve, se obtiene una 
notion general de su inclinacidn al considerar el espacio entre sus curvas de 
nivel. Tambien en uno de estos mapas, si se sigue la trayectoria de una cur- 
va de nivel, la elevation o altura permanece constante. 



EJEMPLO 5 

f(x,y) = 8 - x 2 - 



Sea / la funcion definida por 



2y 



Dibuje la grafica de / y un mapa de contornos de / que muestre las curvas 
en intervalos constantes de 2 unidades a partir de 8 y descendiendo hasta -8. 

Solution La grafica de/ mostrada en la figura 7, es la superficie 

z = 8 - x 2 - 2y 

Al considerar z = se obtiene la traza en el piano xy, la cual es la parabola 
x 2 = -2(v - 4). Si se considera y = y jc = 0, se obtienen las trazas en 
los pianos xz y yz, las cuales son, respectivamente, la parabola x 2 = -(z - 8) 
y la recta 2y + z = 8. La section transversal de la superficie obtenida en 
el piano z = k es una parabola que tiene su veYtice en la recta 2y + z = 8 
del piano yz y abre a la izquierda. Las secciones transversales para z igual a 
8, 6, 4, 2, 0, -2, -4, -6 y -8 se muestran en la figura. 

Las curvas de nivel de/son las parabolas x 2 - -2(y - 4 + ^k). El 
mapa de contornos de /junto con las curvas de nivel requeridas se presen- 
tan en la figura 8. A 

A fin de ilustrar la aplicacion de las curvas de nivel, suponga que la 
temperatura en cualquier punto de una placa metalica plana esta dada por 
la funcion /; es decir, si T grados es la temperatura, entonces en el punto 
(jc, y), T = f(x, y). Por tanto, las curvas de nivel que tienen ecuaciones de 
la forma /(jc, y) = /:, donde k es una constante, son curvas sobre las que la 
temperatura es constante. Estas curvas de nivel se denominan isotermas. 
Ademds, si V volts proporcionan el potential electrico en cualquier punto 
(x, y) del piano xy, y V = f{x, y), entonces las curvas de nivel reciben el 
nombre de curvas equipotenciales debido a que el potencial electrico en 
cada punto de una de estas curvas es el mismo. 

Como aplicacion de las curvas de nivel en economfa, considere la 
productividad (o salida) que depende de varios insumos (o entradas) en una 
empresa. Entre los insumos pueden considerarse el numero de maquinas em- 
pleadas en la producci6n, el numero de horas-persona disponibles, el monto 
de capital de trabajo, la cantidad de material empleado asi como el area de te- 
rreno disponible. Suponga que las cantidades de las entradas estan dadas por 
x y y, y que la cantidad de salida estd representada por z, donde z = /(*, y). 
Esta funcion se denomina funcion de production, y las curvas de nivel de la 
forma /(jc, y) = k, donde k es una constante, se llaman curvas de produc- 
ci6n constante. 
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W EJEMPLO 6 Sea/ la funci6n de production para la cual 

f(x,y) = 2xU 2 y [ l 2 

Dibuje un mapa de contornos de / que muestre las curvas de produccion 
constante en 8, 6, 4 y 2. 

Soludon El mapa de contornos consiste de las curvas de intersection 
de la superficie 




z = 2* 1 'V /2 



(1) 



Curvas de nivel de f(x f y) - 2x il2 y il2 
FIGURA 9 



con los pianos z = £, donde k es igual a 8, 6, 4 y 2. Al sustituir z = 8 en (1) 
se obtiene 4 = x [ l 2 y ^ 2 o, equivalentemente, 



xy - 16 jc > y y > 



(2) 



La curva del piano xy representada por (2) es una rama de una hiperbola 
contenida en el primer cuadrante. Tambien se obtiene una rama de una 
hiperbola en el primer cuadrante con cada uno de los numeros 6, 4 y 2. Estas 
son las curvas de producci6n constante y se muestran en la figura 9. ^ 




[-2, 2] por [-2, 2] por [0,4] 

Rx,y) 



x' + v 
FIGURA 10a 




1-2, 2] por [-2, 2] por [0,41 

f(**y) = \*y\ 
FIGURA 11a 



[-2, 2] por [-2, 2] por [-1.5, 1.5] 
f(x,y) = ^xy(y 2 -x 2 ) 

FIGURA 12a 




-2 -1 

Curvas de nivel de f(x, y) 
FIGURA 10b 



X + V 



-2-10 I 

Curvas de nivel de f(x, v) = J jc v | 
FIGURA lib 



Curvas de nivel de f(x, v) - -xy(y* - x) 
FIGURA 12b 
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En los ejemplos y ejemplos ilustrativos an ten ores se emplearon fun- 
ciones cuyas graficas y curvas de nivel se dibujaron con relativa facilidad. 
Los programas de graficos por computadora pueden emplearse para trazar 
superficies mas complicadas. Estos programas muestran generalmente trazas 
de la superficie en pianos paralelos a los pianos coordenados y permiten, con 
frecuencia, elegir la ubicacion de quien las ve de modo que la superficie 
se puede observar con diferentes perspectivas. Por lo regular, los programas 
requieren que se estipule una caja de inspection. Dicha caja corresponde 
al rectdngulo (o ventana) de inspecidn que se elige al trazar curvas bidi- 
mensionales en una graficadora. La caja de inspecci6n, denotada como 
bW *max] por \y miw y msix ] por [z mfn , Zm&K ], es el conjunto de puntos de R 3 
para los cuales x min < x < x^^y^ < y < v mix , y z min < z < z m ^- 

Las graficas por computadora de este texto fueron generadas por el 
software Mathematica. Las figuras que representan estas graficas muestran 
la superficie en la caja de inspecci6n indicada debajo de la figura. La mayo- 
rfa de las gr&ficas ubican a quien las mira en el primer octante de un sis- 
tema coordenado derecho. Se han considerado diferentes tonalidades para 
resaltar la apariencia tridimensional de las figuras. Las partes (a) de las fi- 
guras 10 a 15 muestran las graTicas trazadas en una computadora de las su- 
perficies definidas por algunas funciones de dos variables particulares; las 
partes (b) de las figuras mencionadas muestran las graficas por computadora 
de algunas de las curvas de nivel correspondientes. En los ejercicios 51 a 54 
se muestran otras graficas realizadas en una computadora, y se le pedira que 
relacione una funcion con una superficie y un conjunto de curvas de nivel. 






[-6, 6] por [-6, 6] por [-2, 2] 
.f(x,y) = cos* -I- cos y 

FIGURA 13a 



[-4,1] por [0,6.5] por [-3, 3] 
f(x, y) ~ e x sen y 

FIGURA 14a 



[-2, 2] por [-2, 2] por [-2, 2) 
f(x.y) = ln(jr 2 + y 2 ) 

FIGURA 15a 




Curvas de nivel de f{x, y) - cos jt + cos y 
FIGURA 13b 



-4 -3 -2-10 1 

Curvas de nivel de /(jt, y) = e*seny 
FIGURA 14b 



—2 -1 1 

Curvas de nivel de/(jr,y) = In(jr 2 
FIGURA 15b 



■/) 
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La definition siguiente extiende la notion de grafica de una funcion ate 
de grafica de una funci6n de n variables. 



12.1.6 Definicion de la grafica de una funcion de n 
variables 



Si/es una funci^o de /i variables, entonces la gralfica de/es el con- 
jupto de todos Ids puntos {x^x^ . . . , x n „ w) de R n+l para los cuales 
(jtj ,..jt2, . . . , x n ) es un punto del donunio de/ y w = /Ocj, jc 2 , . . . , *„). 







z 
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X 




V 


[-1.5, 1.5] par [-1.5 


,1.5]por[-4,6] 


Superficie d€ 


;I nivel de 


sU> y. 


z) = x 


u,* 


- Z 



FIGURA 16 




Las funciones de tres variables tienen superficies de niveU concepto 
analogo al de curvas de nivel para funciones de dos variables. Si / es una 
funcion cuyo dominio es un conjunto de puntos de # 3 , entonces si k es un 
numero del contradominio de/ la grafica de la ecuaci6n 

f(x,y,z) = k 

es una superficie de nivel de / en k, Cada superficie en el espacio tridimen- 
sional puede considerarse como una superficie de nivel de alguna funcion de 
tres variables. 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 

dapor 

g(x, v, z) = x 2 + v 2 - z 



Si la funcion g esta defini- 



entonces el paraboloide circular z = x 2 + y 2 , mostrado en la figura 4, es 
la superficie de nivel de g en 0, La superficie de nivel de g en el ntimero k 
tiene la ecuacion z + k = x 2 + y 2 , un paraboloide circular cuyo vertice 
es el punto (0, 0, -k) sobre el eje z. La figura 16 muestra las superficies de 
nivel para k igual a -4, -2, 0, 2 y 4. 4 



W EJEMPLO 7 La funcion / estd definidapor 

f(*,y,z) = x + 2y + 4z 

Dibuje las superficies de nivel de/para los siguientes valores de k: 16, 12, 

8,4y2. 

Solution Una ecuacion de la superficie de nivel de/en k es 

x + 2v + 4z = k 

cuya grafica es un piano. Para los valores dados de k se tienen los pianos 
paralelos siguientes: 



n -~ y 

Curvas de nivel de/(jr, y, z) = x + 2y + 4z 

FIGURA 17 Estos pianos se muestran en la figura 17. 



x + 2v + 4z = 16 

x + 2v + 4z = 12 

x + 2v + 4z = 8 

x + 2v + 4z = 4 

x + 2v + 4z = 2 
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W EJEMPLO 8 Lafunci6n/esta definidapor 

f(x,y,z) = x 2 + y 2 - z 2 
Describa las superficies de nivel de/para (a) k = 4, (b) k = -4, y (c) k = 0. 

Solucion 

(a) La superficie de nivel para k = 4 dene la ecuaci6n 

x 2 + y 2 - z 2 = 4 

Esta superficie, un hiperboloide de una hoja cuyo eje es el eje z, se 
muestra en la figura 18. 

(b) La superficie de nivel para k = -4 tiene la ecuacion 



x 2 + y 2 - z 2 



-4 <=> -x 2 - y 2 + z 2 = 4 



Esta superficie es un hiperboloide de dos hojas cuyo eje es el eje z, y 
se presenta en la figura 19. 
(c) La superficie de nivel para k - tiene la ecuacion 



x 2 + y 2 - z 2 - 



Esta superficie, un cono cuyo eje es el eje z, se muestra en la figura 20. A 




x 2 + y 2 - z 2 = 4 
FIGURA 18 





,2 _ ,2 „ y 2 = 4 

FIGURA 19 



jc 2 + ^ 2 + z 2 = o 
FIGURA 20 



EJERCICIOS 12.1 



1. Sea / la funcion de las dos variables x y y el conjunto de 2. Sea g la funcion de las dos variables x y y el conjunto de 



pares ordenados de la forma (P, z) tales que 



x + v -, . jc + y 

2 = « f(x,y) = i 

* - y jc - y 



Obtenga: (a) /(-3, 4); (b)/(I, I); (c) /(jc + 1, y - 1); 



«)/(-*, y) -f(x,-y). 



pares ordenados de la forma (P, z) tales que 



z = ^x 2 - y <=> g(x,y) = V-^ 2 ~ >* 
Calcule: (a) g(3, 5); (b) #(-4, -9); (c) gC* + 2, 4* + 4); 

Hi- 3) 
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3. Sea g la funcion de las tres variables x, y y z el conjunto 
de pares ordenados de la forma (P, w) tales que 



En los ejercicios 29 a 36, determine el dominio de f y dibuje 
su grdfica. 



w = ^4 - x 2 - y 2 - z 2 
<=> gix,y,z) = V 4 ~ x 2 ~ y 2 ~ z 2 

Obtenga:(a)g(l,-l,-l);(b)g(-l, I, f);(c)g(lx, \y, \z)\ 
(d)[g(x,y,z)] 2 - [g(x + 2,y + 2,z)] 2 . 

4. Sea / la funcion de las tres variables x, y y z el conjunto 
de pares ordenados de la forma (P, w) tales que 



29. f(x, y) - Vl6 - x 2 - y 2 

30. fix, y) = 6 - Ix + ly 

31. /(x,y) = 16 - x 2 -y 2 



32. /(x,y) = yjlQO - 25x 2 - 4y 2 

33. /(x, y) = x 2 - y 2 34. /(x, y) = 144 - 9x 2 - 16y 2 



f(x,y,z) 



x L + y z + z z 



x' + y z + z* 



Calcule: (a)/(l, 2, 3); (b)/(2, -I, §); (c)/(-? -, -i); 
(d)/(x + 2, 1,jc - 2). V * x x} 

En los ejercicios 5 a 20, determine el dominio de fy dibujelo 
como una region de R 2 . Utilice curvas punteadas para indicar 
cualquier parte de la frontera que no pertenezca al dominio 
y curvas continuas para indicar las partes de la frontera que 
pertenezcan al dominio. 



5. /(x,y) = 


1 6 


jc 2 + y 2 - 1 


7. /(x,y) = 


V> - * 2 - y 2 


8. /(x,y) = 


^16 - jc 2 - 4y 2 


9. f(x, y) = 


4x 2 - y 2 - t 


10. fix,y) = 


Vx 2 - 4y 2 + 16 


11. fix,y) = 


V* 2 + y 2 - 1 


12. /(x,y) = 

13. /(x,y) = 

14. /(x,y) = 


^2 + 4>) 2 _ , 6 

1 


Vi - * 2 - ? 2 
1 


^/l6 - x 2 - 4y 2 


15. fix, y) - 


4 4 

X . - y . 16. 



6. fix,y) = 



4 - jc 2 - y 2 



x 2 -y 2 



16. /(x,y) - * ^ 



35. /(x, y) = 4jc 2 + 9y 2 36. fix, y) = jx~T~y 

En los ejercicios 37 a 46, dibuje un mapa de contornos de f 
que muestre las curvas de nivel para los numeros indicados. 

37. La funcion del ejercicio 29 para 0, 1 , 2, 3 y 4. 

38. La funcion del ejercicio 30 para 10, 6, 2, 0, -2, -6 y -10. 

39. La funcion del ejercicio 31 para 16, 12, 7, 0, -9 y -20. 

40. La funcion del ejercicio 32 para 0, 2, 4, 6, 8 y 10. 

41. La funcion del ejercicio 33 para 16, 9, 4, 0, -4, -9 y -16. 

42. La funcion del ejercicio 36 para 10, 8, 6, 5 y 0. 

43. /(x,y) = I(x 2 + y 2 ) para 8, 6, 4, 2, y 

44. /(x,y) = ix - 3)j iy + 2) para 4, 2, 1, \, I, 0, -I, -I, 
-l,-2y-4. 

45. fix, y) - e*y para 1, 2, e, 4, I, e~ l y I. 

46. fix,y) = lnxy paraO, 1, 2,4, -1,-2 y -4. 

47. Sean fix, y) = x - y, g(f) = V*, A(s) = J 2 - Calcule 
(a) ig o /)(5, 1); (b) /(/i(3), g(9)); (c) figix), /i(y)); 
(d) g((/l o /)(*, y)); (e) (g o h)ifix, y)). 

48. Sean/(x,y) = jc/y 2 , g(x) = x 2 , /i(x) = Vx. Calcule 
(a) (/io/)(2, 1); <b)/(g(2), A(4)); (0/(g(Vx), /i(x 2 )); 
(d) A((* o /)(x, y)); (e) (/i o g)(/(x, y)). 

En los ejercicios 49 y 50, calcule /i(x, y) si h = f p g; tam- 
bien determine el dominio de h. 



x + y 

17. f{x, y) = tosr\x - y) 18. fix, y) = ln(x 2 + y) 

19. /(x,y) = ln(xy - 1) 20. fix, y) = sen~\x + y) 

£n /oj ejercicios 21 a 28, determine el dominio de f y repre- 
sented como una region de R^. 

21. fix,y,z) = x . + y + z 22. fix,y,z) = Z 

x ~ y - z 



x 2 -y 



23. fix,y,z) = V 16 " x 2 ~ 4 y 2 ~ ^ 

24. fix,y,z) = V 9 ~ x 2 ~ y 2 - z 2 

25. /(x, y, z) = sen* 1 x + sen" 1 y + sen -1 z 

26. /(x, y, z) = In x + In y + In z 

27. /(x,y,z) = ln(4 - x 2 - y 2 ) + |z| 

28. fix,y,z) = xz cos'^y 2 - 1) 



49. /(0 = sen" 1 t\g{x,y\ = ^1 - x 2 - y 2 

50. fit) = ^;g(x,y) = ylnx 

fn /as ejercicios 51 a 54, relacione la funcion con una de las 
superficies (a) -(d) y con uno de los mapas de contorno 
(i)-(iv). En los mapas de contorno, el eje x es horizontal, el 
eje y es vertical, el color negro representa los valores de fun- 
cion mas pequenos, y el bianco representa los valores de 
funcion mas grandes. 

51. fix,y) = 2 * 2 2 

x + y 

52. fix,y) = ln|x + y\ 

53. fix,y) = e^cosx 

54. fix, y) = sen x + cos y 
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[a2jr]por(-4, I] por [-3. 3] 




K, 2] per [-2, 21 por [0,1 J 




[-231 2k] por [-2* 2*1 por [-2, 21 
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55. Se elabora una caja rectangular cerrada con tres tipos de 
materiales de modo que contenga un volumen 16 pie 3 . 
El material para la tapa y el fondo cuesta $0.18 por pie 
cuadrado, el material para las partes delantera y trase- 
ra cuesta $0.16 por pie cuadrado, y el material para las 
otras dos caras cuesta $0. 1 2 por pie cuadrado. (a) Obtenga 
un' modelo matematico que exprese el costo total del ma- 
terial como una funckin de las dimensiones las partes de- 
lantera y trasera. Determine el dominio de la funcion. 
(b) i,Cual es el costo del material si las dimensiones de las 
partes delantera y trasera son 2 pie y 4 pie, donde 4 pie es 
la altura de la caja? 

56. Se elabora una caja rectangular sin tapa con un costo de 
material de $10. El material para el fondo cuesta $0.15 
por pie cuadrado y el material para los lados cuesta 
$0.30 por pie cuadrado. (a) Obtenga un modelo mate- 
matico que exprese el volumen de la caja como una fun- 
cion de las dimensiones del fondo. Determine el dominio 
de la funcion. (b) <,Cu£l es volumen de la caja si el fondo 
es un cuadrado cuyo lado mide 3 pie? 

57. Un stflido rectangular del primer octante, con tres caras en 
los ejes pianos coordenados, tiene un vertice en el origen 
y el vertice opuesto en el punto (jc, y, z) en el piano 
jc + 3y +■ 2z = 6. (a) Obtenga un modelo matematico 
que exprese el volumen del solido como una funcion de 
las dimensiones de la base. Determine el dominio de la 
funcion. (b) <,Cual es el volumen si la base es un cuadra- 
do de lado 1 .25 unidades? 

58. (a) Obtenga un modelo matematico que exprese el area 
total de la superficie del solido del ejercicio 57 como una 
funcion de las dimensiones de la base. Determine el do- 
minio de la funcion. (b) <,Cual es el area total de la super- 
ficie si la base es un cuadrado de lado 1 .25 unidades? 



59. El potencial electrico en un punto (jc, y) es V(x, y) volts y 
V(x, y) = 4/ ^9 - x 2 - y 2 . Dibuje las curvas equipo- 
tenciales de V para 1 6, 1 2, 8 y 4. 

60. La funcion de produccion / para cierto artfculo esta de- 
finida por /(*, y) - 4x l ' 3 y 2 ' 3 , donde x y y son las canti- 
dades de dos insumos. Dibuje un mapa de contornos de 
/ que muestre las curvas de produccion constantes para 

16, 12, 8,4 y 2. 

61. Suponga que / es la funcion de producci6n de cierto ar- 
ticulo, donde f(x, y) unidades se producen cuando se 
emplean x maquinas y y horas-persona estan disponibles. 
Si f(x, y) = 6*y, dibuje un mapa de contornos de / que 
muestre las curvas de production constante para 30, 24, 
18, 12 y 6. 

62. T(x 7 y) grados es la temperatura en un punto (x, y) de una 
placa metalica plana, donde 7(jc, y) = 4x 2 + 2y 2 . Dibuje 
un mapa de contornos de T que muestre las isotermas 
para 12, 18,4, 1 y 0. 

63. La presion de un gas en el punto (jc, y, z) del espacio tri- 
dimensional es P(x y y, z) atm<3sferas, donde 

P(x y y,z) = 4e~ {x2 + y 2 + z2) 

Describa las superficies de nivel, denominadas super- 
ficies isobaricas, de P para 4, 2, 1 y | . 

64. El potencial electrico en un punto (jc, y, z) del espacio tri- 
dimensional es V(jc, y, z) volts, donde 

V(Jc,y,z) - , = 8 , = 
Vl6jc 2 + 4y 2 + z 2 

Las superficies de nivel de V se llaman superficies equi- 
potenciales. Describa estas superficies para 4, 2, 1 y - . 



12.2 LIMITES Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES 
DE MAS DE UNA VARIABLE 

La definition del limite de una funcion de una variable involucra la cjistancia 
entre dos puntos de la recta numerica real. El limite de una funci<5n de mas de 
una variable tambien implica la distancia entre dos puntos; por lo que se inicia 
el estudio de estos limites con la definition de distancia entre dos puntos de R n . 
En R la distancia entre dos puntos es el valor absoluto de la diferencia 
de dos numeros reales. Esto es, | x - a \ es la distancia entre los puntos 
jc y a de la recta numerica real. En R 2 la distancia entre los puntos P(x, y) 
y Po(xq, yo) est ^ dada P° r l a expresi<5n yj(x - xq ) 2 + (y - yo ) 2 . En R 3 la 
distancia entre los puntos P(x, y, z) y Po(xq, yo, Zo) esta determinada por 
tJ(x - xq) 2 + (y - y ) 2 + (z - Zo ) 2 • En R n la distancia entre dos pun- 
tos se define de manera analoga. 



12.2.1 Definition de la distancia entre dos puntos de R' 



Si P(x h Jtjt p ■ ■ , x„) y A(a it a 2 , . . ., a„) son dos puntos <te Rf 1 , etitonccs la 
distancia enfre P y A t denotada por || P - A f| r estsi detenniiiada por 

lP-Al± TJ(Xi - aO 2 + (*2 - a 2 ) 2 + - ■ ■ + .(*, " *n> 2 
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-+- 



Bola abierta B(a\ r) en R 
FIGURA 



1 

a 

Boi j cerrada B[a; r] en R 
FIGURA 2 



El simbolo || P - A || representa un numero no negativo y se lee como 
"la distancia entre P y A". 

En R, R 2 y R 3 , la f6nnula de la definicion 12.2.1 se transforma, respec- 
tivamente, en 



x - a = x - a 



\\(x,y) - (x ,y )\\ = fa - x ) 2 + (y - y ) 2 
| (x, y, z) - (x , y , zq) || - fa - *o) 2 + (y ~ >o) 2 + (z - z ) 2 



1 2.2.2 Definicion de bola abierta en R n 



Si A es un punto de fl" y r es un ntimero positive entonces la 1 
abierta B(A\ r) es el conjunto de todos los puntos. P d* R n tales qm 
\\P-A\\<r. 



Bola abierta B((x , y ); r) en R 2 
FIGURA 3 




Bola cerrada B[(x , y ); r] en R 2 
FIGURA 4 




Bola abierta B((x Q , y , Zq); r) en /f 3 
FIGURA 5 



1 2.2.3 Definicion de bolo cerrada en R n 



Si A es un punto de R" y r es un ndmero positivo, entonces la bola 
cerrada B\A\ r] es ei conjunto de todos los imntos P de /r tales que 

Con el fin de ilustrar estas definiciones, se muestra lo que ellas signi- 
fican en /?, R 2 y R 3 . En primer lugar, si a es un punto de /?, entonces la bola 
abierta B(a; r) es el conjunto de todos los puntos x de R tales que 

\x - a\ < r 

El conjunto de puntos que satisface esta ecuaci6n es el conjunto de todos 
los puntos del intervalo abierto (a - r, a + r); de modo que la bola abier- 
ta B{a\ r) en R (refierase a la figura 1) es simplemente el intervalo abierto 
cuyo punto medio es a y cuyos extremos son a - r y a + r. La bola ce- 
rrada B[a; r] en R (figura 2) es el intervalo cerrado [a - r, a + r]. 

Si (jc , vq) es un punto de R 2 , entonces la bola abierta B((xq, y ); r) es 
el conjunto de todos los puntos (jc, y) de R 2 tales que 



fa - x ) 2 + (v - y ) 2 < r 

Por lo que la bola abierta B((x , y ); r) en R 2 (figura 3) consta de todos los 
puntos de la region interior limitada por la circunferencia que tiene su centro 
en (jcq, >o) y radio r. En ocasiones se llama disco abierto a una bola abierta 
de R 2 . La bola cerrada, o disco cerrado, B[(xq, yo); r ] de ^ 2 (figura 4) es el 
conjunto de todos los puntos de la bola abierta B((xq, y ); r) y la circun- 
ferencia con centro en (* , yo) y radio r. 

Si (x , y , Zo) es un punto de R 3 , entonces la bola abierta B((xq, y , Zq)\ r) 
es el conjunto de todos los puntos (x, y, z) de R 3 tales que 



fa - x ) 2 + (y - y ) 2 + (z - z ) 2 < r 

Por tanto, la bola abierta B((xq, yr> zo); r) en R 3 (figura 5) consiste de todos 
los puntos de la region interior limitada por la esfera que tiene centro en 
(*o> yo, zo) y radio r. Similarmente, la bola cerrada B[(x , y , zo); r] de R 3 (fi- 
gura 6) consiste de todos los puntos de la bola abierta B((xq, y , zo); r ) asi 
como de los puntos de la esfera que tiene centro en (jc , yo, zo) v radio r. 
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Bola cerrada B[(x , y , z ); r] en R 
FIGURA 6 



1 2.2.4 Definition del limite de una funcion de n 
variables 



Sea / una funcion de n variables definida en alguna-bola abierta 
B(A; r), excepto posiblemente en el punto A. Entonces, el limite de 
f(P) conforme P tiende a -A es L, lo cual se denota por 

lim f{P) = L 

si para cualquier € > 0, sin importar que tan pequefia sea, existe 
una 8 > tal que 

si < JJP - A |) < 5 entonces \f(P) - L\ < € 



Si en la definicion anterior / es una funcion de una variable, A = a 
pertenece a R y P = x, entonces la definicion establece lo siguiente: si /esta 
definida en algun intervalo abierto centrado en a, excepto posiblemente en 
a, entonces 



lim/(jc) = L 

x-¥a 

si para cualquier € > 0, sin importar que tan pequefia sea, existe una 
5 > tal que 

si < | Jt - <3 | < <5 entonces |/(jc) - L \ < € 

Por lo que la definicion de limite de una funcion de una variable (1.5.1) es un 
caso especial de la definicion 12.2.4. 

La definicion del limite de una funcion de dos variables es el caso es- 
pecial de la definicion 1 2.2.4 en donde A es el punto (jc , yo) y P es el pun- 
to (x, y). 



(Wo, /<*(>' %» 




FIGURA 7 



1 2.2.5 Definition del limite de una funcion de dos 
variables 



Sea / la funcion de dos variables definida en algun disco abierto 
Bftxfy yo)i r )' excepto posiblemente en (jcq, y ). Entonces el limite de 
fix^y) conforme (x,y) tiende a (x^y^) es L, lo que se denota por 

lim Mx,y) = L 

si para cualquier € > 0, sin importar que tan pequefia sea, existe una 
5 > tal que 

siO < ^(x - jc ) 2 + (v - y ) 2 < S entonces \f(x,y) - L \ < € 



En palabras, esta definici6n establece que los valores de funcion /(jc, y) 
se aproximan al limite L conforme el punto (jc, y) tiende al punto (jc , yo) si el 
valor absoluto de la diferencia entre /(jc, y) y L puede hacerse arbitraria- 
mente pequefia al considerar el punto (jc, y) suficientemente cercano a (jc , yo) 
pero sin llegar a ser (jcq, yo)- En la definicion nada se dice acerca del valor de 
la funcion en el punto (jcq, yo), es decir, no es necesario que la funcion este 

definida en (jcq, yo) para que lim /(jc, y) exista. 
U, >o ->(.ro. yo) 
En la figura 7 se presenta una interpretation geometrica de la defi- 
nicion 12.2.5. En esta figura se muestra la pore ion de la superficie que tiene 



1 2,2 UMITES Y CONTINUIDAD PE FUNCIONES PE MAS PE UNA VARIABLE 929 

ecuaci6n z = f(x, y) y que se encuentra por arriba del disco B((xq, y ); 5). 
Se observa que f(x, y), en el eje z, estara entre L - € y L + € siempre que 
el punto (jc, y) del piano xy este en el disco abierto B((xq, y ); 5). Otra forma 
de establecer esto consiste en que/C*, y) en el eje z puede forzarse a que este* 
entre L - € y L + € al restringir el punto (jc, y) del piano xy al disco 
abierto B((x Qy y Q ); 5). 



► EJEMPLO 1 



Utilice la definition 12.2.5 para demostrar que 



lim (2x + 3y) = 11 

(x,y>->(1.3) 

Sol UC ion El primer requisito de la definici6n es que 2x + 3y debe 
estar definido en algun disco abierto que tenga su centro en el punto (1,3), 
excepto posiblemente en (1, 3). Como 2x + 3y esta definida en cada punto 
(x, y), entonces cualquier disco abierto centrado en (1, 3) satisfara este requi- 
sito. Ahora, debe demostrarse que para cualquier € > existe una 5 > 
tal que 



< ^(x - l) 2 + (y - 3) 2 < 5 entonces | (2x + 3y) - 11 | < € (1) 

De la desigualdad del triangulo, 

\2x + 3y - 11 | = \2x - 2 + 3y - 9\ 

< 2\x- 1| + 3 | > — 3 | 

Debido a que 



|jc- l| < V(jc - I) 2 +(y-3) 2 y \y - 3| < ^x - l) 2 + (y - 3) 2 
se deduce que 

< ^(jc - l) 2 + (y - 3) 2 < 5 entonces 2\x - \\ + 3\y - 3\ < 25 + 35 

Esta proposition muestra que una election adecuada para 5 es 55 = 6, 
esto es, 5 = 1 6. Con esta Sse tiene el argumento siguiente: 

< V(* - ] ) 2 + (> - 3) 2 < ^ 
=> |jt-l|<<5y|y-3|<5 
=> 2|jc - l| + 3\y - 3| < 55 

=> |2(jc- 1) + 3(y - 3) | < 5(*e) 

=> | 2jc + 3y - 11 j < € 

De este modo, se ha probado que para cualquier € > se elige 5 = 1 6 
a fin de que la proposici6n (1) sea verdadera. Esto demuestra que 

lim (2x + 3y) = 11. ^ 

(jr,y)->(l,3) 

Los teoremas de limites de la seccion 1.5 y sus demostraciones, con 
pequenas modificaciones, se aplican a funciones de mas de una variable. Por 
ejemplo, en correspondencia con el teorema de limites 1 de la seccion 1.5 
se tiene 

lim (mx + ny + d) ~ ma + nb + d 

(x,y)-»UU>) 

y la demostracion es una generalization de la demostrackSn del ejemplo 1. 
A partir de aquf se utilizaran los teoremas de lfmites sin volver a establecerlos 
ni demostrarlos. 
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L> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Al aplicar ios teoremas de 
lfmites acerca de sumas y productos se tiene 

lim C* 3 + 2x 2 y - y 2 + 2) = (-2) 3 + 2(-2j 2 (l) - (l) 2 + 2 

(jc,?)-»(-2,I) 

= 1 < 



-2,2]por[-2,2]por[-4,4j 

4 4 

a y - x 
My) = ~ 7 f 



► EJEMPLO 2 




Calcule lim /(jc, y) si 

(Jt,y)->(0,0r 



V 4 - X 4 

f(x,y) = ^ ^ 

y l + x l 



Solution 



lim 



(jc.y)^(O.O) y 2 + x 2 



lim 

(x.y)-»(0.0) 



(y 2 - x 2 )(y 2 + x 2 ) 



y 2 + x 2 



lim y 2 - x 2 



= 
La graTica de/, mostrada en la figura 8, es el paraboloide hiperbolico 

Z = y 2 - x 2 
sin considerar el origen. La grafica apoya la respuesta. 



FIGURA 8 



El teorema siguiente trata acerca del limite de una funcion compuesta de 
dos variables, el cual es anilogo al teorema 1.9.1 para funciones de una va- 
riable y su demostraci6n es semejante. 



12.2.6 Teorema 



Si g es una funcion de dos variables y lim g(x* y) = b 7 y ade- 
mis /es una funci6n de una variable que es continua en b, entonces 



<3> 



, lim /(*(*.?»=/( lim rfjt,y) 



, lim ,(/o<Xx.y)-/») 

U.y}-»Uo.yo) 



► EJEMPLO 3 

lim ln(jcy - 1). 

<jr,y)->(-2,l) 



Utilice el teorema 12.2.6 a fin de calcular 



Solucion Sea g la funcion tal que g(x, y) = ry - 1 y sea / la funcion 
para la cual f(t) = In t. 



lim (xy - 1) = 1 

0r,y>->(2J) 

y como/es continua en 1, del teorema 12.2.6, 

lim ln(ry - 1) = In lim (xy - 1) 

= In 1 
= 
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A continuacion se presentara el concepto de punto de acumulacion^ 
el cual se necesita para continuar el estudio de limites de funciones de 
dos variables. 



12.2.7 Definition de punto de acumulacion 



Un punto Pq es un panto de acumuJaciiki de un eonjunto 5 de pun- 
tos de R" si toda bola abierta B(P$; r) contiene un nutnero infinito 
de puntos deS. 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si 5 es el eonjunto de todos 
los puntos de R 2 del lado positivo del eje jc, entonces el origen es un punto 
de acumulacion de 5 debido a que, sin importar que tan pequeno se tome el 
valor de r, cada disco abierto que tenga su centra en el origen y radio r con- 
tendra un numero infinito de puntos de 5. Este es un ejemplo de un eonjunto 
que tiene un punto de acumulacion para el cual el punto de acumulacion no 
es un punto del eonjunto. Cualquier punto de este eonjunto 5 tambien es un 
punto de acumulacion de S. A 



(m,n+ I ) 

(m- [,n + 1) I (m+ l,n+ I) 

• • • 

/ (m,n) y^ 
(m-l,n)»' ( « v / »• (m + 1, n) 



(m-L,n-l) I (m+t,n-l) 
(m,n- 1) 



FIGURA 9 



\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Si 5 es el eonjunto de todos 
los puntos de R 2 para los que sus coordenadas cartesianas son numeros en- 
teros positivos, entonces este eonjunto no tiene puntos de acumulacion. Esto 
se ve al considerar el punto (m, n), donde m y n son numeros enteros posi- 
tivos. De este modo, un disco abierto que tenga su centra en (m, n) y radio 
menor que 1 no contendrd ningun punto de 5 diferente de (m>n)\ por tanto, 
no se satisface la definicion 12.2.7 (consul te la figura 9). ^ 

Ahora se considerara el limite de una funcion de dos variables conforme 
un punto (jc, v) tiende a un punto (jc , yo), donde (jc, v) se restringe a un con- 
junto especifico de puntos. 



12.2.8 Definicion del limite de una funcion de dos 
variables a traves de un eonjunto especifico 



Sea /una funcion definida en un eonjunto de puntos S en R 2 , y sea 
(xQ>yo) un punto de acumulacidn de S. Entonces el limite def(x t y) 
conforme (jt, y} tiende a (x^ y^) en S es L, lo que se denota por .♦ 

si para cualquier € > 0, sin importar que tan pequena sea, existe 
una£> Otalque v 

si < || (x, y) - (xq - y$\\ < 5 entonces \f(x t y) - L\ < € 

donde Or, y) pertenece a S. 

En algunos casos el limite de la definicion anterior se transforma en 

el tfmite de una funcion de una sola variable. Por ejemplo, considere 

lim f(x, y). Entonces si 5i es el eonjunto de todos los puntos del 

lado positivo del eje jc, 

lim f(x 9 y) = lim/(jc,0) 

((X. y) en 5, ) 



\ 
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Si 5 2 es el conjunto de todos los puntos del lado negativo del eje y, 
lim f(x,y) = lim f(0,y) 

«x,y)en S 2 ) 

Si S 3 es el conjunto de todos los puntos del eje jc, 
lim f(x 9 y) = Lim/(jc,0) 

«x,y) e nS 3 ) 

Si 5 4 es el conjunto de todos los puntos de la parabola y = jc 2 , 
lim /(jc, y) - lim /(jc, jc 2 ) 

(U, y)enS 4 ) 



12.2.9 Teorema 



Suponga que la funci6n / esta* definida para todos los puntos de un 
disco abierto eentrado en (JtQ,yo) T excepto posiblemente en (x^y^, 
yque 

Entonces, si S es cualquier conjunto de puntos de R 2 que tiene a 

Uo> yo) como un punto de acumulaci6n, 

lim /foy) 
existe y siemprc tiene el valor L 
Demostracion Como lim f(x,y) = L, entonces, por la defi- 

(x,y)-*(x ,y ) 

nici6n 12.2.5, para cualquier € > existe una S > tal que 

si < \\(x,y) - (xo,> )|| < S entonces \f(x,y) - L\ < € 

La proposition anterior sera verdadera si ademas se restringe (jc, y) de- 
bido al requisite de que (jc, y) pertenezca a un conjunto S, donde 5 es cual- 
quier conjunto de puntos que tenga a (jc , y ) como un punto de acumulacion. 
Por tanto, por la definition 12.2.8, 

, I'm f(.x,y) = L 

«JC,.y)enS) 

y L no depende del conjunto 5 a travel del cual (jc, y) se aproxima a (jc , yo)* 
Esto demuestra el teorema. ■ 

El teorema siguiente se obtiene como consecuencia inmediata del teo- 
rema 12.2.9. 



12.2.10 Teorema 



Si la funcitin / tiene tfmites diferentes conforme (jc, y) se aproxima 

a (jq, y ) a traves de dos conjuntos diferentes de puntos que tienen a 

(*b,J>o) como un P u ^to de acumu1aci6n, entonces lim /C*,y) 

. . (*.y)-*Uo»yo> 

no existe. 
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Demostracion Suponga que S^ y S 2 son dos conjuntos de puntos de R 2 
diferentes que tienen a (jc , y ) como un punto de acumulacion, y sean 

lim f(x,y) =L, y Km f(x,y) = L2 ' 

<*,y)->(j; , y ) ( *, y)->( * ,y ) 

«*,y)enS,) ((jt,y)enS 2 > 

Ahora suponga que lim f(x y y) existe. Entonces, por el teorema 

f (*>y)->Uo.:Vo> 

12.2.9, L t debe ser igual a L2; pero por hipotesis Lj 9* Z^, de modo que se 
tiene una contradiccion. Por tanto, lim /(jc, y) no existe. ■ 



► EJEMPLO 4 



Sea 



'/(x,jO = 



V 



2 ' 2 \ 
x - y j 

x 2 + y 2 y 



j^f y 



C JJ> V 



UtiliceeTteorema 12.2.10 para demostrar que lim fix- y) no existe. 

Solucibn La funci6n / estfi definida en todos los puntos de R 2 excepto 
en (0, 0). Sean S\ el conjunto de todos los puntos del eje x y S2 el conjun- 
to de todos los puntos del eje y. Entonces 



[-2, 2] por [-2, 2] por [-2, 2] 

_2 _ .,2 



x" + y 



FIGURA 10 



hm /(jc, y) 

C(Jc.y)enSi) 



lim 



nf(x,0) 



lim /(jc,y) = lim/(0,y) 



<x.y)-><0,0)- 

((x,y)tnS 2 ) 



y->0 




= lim -^r 
= lim I 

x->0 
= 1 



lim -^ 

y->0 y 



= lim(-l) 

y->0 
= "I 



Como 



lim /(jc, y) 9* lim /(jc,y) 

(U,y)enSj) (U,y)enS 2 ) 

se concluye, por el teorema 12.2. 10, que lim /(jc, y) no existe. 

La figura 10 muestra la graTica de/ Observe en la figura que conforme 
(jc, y) se aproxima a (0, 0) a lo largo del eje jc, parece que fix, y) tiende a I , 
y conforme (jc, y) se aproxima a (0, 0) a lo largo del eje y, parece que /(jc, y) 
tiende a -1. Estas observaciones apoyan la respuesta. A 



► EJEMPLO 5 



Demuestre que no existe el Iimite siguiente: 



lim 



(*,y)-><0.0) jc 2 4- y 2 



Solution La expresion jc/(jc 2 + y 2 ) esta definida para todos los puntos 
de R 2 excepto (0, 0). Sea S el conjunto de puntos del eje jc positivo. Entonces 



hm 

<jc,.y)-K0,0) 
(U.y)enS) 




X 




— 


lim 
lim 


JC 


JC 2 


+ 


y 2 


JC 2 

I 

JC 



= +00 



Por tanto, el Iimite no existe. 
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[-2, 21 por [-2, 2] por [-2.2, 2.2] 

fay) = X 2 

jc 2 + y 2 

FIGURA 11 




La figura 1 1 muestra la grdfica de la funcion cuyos valores son 
xj(x 2 + y 2 ). Observe que conforme (jc, y) se aproxima al origen a lo largo cfel 
eje x positivo, parece que los valores de funcion crecen sin limite, lo cual 
apoya la respuesta. ^ 



► EJEMPLO 6 



Dada 



xy 



f(x,y) = "' 

x l + y l 



calcule lim fix, y) si existe. 

(jr.y)-»(0,or 

Solution La funcion esta definida para todos los puntos de R 2 excep- 
tc (0, 0). Sean S\ el conjunto de todos los puntos del eje jc, y S 2 el conjunto de 
tc dos los puntos de la recta y = jc. Entonces 

( 



lim /U,y) = lim/(jc,0) 

«jc,y)enS,) 

= lim ° 



*o x 2 + 



lim /(je, y) = lim/(x, jc) 

{{x,y)enS 2 ) ^ 

= lim 



limO 



X^O X Z + X 1 

= Hm n \ 
x->0 2 

= I 
2 



Como 



2_ 



lim /(jc, y) * lim /(jc, y) 

«*, y)en 5,) (U,y)enS 2 > 



* n s entonces, por el teorema 12.2. 10, lim /(jc, y) no existe. 

~ - 5 La figura 1 2 muestra la grafica de / la cual apoya el hecho de que 
lim /(jc, y) no existe. ^ 

U,y)->(0,0r 



[-2.6, 2.6] por [-2.6, 2.6] por [-0.5, 0.5] ^ EJEMPLO 7 



Ax,y) 



xy 



x* + y* 

FIGURA 12 



Dada 



__ 2* 2 y U^^° 



>yfb* 



f(x,y)= -r-^j 

JC 4 + v^ 



calcule lim /(jc, y) si existe. 

U,y)->(0,0r 

Solution La funci6n esta definida para todos los puntos de /? 2 excep- 
to (0, 0). Sea S] el conjunto de todos los puntos de cualquier recta que pase 
por el origen; esto es, para cualquier punto (jc, y) de S\, y = mx. Sea 5 2 el 
conjunto de todos los puntos de la parabola y = jc 2 . Entonces 



lim f(x, y) = lim /(jc, mjc) 

(*,y)-K0,0r J x^0 J 
((jc, ,y)en5|) 

= lim 



lim f(x,y) = lim/(jc,x 2 ) 



(jc.y)->(0,0y 
(U,y)enS 2 ) 



■>o jc 4 + m z x 



2.2 



= lim 



2jc 4 



,o ^ + x « 



= lim 



2m* 



*->o x 2 + m 2 



= 



= lim 1 

jt->0 

= 1 



Debido a que 



lim /(*, v) * lim /(jc,v) 

Gx,y)en5,) (U, y) en S 2 ) 

entonces lim /(jc, y) no existe. 
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[-4, 4] por [-4, 4] por [-1, 1} 

f( X ,y) = -4^ 

x + y l 

FIGURA 13 



La figura 13, la cual muestra la grafica de/, apoya el hecho de que 
lim /(jc, y) no existe. ^ 



► EJEMPLO 8 



Sea 



fay) = 



+ 2x 2 + 2y 2 + y 4 
x 2 + y 2 



Calcule lim f(x, y) si existe. 

Sol UC ion La funci<5n esta definida en todos los puntos de R 2 excepto 
en (0, 0). Sea S\ el conjunto de todos los puntos de cualquier recta que pase 
por el origen; de modo que si /(jc, y) es un punto de 5j, entonces y = mx. 
Sea $2 e l conjunto de todos los puntos de la parabola y - x 2 . Entonces 



lim /(jc,y) = lim 

(x,y)-+(Q,Q) *->0 

(U,y)enS,) 



X 4 + 2x 2 + 2m 2 x 2 



., jc 4 (1 + m 4 ) + 2jc 2 (1 + m 2 ) 
— i im _ _ 

x^o x 2 (l + m 2 ) 



- lim 
jr->o 

= 2 



jc 2 (1 + m 4 ) + 2(1 + m 2 ) 

1 + m 2 



lim /(jc,y) = lim 

U,.y)-K0.0) jr->0 

((jr.y)en S 2 ) 



= lim 

jr->0 



= lim 

= 2 



jc 8 + 3jc 4 + 2x 2 



jc 6 + 3jc 2 + 2 
1 + x 2 



Aunque se obtiene el mismo limite 2 si (jc, y) se aproxima a (0, 0) a lo largo 
de cualquier recta que pase por el origen asi como por la parabola y = jc 2 , 
no se puede concluir que el limite exista y sea igual a 2, no obstante se puede 
esperar que este sea el caso. Cualquier disco abierto centrado en el origen 
satisface el primer requisito de la definition 12.2.5. Si puede probarse que 
para cualquier € > existe una 8 > tal que 



si < ^jx 2 + y 2 < 8 entonces 



X 4 - 


f 2jc 2 + 


2y 2 + y 4 


- 2 




X 2 + 

jc 4 + y 4 


y 2 

< € 




x 2 + y 2 





<=> si < ^jx 2 + y 2 < 8 entonces 



entonces se habra" demostrado que lim f(x, y) = 2. 

Como jc 2 < jc 2 + y 2 y y 2 < jc 2 + y 2 , 
(jc 2 + y 2 ) 2 + (jc 2 + y 2 ) 2 



< € 



(2) 



jc 4 + y 4 



jc 2 + y 2 



jc 2 + y 2 



= 2(jc 2 + y 2 ) 



De modo que se tiene una election adecuada para 8 al despejarla de 
28 2 = €; asi, 5 = J€/2 . Con esta 5se tiene el argumento siguiente: 



< ^x 2 + y 2 < 8 
2(jc 2 + y 2 ) < 2<5 2 
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2^2 



2(x z + y z ) 
x 2 + y 2 



< 2<5 2 



(x 2 + y 2 ) 2 + (x 2 + y 2 ) 2 e 

x 2 + y 2 2 




[-U] par [-1,1] par [2, 3] 



My) 



jr 4 + 2jc 2 + 2y 2 + y 4 



jc 4 + y 4 



x 2 + y 2 



< € 



Asf, si S = i/£/2, entonces la proposition (2) se cumple y de este modo se 
ha demostrado que 



lim f(x t y) = 2. 



La figura 14 muestra la grafica defy apoya el hecho de que el lfrni- 

te es 2. ^ 



A continuation se definira la continuidad de una funci6n de n variables 
en un punto de R n . Observe que la definici6n 1.8.1 de la continuidad de una 
funci6n de una variable en un numero a es un caso especial de la siguien- 
te definicion. 



FIGURA 14 



12.2.1 1 Definicion de continuidad de una funcion 
de n variables 



Suponga que/es una funci6n de n variables y que A es un punto de R". 
Se dice que/es continua en el punto A si y s61o si se satisfacen las 
tres condiciones siguiemes: 



(i) /(A) exists; 
(ii) lim f(F) exists; 

(iii) m$m - f(Al 






Si una o mis de estas tres condiciones no se cumple para el punto A, 
entonces se dice que/es discontinue en A. 



Si / es una funcion de dos variables, A es el punto (xq, yo) y P es el 
punto (jc, y), entonces la definicion 12.2.11 se transforma en la definici6n 
siguiente. 



12.2.12 Definicion de continuidad de una funcion 
de dos variables 



Se dice que la funcion / de dos variables x y y es continua en el 
punto {Xty y ) si v sol ° si se satiafacen las tres condiciones siguientes: 



<i) f&b yo) existe; 
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W EJEMPLO 9 Determine si la funcion g es continua en (0, 0) si - 

x 4 + 2x 2 + 2y 2 + y 4 

si (x, y) = (0, 0) 



g(x, y) = 



, si (x, y) * (0, 0) 

x z + y l 



Solucion Se verificaran las tres condiciones de la definici6n 12.2.12 
para el punto (0, 0). 

(i) g(0, 0) - 2. Por tanto, secumple lacondici6n (1). 

,», y , v ., Jt 4 + 2jc 2 + 2y 2 + j 4 
(h) hm g(x,y) = hm 5 ^ 

(*,y)->(0,0)° ( j:,v)->(0,0) x 2 + y 2 

= 2 

Este hecho se demostr6 en el ejemplo 8. 
Por tanto, g es continua en (0, 0). 4 



w EJEMPLO 1 Determine si la funci6n h es continua en (0, 0) si 

xy 
h{x,y) = 



x 2*l y 2 si <*, y) * (0, 0) 
si (jc, y) = (0, 0) 



Solucion Al verificar las condiciones de la definition 12. .2. 12 se tiene: 

(i) /i(0, 0) = 0. Por tanto, se cumple la condici6n (i). 
(ii) Cuando (jc, y) * (0,0), /i(jc, y) - xyj{x 2 + y 2 ). En el ejemplo 6, se 
mostro que lim xy/(x 2 + y 2 ) no existe; en consecuencia, que 

lim /i(jc, y) no existe. Por tanto, no se cumple la condition (ii). 

Asi, /i es discontinua en (0, 0). 4 

Si una funci6n/de dos variables es discontinua en un punto (jc , yo) pero 
lim f(x, y) existe, entonces se dice que / tiene una discontinuidad 

removible (o eliminable) en (jc , yo) debido a que si se redefine f en (jc , yo) 
de modo que 

/(*o.yo) = , h > /Uy) 

(jr t y)->(j: ,y ) 

entonces la nueva funcion es continua en (jc , yo). Si una discontinuidad no 
es removible, entonces se denomina discontinuidad esencial. 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

(a) Si f(x,y) - (x 4 + 2x 2 + 2y 2 + y 4 )j{x 2 + y 2 ), entonces / es dis- 
continua en (0, 0) ya que /(0, 0) no esta definido. Sin embargo, en el 
ejemplo 8, se prob6 que lim /(jc, y) - 2. Por tanto la discontinui- 

dad es removible al redefinir /(0, 0) como 2. RefiSrase al ejemplo 9, 

(b) Considere /(jc, y) = xy/(x 2 + y 2 ). Entonces / es discontinua en (0,0) 
debido a que /(0, 0) no esta definido. En el ejemplo 6, se mostr6 que 

lim /(jc, y) no existe. Por tanto, la discontinuidad es esencial. ^ 
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Los teoremas que tratan acerca de la continuidad para funciones de una 
variable pueden extenderse a funciones de dos variables. 



12.2.13 Teorema 



Si/y g son dos funciones continuas en el punto (^, yo), entonces 

(i) / * g es continua en (^ y ); 
(A) / " 8 cs continua en (xq, y >; 
(lii) fg es continua en (xq, y$); 
(**) fls * continua en (xq, yo), considerando que g(jr , yo) * 0* 



La demostraci6n de este teorema es analoga a la demostracion del teo- 
rema correspondiente (1.8.2) para funciones de una variable. 



12.2.14 Teorema 



Una funcion polinomiaJ de dos variables es continua en cada punto 
deJP. 



Demostracion Toda funcion polinomial es la suma de productos de 
funciones definidas por /(jr, y) = x, g(jc, y) - y y h{x y y) = c, donde c es 
un numero real. Puesto que f,gyh son continuas en cada punto de /? 2 , el 
teorema se deduce mediante aplicaciones repetidas de los incisos (i) y (iii) 
del teorema 12.2. 13. ■ 



12.2.15 Teorema 



Una funcion racional de dos variables es continua en cada punto de 
sudominio. 

Demostracion Una funcion racional es el cociente de dos funciones 
polinomiales fyg que son continuas en cada punto de R 2 , segun el teorema 
12.2.14. Si (jr ,yo) es cualquier punto del dominio de fjg, entonces 
g(*o> y6) * 0; de modo que por el inciso (iv) del teorema 12.2. 13,// g es con- 
tinua en ese punto. ■ 



► EJEMPLO 1 1 

tinua si 

f(*,y) = 



Determine todos los puntos en los que / es 
continua si 

x 2 + y 2 si x 2 + y 2 < 1 
si x 2 + y 2 > 1 

Solution La funcion/esta definida en todos los puntos de R 2 . Por tanto, 
se cumple la condici6n (i) de la definition 12.2.12 para cada punto (x Qy y Q ). 
Considere los puntos (x , y ) si x 2 + y 2 * 1 . 

Si Jt 2 + yo 2 < 1, entonces Si jc 2 + yo 2 > l,entohces 

lim f(x,y) = lim (x 2 + y 2 ) lim /(jc,v) = lim 

(x,y)->(x ,yo) (Jc,y)-*{x ,y ) (JC,y)->(x .y ) (x,y)-*(jc ,y ) 

= xq 2 + y 2 _ = 

= f(xo,yo) = /C*o>y ) 

Asi\ / es continua en todos los puntos (jc , yo) para los que x 2 + y 2 * 1 . 
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Con el fin de determinar la continuidad de / en los puntos (jc , y ) P ara 
los cuales jc 2 + y 2 = 1, se considera lim /(jc, y) para estos puntos. 

{x,y)-*(x Q ,y Q ) 

Sean S] el conjunto de todos los puntos (x, y) tales -que' x 2 + y 2 < 1, 
y $2 e l conjunto de todos los puntos (*, y) tales que x 2 + y 2 > 1. Entonces 

lim /(*, y) = lim (jc 2 + y 2 ) lim f(x,y) - lim 

U,y)->(*o.yo) (x,y)-Hx ,yo) " (x,y)->(x ,y ) (x,y)->(x ,y ) 

(x, y) en S\ (x, y) en S\ (x, y) en S2 (x. y) en S2 

= V + yo 2 = o 

= 1 

Como 

lim f{x, y) * lim f(x y y) 

(x,y)->(x Qt y (i ) (x,y)-y(x ,y ) 

(x,y)en S] (x, y) en S2 

se concluye que lim f(x, y) no existe. En consecuencia, / es discon- 

(x,y)->{x ,y ) 

tinua en todos los puntos (jc , yo) para los cuales x + y 2 = 1- 

De esta manera se ha demostrado que / es continua para todos los pun- 
tos de/? 2 excepto para aquellos de la circunferenciajt 2 + y 2 = 1. "4 



12.2.16 Definicion de continuidad en una bola 
abierta 



La funcion / de n variables es continua en una bola abierta si es 
continua en cadapunto de la bola abierta. 



A partir de los resultados 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

del ejemplo 1 1 , la funcion de ese ejemplo es continua en cada disco abierto 
que no contenga ningun punto de la circunferencia x 2 + y 2 = 1 . ^ 



El teorema siguiente, analogo al teorema 1.9.2, afirma que una funcion 
continua de una funci6n continua es continua. 



Suponga que/es una funcion de una variable y que g es una funci6n de 
dos variables tal que g es continua en (jcq, yo) y / es continua en 
g(*o* yo)» Entonces la funci6n compuesta/ q g es continua en (x& yfy. 

La demostracion de este teorema es semejante a la del teorema 1 .9.2. 

l> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Sea h la funcion del ejem- 
plo 3: 

h(x,y) = ln(jty- 1) 

Si g(x, y) - xy - 1, g es continua en todos los puntos de R 2 . La fun- 
cion logaritmica natural es continua en su dominio complete, el cual es 
el conjunto de todos los numeros reales positivos. De modo que si/es la fun- 
cion definida por f(t) = In t, entonces / es continua para todo t > 0. 
Por tanto, la funcion h es la funcion compuesta f ° g y, por el teorema 
12.2.17, es continua en todos los puntos (jc, y) de R 2 para los cuales 
xy - 1 > 0. < 
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•5 



HGURA 15 



► EJEMPLO 12 

continua si 
/C*,y) = 



Determine todos los puntos en los que /-es 



^x 2 + y 2 -25 



Solucion El dominio de/es el conjunto de todos los puntos (jc, y) de R 2 
para los cuales x 2 + y 2 - 25 > 0. Estos son los puntos de la regi6n 
exterior limitada por la circunferencia x 2 + y 2 — 25 como se muestra en la 
figura 15. La funci6n/es el cociente de las funciones g y h para las que 



fay) = 1 h(x,y) =. ^x 2 + y 2 - 25 

Como g es una f unci on constante, es continua en cada punto de R 2 . Del teo- 
rema 12.2.17, ft es continua en todos los puntos de R 2 que satisfacen la de- 
sigualdad x 2 + y 2 > 25. Por tanto, por el teorema 12.2.13(iv), /es continua 
en todos los puntos de su dominio. ^ 



EJERCICIOS 12.2 



En los ejercicios 1 a 6, evalue el limite mediante los teoremas. sV - _ _ , x^v + jcv 

*«m«. > v.- fay) - 



.2 . 2 fW- 1 " ,3 + v 3 



jc 2 + y 2 



x 2 + y 2 



1. Urn (3x 2 + xy - 2y 2 ) 10 ^ ^ xy &*; \* x 2 + 2xy 
(x.y)-»(2.3) 19. /(x,y) = ; = 20. /(jc, y) = 

2. lim (5jc 2 - 2xy + y 2 ) 

U.y)-K-1,4) 






V^7 



£« fos ejercicios 21 a 24, determine si el limite existe 

lim 3 * ~ . 2y 4. lim j^jc* 3 + 2y , V- ^2 y c ^ 

U.y)-K2,-1) JC + 4y (x,^<-2,4) ^ . ' ^21. " 



lim 



5 . lim ';-( y -i>; 

(j(,y)-»(0,I) jc 2 + (y - l) 2 

6 . lim ( -- i)4/ ;- ( >- i)4 ; 3 . 

<x.y)->(U) (JC _ 1)2/3 + (J _ 1} 2/3 

£n /as ejercicios 7 a 10, es table zca el limite determinando una 
S > para cualquier € > tal que se cumpla la defii 
cidn 12.2.5. 

7. lim (3x - 4y) = 1 

(*,y)-»(3.2) 

8. lim (5x + Ay) = -6 

(x,'y)4(-2,l) 

9. lim (3jc - 2y) = -9 

(x,y)-»(-L,3) 



x 2 y 2 „*>-,/ x2 y 4 

(x,y)->(0.0) JC 2 + y 2 (x,y)-»(0.0> JC 4 + y 4 

nN^^ lim 



x 2 + y ^Vi^- ^ I* Jc2 >' 2 

nm — = 4=- 24. hm , — T 

(x.y)->(0.0) jc z + y z (x,y)-»(0.0) * J + y J 



£« /as ejercicios 25 a 28, muestre la aplicacion del teorema 
12.2.6 para calcular el limite. 



25. lim tan" 1 - 

\ni- (x,y)-><2,2) x 



26. lim e x ~ y 

(jf.jr)-*0n3.Iri2) 



10. lim (5jc - 3y) - -2 

(x,y)->(2.4) 



27. lim - 28. lim Px + V]] 

U.y)-K4,2) 1|3j: - 4y (jf.jr)->(-2.3) 2 ' 

£>i /os ejercicios 29 a 52, determine todos los puntos en los que 
lafuncion es continua. ; j 

30. F(jc,j) 



^\(?4i 



*•» = 5^1 



1 



* En los ejercicios J J a 16, demuestre que lim . f(x, y) 31. h(x,y) = sen- 

no existe. . u.»-><0.0) 

2 2 2 , vA.^t. ^2_ ,,.2 

T x 4 v 4 " • ^ J 34 rix v) - 5x > 2 + 2y 

(jc 2 + y 4 )- 5 



x - y 
32. /(jc,y) = lnxy 2 



v 33. f(x,y) = — -i y — 

2x - y 



i . -. , x 4 + 3x 2 3r 2 + 2:cy 3 
14. /(x,.;y) = 7 

(jc 2 + y 2 ) 2 



15. /U,y) = / y . 



,V^22 - 

16. /(jcj) = - ^ ^ 

JV jc 4 +-^ 



(jc 6 + y 2 ) 2 
£« /o5 ejercicios 17 a 20, demuestre que lim /(jc, y) 



16 - jc 2 - 4y 2 
35. g(x<y) - In(25 -jc 2 - y 2 
'^'36* jffe,)0 - cos _1 (x + j) 



4*^7 



si Co) * (0,0) 



.0 . si(jc,y) = (0,0) 

Sugcrencia: consulte el ejercicio 19, 
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38. /z(jc,y) = 



a «tixr * 



x 4 4 y 2 



si(jc,y) = (0,0) 

Sugerencia: refierase al ejercicio 7. 

jc 4 y 



39. f(x,y) = « 


jc 2 + y 2 



si (jc, y) «= (0, 0) 


40. /(jcy) = < 


jc 3 + y 3 

X 2 4- y 2 


si (jc, y) * (0, 0) 




[o 


si(jc,y) = (0,0) 


^*>^ 


xy 


si (jc, y) * (0, 0) 


41. G(Jc,y) = 


\*\ + \y\ 







si (jc, >) = (0,0) 



42. F(jc,y) = 

43. f(x,y) = 

44. /U,j) = 

45. f(x t y) = 

46. /(jc,j) = 



2 ^ 

jc z y- 



X*\ 4 y3 



si (jc, y) * (0, 0) 



si (jc, y) - (0,0) 





xy 






-V»6 - 


■x 2 - 

y 


y 2 




V- 2 


-y 1 - 

X 


4 




^4^ 


4 9y 2 


- 


36 


* 2 


+ y 2 







^9 - x 2 - j 2 



47. /(jc,j) = sec~ l (jcy) 

48. /(jc, y) = ln(jc 2 4 y 2 - 9) - ln(l - jc 2 - y 2 ) 

49. /(*,?) = sen~'(jc + y) + ln(jcy) 

50. /(jc,>) = sen _1 (jc>) 

sen(jc 4 y) 



51. My) 



52. /(^y) 



si jc 4 y * 

jc 4 y 

1 sijc 4 y = 



\x 2 -y 2 



si jc * y 



i * - y 

[x - y si jc = y 



En los ejercicios 53 a 59, lafuncidn es discontinua en el origen 
debido a que /(0, 0) no existe. Determine si la discontinuidad 
es removible o esencial. Si la discontinuidad es removible, rede- 
finaf (0,0) de modo que la nueva funcion, sea continua en (0, 0). 



53. My) - , xy 



jc 2 4 jcy 4 y 2 



54. My) 



55. My) = (■* + >) sen . * ? 

V ^*— * + y 

J> 2 2 

fW. My) =' ~^- 



X 4 y L 



57.ftx t y)\ 



58. f(x,y) 



* 2y 2 - 3xy Jl, # 



V>-"" 2 



59 : My) 



/** + y* 



jc 2 4 y 2 



■ jc 3 y 2 ' . 
jc 6 4 y 4 

jc 3 '- 4jcy 2 
' jc 2 + y 2 



60. (a) D6 una definici6n, semejante a la definici6n 12.2.5, del 
limite de una funci6n de tres variables conforme un pun- "" 
to (jc, y, z) tiende al pun to (jc , y , zq). (b) Proporcione 
una definicion, similar a la definici6n 12.2.8, del limite 
de una funci6n de tres variables conforme un punto 
(jc, y, z) se aproxima del punto (jc , y , Zo) a travds de un 
conjunto especifico S de puntos de R 3 . 

61. (a) Enuncie un teorema semejante ai teorema 12.2.9 para 
una fund on / de tres variables, (b) Establezca un teore- 
ma similar al teorema 12.2.10 para una runci6n/de tres 
variables. 

En los ejercicios 62 a 65, use las definiciones y teoremas de 
los ejercicios 60 y 61 para probar que lim f{x, y, z) 

no existe. 



(x,y,z)-»(0,0,0) 



62. M*z) = 

63. f(x,y yZ ) = 

64. f(x,y,z) = 

65. f(x,y,z) - 



1 2 

jc j 4 yjc z 
jc 4 4'y 2 4 z 4 

x 1 + y 2 - z 1 
x 1 4 y 2 4 z 2 

JC 4 '4 yjc 3 4 Z 2 JC 2 



4 y 4 4 z 4 



x 2 y 2 z 2 



+ y 6 4 



En los ejercicios 66 y 67, utilice la definicion del ejercicio 
60(a) para demostrar que lim /(jc, y, z) existe. 















(x,y,z)^(0,0,Q) 


66 


fix 


y. 


z) 


= 


y 3 


4 JCZ 2 




X 2 4 


y 2 + z 2 


67. 


fix 


y> 


z) 


= 


xy 

J* 1 


4 jcz 4 yz 
+ y 2 4 z 2 



68. (a) D6 una definicion, semejante a la definici6n- 12.2.12, 
de continuidad en un punto para una funcion de tres varia- 
bles: (b) Establezca teoremas para las funciones de tres 
variables similares a los teoremas 12.2. 13 y 12.2.17. 

En los ejercicios 69 a 72, utilice la definicion y los teoremas 
del ejercicio 68 para determinar Jodos los puntos en los que la 
funcion es continua. 

69. f(x,y,z) XZ 



J> 



2 '4y 2 + z 2 



70. f(x y y,z) = ln(36 - 4jc 2 
3jcyz 



71. f(x,y,z) = 



72. /(i,y, z ) = 



jc 2 4 y 2 




JC 2 4 y 2 + z 2 




73. La funcion G esti definida por 



• G(x.y) = 



= JJC 2 4 4y 2 



- 1 
- 9z 2 ) 

si (jc, y, z) * (0, 0, 0) 

si%*,y,z) = (0,0,0) 

si (jc, y, z) * (0, 0, 0) 

si (x,y,z) = (0,0,0) 

si jc 2 4 4y 2 < 5 

• si jc 2 4 4y 2 > 5 



Demuestre que G es continua en todos los puntos (jc, y) 
de R 2 excepto en aquellos.de la elipse jc 2 4 4y 2 = 5. 
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74. La funcion F esta definida por 



F&y) 



3y 2 



3y 2 < 1 



si x l - 3y l > I 

Demuestre que F es continua en todos los puntos (jc, y) de 
R excepto en aquellos de la hiperbola x 2 - 3y 2 — 1 . 
75. Suponga que / y g son funciones de dos variables que 
satisfacen las condiciones siguientes; 



(i) f(tx, ty) = t n f(x, y); g(tx, ty) = t n g(x, y) para algu- 
na n y para toda /; 

(ii) g(l,l) * Oyg(hO) * 0; 

(iii) g(i,i) -7(1,0) * g (i,o) -/(i,i). 

Demuestre que Urn —, — — no existe. 

U,y)->(0,0) g(x,y) 



12.3 DERIVADAS PARCIALES 



La diferenciacion de funciones de valor real de n variables se reduce al caso 
de una dimension al considerar una funcion de n variables como una fun- 
cion de una variable mientras que las demas se mantienen fijas. Esto condu- 
ce al concepto de derivada partial*. Primero se consideraran las derivadas 
parciales de una funcion de dos variables. 



12.3.1 Definicion de derivada parciai de una funcion 
de dos variables 



Sea /una futieitfn de las variables x y y. La derivada parciai de/ 
con respecto a x es la fnnci6n, denotada por D\f, tal que su valor 
en cualquier puitp (x,y) dej doniinio de/esta* dado por 

sveste 1 1 mite existe. De manera semejante, la derivada parciai de/ 
con respecto a y es la funcion, denotada por D-J 1 tal que su valor en 
cualquier punto {x t v) del dominio de/esta 1 dado por 

r : ' - 

" %7f A?->0 Ay 

srexisteeste iHftite. 



El proceso para calcular una derivada parciai se denomina diferen- 
ciacion parciai. 

D x f, que se lee "£> sub 1 de /", denota la funcion que es la derivada 
parciai de / con respecto a la primera variable. Dyf(x, y), que se lee "D 
sub 1 de/de jc y y", denota el valor de la funci6n D t /en el punto (jc, y). 

Otras notaciones para D x f son f\, f x , y ^-.** Ademas, se tienen las nota- 

ox 

ciones /i(jc, y), f x (x, y) y ~ ! para D x f(x,y). De manera semejante, 

PJC 

df 
las notaciones para D 2 / son f 2 , f y , y ~- ; y para D 2 f(x, y) son / 2 (*> ?). 



Nota. El autor utiliza la notation de Cauchy (con la letra D) para la derivada parciai empleando un subfndice numerico (1 a 2) para indicar la 
variable (jc o v) con respecto a la cual se deriva. Tambien se utiliza en otros libros como subindice mas especifico la propia letra: jc o v. Asi eir«*| 
vez de D x o D 2 se escribe D x o D y , y el contexto indica que se trata de derivadas parciales. Para distinguir mejor podria usarse en tal caso la < 
letra D con subfndices x o v, o bien 1 o 2. 

Nota. Esta simbologia recibe el nombre de notation de Jacobi. La d se llama "de" de Jacobi y se utiliza en forma an&loga a la "de'"'' de 
Leibnitz, aunque no corresponde a] concepto de diferencial. 
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df{x, y) 
dy 

como 3^ . Una derivada parcial qo puede considerarse como la razon de dz 

ox 
y ox puesto que ninguno de estos simbolos tiene significado por separado. 



fy( x >y) y j5 • Si z = f{x,y), entonces se puede expresar D\f(x*yT 



Antenormente se dijo que la notation — puede considerarse como el co- 

dx 
ciente de dos diferenciales cuando y es una funcion de la variable jc, pero qo 

d? 
existe una interpretaci6n similar para — . 

ox 

W EJEMPLO 1 Aplique la definition de derivada parcial para 
calcular DJ(x, v) y D 2 f(x, v) si 

f(x 9 y) = 3x 2 - 2xy + y 2 

Solution 

D } f{x,y) = lim /(^^y)-/(^v) 

y 3(jc + Ajc) 2 - 2(jc + Ax)y + y 2 - (3jc 2 - 2xy + y 2 ) 
a*->o Ajc 

3jc 2 + 6jcAjc+ 3(Ajc) 2 - 2xy - 2yAjc + y 2 ~ 3jc 2 + 2xy - y 2 
aj:->o Ajc 

Hm 6jcAjc + 3(Ajc) 2 - 2yAjc 
a*->o Ajc 

= lim (6jc + 3Ajc - 2y) 

Ax->0 J 

= 6jc - 2y 

^ *i i' /(*> y + Ay) ~ /(*> y) 

Ay-yO Ay 

3jc 2 - 2jc(y + Ay) + (y + Ay) 2 - (3jc 2 - 2jcy + y 2 ) 

Ay-yO Ay 

3jc 2 - 2jcy - 2jcAy + y 2 + 2yAy + (Ay) 2 - 3jc 2 + 2jcy - y 2 
Ay-*o Ay 

lim -2*Ay + 2yAy + (Ay) 2 
Ay-»o Ay 

= lim (-2jc + 2y + Ay) 

= -2jc + 2y 4 

Si (jc , yo) es un punto particular del dominio de/, entonces 

si este lfmite existe, y 

^2/Uo^o) » A to — Ay (2) 

si existe este lfmite. 
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t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Se aplicara la f6rmula (1-) a 
fin decalcular/^/CS, -2) para la funcion/del ejemplo 1. 

D l/( 3,-2)= lim /(3 + A,,-2)-/(3,-2) 

UK Ax^O Ax 

{{m 3(3 + A*) 2 - 2(3 + AjcX-2) + (~2) 2 ~ (27 + 12 + 4) 

Ax^O AX 

., 27 + 18Ax + 3(Ax) 2 + 12 + 4Ajc + 4 - 43 

= iim 

Ax^O AX 

= lim (18 + 3Ajc + 4) 

= 22 4 

Las siguientes son formulas alternativas de (1) y (2) para D\f(xQ, y ) 
y E>if(x& yo): 

atfln>»i>= fa /<*»»)-/<«,.*,) (3) 

si este limite existe, y 

D 2 f(x ,y ) - lim /(*<>, 30 -/(*)■*) (4) 

*->*> y - y 

si existe este limite. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se aplicani la formula (3) 
con el objeto de calcular £)j/(3, -2) para la funcion/del ejemplo I. 



D x f(3,-2) = lim 



Jt->3 JC - 3 

= ,- m 3^ + Ax + 4 - 43 

*->3 JC - 3 

= l im 3^ 2 + 4, - 39 

*->3 x - 3 

llm (3x + 13)(s - 3) 

a->3 x - 3 

= lim(3jc + 13) 

jr— >3 

= 22 



En el ejemplo 1 se probo que 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

D x f(x,y) = 6x - 2y 
Por tanto, 

D x f(X -2) =18+4 

= 22 

Este resultado concuerda con los resultados de los ejemplos ilustrativos 
1 y 2. 4 
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Al comparar la definition de derivada partial (12.3.1) con la definition 
de derivada comun (2.1.3), se observa que Dif(x,y) es la derivada ordina- 
ria de/si se supone que/es una funcion solo de la variable x (esto es, y se 
toma como una constante), y D 2 f{x, y) es la derivada ordinaria de / si / 
se piensa como una funcion solo de la variable y (mientras que x se consi- 
dera constante). De modo que los resultados del ejemplo 1 pueden obtenerse 
mas facilmente al aplicar los teoremas de diferenciaci6n ordinaria si y se 
toma como constante cuando se calcula D x f{x, y), y si x se con side ra cons- 
tante cuando se obtiene D 2 f(x, y). El ejemplo siguiente ilustra esto. 



EJEMPLO 2 Calcule/j(;t, y) yf y (x, y) si 

f(x, y) = 3jc 3 - 4x 2 y + 3xy 2 + sen xy 2 



p o^ >o« /Uo' >o)> 



z = f(x,y) 




Sol UC ion Si se considera / como una funcion de x y se toma como 
constante a y, entonces se obtiene 

fx( x >y) = 9x 2 - %xy + 3y 2 + y 2 cosjcy 2 

Al considerar / como una funcion solo de y y se tiene a x como constan- 
te resulta 

fy{ x >y) - ~4x 2 + 6xy + 2;ty cos Jty 2 M 

Las interpretaciones geometricas de las derivadas parciales de una 
funci6n de dos variables son semej antes a la de una funcion de una variable. 
La grafica de una funci6n / de dos variables es una superficie que tiene 
ecuacion z = f(x, y). Si y se considera comp constante (digamos, y = y ), 
entonces z = f(x, yo) es una ecuacion de la traza de esta superficie en el 
piano y = y . La curva puede representarse mediante las dos ecuaciones 



y = yo 



z =My) 



(5) 



FIGURA 1 



debido a que la curva es la intersection de estas dos superficies. 

Entonces, D\/(xq, y ) es la pendiente de la recta tangente a la curva 
representada por las ecuaciones (5) en el punto Pq{x q , y , f(x , y )) del piano 
y = y . De manera analoga, D 2 f(x , y ) representa la pendiente de la recta 
tangente a la curva que tiene ecuaciones 



^o(*o' ?<)> /^o. yo» 



FIGURA 2 



Z=f(x,y) 




X - Xq 



z = fix, y) 



en el punto P$ del piano x - xq. Las figuras 1 y 2 muestran una portion de 
la curva y de la recta tangente. 



W EJEMPLO 3 Calcule la pendiente de la recta tangente a la 
curva de intersection de la superficie 



z = I V '24 - x 2 - 2y l 
con el piano y = 2 en el punto (2, 2, ^ / 3). 
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y = 2 Solucion La figura 3 muestra la curva de intersection de la superficie y 
/ del piano, asf como la recta tangente. La pendiente requerida es el valor^de 

' dz 



dx 



en el punto (2, 2, V3 ). Asf, 





^^ai V3) 


dz -x 




dx 2^24 - x 2 - 2y 2 


2 1 


W 2 ^^s* 

™ y 


De modo que en (2, 2, V5), 
dz -2 


V24- 


S - 2y 2 


dx ~ 2VT2 


FIGU 


RA3 


-1 

2V3 



Cuando se calcula una derivada parcial en un punto particular, en ocasio- 
nes es necesario aplicar las formulas (1) a (4) como se muestra en el ejem- 
plo siguiente. 




► EJEMPL0 4 



Sea 



My) = < 



xy{x 2 - y 1 ) 







x 2 + y 2 



si (jc, y) * (0, 0) 
si (x,y) - (0,0) 



Demuestreque/](0,0) = 0yque/ 2 (0, 0) = 0. 

Solucion Se calculara /^O, 0) a partir de (3) con y = 0, y / 2 (0, 0) a 
partir de (4) con jc = 0. 

/l(0 ,o)= „ m /(^o) : /(0,0) 



x->0 X 

0-0 



= lim 

jc->0 

= limO 

x->0 

= 



/ 2 (0,0) = Ito W 3»-/(0.0) 

■^ >->o y - 

y-»o y 
= limO 

y->0 

= < 



[-2.5, 2.5] por [-2.5, 2.5] por [-6, 6] 

xy(x 2 - y 2 ) si (jc, y) * (0,0) 

jc 2 + y 2 
si (jc, y) = (0, 0) 

FIGURA 4 



/fey) = 



La figura 4, que muestra la superficie definida por la tunc ion del ejem- 
plo 4, apoya el hecho de que/i(0, 0) y fiiO, 0) son iguales a cero.- La inter- 
section del piano y - y la superficie es el eje jc, y /i(0, 0) es la pendiente 
del eje jc en el piano jcz, la cual, por supuesto, es cero. De manera similar, 
/2(0, 0) es la pendiente del eje y en el piano yz, la cual tambten es cero. 

W CJEMPLO 5 Para la funcion del ejemplo 4, demuestre que: 
(a) /i(0, y) = -y para toda y; (b) /2(x, 0) = jc para toda jc. 

Solucion 

(a) Siy * 0,de(3), 



x->0 x 



(b) Sijc * 0,de(4), 

/2(JC , 0)= lim /<*. y) - /<*. Q) 

JIK y->0 V - 



= lim 

x->0 



xy(x 2 - y 1 ) 

x 2 + y 2 



- 



xy(x 



y 

2 _ y2) 



JC 2 + v 2 
= lim + y 

y->0 y 



- 
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*->0 x L + y~ J->0 jc z + y^ 

= -£ - *i 

' y 2 X 2 

= -y = JC 

(a) Como/^O, y) = -y si y ** y, del ejemplo 4, /j(0, 0) = 0, se con- 
cluye que/|(0, y) = -y para today. 

(b) Puesto que / 2 (jc, 0) = x si x * y, del ejemplo 4, /2(0, 0) = 0, se in- 
fiere que / 2 (Jt, 0) = x para toda x M 

Debido a que toda derivada es una medida de una tasa de variaci6n, 
una derivada parcial se puede interpretar de la misma manera. Si / es una 
funcion de las dos variables x y y, la derivada parcial de/con respecto a x en 
el punto Po(xQ,yo) proporciona la tasa de variaci6n instantanea, en P , de 
fix, y) por unidad de variaci6n de x (x varia y y se mantiene fija en y ). 
De manera semejante, la derivada parcial de / con respecto a y en P$ P ro- 
porciona la tasa de variaci6n instantanea, en P& de /(jt, y) por unidad de va- 
riation de y. 

^ EJEMPLO 6 De acuerdo con la tey <fe/ gas ideal para un gas 
confinado, si P atmosferas es la presion, V litros es el volumen y T grados es 
la temperatura absoluta en la escala Kelvin, se tiene la formula 

PV = kT (6) 

donde k es una constante de proporcionalidad. Suponga que el volumen de 
un gas de cierto recipiente es de 12 litros y que la temperatura es de 290°K, 
con k = 0.6. (a) Calcule la tasa de variacion instantanea de P por unidad 
de variaci6n de Tsi V permanece fijo en 12. (b) Utilice el resultado del inciso 
(a) para aproximar la variacion de la presion si la temperatura se incrementa 
a 295 °K. (c) Calcuie la tasa de variaci6n instantanea de V por unidad de 
variaci6n de P si T permanece fija en 290°K. (d) Suponga que la temperatu- 
ra se mantiene constante. Utilice el resultado del inciso (c) para calcular la 
variacion aproximada del volumen necesario para producir la misma varia- 
ci6n en la presion que se obtuvo en el inciso (b). 

Solution Al sustituir V por 12, T por 290 y Lpor 0.6, se obtiene 
P = 14.5. 

(a) Si se resuelve (6) para P cuando k = 0.6 resulta 

» = Q-6r 

V 

La tasa de variacion instantanea de P por unidad de variacion de 7, si 

dP 
V se mantiene constante^es t=, esto es 
dT 

dP 06 

dT V 

dP 
Cuando T = 290 y V = 12, ^- = 0.05, lo cual es la respuesta requerida. 

(b) Del resultado del inciso (a), cuando T se incrementa en 5 unidades (de 
290 a 295) y V permanece fijo, un incremento aproximado de P es 
5(0.05) = 0.25. 
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Conclusion: Si la temperature se incrementa de 290°K a 295°K, enton- 
ces el incremento de la presion es aproximadamente 0.25 atm. 
(c) Al resolyer (6) para V cuando k = 0.6, se obtiene 



V = 



0.6V 



La tasa de variation instantanea de V por unidad de variation de P, si T 
permanece fijo, es -^5 de modo que 



dV 0.67 
dP ~ p2 




Cuando T = 290 y P = 


14.5, 


dV 0.6(290) 
dP ~ (14.5) 2 




= -0.83 





la cual es la tasa de variation instantanea de V por unidad de variation 
de P cuando T = 290 y P = 14.5 si T permanece fija en 290. 
(d) Si P se incrementa en 0.25 y T permanece fija, entonces del resultado 
del inciso (c) la variaci6n de V debe ser aproximadamente. 

(0.25)(-0.83) - -0.21 

Conclusion: El volumen debe disminuirse aproximadamente en 0.21 li- 
tros para que la presi6n aumente de 14.5 atm a 14.75 atm. ^ 

A continuaci6n se extender^ el concepto de derivada partial a funciones 
de n variables. 



12.3.2 Definition de derivada partial de una funcion 
de n variables 



Sea P{x h x 2 , . . j x n ) un punto de R n t y sea /una funcion de las n varia- 
bles X\,x 27 . . . , v Entonces la derivada partial de/con respecto a x^ 
es la funcion, denotada por D k f M Que su valor de funcitfn en cual- 
quief punto F del dominio de/ esta" dado por 

4 



= lim 



Ax ft ->.0 

si este lfmite existe 



Hjtj» ^:.".> ** + A^, . . . .,■%) •:■■■■» /(%, jc 2 » - - > %> 
A* fc 



En particular, si/es una funci6n de las tres variables jc, y y z, entonces 
las derivadas parciales de/estan determinadas por 

D lf (x,y,z)= lim /(* + **, y Z ) -/(*, y, Z ) 



D2/C*. y, 2) = lim 

Ay-*0 

D3/U. v > 2) = Jim 

Az— »0 

si estos limites existen. 



/(*, y + Ay, z) - f{x, y, z) 

Ay 
fix, y, z + &z) - fix, y, z) 

Az 
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W EJCMPLO 7 Dada /(jc, y, z) = x 2 y + yz 2 + z 3 , verifique que ^ 
xf\(x,y*z) + yfifafrz) + zh(x,y,z) = 3f(x,y,z) , 

Solution Si se mantienen yyz constantes resulta 

f\(x,y,z) = 2xy 
Al considerar xy z constantes se obtiene 

f 2 (x, y, Z ) = x 2 + z 2 
Cuando jc y y se consideran constantes se tiene 

/ 3 (jc,*z) = 2yz + 3z 2 
Por tanto, 

xf\(x t y t z) + yfitey,z) + zh&y,z) = x(2ry) + )>(* 2 + z 2 ) + z(2yz + 3z 2 ) 

= 2jc 2 >? + x 2 y + yz 2 + 2yz 2 + 3z 3 
= 3(x 2 y + yz 2 + z 3 ) 
= 3/(jc,y,z) 4 

Si / es una funcion de dos variables, entonces, en general, D^f y 
D 2 f tambien son funciones de dos variables, y si las derivadas parciales 
de estas funciones existen, se denominan segundas derivadas parcia- 
les de/. En constraste, D x fy D 2 /reciben el nombre de primeras derivadas 
parciales de / Existen cuatro segundas derivadas parciales de una funcion 
de dos variables. Si/es una funci6n de las dos variables xy y, las notaciones 

D 2 {DJ) D n f f l2 f xy j^ 

expresan la segunda derivada parcial de / que se obtiene al derivar parcial- 
mente/con respecto a x y despu^s derivar parcialmente el resultado con res- 
pecto a y. Esta segunda derivada parcial esta" definida por 

/l2( ,,, )= Bm /i<*.y + y -M*.y) (7) 

a>>->o Ay 

si este limite existe. Las notaciones 

D x (D x f) D n f f n f xx ¥l 

dx L 

representan la segunda derivada parcial de / que se obtiene al derivar par- 
cialmente dos veces con respecto a x, y se define como 

/„(*,?) = iim M*+^y)-Mx,y) (8) 

si existe este limite. Las otras segundas derivadas parciales estan definidas 
de manera analoga, 

Mx, y) = ton, M*+*x.£-M*.y) (9) 

Mx , y)= lim f2(x,y + Ay)-Mx,y) (1Q) 

Ay->o Ay 

si estos limites existen. 
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Las definiciones de las derivadas parciales de orden superior son si- 
milares. Existen diferentes notaciones para una derivada partial especifica. 
Por ejemplo, 

n f f f fif 33f 

D U2J J 112 Jx. 



fxxy dydxdx dydx 2 

representan la tercera derivada partial de / que se obtiene al derivar par- 
cialmente dps veces con respecto a x y despues una vez con respecto a y. En 
la notation de subindice, el orden de la derivation partial es de izquierda a 

derecha; en cambio, en la notaci6n - — -~~ — , el orden se considera de de- 
recha a izquierda. y 



► EJEMPLO 8 Sea 

f(x,y) = e x seny + \nxy 
Calcu\e:(a)D u f(x,y);(b)D l2 f(x,yy, (c) -^- 



dxdy 2 

Solution 

D\f(*,y) = e x seny + —(y) 
xy 

JC 1 

x 

(a) D u f(x,y) = e x seny - -=■ (b) D l2 f(x,y) = e x cosy 
x l 

(c) A fin de calcular ** J , se deriva parcialmente dos veces con respecto 

dxdy 2 
a y y despues una vez con respecto a jc. Asi, se tiene 



df 1 d 2 f 1 d 3 f 

— - *?*cosy + - -r-^r = -e x $eny - —~ — — r- 

oy y dy l y l dxdy 



Las derivadas parciales de orden superior de una funcion de n variables 
se definen de manera andloga a las definiciones de las derivadas parciales de 
orden superior para una funcion de dos variables. Si / es una funcion de n 
variables, entonces pueden tenerse n 2 segundas derivadas parciales de / en 
un punto particular. Esto es, para una funci6n de tres variables, si todas las 
segundas derivadas parciales existen, entonces se tienen nueve de estas de- 
rivadas:/n, / 12 , /13, h\, /22> /23> hu hi* y hv 



► EJEMPLO 9 Calcule D 132 /U, y, z) si 

f(x,y,z) = sen(xy + 2z) 

Solution 

D\f(x 9 y,z) = ycos(xy + 2z) 
D x3 f(x,y,z) = -2ysen(xy + 2z) 
D U2 f(x,y,z) = -2sen(jcy + 2z) - 2xy cos(jry + 2z) 
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► EJEMPLO 10 Sea 

/(jc, y) = x 3 y - ycoshxy 
Calcule: (a)f xy (x, y)\ (b)/ yjc (jc, y). 
Solucion 

(a) f x (x,y) = 3x 2 y - y 2 senhxy 

f xy (x,y) = 3x 2 - 2ysenhxy - xy 2 cosh xy 

(b) f y (x, y) = jc 3 - coshjty - xystnhxy 

fyx( x >y) ~ 3x 2 - ysenh jry - ysenhjty - xy 2 coshxy 

- 3x 2 - 2ysenhxy - xy 2 cosh xy ^ 

Observe en el ejemplo 10 que las derivadas parciales "mixtas"/^*, y) 
y fyxfa y) son iguales. De modo que para esta funcion particular, cuando 
se calcula la segunda derivada parcial con respecto a x y despuds con res- 
pecto a y, el orden de derivaci6n no importa. Esta condici6n se cumple para 
muchas otras funciones. Sin embargo, el ejemplo siguiente muestra que esto 
no siempre es verdad. 



► EJEMPLO 1 J Calcule/ 12 (0, 0) y/ 2 ](0, 0) si 
f(x,y) = 



(xy) * ~ y 2 si (*,y) * (0,0) 

x z + y L 



[0 si (x,y) = (0,0) 

Solucion En el ejemplo 5, se demostr6 que para esta funcidn 

/j(0, v) = -v para today (11) 

y 

f 2 (x, 0) = jc paratodajc (12) 

De(7), 

/l2( o, 0) = llm /i(0.0-y-/ 1 (0,0) 

J lzv Ay->o Ay 

yde(ll), / t (0, Ay) = ~Ay y/i(0,0) = 0;de modo que 
/ 12 (0,0) = Urn ~ Ay A ~ ° 

1Z Ay->0 Ay 

= lim (-1) 

Ay-K) 



= "I 

De (9), 



/2|(qL 0) - lim Mi^liMO) 



Ax 
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Sin embargo, de (12), / 2 (A*, 0) = A*y/ 2 (0,0) = 0. Portanto, 
Ax - 



/ 2] (0,0) = lim 



aj(-»o Ax 
= lim 1 

Ax-»0 

' = l 4 

Para la funcion del ejemplo 11 las derivadas parciales mixtas 
f\2( x *y) y/2-iU' y) no son iguales en (0, 0). Un conjunto de condiciones para 
que/ 12 C*o,;yo) y /2i(*b> ?o) sean iguales se da en el teorema 12.3.3, el cual 
se presenta a continuation. La funcion del ejemplo 11 no satisface las hi- 
potesis de este teorema ya que/j 2 y /21 son discontinuas en (0, 0). Se deja 
como ejercicio demostrar esto (refierase al ejercicio 64). 



1 2.3.3 Teorema 



Suponga que/es una funcion de las variables xy y, que esta definida 
en el disco abierto fl((jc<), ^o)i r ) y qu e /r» fy* fxy y fyx est ^ n definidas 

, son continuas en B. Entonces 



en B. Adem£s, suponga quef xy y f yx t 

fxy( x O>yo) = fyjfcfryd 



t*s 



vtf 



La demostraci6n de este teorema se presenta en el suplemento de esta 
section. 

Como un resultado del teorema 12.3.3 se tiene que si la funcion / de 
dos variables tiene derivadas parciales continuas en algiin disco abierto, en- 
tonces el orden de derivation parcial puede cambiarse sin afectar el re- 
sultado; esto es, 

J>112/ = ^I2l/« ^211/ 

D \\2lf = D \2\lf = D]22\f = D 2\ 12/ = D 2l2]f = D 22\\f 

etcetera. En particular, suponiendo que todas las derivadas parciales son 
continuas en algun disco abierto, se puede demostrar que D 2 \\f = D U2 f 
al aplicar el teorema 12.3.3 de manera repetida. Al hacer esto se obtiene 

D 2U f = D { (D 2] f) = D x (D x2 f) = D x [D 2 (D x f)} = D 2 [D { {DJ)\ 

= D 2 {D n f) = D u2 f 



EJERCICIOS 12.3 



En los ejercicios 1 a 6, aplique la definicidn 12.3.1 a fin de 
calcular la derivada parcial 

1. f(x.y) = f* + 3y- l\DJ{x,y) 

2. f(x,y) = Ax 2 - ?>xy'DJ{x,y) 

3. f(x t y) = 3xy + 6x - y 2 ;D 2 f(x,y) 

4. f(x,y) = xy 2 - 5y + 6;D 2 f(x,y) 



5. f(x,y) = ^jx 2 + y 2 ;f s (x,y) 

6. f(x,y) = ±±*y ; f(x,y) 

x z - y 

En los ejercicios 7 a 10, aplique la definicidn 123.2 para 
determinar la derivada parcial. 



7. f(x,y,z) = x 2 y - 3xy 2 + 2yz; D 2 f(x f y,z) 

8. f(x,y,z) = x 2 + Ay 2 + 9z 2 ; DJ(x, y, z) 

9. /(*, y, Zy r, = xyr + yzt + yrt + zrt; / r (jc, y, z, r, t) 

10. /(r, 5, f, u, v, w) = 3r 2 st + st 2 v - 2tuv 2 - tvw + 
3uw 2 ; / v (r, s, t, u, v, w) 

11. Sea /(jc,y) = x 2 - 9y 2 . Calcule D,/(2, I) aJ aplicar 
(a) la formula (1); (b) la formula (3); (c) la definicidn 
12.3.1 y despues sustituir x y y por 2 y 1, respectiva- 
mente. 

12. Para la funcion_del ejercicio 11, calcule D 2 /(2, 1) me- 
diante la aplicaci6n de (a) la f6rmula (2); (b) la formula 
(4); (c) la definition 12.3.1 y despues reemplazando xy y 
por 2 y 1, respectivamente. 
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En los ejercicios 13 a 24, calcule la derivada parcial conside- 
rando todas las variables, excepto una, como constantes y apli- 
cando los teoremas para la derivation ordinaria. 

13. f(x,y) = 4y 3 + ^ x 2 + y 2 \DJ{x,y) 

14. fay) = X + y ;D 2 f(x,y) 

15. /(ft^) = sen 30 cos 20; fy ft 0) 

16. /(r, 0) = r 2 cos - 2r tan 0; /^(r, 0) 

17. z = *>-/*ln^;^ 

v <?? 

18. r = e~ e cos(0 + 0); -|^ 

19. « = (* 2 + y 2 + z 2 )' 1 ' 2 ; |* 






20. u - tan ' (xyzw): 

21. /C*,y,z) = 4xyz + ln(2jcyz);/ 3 (.*,y,z) 

22. f{x,y,z) - e* y senh2z - e xy cosh 2z; / z U,y, z) 

23. /<*>. z) - **>' z + tan" 1 ;/,<*,>, z) 

24. /(r, ft 0) = 4r 2 sen + 5e r cos 6 sen - 2 cos 0; 
/2('. ft <t>) 

25. Si /(r, 0) = r tan - r 2 sen ft calcule (a) /,( V2 , ± /r); 
(b)/ 2 (3,-ff). 

26. Si /<*, y, z) = e xy2 + ln(y + z), calcule (a) /,(3, 0, 17); 
(b)/ 2 (l,0,2);(c)/ 3 (0,0, 1). 

En los ejercicios 27y28, calcule f c (x J ^).y.f f (x^y)^- — % 
.27. /(*,y) = | /insenrdrt 28. f{x,y) = f e cos '</f 

■^_4J£=y r _L ^ 

£n /oj ejercicios 29 d 55 /wga /o iiguiente: (a) calcule 
Ditfix, y); (b) obtenga ty 22 f{x, y); (c)tyruebe que D n f(x, y) 
y D 2 \f(x f y) son iguales. \ ! 

x 2 y 

29. yuy)= ^"^ 

30. /(jc,v) = 2* 3 - 3x 2 y 4 ry' 

31. f(x,y) = e 2x seny \ ^-\ A - V V0 
\ ^ A r \ r L.^ 

32. /(*,y) = ff"^ + In | \ \* . t Ci> 



40. G(jc,v) = 3jc 3 y 2 + 5*V + 2x\ (a) G yyx {x,y); 
(b)G yxy (xy) 

41. /(*, y,z)=ye x + ze? + e l \ (a) f xz (x, y, z); (b) /„,(*, y, z> 

42. g(.x,y,z) = senCxyz); (a) g 23 (.r,y, z);(b)g 12 (x,y,z) 

43. f(w,z) = w 2 cose z ;(a)/ [21 (w, z); (b)/ 212 (H\z) 

44. f(u, v) = lncos(w - v); (a)/ wuv (w, l>); (b)/ VMV (w, v) 

45. g(r,s,t) = ln(r 2 + 4s 2 - 5t 2 );(a) g U2 (r, s,t)\ 
(b)g 122 (r,s, r) 

46. fix,y,z) = tan- 1 (3^z);(a)/ 113 U^z);(b)/ 123 (jr^,z) 

47. Seaw = sen- + In t. Verifique que / ^ + r^ = 0. 

/ r dt dr 

48. Seaw = jt 2 y + y 2 z + z 2 *. Verifique que 

c?w c?w , dw , -2 

+ + = (jc + y + zr 

<9jc ^> <9z 

£rt los ejercicios 49 a 52, demuestre que u(x, y) satisface la 

ecuacidn •—? + r-^r = 0- ^ a cua ^ S€ conoce como ecuacion 

d x L dy l 

de Laplace en R 2 . 

49. u(x,y) = ln(^ 2 + y 2 ) 

50. u(x, y) = tan" 1 ^^>_ 



^ 2 ~> 2 



51. m(jc, >) = tan ' ^ + 






33. /(3c f >) = (x 2 + ^^tan" 1 ^ %J 



^ 



52. u(x,y) = tf^seny. + e^cosjt 

53. La ecuacion de Laplace en R? es 

^ 2 ^ 2 ^z 2 

Pruebe que la funci6n u(x,y, z) = l* 2 + y 2 + z 2 ) -1 ' 2 
satisface esta ecuacion. 

54. Calcule la pendiente de la recta tangente a la curva de 
interseccion de la superficie 

36x^-9'p r l r ~4z 2 + 36 = 

con el piano x - 1 en el punto (1, Vl2, -3). Interprete 
esta pendiente como una derivada parcial. 






34. f(x, y) = sen -1 —-■ 

x* 

35. fix,y) = 4jcsenhy + 3ycoshjt 

36. fix>y) = Jtcosy - yf^ 

37. /(jc, y) = ^ - 1 cos y + tan" 1 x • In y 

38. /(Jt,y) = 3;ccoshy - sen" 1 e x 

£n /oi ejercicios 39 a 46, calcule las derivadas parciales in- 
dicadas. 

39. /(x,y) = 2^ 3 y + 5* 2 y 2 - 3^y 2 ; (a)/ l21 (^y); 
(b)/ 2ll (JC,y) 
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55. Calcule la pendiente de la recta tangente a la curva de 
interseccion de la superficie z = x 2 + y 2 con ekjjlano 
y =■ 1 en el punto (2, 1, 5). Dibuje la curva e inteiprete 
esta pendiente como una derivada parcial. 

56. Determine ecuaciones de la recta tangente a la curva de 



intersection de la superficie x 2 + y 
piano v = 2 en el punto (1,2, 2). 



60. 



2 + z 2 = 9 con el 




donde 15 < x £ 25 y 5 < y <> 12. Actualmente^el 
inventario es de $ 1 80 000 y hay 8 empleados. (a) Calcule 
la tasa de variacion instantanea de P por unidad de varia- 
ci6n de x si y permanece fija en 8. (b) Utilice el resultado 
del inciso (a) para obtener la variacion aproximada de la 
utilidad semanal si el inventario varia de $180 000 a 
$200 000 y el numero de empleados permanece fijo en 8. 
(c) Determine la tasa de variaci6n instantanea de P por 
unidad de variacidn de y si x permanece fija en 18. (d) Uti- 
lice el resultado del inciso (c) para calcular la variacion 
aproximada de la utilidad semanal si el numero de em- 
pleados se incrementa de 8 a 10 y el inventario perma- 
nece fijo en $180 000. 



A 


Seaf(x,y) = 


4^4 * (*,y) * (0,0) 
si (x,y) = (0,0) 




Calcule (a)/,(0, 0); (b)/ 2 (0, 0). 


> 

0"62. 


Seaf(x,y) = • 


^— -2 si (x,y) * (0,0) 

x + y 
si (jc,y) = (0,0) 



57. La temperatura en cualquier punto (x,y) de una placa 
delgada es Tgrados, donde T = 54 - ~x 2 - Ay 1 . Si la 
distancia se mide en centimetres, calcule la tasa de varia- 
cidn de la temperatura con respecto a la distancia reco- 
rrida a lo largo de la placa en las direcciones positivas de 
los ejes x y y, respectivamente, en el punto (3, I). 

58. Emplee la ley del gas ideal para una gas confinado (con- 
suite el ejemplo 6) a fin de demostrar que 

iY. H H = -1 
dT* dP' dV 

59. Si V ddlares es el valor actual de una anualidad ordinaria 
de pagos iguales de $100 por ano para / afios a una tasa de 
interns de 1 00/ porciento anual, entonces 



Calcule (a)/,(0,y) si y * 0; (b)/,(0, 0). 

63. Para la funcion del ejercicio 62 calcule (a) / 2 (*» 0) s * 
x *0;(b)/ 2 (0,0). 

64. Para la funcidn del ejemplo 11, demuestre que f l2 es 
discontinua en (0, 0), y en consecuencia, que la hip6tesis 
del teorema 12.3.3 no se satisface si (x Q , y Q ) = (0, 0). 

En los ejercicios 65 a 67, calcule / i2 (0, 0) y /2i(0, 0), si 
existen. 



V = 100 



[^ 



65. /(*,y) 



66. f(x,y) 



67. f(x,y) = 



2xy 

x 2 + y 2 



x 2 y 2 

4 4 

* + y 4 



si (x 9 y) * (0,0) 

si. (jc,y) = (0,0) 

si (jc, y) * (0, 0) 

si (jc,y) = (0,0) 



x 2 tan" 1 ^ - y 2 tan" 1 - si xy * 

x y 



(a) Calcule la tasa de variacidn instantanea de V por uni- 
dad de variacidn de i si / permanece fija en 8. (b) Utilice 
el resultado del inciso (a) para calcular la variaeidn apro- 
ximada del valor actual si la tasa de interns varia de 6 a 7 
porciento y el tiempo permanece fijo en 8 afios. (c) Deter- 
mine la tasa de variaeidn instantanea de V por unidad de 
variacion de / si i permanece fija en 0.06. (d) Utilice el 
resultado del inciso (c) para calcular la variaeidn aproxi- 
mada del valor actual si el tiempo se disminuye de 8 a 7 
afios y la tasa de interns permanece fija en 6 porciento. 

Suponga que 10 000* ddlares es el inventario de un al- 
mac6n que tiene y empleados, P ddlares es la utilidad 
semanal del almac£n, y 

P = 3000 + 240y + 20y(* - 2y) - 10(* - 12) 2 



si xy = 

68. Demuestre que si/es una funcidn de dos variables y todas 
las derivadas parciales de /, incluso las de cuarto orden, 
son continuas en algun disco abierto, entonces 

E>l[2lf = D 2\2lf 

69. Si S metros cuadrados es el area de la superficie del cuer- 
po de una persona, entonces una fdrmula que proporciona 
el valor aproximado de 5 es 

S = 2W° A H 0J 



donde W kilogramos es el peso de una persona y H metros 

es la altura de la persona. Calcule ^— y -r— cuando 

aW on 

W = 70 y H = 1 .8, e interprete los resultados. 
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12.4 DIFERENCIABILIDAD Y DIFERENCIAL TOTAL 

Se definird la diferencidbilidad de funciones de mas de una variable ppr 
medio de una ecuacion que involucra el incremento de una funcion. A fin de 
motivar esta definicion, primero se obtiene una representacidn del increment 
to de una funcion de una variable que es semejante.al presentado en la defi- 
nicion (12 ; 4.2) de diferenciabilidad. 

Recuerde de la secci6n 2.1 que si / es una funcion diferenciable de x 
yy~ /to* entonces 

f\x) = lirn ^ 
ajc->o Ax 

donde Ax y Ay son los incrementos de x y y, y 

Ay = f(x + Ax) - f{x) 

Cuando | Ajc | es pequeno y Ax *■ 0, AyjAx difiere def'ix) por un numero 
pequeno que depende de Ajc, el cual se denota por € . Asi, 

€ = ^ - f(x) si Ax * 
Ax 

donde € es una funcion de Ax. De esta ecuacion se obtiene 



Av = f'(x) Ax + € Ax 

donde € es una funcion de Ajc y € — » conforme Ajc — » 0. 

De lo anterior se deduce que si la funcion / es diferenciable en jc , en- 
tonces el incremento de/en jc , denotado por A/(jc ), esta determinado por 



A/fro) =/'(*))** + €Ax 



donde lim 



€ = 



A* t y + A>)) 




£^o^J 



En el caso de las funciones de dos o mas variables, se utiliza una ecuacion 
semejante a la anterior a fin de definir la diferenciabilidad de una funcion, y 
de la definicion se establecen criterios con el proposito de determinar.la di- 
ferenciabilidad de una funcion en un punto. A continuacion se presentan los 
detalles para una funcion de dos variables y se inicia con la definicion de 
incremento de una funcion de este tipo. 



12.4.1 Definition de incremento de una funcion 
de dos variables 



Si /es una funcion de las variables x y y r entoncea el incremento de/ 
en el punto {x^ y^), denoiado por Af(x^ y^), est£ dado poc 



;*„ + Ax, y + Ay)) 



(x + Ax, y Q + Ay, 0) 
FIGURA 1 



La figura 1 ilustra esta definicion para una funcion continua en un disco 
abierto que contiene los puntos (jcq, 7o) y- (*o + ^ x * ^o + Ay). Tambien 
la figura muestra una porcion de la superficie z = fix, y). Se observa que 
4/C*o> yo) = QR, donde Q es el punto (jc + Ax, y + A y, /(jc , y )) y R es 
el punto que tiene coordenadas (jcq + Ajc, vq + Ay,/(jc + Ajc,vq + Av)). 
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t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Paralafuncion/definidapor 

f(x,y) = 3jc - xy 2 
se calculard el incremento de/en cualquier punto (jcq, yo). 

4f(*o.yo) = f( x o + Ax ,yo + &y) -f(^yo) 

= 3(x + Ax) - (x + Ax)(y + Ay) 2 - (3x - XQy Q 2 ) 

= 3*0 + 3 Ajc - x y Q 2 - y 2 Ax - 2x yoAy - 2y AxAy - x (Ay) 2 - Ax(Ay) 2 - 3x + x y 2 

= 3Ax - y 2 Ax - 2x y Ay - 2y AjcAy - x (Ay) 2 - Ax(Ay) 2 < 



1 2.4.2 Definicion de funcion diferenciable de dos 
variables 



Si / es una funcion de las variables x y y, y el increinento de /en 
(*0* yo) P^ede escribirsc como 

A/(jfryo) = D|/(jf0,y o )Ax + ^2/fe)'o) A y + € v Ax + € t Ay 

donde £ ] y e 2 SOfl funciones de Ax y Ay, tales que € x -* Oy € z -> 
con forme (Ax, Ay) -> (0, 0), entonces/es diferenciable en (jco» vq). 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se utilizara la definicion 
12.4.2 para demostrar que la funcion del ejemplo ilustrativo 1 es diferencia- 
ble en todos los puntos de R 2 . Se debe probar que para todo punto (jc , yo) 
de R 2 se pueden determinar C\ y € 2 > tales que 

4/fro.yo) - D\f(xo>yo)&x - D 2 f(x ,y )Ay = € x Ax + € 2 Ay 

y £"]-» Oy f 2 ~* conforme (Ajc, Ay) -> (0, 0). 
Como/(jc, y) = 3jc - jcy 2 , entonces 

£>i/Uo»yo) = 3 - y 2 y £>2/(*o> yo) = -2* yo 

Con estos valores y el valor de A/(jc , yo) del ejemplo ilustrativo 1, se obtiene 

A/Uo'Vo) " D\f(xQ,yo) Ax ~ D 2 f(x 0i y )Ay = - x (Ay) 2 - 2y AxAy - Ax(Ay) 2 

El miembro derecho de la ecuacion anterior puede expresarse en las siguien- 
tes formas: 

(a) [-2y Ay - (Ay) 2 ] Ajc + (-Jc Ay)Ay 

(b) (-2y Ay)A* + (~Ax Ay - x Ay)Ay 

(c) [-(Ay) 2 ] Ajc + (-2v Ajc - x Q Ay) Ay 

(d) * Ajc + [-2v Ajc - Ajc Ay - jc Ay]Ay 

Por lo que existen al menos cuatro pares posibles de valores de € \ y € 2 : 

e } = -2y Ay - (Ay) 2 y € 2 -= ~x Ay 

€ ] = -2y Ay y € 2 = -Ax Ay - jc Ay 

f, = -(Ay) 2 y € 2 = ~2y Ax - x Ay 

€ j = y € 2 = -2y Ajc - Ajc Ay - x Q Ay 
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Para cada par, 

lim €\ = y lim € 2 = 

<Ajr.Ay)->{0,0) (Ajr,Ay)->(0,0) 

Observe que solo es necesario determinar un par de valores de e ( y e 2 . ^ 

El teorema siguiente afirma que para una funcion de dos variables, la 
diferenciabilidad implica la continuidad, de igual manera que para una fun- 
ci6n de una variable. 



12,4,3 Teorema 



Si una funci6n/de dos variables es diferenciable en un punto, enton- 
ces es continua en ese punto. 

Demostracion Si / es diferenciable en el punto (jc , yo), entonces, de la 
detlnici6n 12.4.2, se tiene 

f(x + Ajc,y + Ay) -f(x ,y ) 

= D 1 /(jc ,> )Ajc + D 2 f(x& y ) Ay + € x Ajc + € 2 Ay 

donde €\ — > y e 2 - > conforme (Ajc, Ay) — > (0, 0). Por tanto, 

f(x + A;c,y + Ay) 

= /Uo?o) + £>i/(*o> ?o) A * + D 2 /(^>o) Ay + ^ A* + e 2 Ay 

Al tomar el limite en los dos miembros de la ecuacion anterior conforme 

(Ajc, Ay) -> (0, 0) se obtiene 

(Ajr.Ay)— >(0,0) 

Si se considera xq + Ax = jc y y + Ay = y, entonces "(Ajc, Ay) — > (0, 0)" 
equivale a que "(jc, y) -> (jcq, yo)". Asi, de ( 1), 

lim /fey) = f(x ,y ) 

(x.y)-*(x ,y ) 

lo cual demuestra que/es continua en (jc , yo)- ■ 

Se dijo que para una funcion / de una variable, la existencia de la de- 
rivada de/en un numero implica la diferenciabilidad y, por tanto, continuidad 
en ese numero. Sin embargo, como lo muestran los ejemplos siguientes, para 
una funcion de dos variables la existencia de las derivadas parciales en un 
punto no implica la diferenciabilidad en ese punto. 



► EJEMPLO I Dada 

r^^ si (jc,y) * (0,0) 



fay) = 



x 2 + y 2 
si (jc,y) = (0;0) 



demuestre que £>i/(0, 0) y D 2 f(0, 0) existen y que, sin embargo, / no es 
diferenciable en (0, 0). 
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Solucion 

fll/( 0,0) = lim /<*■<» -■/<"■«> D 2 /(0,0) = Um W> = «°> 0) 

U *->0 x - ZJ y^O y - 

= HmO 

= 



=a 




X 





=5 


limO 







= 




Por tanto /^/(O, 0) y £> 2 /(0, 0) existen. 

En el ejemplo 6 de la section 12.2 se demostr<5 que para esta funcitfn 
lim f(x,y) no existe; en consecuencia, / no es continua en (0,0). 

U,y)-K0,0) 

Como / no es continua en (0, 0), entonces, por el teorema 12.4.3, / no es 

0.5 diferenciable en (0, 0). 

!_ 5 En la figura 2 se muestra una portion de la grdfica de esta funcitfn. Las 
derivadas parciales en el origen existen aunque la funcion no es continua en 
el origen, esto se debe a que Dif(0 y 0) y D 2 f(0, 0) dependen s<51o del com- 
portamiento de /(*, y) a lo largo de los ejes x y y, mientras que la conti- 
nuidad de / en (0, 0) depende del comportamiento de / en un disco abierto 
que tenga su centro en el origen. M 



Aunque la existencia de las derivadas parciales de una funcion de dos 
variables en un punto no garantiza la diferenciabilidad en ese punto, existen 
condiciones adicionales que se le piden a la funcion que proporcionan tal 
garantia. Estas condiciones se enuncian en el teorema siguiente, cuya de- 
mostracion se presenta en el suplemento de esta section. 



1 2.4.4 Teorema 



Sea / una funcitfn de x y y tal que Dtf y D 2 f existen en un disco 

abierto BiP^ r) t donde P^es el punto (xq, y^)* Si D]fy i^/son con- 
tinue en />)> entonces /es diferenciable en Pq, 

Este teorema es mucho m£s facil de aplicar que la definition 12.4.2 para 
demostrar la diferenciabilidad de una funcion de dos variables. Por 
ejemplo, debido a que las derivadas parciales de cualquier funci6n polino- 
mial son tambien funciones polinomiales, y como estas funciones son conti- 
nuas en cualquier punto de su dominio, el teorema 12,4.4 establece que las 
funciones polinomiales son diferenciables en cualquier punto de su dominio. 



► EJEMPLO 2 

funcion definida por 



Utilice el teorema 12.4.4 para demostrar que la 



f{x,y) = xey - y\nx 

es diferenciable en su dominio. 

Solution El dominio de/es el conjunto de todos los puntos de R 2 para 
los cuales x > 0. Al calcular las derivadas parciales se obtiene 



D x fix 9 y) = e* - £ D 2 f(x,y) = xey -In* 
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Como D\fy D 2 f son continuas en todos los puntos de R 2 para los cuales 
x > 0, entonces, por el teorema 1 2.4.4, /es diferenciable en todos los puntos 
de su dominio. ^ 

En el ejemplo 5 al final de esta secci6n, se muestra c6mo el teorema 
12.4.4 puede aplicarse para probar que una funcion particular definida a 
trozos es diferenciable. 

Si una funci6n satisface las hipotesis del teorema 12.4.4 en un punto, 
entonces se dice que es continuamente diferenciable en el punto. Aunque la 
diferenciabilidad continua en un punto es una condicion suficiente para de- 
mostrar que una funcion es diferenciable en un punto, no es una condicion 
necesaria. Esto es, es posible que una funci6n sea diferenciable en un punto 
aunque sus derivadas parciales no sean continuas en ese punto. En los ejemplos 
42 a 45 se presentan ejemplos de este tipo de funciones. 

La ecuacion de la definicion 12.4.2 es 

A/C^o^o) = Dif(xQ,y )Ax + D 2 f(x ,y )Ay + € x Ax + € 2 Ay (2) 

La expresi6n formada por los dos primeros terminos del miembro derecho 
de esta ecuaci6n se denomina parte principal de A/(*o, y ) o diferencial 
total def en (x ,y ). 



12.4.5 Definicion de la diferencial total de una 
funcion de dos variables 



Si/es una funcion de las variables x y y, y si/es diferenciable en 
(x, y), entonces la diferencial total de/es la funcion df que tiene va- 
lores de funcion detenninadqs por 

df(x t y. Ax> Ay) fB x ftx, y) Ax + D 2 f(x r y) Ay 

Observe que df es una funci6n de las cuatro variables jc, y, Ax y Ay. 
Si z = f(x> y), en ocasiones se emplea dz en lugar de df(x> y, A*, Ay), y 
se escribe 



dz - DJix.yyAx + D2f{x,y)Ay 



(3) 



Si en (3),/(*,y) = jc, entonces z = x, D { f(x,y) = 1 y D 2 f(x,y) = 0; 
de modo que (3) proporciona dz = Ax. Puesto que z = x, para esta fun- 
ci6n dx - Ax. De manera semejante, si se considera /(*, y) - y, 
entonces z = y, D\f(x, y) = y D 2 f(x, y) = 1 ; por lo que de (3) se obtiene 
dz - Ay. Como z = y, entonces para esta funcion dy - Ay. En conse- 
cuencia, se definen las diferenciales de las variables independientes como 
dx = Axy dy - Ay. Entonces (3) se puede expresar como 



$z = D x ffay)dx + fyflf^dy 



(4) 



y en el punto (x , y ), 

dz = D\f(xo,y )dx + D 2 f(x ,y )dy 
1 En (2), sea Az = A/(jcq, y ), dx = A*, y dy = Ay. Entonces 
Az = D x f(x ,y )dx + D 2 f(x ,y )dy + € x dx + € 2 dy 



(5) 
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AI comparar esta ecuacion y (5), se observa que cuando dx (es decir, Ax) y 
dy (esto es f -£y) estan cercanos a cero, y como €\ y € 2 tambien estaran cerca 
de cero, entonces dz es una aproximacion para Az. 

La ecuacion (4) con la notation dzjdx y dzjdy se transforma en 



dx dy 



(6) 



— — O.Ipulg 



0.1 pulg 



0.1 pulg 




FIGURA 3 



W EJEMPLO 3 Un envase metalico cerrado tiene la forma de ci- 
lindro circular recto 6 pulg, de altura interior, de 2 pulg de radio interior y 
de 0.1 pulg de grosor. Si el costo del metal es de 40 centavos por pulgada 
cubica, aproxime mediante diferenciales el costo total del metal empleado 
en la elaboration del envase. 

Solution La figura 3 muestra el envase. Si V pulgadas cubicas es el 
volumen de un cilindro circular recto que tiene un radio de r pulgadas y una 
altura de h pulgadas, entonces 

V - nr 2 h 

El volumen exacto del metal empleado en el envase es la diferencia entre 
los volumenes de dos cilindros circulares rectos para los cuales r = 2.1, 
h = 6.2 y r = 2 y /i = 6, respectivamente. El incremento AV proporciona 
el volumen exacto del metal, pero como unicamente se desea un valor apro- 
ximado, se calcula dV. De (6), 



dV = 



dV , ^V „ 

rr- dr + -z-r dh 

dr dh 



= Inrhdr + nr 2 dh 
Con r = 2, h = 6, dr = 0.1 y dh = 0.2, 
dV = 2/r(2)(6)(0.1) + /r(2) 2 (0.2) 
= 32k 

De este modo, AV ~ 32k, por lo que el metal empleado en el envase es 
aproximadamente 32k pulg 3 . Puesto que el costo del metal es de 40 centa- 
vos por pulgada cubica, entonces el numero aproximado de ceritavos del 
costo aproximado es 128/r « 402. 



Conclusion: 

$4.02. 



El costo aproximado del metal empleado en el envase es 



Ahora se extenderan los conceptos de diferenciabilidad y de diferencial 
total para funciones de n variables. 



12.4.6 Definicion de incremento de una funcion de n 
variables 



Si /es una funcion de las n variables JC|, x^ . . . „ x^ y P es el puhto 
(X],x 2 , . . . , x n )* entonces el incremento de/ en P esti determina- 
dopor ... - 



Af(P) ^f0Ci + Ax h -% + Ax 2 x n + Ax n ) - f(P) 



12.4 DIFERENCIABIUDAD Y DIFERENCIAL TOTAL 961 



1 2,4.7 Definicion de funcion diferencioble de n 
variables 



Si/es ana funcion de Jas " variables x\,x^ . . . , x m y el lncremento de 
/en el punto P puede escnbirse como 

A/(P) = «M#) A* r 4 Z) 2 /(P) ^ + '. . ; + DJ(P) Ax n + 

€ { &Xy + € 2 AX 2 +' . . . + £ n A* n 

donde ^i -* t f^"-* y . . . fc f fl -* O^eonfbrme 

(Ax h Ax^ . . . , Ax n ) «* (0, 0; . . . ,0), 
entonces se dice que /es diferenciabk en P. 

De igual manera que con el teorema 12.4.4, se puede demostrar que las 
condiciones suficientes para que una funcion de n variables sea diferen- 
ciable en un punto P son que las derivadas parciales D } f, D 2 fi . . . , D n f 
existan en una bola abierta B(P\ r) y que sean continuas en P. Como en el 
caso de las funciones de dos variables, para las funciones de n variables 
la diferenciabilidad implica la continuidad. Sin embargo, la existencia de las 
derivadas parciales D^f, D 2 fi . . . , £>„/ en un punto no implica la diferen- 
ciabilidad de la funcion en ese punto. 



12.4.8 Definicion de la diferencial total de una 
funcion de n variables 



Si / es una funcion de las n variables jcj, x 2 , . . . , x n , y / es diferen- 
eiafefe en P, entonces la diferencial total de / es la funcion df que 
tienc valores de funci6n detenninados por 

df(P.Ax h Ax 2 A*„) 

^B l f(P)Ax ] + D 2 f(P)Ax 2 + ...+ D n f(P)Ax n 

Si se considera w = f(x ] ,x 2 , . . . ,jc w ), se definen dxy = Ajq, dx 2 = 

Ax 2 , . . . , dx n = Ax n , y ademds se usa la notacion ^ en lugar de D x f(P\ 

ox t 

se puede expresar la ecuacion de la definicion 12.4.8 como 



Bw 



dw 



dW= ^ & ' + g^ + - r*B=*. 



dw 
3x m 



(7) 



12 cm 




15 cm 



W EJEMPLO 4 Las dimensiones de una caja son 10 cm, 12 cm y 
15 cm, con un posible error de 0.02 en cada medicion. (a) Aproxime me- 
diante diferenciales el maximo error si el volumen de la caja se calcula a 
partir de estas medidas. (b) Aproxime tambien el error relative 

Sol UC i6n La figura 4 muestra la caja. 

(a) Si V centimetros cubicos es el volumen de la caja cuyas dimensiones 
son jc, v y z centimetros, entonces su volumen es 



FIGURA 4 



V = xyz 
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El valor exacto del error se de AV; sin embargo, se empleard dV como 
una aproximaci6n de A V. De (7), para tres variables independientes 

dx dy dz 

= yzdx + xz dy + xy dz 

De la informacitfn dada | Ajc | < 0.02, | Ay | < 0.02 y | Az | < 0.02. 
Para determinar el ma^rimo error del volumen se consideran los errores 
mdximos de las tres mediciones. Por lo que tomando dx - 0.02, 
dy = 0.02, dz = 0.02, jc = ]0,y = 12 y z = 15, seobtiene 

dV = (12)(15)(0.02) + (10)(15)(0.02) + (10)(12)(0.02) 
= 9 

Asi, AV - 9. 

Conclusion: El mayor error posible al calcular el volumen de la caja 
a partir de las medidas dadas es aproximadamente 9 cm 3 . 

(b) El error relativo se obtiene al dividir el error entre el valor real. Por tanto, 
el error relativo al calcular el volumen de la caja a partir de las medi- 
ciones dadas es A V/V * dV/V.ComodVlv = 9/1800, entonces 

^ - 0.005 

Conclusion: El error aproximado en porcentaje es de 0.5%. ^ 



► EJEMPLO 5 



Dada 



lO si fry) = (0,0) 

utilice el teorema 12.4.4 para demostrar que/es diferenciable en (0, 0). 

Solution Para calcular D x f, se consideraran dos casos: (jc, y) - (0, 0) 
y (jc, y) * (0, 0). Si (jc, y) = (0, 0), entonces 

Dl/( o, )= lim /(*.o>-/(o.Q) 

jr->0 JC - 

x->0 X 

= 

Si (jc, y) * (0,0), entonces f(x,y) = x 2 y 2 l(x 2 + y 2 ). A fin de calcular 
D\f(x^ y) se utiliza el teorema para la derivada ordinaria de un cociente y se 
considera y como constante. 



2xy 2 (x 2 + y 2 ) - 2jc(jc 2 y 2 ) 
(jc 2 + y 2 ) 2 



M*-y> * r 2 + V 2,2 



2jcy 4 
(jc 2 + y 2 ) 2 



12.4 DIFERENCIABILIDAD Y DIFERENCIAL TOTAL 963 




Por tanto, la funcion Di/esta definida por 

D x f(x,y)= { j7y 2 ) 2 si fey)* (0,0) 
lo si fey) = (0,0) 

De la misma forma se obtiene la funcion D 2 f, definida por 

D 2 f(x,y) = 



f(x,y) = 



[-3, 3] por [-3, 3] por [0,4.3] 

si (x,y) * (0,0) 
si (*,y) = (0,0) 



, 2 * y 2 , 2 si fey) * (0,0) 
(jc 2 + y z ) z 

si fey) = (0,0) 



x + y 




FIGURA 5 




Tanto Dj/como D 2 /existen en to do disco abierto que tenga su centro 
en el origen. Queda por demostrar que D { f y D 2 f son continuas en (0, 0). 
Como £>i/(0, 0) = 0, entonces Dj/sera continua en (0, 0) si 

lim D x f(x f y) = 

Por tanto, debe probarse que para cualquier € > existe una 8 > tal que 

2xy 4 



< ^x 2 + y 2 < 8 entonces 



(x 2 + y 2 ) 



2\2 



< € 



(8) 



2xy 4 



(x 2 + y 2 ) 2 



<-> 4 

2| jc|y 4 



{x l + y 2 ) 



2^2 



2^x 2 +y 2 Ux 2 + y 2 ) 4 



1-3, 3] por [-3, 3] por [-2, 2] 
f 2x/ 



= 2 V"** + y 



(x 2 + y 2 ) 2 
2 _, v 2 



[0 
FIGURA 6 



si (jc, y) * (0, 0) 

si (x, y) = (0, 0) Con esta 8 se tiene el argumento siguiente: 



D]f(x,y) - ] (jc 2 + y 2 ) 2 De modo que una election adecuada para 8 es 28 = €, esto es, 8 = ^€\ 



o < v* + y < 5 y 5 = 




2jx 2 +y 2 < 2(±0 
2^ 2 + y 2 (V* 2 + ? 2 ) 4 



U 2 + y 2 ) 2 

2^[y 4 



(jc 2 + y 2 ) 2 
2;cy 4 



(x l + y z ) 



2^2 



< € 



< € 



< € 



-3, 3] por [-3, 3] por (-2, 2] 
2x 4 y 



D 2 f(x,y) = 



Por tanto, se ha demostrado que se curhple (8). En consecuencia, D x f 
es continua en (0, 0). En la misma forma puede probarse cjt^ que D 2 f es 
continua en (0, 0), Por lo que se conciuye, por el teorema 12.4.4, que / 



— ,, si (jc,y) * (0,0) 

U + y 2 y es diferenciable en (0, 0). 

o si (x, y) = (0, 0) L as figuras 5, 6 y 7 muestran graficas generadas en computadora de /, 

FIGURA 7 Dj/ y D 2 /, las cuales apoyan los resultados de este ejemplo. 4 
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EJERCICIOS 12.4 



1. Si/(jc,>) = 3jc 2 + 2xy - y 2 , calcule: 

(a) A/(l, 4), eJ incremento de/en (1,4); (b) A/( 1, 4) cuan- 
do Ajc = 0.03 y Ay = -0.02; (c) df(\, 4, Ajc, Ay), la 
diferencial total de/en (1, 4); (d) df(l, 4, 0.03, -0.02). 

2. Si f(x,y) = 2x 2 + 5xy + Ay 2 , calcule: 

(a) A/(2, -1), el incremento de/en (2, -1); (b) A/(2, -1) 
cuando Ajc - -0.01 y Ay = 0.02; (c) df(2, -1, Ajc, Ay), 
la diferencia total de/en (2, -1); (d) df(2, -1, -0.01, 0.02). 

3. Sig(jc, y) - xye xy , calcule: 

(a) Ag(2, -4), el incremento de g en (2, -4); (b) Ag(2, -4) 

.'■ cuando Ajc = -0.1 y Ay = 0.2; (c) dg(2, -4, Ajc, Ay), 

la diferencial total de g en (2, -4); (d) dg(2, -4, -0. 1 , 0.2). 

4. Si h(x, y) = (jc + >>)/(jc - >>), calcule: 

(a) A/i(3, 0), el incremento de h en (3, 0); (b) A/i(3, 0) 
cuando Ajc = 0.04 y Ay = 0.03; (c) dh(3, 0, Ax, Ay), 
la diferencial total de h en (3, 0); (d) dh(3, 0, 0.04, 0.03). 

5. Si F(x, y, z) = xy + ln(j^), calcule: 

(a) AF(4, 1, 5), el incremento de F en (4, 1, 5); 

(b) AF(4, 1, 5) cuando Ajc = 0.02. Ay = 0.04, y 
Az = -0.03; (c) dF(4, 1, 5, Ajc, Ay, Az), la diferencial 
total de Fen (4, 1, 5); (d) dF(4, 1, 5, 0.02, 0.04, -0.03). 

6. SiG(jc, y, z) = x 2 y + 2xyz - z 3 , calcule: 

(a) AG(-3, 0, 2) el incremento de G en (-3, 0, 2); 
(b)AG(-3, 0,2) cuando A jc = 0.01, Ay = 0.03 y Az = 
-0.01; (c) dG(-3, 0, 2, Ajc, Ay, Az), la diferencial total 
de G en (-3, 0, 2); (d) dG(-3, 0, 2, 0.01, 0.03, -0.01). 

En los ejercicios 7 a 14, calcule la diferencial total dw. 

= 4i- 3 



7. w = 4jc 3 - jcj 2 + 3y - 

8. w = y tan jc 2 - 2xy 

9. w — j* cosy - ysenjc 
11. w = ln(jc 2 + y 2 + z 2 ) 

2 

13. w = x tan -1 z - — 



10. w = jc<? 2 > + <T* 
12. w - 
14. w 



x + y + z 



COS JCZ 



En los ejercicios 15 a 18, demuestre que f es diferenciable en 
todos los puntos de su dominio realizando lo siguiente: 
(a) calcule A/(jc , y$); (b) determine € { y € 2 de modo que 
se cumpla la ecuacion (2); (c) demuestre que las €\ y € 2 
determinadas en el inciso (b) tienden a cero conforme 
(A,, A y ) -* (0, 0). 



15. f(x,y) = x 2 y - 2xy 
17. f(x,y) = ^ 



16. /(jc,j) = 2jc 2 + 3y 2 
18 t f(x,y) = l 



En los ejercicios 19 a 26, utilice el teorema 12.4.4 para de- 
mostrar que lafuncion es diferenciable en todos los puntos de 
'su dominio. 

2x 4 

3jc - 



19. g(x,y) 

20. f(x,y) = 



3jc 2 j 2 + jc" 2 >~ 2 



21. /(jc,j) 

22. f(x,y) 



Az 

x 2 + 8y 

3 In xy + 5 sen jc 

y 



x - y 



23. h(x,y) = tan _1 (* + y) + 

24. g(x,y) = y\nx - ^ 



25. /(jc,j) = ye lx - xe~ ly 

26. /(jc,j) - £ 2jc seny + e~ 2x cosy 



27. Sea/(*,y) = {* + y 



2 si jc = 1 o y = I 
si jc ^ 1 y y * 1 



Demuestre que D\f(l, 1) y 2 /(l, 1) existen y que /no es 
diferenciable en (1, 1). 



28. Sea/(jc,j) 



3x 2 y 
\x 2 + y 2 



si (x,y) * (0,0) 
si (x,y) = (0,0) 



Demuestre que D x f(0, 0) y D 2 f(0, 0) existen y que D x fy 
D 2 f no son continuas en (0, 0). 

En los ejercicios 29 y 30, demuestre que D l f(0, 0) y 
D 2 f(0, 0) existen y que f no es diferenciable en (0, 0). 



29. f(x,y) = 



2jc 2 j 2 



xy* 



si (jc,j) * (0,0) 
si (jc,j) = (0,0) 



*n /■/ . J 2 4 Si <*'>> * (0 > 0) 

30. /(jc,y) = ^ jc 2 + j 4 







si (*,y) = (0,0) 



En los ejercicios 31 y 32, demuestre que f es diferenciable en 
todos los puntos de /? 3 haciendo lo siguiente: {a) calcule 
A/(jc . Jo> £o) ; (b) determine €\, € 2 y €" 3 tales que se cumpla 
la ecuacion de la definicion 12.4.7; (c) demuestre que las €\, 
€ 2 y €3 determinadas en el inciso (b) tienden a cero conforme 
(Ax, Ay, Az) se aproxima a (0, 0, 0). 

31. f(x,y, z) = xy - xz + z 2 

32. f(x,y,z) = 2x 2 z - 3yz 2 

En los ejercicios 33 y 34, demuestre que D { f(Q, 0, 0), 
O 2 f(0, 0, 0) y £> 3 /(0, 0, 0) existen y que f no es diferenciable 
en (0, 0, 0). 



2 

xy^z 



33. f(x,y,z) 



34. f(x,y,z) 



AAA 
JC* + J 4 + Z 



si (jc, y, z) * (0, 0, 0) 
si (jc, y, z) = (0, 0, 0) 



3>z 



j ^4^,2 +z 2 si (x,y,z) * (0,0,0) 




si (x,y,z) = (0,0,0) 



35. Un contenedor tiene la forma de un solido rectangular y 
tiene una longitud interior de 8 m, un ancho interior de 
5 m, una altura interior de 4 m y un espesor de 4 cm. Em- 
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plee la diferencial total para aproximar la cantidad de 
material necesario para construir el contenedor. 



36. 




37. 



38. 



39. 



4 m 



Utilice la diferencial total para calcular aproximadamente 
el mayor error al determinar el area de un triangulo rec- 
tangulo a partir de las longitudes de los catetos si'ellos 
miden 6 cm y 8 cm, respectivamente, con un error posible de 
0. I cm para cada medicion. Tambi6n obtenga aproxima- 
damente el error relative 

Determine aproximadamente, otilizando la diferencial 
total, el mayor error al calcular la longitud de la hipote- 
nusa del triangulo rectingulo del ejercicio 36 a partir de 
las mediciones dadas. Tambi6n obtenga aproximada- 
mente ej error relativo. 

Si la ley del gas ideal (vea el ejemplo 6 de la secci6n 12.3) 
se emplea para calcular P cuando se proporcionan T y V, 
pero existe un error de 0.3% en la medicion de T y 
un error de 0.8% en la medicion de V, calcule aproxima- 
damente el mayor error relativo al calcular P. 

La gravedad espeeffica s de un objeto esti determinada 
por la formula 



A - W 

donde A libras es el peso del objeto en el aire y W libras es 
el peso del objeto en el agua. Si el peso de un objeto en el 
aire es de 20 lb con un error posible de 0.01 lb y su peso 
en el agua es de 12 lb, con un error posible de 0.02 lb, 
calcule aproximadamente el mayor error posible al de- 
terminar s a partir de estas medidas. Tambien calcule el 
mayor error relativo posible. 

40. Se elabora una caja sin tapa de un trozo de madera de - 
pulg de espesor. La longitud interior serd de 6 pie, el ancho 



interior sera de 3 pie, la profundidad interior ser& de 4 pie. 
Utilice la diferencial total para calcular la cantidad aproxi- 
mada de madera que se empleara en la caja. 

41. Una companfa tiene un contrato para la elaboraci6n de 
10 000 cajas de madera cerradas cuyas dimensiones seran 
de 3 m, 4 m y 5 m. El costo de la madera que se emplear£ 
es de $3 por metro cuadrado. Si las maquinas que se em- 
plearan para cortar las piezas de madera tienen un error 
posible de 0.5 cm en cada dimensi6n, calcule aproxima- 
damente, utilizando la diferencial total, el mayor error po- 
sible en la estimation del costo de la madera. 

En los ejercicios 42 a 45, demuestre que la funcidn puede ser 
diferenciable en un punto aunque no sea continuamente di- 
ferencible en ese punto. En consecuencia, las condiciones del 
teorema 12.4.4 son suficientes pero no necesarias. La funcion 
fde este ejercicio estd definida pot 



(x 2 + v 2 ) sen - 



1 



ffry) = ^jx 2 + y 2 





si (jc, y) * (0, 0) 
si (*,y) = (0,0) 



42. Determine A/(0, 0). 

43. Calcule D x f{x, y) y D 2 f(x, y). 

44. Demuestre que / es diferenciable en (0, 0) utilizando la 
definicidn 12.4.2 y el resultado de los ejercicios 42 y 43. 

45. Demuestre que D x f y D 2 f no son continuas en (0, 0). 

46. Sea 

xy(x 2 - y 2 ) 



/(*,y) = 



x 2 + y 2 







si (jc,y) * (0, 0) 
si (:c,y) = (0,0) 



La graTica de esta funcion se muestra en la figura 4 de la 
secci6n 12.3. Demuestre que/es diferenciable en (0,0) 
empleando el teorema 1 2.4.4. 

47: Sea 

si (jt,y,z) * (0,0,0) 



f(x,y,z) 



xyz* 



2 2 2 

jt + y + z 



si (jc, y,z) = (0,0,0) 

Demuestre que/es diferenciable en (0, 0, 0). 



12.5 REGLA DE LA CADENA PARA FUNCIONES 
DE MAS DE UNA VARIABLE 

Recuerde que con la notation de Leibniz la regla de la cadena para una fun- 

dy- 
ci6n de una variable se expresa como sigue: Si y es una funci6n de u y -f- 

d 
existe, y si u es una funcion de jc y -^ existe, entonces y es una funci6n de jc 

y -j- existe y est& determinada por 

dy _ dy du 
dx du dx 
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Ahora seeonsiderara la regla de lacadena para una funcion de dos variables^ 
donde cada una de estas variables es tambten una funcion de dos variables. 



12.5.1 Teorema La regla de la cadena 



Si u es una funcion diferenciable de x y y t defmida por u - f(x % y), 

dr ds dr ds 

tonces u es una funci6u de r y s, y ademas 



en- 







du 
.dy 




X 


dx j 


' \ dx dy 


/ \ dy 


dr I 


\ <?s <?r 


/ \ & 



FIGURA 1 



du 
dr 



dudx dudy 
dx dr dy dr 



du _ du dx dudy 

ds . "" dx ds dy ds 



La demostracion de este teorema se deja para el final de la section, de 
modo que primero se veran algunos ejemplos y ejemplos ilustrativos con el 
fin de que se familiarice con el enunciado de la regla de la cadena. 

La regla de la cadena para funciones de una variable se recuerda facil- 
mente al considerar una derivada ordinaria como el cociente de dos diferen- 
ciales, pero no se tiene una interpretaci6n similar para derivadas parciales. 
Sin embargo, un recurso nemotecnico conveniente para recordar la regla de la 
cadena consiste en un diagrama de arbol con ramas que parten de una variable 
a otra, como se muestra en la figura 1. Puesto que u es una funci6n de x 
y y, coloque u en la cima del arbol y dibuje ramas para xy y. Despu6s, como 
x es una funcion de r y s, dibuje ramas desde x hacia r y s. De manera seme- 
jante, dibuje ramas a partir de y hacia r y s. Observe que cada variable 
depende de las variables que se encuentran debajo de ella. A lo largo de estas 
ramas escriba la derivada parcial que corresponde a las variables especfficas. 

Con el fin de obtener la ecuacion para dujdr, se consideran los caminos a 
lo largo de las ramas de u a r. Se tienen dos de tales caminos, cada uno con un 
par de ramas. Sume los productos de las derivadas parciales asociadas con las 
ramas de cada camino, de modo que 



du 
dr 



du dx 
dx dr 



du dy 
dy dr 



la cual es la primera ecuaci6n del teorema 12.5.1, La segunda ecuacion del 
teorema puede obtenerseen la misma forma considerando los dos caminos a 
lo largo de las ramas de u a s. 



► EJEMPLO I 



u = X 2 + V 3 



Sean 



' "* du du 

Aplique la regla de la cadena para calcular 3- y — . 

or as 

Solucion 



in - du dx z du dy h 
dr dx dr dy dr 


'du 
ds 


- ill dx du dy 
dx ds dy ds 


= 2x(e s ) + 3y 2 (e~ s ) 




= 2x(re s ) + 3y 2 (-re~ s ) 


= 2(re s )(e s ) + 3{re~ s ) 2 (e~ s ) 




= 2(re s )(re s ) + 3(r«T J ) 2 (-«?~ J ) 



= 2re 2s + 3r 2 e~ 



= 2r 2 e 2s - 3r 3 e 



-3s 
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Un problema particular de notacion surge cuando se considera u como 
una funci6n de x y y, y despu^s como funci6n de r y s. Si u = f{x, y), 
x = F(r, s) y y = G(r, s\ entonces u = /(F(r, s\ G(r,.s). Observe que 
u * /(r f s). 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 



En el ejemplo 1 



w = /(*,>) x = F(r,s) y = G(r,$) 
= x 2 ■ 

De modo que, 



^ X •¥• V = r^ J — r& s 



« = /(F(r, ,), G(r, s)) y /(r, j) . r 2 + j 3 « J ^ 

Esto cs/u * /(r, j W j ^AA^ ^ 

El prnprtsirn^^l ejemplo Vj^ifwsfrar I4 aplicaci6n de la regla de la 
cadena^Sepudieron haber obtenido las derivadas parciales de manera mas 
simple aT sirstitgH taMWpesien e s para x y yen la expresi6n para u antes de 
haber diferenciado, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 



L- ' EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Del ejemplo 1, como se 

mostr6 en el ejemplo ilustrativo I, u = fie 2 * + r 3 e~ 3s . Al calcular las de- 
rivadas parciales de esta expresi6n se tiene 

^ = Ire 2 * + 3r 2 e~ 3s ^ = r 2 (2e 2s ) + r 3 (-3«T 3 ') 

or as 



lo cual es acorde con los resultados del ejempl 



= 2r 2 e 2s - 3rV 35 

'a Ho") 



oi./A 



Ahora suponga que u es una funcion diferenciable de las variables x y y, 
y que tambien x y y son funciones diferenciables de la variable t. Entonces 
u tambien es una funcion de la variable t. En consecuencia, la fdrmula de la regla 
de la cadena, con derivadas ordinarias en lugar de derivadas parciales, se trans- 
forma en 

dt Bx dt dy dt 

La derivada ordinaria du/dt dada por esta ftfrmula se denomina derivada 
total de u con respecto a t. 



► EJEMPLO 2 Sean 

v = 2wz + z 2 w - e x z = cos* 

dy 
Calcule la derivada total -p aplicando la regla de la cadena. 
dx 
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dw 
dx 



dz 
dx 



FIGURA 2 



Solution De la regla de la cadena, empleando el diagrama de a^bol de 
la figura 2, se obtiene 

dy _ dy dw dy dz 
dx dw dx dz dx 

= 2z{e x ) + (2w + 2z)(-senjc) 

= .2(cosjc)(0 + (2e x + 2cosjc)(-senjc) 

— 2e x cos x - 2e x sen x - 2 sen x cos x ^ 

En el enunciado del teorema 12.5.1, u es la variable dependiente, r y s son 
las variables independientes, y x y y reciben el nombre de variables inter- 
medias. A continuacion se extendera* la regla de la cadena a n variables 
intermedias y m variables independientes. 



12.5.2 Teorema La regla de la cadena general 



Suponga que u es una funcidn diferenciable de las n variables x h 
x 2 , rX n ,y que cada una de estas variables es a su vcz una funcion de 
las m variables v 1? y 2r . . . > y m , Suponga adem5s que cada una de las 






dx 

derivadas parciales ^{i - 1, 2, 



, n;j - 1. 2, . . . . m) existe. 
Entonces a es una funcion fey\ 9 Jh... t y mt y 



thh 



dy { 
dyi 



du dxj 
dx t dy l 
du dx\ 



du dx 2 
dx 2 ' By] 
du d*2 



Bx x dft dx 2 dyi 



du dx„ 

dx n <?y, 
du dx H 

3x* dyi 






du _ du_ Bx\ du_ d*i du_ Bx n 

dy m " dx } dy m dx 2 dy m ' dx„ dy m 



La demostracion de este teorema es una extension de la demostraci6n 
del teorema 12.5.1. 

Observe que en la regla de la cadena general existen tantos temrinos 
en el miembro derecho de cada ecuacion como el numero de variables 
intermedias. 

Si u es una funcion diferenciable de las n variables jq, jc 2 , . . . , x n y 
cada x t es una funcion de la variable /, entonces u es una funcion de / y la de- 
rivada total de u con respecto a / esta determinada por 



du _ du_ dx\_ du_ dx 2 du^ dx^ 

dt dx] dl dx 2 dt r \'' dx n dt 



► EJEMPLO 3 



Sean 



u = x* + yz x = r sen / 



r cos / z = r sen^ / 



Calcule -r- y -^~ aplicando la regla de la cadena. 
or at 
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FIGURA 3 



Sol UC ion De la regla de la cadena, empleando el diagrama de arbol de 

lafigura 3, se tiene 

du _ du dx du dy du dz 

dr dx dr dy dr dz dr 

= 2x(sen t) + z(cos t) + v(sen 2 t) 

= 2(r sen t) + (sen t) + (r sen 2 0(cos t) + (r cos r)(sen 2 t) 

= 1r sen 2 t + r sen 2 / cos t + r sen 2 / cos t 

= 2r sen 2 t + 2r sen 2 r cos / 

= 2rsen 2 t(\ + cos f) 

du _ <9k <9x <9m <9y <?a <9z 
<?f £x dt dy dt dz dt 

- 2x(r cos t) + z(-r sen t) + y(2r sen t cos f) 

= 2(r sen f)(r cos + (r sen 2 f)(-r sen t) + (r cos f)(2r sen t cos /) 

= 2r 2 sen / cos t - r 2 sen 3 t + 2r 2 sen t cos 2 ? 

= r 2 sen t {2 cost + 2 cos 2 f - sen 2 r) ^ 




^IGURA 4 



^ EJEMPLO 4 Si / es una funcion diferenciable y a y b son 
constantes, demuestre que z = /(^k* 2 - |«J 3 ) satisface la ecuacion dife- 
rencial parcial 

ayl^ + fc x ^ = o 

SoiUCIon Sea w = ~bx 2 - ^ fl >' 3 - Se desea probar que z - f{u) satis- 
face la ecuacion dada. De la regla de la cadena, utilizando el diagrama de 
arbol de la figura 4, se obtiene 



dz _, dz du 
dx du dx 

= f\u)(bx) 



dz _ dz du 
dy du dy 

= /'(MX-flV 2 ) 



Por tanto, 



>dz 



M 



■dx + bX dv = ay [fr{u)(bx)] + bx U\u){~ay 2 )} 
= 
lo cual es lo que se deseaba demostrar. A 

En el ejemplo siguiente se emplea la regla de la'cadena en una apljcaci6n 
que trata sobre tasas relacionadas. 



W EJEMPLO 5 Utilice la ley del gas ideal (vea el ejemplo 6 de 
la seccion 12.3) con k - 0.8 para obtener la tasa a la que la temperatura varia 
en el instante en que el volumen del gas es de 15 Iitros y el gas esta bajo 
una presion de 12 atm si el volumen se incrementa a la tasa de 0.1 litro/min y 
la presion disminuye a la tasa de 0.2 atm/min. 

Solution Sean t minutos el tiempo que han transcurrido desde que el 
volumen del gas comenzo a incrementarse. Sean Tgrados Kelvin la temperatura, 
P atmosferas la presion y V Iitros el volumen a los t minutos. De la ley del gas 
ideal, 
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pv = o.8r 

T = 125PV 

En el instance dado,/* = 12, V = 15, ~- = -0.2, y — =0.1. Alaplicar 
la regla de la cadena se obtiene "' 



dT 
dt 


_ dT dP dT dV 
dP dt dV dt 




= 1.25 V^f- + \25P^j- 
dt dt 



= 1.25(15)(-0.2)+1.25(12)(0.1) 
= -2.25 

Conclusion: La temperatura disminuye a la tasa de 2.25°K/min en el instante 
indicado. A 

Ahora se aplicara la regla de la cadena para demostrar un teorema que 
proporciona una formula para calcular la derivada de una funcion definida 
implicitamente. 



12.5.3 Teorema 



Si / es una funci6n diferenciable de la variable x tal que y = f(x) y / 
esta* definida implicitamente por la ecuaci6n F : {x;y)M/;0, y si F es 
diferenciable y F y (x, y) * 0, entonces 

f& _ F x(x,y) 
dx F y (x,y) 

Demostracion Sea 

w = F(x, y) donde y = f(x) 
De la regla de la cadena, 

Debido a que w = F(x,f(x)) para toda x del dominio de/y por hip6tesis 
F(x,f(x)) ~ 0, entonces dw/dx = 0. Ademas, dxjdx = 1. Por tanto, de (1) 

= FJx,y){\) + FJx,y)& 
Puesto que F y (x, y) # 0, al resolver esta ecuacion para dyjdx se obtiene 

<£x F y (x, y) ■ 



► EJEMPLO 6 Calcule rfy/dr si 
xcosy + ycosjc - 1 = 

Solution Sea F(x, y) = x cos y + y cos x - 1 . Entonces 
^<X y) = cos y - y sen x F y (x, y) = -jc sen y + cos x 
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Del teorema 12.5.3, 



dy 


cos y - 


- y sen x 


dx . 


-x sen 
y sen x 


y + cos a* 
- cos y 




cos x - 


x sen y 



Compare la solucion del ejemplo anterior con la del ejemplo 4 de la seccion 
2.9, donde se obtuvo la misma expresion para dyjdx mediante diferencia- 
cion implicita. 

Ahora considere una ecuacion en las tres variables x, y y z, y suponga que 
la ecuacion define implicitamente a z como una o mas funciones diferenciables 
de x y y. Por medio del teorema siguiente, analogo al teorema 1 2.5 .3, se pueden 
calcular dzjdx y dzjdy sin resolver la ecuacion para z- 



12.5.4 Teorema 



Si / es una funcion diferenciable de x y y tal que z ~ f(x, y) y / esta 
defmida implicitamente por la ecuacion F(x, y y z) == 0, y si F es dife- 
renciable y F z (x, y, z) * 0, entonces 

dz = _ F x (x,y t z) ch = _ > v (*,y,z) 

dx F z {x,y,z) y dy F z (x, y, z) 



Demostracion Sea 

w = F(x, y, z) donde 
De la regla de la cadena, 



= /(*,30 



%=F&y 9d *+F^y.4%+F&y.z>* 



(2) 



Debido a que w = F(x, y,f(x, >')) para todos los puntos (jc, y) del dominio de 
/, y por hipotesis F{x,y,f(x,y)) = 0, entonces dw/dx - 0. Como y es 
constante cuando se calcula la derivada parcial con respecto a a*, entonces 
dyjdx - 0. Ademas, dxjdx = 1. Portanto, de (2), 

= F,(x,y,z)(l) + F v (x f y tZ )(0) + F„(x,y f z)^- 

dx 

Puesto que F z (x, y, z) * 0, al resolver esta ecuacion para dzjdx se obtiene 
F x (x,y t z) 



dx 



*z(*, v, z) 



La formula para dzjdy se obtiene en la misma forma al calcular dw/dy me- 
diante la regla de la cadena. u 



► EJEMPLO 7 Calcule dzjx y dzjy si 

. 4z 3 + 3xz 2 - xyz - 2ry* 2 + 7 ^ 

Solution Sea F(x,y,z) = 4z 3 + 3xz 2 - xyz - 2xy 2 + 7 = 0. En- 
tonces 



F^y 9 z) = 3z 2 -yz- ly 1 
F z (x 9 y,z) = \2z 2 + 6xz - xy 



F y {x, y. z) * -xz - 4xy 
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Del teorema 12.5.4, 

-xz - 4xy 



dz 


_ 3z 2 - yz - 2y dz 


dx 


I2z 2 + 6xz - xy } dy 



Hz 2 + 6xz - xy 

Se concluye esta seccion con la demostracion de la regla de la cadena 
enunciada en el teorema 12.5.1. 

Demostracion del teorema 12*5.1 Se probara el teorema para 
du/dr. La demostracion para dujds es similar. 

Si se mantiene s fija y r varfa por una cantidad Ar, entonces x varia por una 
cantidad Ax y y varfa por una cantidad Ay. De este modo, 

Ax = F(r + Ar, s) - F(r, s) (3) 

y 

Ay = G(r + Ar,s) - G(r, s) (4) 

Como/es diferenciable, entonces 

Af(x,y) = D x fQc,y)Ax + D 2 f(x,y)Ay + € , Ax + € 2 Ay (5) 

donde €\ y € 2 tienden a cero conforme (Ax, Ay) se aproxima a (0, 0). Ade- 
mas, se requiere que €\ = y € 2 = cuando (Ax, Ay) = (0, 0). Se pide 
este requisito a fin de que €y y € 2 , los cuales son funciones de Ax y Ay, sean 
continuas en (Ax, Ay) = (0, 0). 

Si en (5) se sustituyen A/(x, y) por Aw, D\f(x, y) por -^ y D 2 f(x, y) por 
-j ox 

— ^ y si se dividen los dos miembros entre Ar(Ar ^ 0), se obtiene 

dy 



^L - <hi A£ du Av_ Ax Ay 

Ar dx Ar dy Ar Ar ~ Ar 



Al tomar el limite en ambos miembros de la ecuacion anterior cuando A r tiende 
a cero se tiene 

l fm £! = |» l ta 4£ + |« Urn 4* + < ljm e) Um ^£ + ( lim f2) lim Ay (6) 

Ar->0 Ar ffX Ar-»0 Ar <7}' Ar-»0 Ar Ar->0 Ar->0 Ar Ar-»0 Ar->0 Ar 

Puesto que u es una funcion de x y y, y tanto x como y son funciones de r y s, 
entonces u es una funcion de r y s. Como s se mantuvo fija y r varia por una 
cantidad Ar, resulta 

w Aw ,, u(r + Ar, s) - w(r, s) 



(7) 



(8) 

Debido a que — y ~- existen, Fy G son continuas con respecto a la 
dr ar 
variable r. (Nota: la existencia de las derivadas parciales de una funcion no 

implican la continuidad con respecto a todas las variables simultaneamente, 

como se dijo en la seccion anterior, pero con funciones de una sola variable si 

implica la continuidad con respecto a cada una de las variables por separado.) 

En consecuencia, de (3), 



Ar-»0 Ar 


= 


Ar-»0 

du 
dr 


Ar 




i mismo, 










T , Ax 
Inn -— 

Ar- »o Ar 


= 


dx 
Tr y 


lim ^ = 
Ar^o Ar 


dy 
' dr 
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lim Ax = lim [F(r + Ar, s) - F(r, s)] 

A/--»0 Ar->0 /J 

= F(r, 5) - F(r, $) 

= 



y de (4), 

lim Ay = lim [G(r + Ar, s) - G(r, j)l 

- G(r, j) - G(r, s) 

= 

Por tanto, conforme Ar tiende a cero, Ax y Ay tambien tienden a cero, y como 
€\ y e 2 se aproximan a cero cuando (Ax, Ay) tiende a (0, 0), se puede con- 
cluir que 



lim € j = 



lim €o = 

Ar-»0 " 



(9) 



Ahora bien, es posible que para ciertos valores de Ar, Ax = y Av = 0. 
Comoentalcasosepidioque € A = y e ? = 0, los lfmites de (9) tambien 
son cero. Al sustituir de (7), (8) y (9) en (6) se obtiene 



du 
dr 



du dx du dy 
dx dr dy dr 



lo cual es lo que se deseaba demostrar. 



EJERCICIOS 12.5 



En los ejercicios I a 6, calcule la derivada partial indicada por 
medio de dos metodos: (a) utilice la regla de la cadena; (b) realice 
las sustituciones para x y y antes de derivar. 

1. u = x 2 - v 2 ; x = 3r - s; v = r + 2s: ^L ; $L 

dr ds 

2. it = 3x - 4v 2 ;x = 5pq;\ = 3p 2 ~ 2q; ^-; i« 

dp dq 

3. u = 3X 2 + xy - 2y 2 + 3x ~ y; x = 2r - 3s; 

y = r + s; ^; ^ 
<?r ds 1 

4. m = x 2 4- y 2 ;x = coshrcosf;y = senhrsen/; ~; — 

dr dt 

5. u = <?^;x - 2rcosf;y - 4rsenf; ilL; i* 

dr dt 

6. V = Kx 2 y;x = coszsenr;y = z 2 e l ; $¥. i« 

En los ejercicios 7 a 14, obtenga la derivada partial indicada 
utilizando la regla de la cadena. 

7. u = x 2 + xy;x = r 2 + s 2 ;j = 3r - 2s; — ; ^ 

dr ds 

8. « = xv + xz + yz;x = rs; y = 

- - (r _ ^2. d« . du 



S"\ 



. p . du . d» 
^r * ds 



9. w = sen *(3x + y);x = r 2 e s ;y = 

10. u = sen(xv);x = 2<;e'; v - fV z ; 4^; ^ 

df dz 

11. « = cosh l;x = 3r 2 s;y = 6se r ; ^-; i* 

x ' dt ds 

12. u = xe~ y ;x = tan _1 (ra/);v - ln(3ra + 5st); iH; i^t; ^i 

dr ck ^ 

13. w = x 2 + v 2 + z 2 ; x = r sen <f> cos 0; v = r sen ^ sen 0; 

z = rcos<£: ^; i«; i« 
dr d<f> de 

14. w = x 2 v-;x = L ;y = re s \z = re~ s ; i*L\ ^L 

s dr ds 



En los ejercicios 15 a 18, determine la derivada total — me- 

dt 
diante dos metodos: (a) emplee la regla de la cadena; (b) efectue 
las sustituciones para x, y y z antes de derivar. 

15. u = ye x + xe y ;x = cosf;v = sen/ 

16. m = lnxy + y 2 ;x = e t ; y - e~' 

17. u - ^jx 2 + y 2 + z 2 ; x = tan t; y = cos t; z = sen /; 



< t < ±71 

2 



18. u 



y-e* 



;x = 3 senr; v = In t 
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En los ejercicios 19 a 22, calcule la derivada total -~ por medio 

de la regla de la cadena; no exprese u como una funcion de t 
antes de derivar. ,,( 



H) 



*±i;, = lnr,>=liil 

y + t t 



19. w = tan -1 ! ^-\;x = [nt;y - e r 

20. u = xy -f xz -f yz\ * - t cos t\y - t sen t\ z • = t 

21. u 

y 

22. u = ln(jc 2 + y 2 + f 2 ); x = t sen t\ y = cos / 

dy 
En los ejercicios 23 a 26, obtenga ~~ mediante el teorema 

dx 

12.5.3. Compare la solucion con la del ejercicio indicado de la 

seccion2.9. 

23. x 3 + y 3 ~ Sxy; ejercicio 19. 

24. 2x 3 y + 3xy 3 = 5; ejercicio 24. 

25. x sen y + y cos x = 1 ; ejercicio 3 1 . 

26. cos(jc + y) - y sen x\ ejercicio 32. 

En los ejercicios 27 a 30, suponga que la ecuacion define z como 

una funcion diferenciable de x y y. Calcule ~ y ~ mediante 

* dx dy 

dos metodos: (a) Use el teorema 12.5.4; (b) derive implicit a- 
mente. 

27. 3JT 2 + y 2 + z 2 - 3jcv + 4xz - 15 = 

28. z = (x 2 + >> 2 )sen.xz 

29. ye xyz cos 3xz = 5 

30. ze yz + 2xe xz - 4e xy = 3 

31. Si/es una funcion diferenciable de la variable u, considere 
u a= bx - ay y demuestre que z = /(fee - ay) satisface la 

ecuacion fl / + ^ j = 0, donde a y b son cons- 

tantes. 

32. Si/es una funci6n diferenciable de las variables wyv, 
considere u~x-yyv-y~x\ demuestre que z = 

dz l dz 



f(x - v, y - x) satisface la ecuacion 



dx dy 



0. 



33. Suponga que / es una funcion diferenciable de x y v, 
y que u = f(x, y). Entonces si x = cosh v cos w y y- = 

senh v sen w, exprese ~ y -^- en tenminos de ~ y ~ . 

dv dw dx dy 

34. Sean u - e y cos x, x = 2/, v = / 2 . Calcule — ~ en dos 

formas: (a) primero exprese u en tdrminos de /; (b) utilice la 
regla de la cadena; 



35. Sean u = 3*v - 4y 2 , x — 2se r , 



re s . Calcule 



a 2 « 

<?r 2 



en dos formas: (a) primero exprese u en terminos de r y s; 
(b) emplee la regla de la cadena. 

d 2 u 
36'. Para «, x y y dadas como en el ejercicio 35, calcule . _ ■ en 

dsdr 
dos formas: (a) primero exprese u en terminos de r y s; 
(b) utilice la regla de la cadena. 



37. Sean u = 9x 2 + 4y 2 y x = r cos 0, y = r sen 0. Calcule 

a 2 « 



dr'' 



en dos formas: (a) primero exprese u en tdrminos de r 



y 0; (b) emplee la regla de la cadena. 
38. Para u, xy y dadas como en el ejercicio 37, calcule 



de 2 



en dos formas: (a) primero exprese u en terminos de r y 0; 
(b) use la regla de la cadena. 

39. Para u, x y y dadas como en el ejercicio 37, calcule — -^- 

Br d$ 
en dos formas: (a) primero exprese « en tdrminos de r y &, 
(b) utilice la regla de la cadena. 

40. Suponga que /es una funcion diferenciable de jt, v y z, y 

que u = fix, y, z). Entonces si x ~ r sen <f> cos 0, y = 

r cos *, exprese ^<, ^ % en 
du dr d<f> d$ 



r sen <f> sen 0, y z 



terminos de & |« f y , . 

<7Jt G>.y <7£ 

41. Si h = y(jt, y)y v~ g(x, v), entonces las ecuaciones 












se denominan ecuaciones de Cauchy-Riemann. Demuestre 
que las ecuaciones de Cauchy-Riemann son satis'fechas si 



Unix 2 + v 2 ) y v 



tan 



-i y 



42. Suponga que/y g son funciones diferenciables de x y y, y 
que u - f(x, y) y v - g(jt, v). Demuestre que si se cum- 
plen las ecuaciones de Cauchy-Riemann (vea ejercicio 41) 
y si x = r cos $ y y = r sen 0, entonces 

du_ _ ]_ dv_ dv _ 1 du 

dr ~ r d$ y dr ~ r d$ 



43. En un instante dado, la longitud de un cateto de un triingulo 
rectingulo es de 10 cm y crqce a la tasa de 1 cm/min, y la 
longitud del ptro cateto es de 1 2 cm y decrece a una tasa de 
2 cm/min. Calcule la tasa de variaci6n de la medida del 
angulo agudo opuesto al cateto de 12 cm en ese instante. 

44. Se introduce agua en un tanque que tiene forma de cilindro 
circular recto a una tasa de 4 % m 3 /min. El tanque se ensan- 
cha de modo que, aun cuando conserva su forma cilindrica, 
su radio se incrementa a una tasa de 0.2 cm/min. ^Que" tan 
rapido sube la superficie del agua cuando el radio es de 2 m 
y el volumen del agua en el tanque es de 207T m 3 ? 

45. La altura de un cilindro circular recto disminuye a la tasa de 
10 cm/min y el radio se incrementa a la tasa de 4 cm/min. 
Obtenga la tasa de variaci6n del volumen en el instante en que 
la alturares de 50 cm y el radio de 16 cm. 

46. La altura de un cono circular recto se incrementa a la tasa de 
40 cm/min y el radio disminuye a la tasa de 15 cm/min. 
Calcule la tasa de variaci6n del volumen en el instante en que 
la altura es de 200 cm y el radio es de 60 cm. 

47. Una cantidad de gas obedece la ley del gas ideal (vea el ejem- 
plo 6 de la secci6n 12.3) con k - 1.2, y el gas est4 encerra- 
do en un recipiente que se calienta a una tasa de 3°K/min, Si 
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en el instante en que la temperature es de 300°K, la pre- 
sion es de 6 atm y decrece a la tasa de 0.1 atm/min, calcule 
la tasa de variacion del volumen en ese instante. 

48. Una pared de retention forma un angulo de 2 % rad con el 

suelo. Una escalera de 20 pie de longitud esta recargada con- 
tra la pared y su parte superior se desliza hacia abajo sobre la 
pared a una tasa de 3 pie/s. ^Que* tan rapido varfa el area del 
triangulo formado por la escalera, la pared y el piso cuando 
la escalera forma un angulo de ± n rad con el suelo? 

6 

49. Un kilomol de un gas real obedece la ecuacion de Van der 
Waals: si P, Vy Tson, respectivamente, las medidas de la 
presion, el volumen y la temperatura absoluta, entonces 



V 1 

donde R es la constante universal de los gases, y ay b son 
constantes que dependen del gas particular. Si pes el coefi- 
ciente de la expansion del volumen y k es el coeficiente 
de compresibilidad, entonces 



Udv) 

V\dTJ 



—m) 



51. 



52. 



Demuestre que 



21 
dp 



2* 



50. De la ecuaci6n de Van der Waals y ft y /cdadas como en el 
ejercicio 49, demuestre que 



P = 



RV 2 (V - b) 
RTV 3 - 2a(V - b) 2 



y k= 



V 2 (V ~ b) 2 



RTV* - 2a(V - bf 



Para un gas ideal, a ~ y b - 0. ^Cuales son las expre- 
siones de p y Kpara un gas ideal? 



Si/es una funcion diferenciable de x y v, y 
x = r cos 6 y y = r sen 6, demuestre que 



= /(*,y), 



du 
dx 


^cos0- d ! isen0 
dr d0 r 


du 
dy 


d u c«* n a . du cos 6 

-=- sen 6 + — — 

dr dS r 



Suponga que u - f(x, v) y v = g(x, y), y que f,gy 
sus primeras y segundas derivadas parciales son conti- 
nuas, Demuestre que si u y v satisfacen las ecuaciones de 
Cauchy-Riemann (vea el ejercicio 41), entonces tambien 
satisfacen la ecuacion de Laplace (refierase a los ejercicios 
49 a 52 de la section 12.3). 



1 2.6 DERIVADAS DIRECCIONALES Y GRADIENTES 

Se ha visto como las derivadas parciales de una funcion caracterizan la tasa 
de variacion de la funcion a lo largo de rectas paralelas a los ejes coordenados. 
Esto es, si/es una funcion de las variables x y y, la derivada parcial/ v (x, y) 
describe la tasa de variacion de/en la direccion del eje jc, yf y (x, y) describe 
la tasa de variation de/en la direccion del eje y. A continuacion se genera- 
Iizara la definicion de derivada parcial para obtener la tasa de variacion de una 
funcion con respecto a cualquier direccion, Esto conduce a la noci6n de deri- 
vada direccional. 

Para indicar una direccion, se utiliza el concepto de vector unitario U que 
forma un angulo de medida 6 radianes con la parte positiva del eje x, de modo 
que 

U = cos 8\ + sen 0j 

La figura 1 muestra la representacion de U cuyo punto inicial es P(x, y) en el 
piano xy. Si/es una funcion de x y y, entonces la tasa de variacion de los va- 
lores de funcion /(x, y) con respecto a la direccion del vector unitario U esta 
determinada por la derivada direccional. 




sen 9 



«*?> cose 



FIGURA 1 



12*6.1 Definicion de derivada direccional de una 
funcion de dos variables 



Sea/ una funci6n de las dos variables x y y. Si U es el vector unitario 
cos Ox + sen 0j, entonces la derivada direccional de / en la direc- 
cion de U, denotada por D^f, esta determinada por 



si este limite existe. 



lim 

A->0 



f(x + h cos 0, y + h sen 6) ~ f(x, y) 
h 
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z =/(x, y) 




Q(x Q + h cos 6, y Q + h sen 6, 0) 



FIGURA 2 



La interpretacion geom6trica de la derivada direccional se ilustra en la 
figura 2. Una ecuaci6n de la superficie S de la figura es z = /(*, y). El punto 
^o(*o» ^0' ^o) se encuentra sobre la superficie y los puntos R(x , y , 0) y 
Q(xq + h cos 0, y + h sen 0, 0) est&n en el piano xy. El piano que pasa por 
R y Q, paralelo al eje z, forma un angulo de radianes con la direccion posi- 
tiva del eje x. Este piano intersecta la superficie S en la curva C. La derivada 
direccional D^f, evaluada en el punto f , es la pendiente de la recta tangente 
a la curva C en P en el piano que pasa por R, Q y P . 

Si U = i, entonces cos = I y sen = 0, y de la definition 12.6.1, 



D { f(x,y) = lim 



f(x + h,y)- f{x, v) 



la cual es la derivada parcial de/con respecto a x. 
Si U = j, entonces cos = y sen = 1 , y 

o/fcy) = ,,„, /u.y + *)-/u.y) 

la cual es la derivada parcial de/con respecto a y. 

De este modo,/^ y f y son casos especiales de la derivada direccional en 
las direcciones de los vectores unitarios i y j, respectivamente. 




W EJEMPLO 1 Apliqueladefinici6n 12.6.1 paracalcularZ>u/(;c, v) 
si/(jc, y) - 12 - x 2 - Ay 2 y U es el vector unitario en la direccion £ n, 

Sol UC i6n ComoU = cos \k\ + sen^j, U = \ V3i + ^j, entonces 



£>u/(*,>0 = j™- 



= lim 



= lim 



12 - (jc + \ V3/z) 2 - 4(v + | h) 2 - (12 - jc 2 - 4>> 2 ) 

h 
12 - x 2 - V3fex - | /z 2 - Ay 2 - Ahy - h 2 - 12 + x 2 + 4>> 2 



. A 



-V3/zjc - i h 2 - Ahy 
- lim t 

= lfm(-Vax-J*-4y) 
= -J3x-Ay 



Para la funcion/y el vector 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

unitario U del ejemplo 1, 

Z>u/(2, 1) - -2V3 - 4 
- -7.464 



La figura 3 muestra la interpretacion geometrica de esta derivada direccio- 
nal. La curva C es la intersec£i6n de la superficie 



12 



Ay 2 
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con el piano que pasa por R(2, 1 , 0), Q(2 + I V3 h, 1 + \ h, 0) y P ( 2 > 1 , 4). 
El valor -7.464 de la derivada direccional es la pendiente de la recta tangente 
a la curva C en Pq en el piano definido por R,Qy Pq. 4 

Ahora se obtendra una formula que permite calcular una derivada direc- 
cional de manera mas breve que empleando la definicion. Sea g la funcion de 
la variable t, con x,yy 6 fijos, de modo que 

g(t) = f(x + t cos d,y + rsen 0) (1) 

yseaU = cos 6\ + sen 0j. Entonces, por la definicion de derivada ordinaria, 
se tiene 

n „ y f( x + (Q + h) cos 0, j + (0 + h) sen fl) - f(x + cos 6, y + sen g) 

„/^ n> /"(* + ft cos 6, y + h sen 0) - fix, y) 

g (0) = lim — — — ; ^ w 

/i->o ft 

Como el miembro derecho de la ecuacion anterior es £>tj/(*> >')» entonces 
8X0) = D v f(x,y) (2) 

Ahora se obtendra g '(f) aplicando la regla de la cadena al miembro derecho 
de (l), obteniendose 

•\t) =Mx + rcos0,v + tsene) d ( x+ f C0S V + f 2 (x + tco S 8,y+ t sen 6) ^>' + ' sen > 

= /i(* + f cos 0, y + f sen 0)cos 6 + f 2 (x + t cos 0, y + t sen 6) sen 
Por tanto, 

g'(0) =' £(*, v)cos + / v (x, y)sen 
De esta ecuacion y de (2) se tiene el teorema siguiente. 



12.6.2 Teorema 



Si / es una funci6n diferenciable de x y y y y U:= cos 0i + seji 0j, 

entonces 



jpyf(x*y) =^ 



t> EJEMPLO I LU STRATI VO 2 Se aplicara el teorema 12.6.2 
para calcular D^f para la funcion y el vector unitario del ejemplo 1 . 

f(x,y) = 12 - x 1 - 4y 2 U .= cos \n\ + sen I/rj 

Entonces 

D v f{x 9 y) = /*(*.?) cos i^ + / v (x,y)sen Iff 

= -2x(IV3) - 8>-(I) 
= -V3x - 4y 
lo cual es acorde con el resultado del ejemplo 1. ^ 

La derivada direccional puede expresarse como el producto punto de dos 
vectores. Como 

f x (x, y)cos + f y (x, y)sen = (cos 0i + sen 0j) • \f x (x, y)i + f y (x, y)j] 
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^().y ,/(%}'o)) 




FIGURA 4 



entonces, por el teorema 12.6.2 

£>u/fc y) = (cos 0i + sen 0j) • [f x (x,y)i + / v fey)j] 



(3) 



La funcion vectorial del miembro derecho de (3) es una funcion im- 
portante, y se denomina gradiente de la funci6n/de las dos variables x y y. 
El sfmbolo para el gradiente de / es V/, donde V es la letra griega delta 
mayuscula invertida y se lee "del". En ocasiones se emplea la abreviacion 
gradf. 



1 2.6*3 Definition del gradiente de una funcion 
de dos variables 



Si/es una funcion de las dos variables x y y, y f x y f y existen, entonces 
el gradiente de/, denotado por V/ (tease "del/"), esta* definido por 

V/(x,y) =£(*,;y)i +f y {x,y)i 

A fin de representar el vector gradiente V/(jc , y ) en el P lano x y> se tor na 
el punto inicial en (x , y ). Refierase la figura 4. 

De la definicion 12.6.3, la ecuacion (3) puede escribirse como 



Dvf&y) = U-V/fev) 



(4) 



Por tanto, cualquier derivada direccional de una funcion diferenciable puede 
obtenerse mediante el producto punto del gradiente y un vector unitario de la 
direccion deseada. Esta formula es la que mas conviene emplear al calcular una 
derivada direccional. 



► EJEMPL0 2 



Si 



2 yl 



f( X ,y)=f E + Z f 



(a) Determine el gradiente de / en R(4, 3). (b) Utilice el gradiente para 
calcularladerivadadireccionalde/en/?enladireccionde/?a2(5,6). (c) Dibuje 
las representaciones de los vectores V/(4, 3) y \(RQ) que tienen su punto 
inicial en R. 



G(5. 6) 



\(RQ) 



V(4, 3) 



*(4,3) 



V(RQ) = i + 3j V/(4.3)= 4i+ |j 
FIGURA 5 



Solution 

(a) Como/ v (.v,y) = x/8 y/ v (*,y) = 2y/9, entonces 

V/(*y) = |i+ ^j V/(4,3)= Ii+ |j 

(b) El vector en la direccion de R(4, 3) a g(5, 6) es 

V(tf£) = (5 - 4)i + (6 - 3)j 
= i + 3j 

El vector unitario U en la direccion de V es \{RQ)j || V{RQ) || : 



U = 



VTo 



+ i> j 



Se calculara Z>u/(4, 3) mediante el producto punto de U por V/(4, 3): 
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>" 








/U.v) = 



FIGURA 6 



£(-V.v ,/(-* ,v )) 



z=/(jf,.v) 




V/U ,v ) 



curva de nivel/(.v, y) =/<*„. v ) 
FIGURA 7 




Z>u/(4, 3) 



-( 



vio 

1 



2V10 

5 
2VT0 



_3 
VTo 

2 

VTo 

0,79 



■')•(*■♦!«) 






V/(4. 3) 



(c) Las representaciones de V/(4, 3) y V(/?g) se muestran en la figura 5. 4 

La grafica de la funcion /del ejemplo 2 es un paraboloide eliptico. La 
figura 6 muestra esta superficie, el gradiente de/en R, el vector unitario U en 
la direccion de \(RQ), y el piano que pasa por R, Q y el punto P(4, 3, 2) del 
paraboloide. Du/(4, 3) es la pendiente de la recta tangente en el punto P de la 
curva de intersecci6n del piano con el paraboloide. 

De (4), se puede concluir que si V/(jc , yo) = 0, entonces Djjf(xQ y yo) = 
para cualquier U. Si V/Ocq, y ) & 0, entonces de (4) y del teorema 10.3.5 y si 
a es la medida en radianes del angulo entre los dos vectores U y Y/"C*o> Vo), 
entonces 

DufOtoyo) = U-V/(a-o,v ) 

= |I XJ II ||V/(*o,y )||cosa 

= II V/(*n, yo) II cos a 

De esta ecuacion, el valor maximo de £>u/(xo> yo) ocurre cuando cos a = 1 ; es 
decir, cuando a = o, equivalentemente, cuando U esta en la direccion de 
Vf(x , yo)- El valor m&ximo de D v /(xq, Vq) es || V/(jcq, yo) || • De manera si- 
milar, el valor minimo de D v f(xQ,y$) se presenta cuando cos a = -1; esto 
es, cuando a = no, equivalentemente, cuando la direccion de U es opuesta a 
la de Vf(;to> yo)- El valor minimo de Du/(xq, y ) es - 1| V/(x , yo) II • El teorema 
siguiente resume estos resultados. 



12.6.4 Teorema 



Sea / una funcion de dos variables y diferenciable en (xq, yo), donde 
V/(jc , yo) ^ 0. Sea U cualquier vector unitario, tal que Duf(xQ, yo) 
es una funci6n de U. 

(i) El valor mdximo de D v f(x Q , y ) es || V/(x , yo) || . Este valor maxi- 
mo se obtiene cuando la direccion de U es la de Vf(x , yo). 

(ii) El valor mfnimo de D v f(xo, yo) es — 1| V/(jcq, yo) || • Este valor mini- 
mo se alcanza cuando la direccion de U es la opuesta de la direccion 
de V/(x , yo)-. 

El inciso (i) de este teorema afirma que si z = f(x, y), entonces la tasa 
maxima de crecimiento de z en (jc , yo) ocurre en la direccion de V/(jcq» yo), 
como se muestra en la figura 7. De este modo, V/(x , yo) apunta en la direccion 
de maxima inclination. Este hecho sugiere el nombre de gradiente; esto es, el 
grado de mayor inclinacion es en la direccion del gradiente. 

En el ejemplo ilustrativo siguiente se interpreta el teorema 12.6.4 en 
terminos geometricos para una funcion particular. 



*^-T6 + T 



FIGURA 8 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Refierase a la figura 8 que 
muestra el paraboloide eliptico definido por la funcion / del ejemplo 2, de 
este modo, 
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V/(4, 3) 




Curvas de nivel de/(„, y) = 
FIGURA 9 



z 16 9 

La figura tambi__ muestra e] punto _(4, 3) del piano xy, el punto _>(4, 3, 2) del 
paraboloide y el vector gradiente V/(4, 3) en el piano xy. La maxima tasa de 
crecimiento de z en el punto P ocurre en la direcci6n de V/(4, 3). De manera 
similar, la tasa minima de crecimiento o, equivalentemente, la tasa maxima de 
decrecimiento, de z en P ocurre en la direccion de -V/(4, 3). M 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 En la figura 9 se muestra un 
mapa de contornos que presenta las curvas de nivel de la funcion del ejemplo 2 
y del ejemplo ilu strati vo 3 para 1 , 2 y 3. Estas curvas de nivel son elipses. La fi- 
gura tamb„n muestra la representaci6n de V/(4, 3) cuyo punto inicial es (4, 3) 
y apunta en la direcci6n de maxima inclinacion. 4 

____________ __ 

f(x, y) = 2x 2 - y 2 + 3x - y 

calcule el valor m_.ximo de Z>i/en el punto donde x = 1 y y - -2. 

Solucion Comof x (x, y) = 4x + 3 y f y (x,y) = -2v - 1, entonces 

J? _ £S 6 j y/fc y) - (4jc + 3)i + (-2y - l)j y V/(l,-2) = 7i + 3j 

Por lo que el valor maximo de Djjfen (1, -2) es 

||V/(1,-2)|| = \fWT9 
= V58 

Este resultado indica que la graTica de/est_ muy inclinada en el punto (1,-2, 3) 
de la superficie. 4 

r EJEMPLO 4 La temperatura en cualquier punto (jc, y) de una 
placa rectangular situada en el piano xy est_. determinada por 

T(x,y) = x 2 + y 2 

(a) Calcule la tasa de variation de la temperatura en el punto (3, 4) en la 
direcci6n que forma un angulo de ^n rad con la parte positiva del eje x. 

(b) Determine el angulo de la direcci6n en la que la tasa de variaci6n de la 
temperatura en el punto (-3, 1 ) es un maximo. 

Solucion 

(a) Se desea calcular D v T(x, y), donde 

U = cosfrci + sen ±7fj y VT(x,y) = T x (x,y)i + T y (x y y)j 
= }i + \ S j = 2jci + 2yj 

Por tanto, 

_\r(jc,y)= U- VT(;c,y) 

= ({i + £V3j)-(2xi + 2yj) 

= x + V3y 



12.6 DERIVADAS DIRECCIONALES Y GRADIENTES 981 



Asi, 

Z>ur(3,4) = 3 + 4V3 

* 9.93 

Conclusion: En el punto (3, 4) la temperatura crece aproximadamente 
a la tasa de 9.93 unidades por unidad de variacion en la distancia medida 
en la direccion de U. 

(b) D v T(-3, 1) es un maximo cuando U esta en la direccion de Vr(-3, 1). 
ComoVT(-3, 1) = -6i + 2j,entonces la medida en radianes del angulo 



que indica la direcci6n de VT(-3, 1 ) es 0, donde tan 6 = 
manera, 6 - n - tan" 1 ± « 2.82. 



De esta 



Conclusion: La tasa de variacibn de la temperatura en el punto (-3, 1 ) 
es un maximo en la direccion que forma aproximadamente un angulo de 
2.82 rad con la parte positiva del eje x. A 

La definition siguiente extiende el concepto de derivada direccional para 
funciones de tres variables, de modo que proporcione la tasa de variacion de los 
valores de funcion /(x, y, z) con respecto a la distancia medida en la direccion de 
un vector unitarioU = coscri + cos/?j + cos /kdelespacio tridimensional. 



12.6.5 Definicion de derivada direccional 
de una funcion de tres variables 



Suponga que/es una funct6n de las tres variables x t y y z. Si U es el vector 
unitario cos ai + cos ^j + cos yk, enionces la derivada direccional 
de/en la direcci6n de U, denotada por D^fi esta" dada por 



Duffay*z) 



= Jim 



f{x + h cos q t v + h cos 0,z + h cos y) - f{x % y, z) 



si estc Kmite existe. 

El teorema siguiente, el cual proporciona un metodo para calcular una 
derivada direccional de una funcion de tres variables, se prueba de manera 
semejante a la demostracibn del teorema 12.6.2, el cual es el teorema corres- 
pondiente para funciones de dos variables. 



12.6.6 Teorema 



Si/es una funci6n diferenriable de x, y y z* y 

U = cos ai + cos J3J + cos yk 
entonces 

&vf(*>yi & = Afe$ &** a + f y (x,y> z)cos p + f z (x y y, z)cos y 



► EJEMPLOS Dada 

f(x, y, z) = 3JC 2 + xy - 2y 2 - yz + z 2 

calcule la tasa de variacibn de/(x, y, z) en ( 1 , -2, - 1 ) en la direccibn del vector 
2i - a - k. 
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Solucion El vector unitario en la direccion de 2i - 2j - k es 



U = §1 - |j - ±k 

Del teorema 12.6.6, 



Dvf(x,y>z) = f(6x + y) - §(x - 4y -z) - |(-y + lz) 

Por tanto, la tasa de variation de/(jt, y, z) en (1, -2, -1) en la direccion de U 
esta determinada por 

Du/(l,-2,-l)= 2(4) - 2(10)- 1(0) 

= -4 < 



1 2.6*7 Definition del gradients de una funcion 
de tres variables 



Si/es una fiincidn cte las tres variables x, y y z, y las primeras derivadas 
parcialcs f xt f y y / z existen, entonces t\ gradiente de / denotado por 
V/ t estfi defmido por 

V/(x, y, t) = &x t y t zfi + f y (x t y t z)j + f z (x t y t z)k 



Al igual que para las funciones de dos variables, si U es un vector unitario, 
entonces de la definition anterior y del teorema 12.6.6 se tiene 

m&y,Z) = V*Vf(x.y,z) 

El teorema 12.6.4(i) puede extenderse para funciones de tres variables, de 
modo que la derivada directional es un maximo cuando U esta en la direccion 
del gradiente, y es igual al modulo del gradiente. Se tiene un comentario similar 
para el inciso (ii) del teorema 12.6.4. 

En fisica se puede aplicar el gradiente en algunos problemas relacionados 
con la conduction de calor y electricidad. Suponga, por ejemplo, que la funcion 
/ esta definida por la ecuaci6n w = /(jc, y, z). La superficie de nivel de / 
para la constante k estd determinada por la ecuacion 

f(x,y,z) = k 

Si w grados es la tempera tura en el punto (jc, y, z\ entonces todos los puntos de 
esta curva de nivel tienen la misma temperatura de k grados, por lo que esta 
superficie se denomina superficie isoterma. Si w volts es el potential elee- 
trico en un punto (jc, y, z), entonces todos los puntos de la superficie estdn al 
mismo potential, por lo que la superficie recibe el nombre de superficie 
equipotencial. En el caso de una superficie isoterma, el gradiente proporciona 
la direccion de la maxima tasa de variation de la temperatura, y para una 
superficie equipotencial, el gradiente indica la direccion de la mdxima tasa de 
variation del potencial. 



W EJEMPLO 6 Suponga que V(x, y, z) volts'es el potencial electrico 
en cualquier punto (jc, y, z) del espacio tridimensional y que 
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V0cy,z) = 



V* 2 + y 2 + z 2 



(a) Calcule la tasa de variacion de Ven el punto (2, 2, -1 ) eri la direccion del 
vector 2i - 3j + 6k. (b) Determine la direccitfn de la maxima tasa de va- 
riacitfnde Ven (2, 2,-1). 

Solution 

(a) Un vector unitario en la direccion de 2i - 3j + 6k es 

u = f i - f j + fk 

Se desea calcular D V V(2, 2, -1). 
W(x,y,z) = V x (x,y,z)i + V y (x,y,z)j + V z (x,y,z)k 



(x 2 + y 2 + z 2 ) 3 / 2 (x 2 + y 2 + z 2 ) 3 ' 2 (x 2 + y 2 + z 2 ) 3 ' 2 

Entonces 

A,V(2, 2,-1) = U • VV(2, 2, -1) 

= (fi- ij+ fk)-(-ii 



& 



£' 
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* 0.042 

Conclusion: En (2, 2, -1 ), el potencial crece aproximadamente a la tasa 
de 0.042 volt por unidad de yariacion en la distancia medida en la direc- 
ci6n de V. 

(b) VV(2, 2,-1) = (-~i - £j + ^k).Un vector unitario en la direccion 
de W(2,2,-l)es 

W(2,2-l) , -Ti { -Tii + Ti k 



I|VV(2,2,-1)|| 



27 



-a j -a 



Los cosenos directores de este vector son -|, -| y j, log cuales 
proporcionan la direccion de la maxima tasa de variaci6n de V en 

(2,2,-1). 4 



En los ejercicios 1 a 6, calcule la derivada direccional de la 
funcion en la direccion del vector unitario U empleando la 
definicion 12.6.1 o la defmicion 12.6.5, y despues verifique el 
resultado aplicando el teorema 12.6.2 o el teorema 12.6.6, segun 
corresponda. 

1. /U, y) = 2x 2 + 5y 2 ; U = cos \n\ + sen ±jrj 

2. *(jc, y) = 3jc 2 + 4y 2 ; U 



cos \n\ + sen }?rj 



3. g(x, y, z) = 3jc 2 +y 2 



4,2 



U 



cos j^ri + cos ijrj + cos j?rk 



4. /(jc,y,z) = 6jc 2 - 2xy + yz; U = fi + fi + fk 



5. g(x, y) = 

6. /(x,y) 



x - y 

1 



, u 13 i -i- [3 j 



jT + y l 5 5 



£>i /ctf ejercicios 7 a 14, calcule el gradiente de la funcion. 

7. /(*, y) = 4x 2 - 3*y + y 2 

8. g(x,y) = 2 



*y 
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9. g(x, y) = In ~Jx 2 + y 2 
10. f(x y y) = ey tan 2x 

n .nx,y,z)=^ 

12. f{x,y,z) = 3zln(x + y) 

13. g{x, y, z) = xe~ 2y sec z 

14. g(x, y, z) - e 2z (sen x - cos y) 



29. 
30. 
31. 
32. 
33. 

34. 



En los ejercicios 15 a 22 calcule el valor de la derivada direc- 
tional en elpunto P para la funcion en la direccidn de U. 

15. f(x,y) = x 2 - 2xy 2 ;\J = cos;ri + sen it'y, P = (1,-2) 

16. g(x,y) ~ 3x 3 y + 4y 2 - xy;\J - cos {^i + sen ±7rj; 
P = (0, 3) 

17. g(x,y) = y 2 tan 2 x;U = -±V3i + |j; P = (±*;2) 

18. /(jt,y) = jc£ 2 >;U = ±i + ±V3 j; /> = (2,0) 

19. A(*.*z) = cos(jty) +.. sen(yz);U = -±i + fj + |k; 35 
/>„ = (2,0,-3) 

20. /U,y,z) = ln(jc 2 + y 2 + z 2 );U = -L\ - -j=j - -Lk; 



/(*, y) = e* tan" 1 y; />(0, 1), G(3, 5) _, 

/(jt,y) = e'cosy + ^senx;P = (1, 0), G(-3, 3) 

/(*, y,z) = x-2y + z 2 ;P = (3, 1, -2), 2(10, 7, 4) 

/(*, y, z) =■ x 2 + y 2 - 4xz; P = (3, 1, -2), C(-6, 3, 4) 

Determine La direccidn a partir del punto (1,3) para la cual el 

valor de/no cambia si/(x, y) = e ly tan" 1 ^-. 

La densidad en cualquier punto de una placa rectangular 
situada en el piano xy es p{x y y) kilogramos por metro 
cuadrado, donde 

Pi*,y) = 



P = (1,3,2) 



V3 V3 J V3 



21. f(x, y) = e~ 3x cos 3y; U = cos(-^;r)i + sen(-^7T)j; 

/> = <-£*,0) 36 . 

22. g(x, y, z) = cos 2x cos 3y senh 4z; U = -pi - -^j + 

i . V3 V3 

-Lk;/> = (i*,0,0) 



£n los ejercicios 23 a 26, calcule (a) el gradiente de f en P, y 
(b) la tasa de variation del valor de la funcion en la direccidn 
de V en P. 

23. f(x t y) - x 2 - 4y;P = (-2, 2); U = cos±Jri + sen±;rj 

24. f(x, y) = e 2 *y- P = (2, 1); U = |i - | j ^ 

25. /(*,y,z) = y 2 + z 2 - 4xz\P = (-2, 1,3); 
U = li - * j + f k 

26. /(jc,y,z) = 2jc 3 + xy 2 + xz 2 \P = (1, 1, 1); 
U = |V21j - *rV7k 

27. Dibuje un mapa de contornos que muestre las curvas de ni vel 
de la funci6n del ejercicio 23, para 8, 4, 0, -4 y -8. Tam- 
bien muestre la representation de V/(-2, 2) cuyo punto ^38. 
inicial es (-2, 2). 

28. Dibuje un mapa de contornos que muestre las curvas de nivel 
de la funcion del ejercicio 24, para e s , e 4 , 1, e~ 4 y e" 8 . 
Tambien muestre la representacion de V/(2; 1) que tiene su 
punto inicial en (2, 1). 

En los ejercicios 29 a 32 f calcule DyJ en elpunto P para el cual 
U es un vector unitario en la direccidn de PQ. Tambien en P } 
calcule Dxjf, si U es un vector unitario para el cual Dy$ es un 
mdximo. 



4x 2 + y 2 + 3 

(a) Calcule la tasa de variacidn de la densidad en el pun- 
to (3,2) en la direccidn del vector unitario cos|;ri + 
sen y;rj. (b) Determine la direccidn y La intensidad (o 
modulo) de la maxima tasa de variaci6n de p en (3,2). 

La temperatura en cualquier punto de una placa rectangular 
situada en el piano xy es T(x, y), donde T(x, y) = Sx 2 + 
2xy. La distancia se mide en metros. (a) Calcule la maxima 
tasa de variacion de la temperatura en el punto (3, -6) de la 
placa. (b) Determine la direccidn para la cual ocurre esta tasa 
de variacion maxima en (3, -6). 

En cualquier punto de un sdlido del espacio tridimensional la 
temperatura es T(jc, y, z) grados, donde 



Tix,y, Z ) 



60 



x 2 + y 1 + z 2 + 3 



La distancia se mide en pulgadas. (a) Calcule la tasa de va- 
riacion de la temperatura en el punto (3, -2, 2) en la direccidn 
del vector -2i + 3 j - 6k. (b) Determine la direccidn y 
la intensidad (o modulo) de la maxima tasa de variacidn de T 

en (3, -2, 2). 

En cualquier punto del piano xy el potencial eleetrico es 
V(x, y) volts, y V(jc, y) = e' 2 * cos 2y. La distancia se mi- 
de en pies, (a) Calcule la tasa de variacidn del potencial 
en el punto (0, -n) en la direccidn del vector unitario 
cos ^k\ + sen gtfj. (b) Determine la direccidn y la inten- 
sidad (o mddulo) de la maxima tasa de variacidn de V en 
(0, \k). 

Una ecuacidn de la superficie de una montaiia es 

z- 1 200 - 3* 2 - 2y 2 

donde la distancia se mide en metros, el eje x apunta hacia 
el este y el eje y hacia el norte. Una alpinista se encuentra 
en el punto que corresponde a (-1 0, 5, 850). (a) ^Cual es la 
direccidn de maxima inclinacidn? (b) Si la alpinista se des- 
plaza en la direccidn este, £ella asciende o desciende, y a 
qu£ tasa? (c) Si la alpinista se desplaza en la direccidn sur- 
oeste, ^ella asciende o desciende, y a que" tasa? (d) ^En qu6 
direccidn recorre la alpinista una curva de nivel? 
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12.7 PLANOS TANGENTES Y RECTAS NORMALES 
A SUPERFICIES 

Ahora se mostrara como el vector gradiente se emplea para estudiar pianos 
tangentes y rectas normales a superficies en el espacio tridimensional. Consi- 
dere la ecuaci6n 

F(x,y,z) = * ' (1) 

donde F es diferenciable y F x , F v y F z no son simultaneamente cero. Un teo- 
rema de Calculo avanzado, conocido como el teorema de lafuncion implicitcu 
garantiza que una de las tres variables x, y o z es funcion de las otras dos. Por 
tanto, puede considerarse la grafica de la ecuacion (1) como una superficie S. 
Suponga que Pq es un punto (x , >'o, zo) de S, de modo que F(a' 0; vq, Zo) = 
0. Ademas suponga que C es una curva en S que pasa por Pq y que un conjunto 
de ecuaciones parametricas de C es 

x = fit) y = g(t) z = h(f) (2) 

donde el valor del parametro t en P es t . Una ecuacion vectorial de C es 

R(0 = /(0i + £«j + h(fik 
Como la curva C esta sobre la superficie S, se tiene, al sustituir de (2) en (1), 

F(f(t),g(tXh(t)) = (3) 

Sea G(t) = F(f(t),g(t), h(t)). Si F es diferenciable y F x ,F y y F z no 
son todas cero en P y si/'(/o)> 8 '(to) y'fc'(*o) existen, entonces la derivada total 
de F con respecto a / en P esta dada por 

GVq) = F x (x Q ,y ,z )f(t ) +. F y (x , y Q , zo) g'(t ) + F z (x , y , Zq) h'{t ) 
El miembro derecho de esta ecuacion se puede escribir como 
[FxiXbyfrZoA + F y (x ;y ,zo)i + F z (x , y , z )k) • [f'(t )i + g'(to)} + h'(t )k] 
Asi, 

G'(t ) - VF(x ,v ,zo)' Wo) 

PuestoqueG'O) = Oparatoda A(debido a (3)), G'Oo) = -0; por tanto, se 
deduce que 

mxQ,yo,Zo)*I? t Wo) = (4) 

De la seccion 1 1 .3 se sabe que D r R(/ ) tiene la misma direccion que un vec- 
tor tangente a la curva C en P . Por tanto, de (4) se puede concluir que el vector 
gradiente de Fen F es ortogonal a un vector tangente de cada curva C de S que 
pase por el punto F . Asi, se ha demostrado el teorema siguiente en el que se em- 
plea el termino vector normal, el cual se definira antes de enunciar el teorema. 



12*7*1 Definicion de vector normal 



Un vector ortogonal a un vector tangente de toda curva C que pase por un 
punto Pq de una superficie S se denomina vector normal a S en F - 



986 CAPmjLO 1 2 CALCULO D1FERENCIAL DC FUNCIONES DE MAS DE UNA VARIABLE 



v ^(*o* ^o' *o) 




FIGURAl 



12.7.2 Teorema 



Si una ecuacion de una superficie 5 es F(jc t y, z) = 0, y si F es diferen- 
ciable y F x , F y y F z no son todas cero en el pun to PqCxq, jfo, 2fo) de 5, 
entpnees VF{x& y^ Zo) es un vector normal a S en F - 

El concepto de vector normal se emplea para definir el piano tangente a 
una superficie en un punto. 



12*7.3 Definition de piano tangente 



Si una ecuacion de una superficie S cs F(jc, y, z) - t y F satisfacc la 
hipotesis del teorema 1 2.7,2, entonces el piano tangente de S en el punto 
^o^ v o> *o) ^ cl piano que pasa por P y tieue a VFfjc^, yo* £n) como un 

vector normal. 

Una ecuacion del piano tangente de la ecuaci6n anterior es 

F x (*o> yo. zq)(* ~ x o) + ^y(^o» yo. zo)Cv - v ) + ^(*o> y , zb)U ~ zo) = ° ( 5 ) 

Refierase a la figura 1 , la cual muestra el piano tangente a la superficie S 
en Pq y la representaci6n del vector gradiente que tiene su punto inicial en P$. 
Una ecuacidn vectorial del piano tangente dado en (5) es 



VF(* ,y ,z ) • [(* - x Q )i + (y - y )j + (z - Z M = 



(6) 



Obtenga una ecuacion del piano tangente al para- 




FIGURA2 



► EJEMPLO I 

boloide eliptico 

4jc 2 + y 2 - 16z = 
en el punto (2, 4, 2). 

Solution SeaF(;t,y, z) = 4x 2 + y 2 - 16z. Entonces 

VF(jc,y,z) = 8*i + 2yj - 16k y VF(2,4,2) = 16i + 8j - 16k 
De (6) se infiere que una ecuacion del piano tangente es 

16(jc - 2) + 8(y - 4) - 16(z - 2) = 

2x + y-2z-4=0 

La figura 2 muestra el paraboloide eliptico junto con el piano tangente y 
la representation del vector normal en (2, 4, 2). M 

La definition siguiente de recta normal a una superficie en un punto esta 
motivada por el requisito de que la representacidn del vector normal en un punto 
debe estar sobre la recta normal. 



12.7.4 Definition de recta normal a una superficie 



LarettanormalauiiasuixTncic5 , cnuapunto/ , de5eslarectaqucpasa 
por Pq y tiene como un conjunto de numeros directores a las componentes 
de cualquier vector normal a S en P$. 
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De esta definition, si una ecuacion de una superficie S es F(x, y, z) = 0, 
enlonces las ecuaciones simetricas de la recta normal de S en (x » yo, Zq) son 



*o 



y - >'o 



F x (x 09 y ,za) 



<>o 



F y (x ,y 0t zo) F z (x Q9 y 0f zo) 



debido a que los denominadores son las componentes de VF(* , y Q , zq) el 
cual es un vector normal a S en (a , y , zq)- 

— 1 

W EJEMPLO 2 Obtenga las ecuaciones simetricas de la recta nor- 
mal a la superficie del ejemplo 1 en el punto (2, 4, 2). 

Solution Como VF(2, 4, 2) = 16i + 8j - 16k, las ecuaciones sime- 
tricas de la recta normal son 

x - 2 y - 4 = z - 2 ^ 

2 1 -2 




FIGURA 3 



1 2.7.5 Definition de recta tangente a una corva 
en el espacio 



La recta tangente a una curva C en el punto Pq es la recta que pasa por 
P$ y tiene como numeros directores las componentes del vector tangente 
unitario a CenP - 

De esta definicion y la definicion 12.7.3, todas las rectas tangentes en el 
punto Pq a las curvas contenidas en una superficie dada estan en el piano 
tangente a la superficie en P . Refierase a la figura 3, la cual muestra dibujos 
de algunas curvas que pasan por f y sus rectas tangentes. 

Considere ahora la curva C de intersection de dos superficies que tienen 
ecuaciones 

F(x, >\ z) = y G(a% v, z) = 

respectivamente. Se mostrara como se obtienen las ecuaciones de la recta tan- 
gente a C en un punto Pq{x , y , zq). Puesto que esta recta tangente esta conte- 
nida en cada uno de los pianos tangentes a las superficies dadas en P u » dicha 
recta es la recta de intersection de los dos pianos tangentes. Sea N } un vector 
normal en P a la superficie que tiene la ecuacion F(x, v, z) = 0, y sea N 2 un 
vector normal en P a la superficie que tiene la ecuacion G(x, y, z) = 0. 
Entonces 

N, = VF(a- ,v ^o) y N 2 - VG(A- ,v ^o) 
Los vectores N } y N 2 son ortogonales al vector tangente unitario a C en P . De 
modo que si Nj y N 2 no son paralelos, entonces, del teorema 10.5.10, el vector 
tangente unitario tiene la misma direction, o la opuesta, que el vector N j X N 2 . 
Por tanto, las componentes de N ( X N 2 sirven como los numeros directores de 
la recta tangente. A partir de este conjunto de numeros directores y de las 
coordenadas de P$ se pueden obtener las ecuaciones simetricas de la recta 
tangente requeridas, como se ilustra en el ejemplo siguiente. 



W* EJEMPLO 3 Obtenga las ecuaciones simetricas de la recta tan- 
gente a la curva de intersection de las superficies 



3x 2 + 2y 2 + z 2 
en el punto (3,-3, 2). 



49 y 



2z 2 - 10 
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Solucion Sean 

x 2 + y 2-2z 2 =l0 J3 J 2 + 2^ + z 2 = 49 F(jc,y,z) = 3x 2 + ly 2 + z 2 - 49 y G(x,y,z) = x 2 + y 2 - 2z 2 - 10 

entonces 

VF(jc, y, z) = feci + 4>j + 2zk y VG(jc, y, z) = 2xi + 2y j - 4zk 
Por tanto, 

N! = VF(3, -3, 2) N 2 = VG(3, -3, 2) 

= 18i - 12j + 4k = 6i - 6j - 8k 

= 2(9i - 6j + 2k) = 2(3i - 3 j + 4k) 

N,XN 2 = 4(9i - 6j + 2k) X (31 - 3j + 4k) 
= 4(30i + 42j - 9k) 
*= 12(101 + 14j - 3k) 




FIGURA4 



(*0' ?o> «q) 




FIGURA 5 




(2, 0,0 1 



En consecuencia, un conjunto de numeros directores de la recta tangente es 
[10, 14, -3]. Asi, las ecuaciones simetricas de la recta tangente son 

x - 3 y + 3 2 - 2 
10 14 -3 

La figura 4 muestra dibujos de las dos superficies, la curva de interseccion 
y la recta tangente en (3, -3, 2). ^ 

Si dos superficies tienen un piano tangente comun en un punto, se dice 
que las dos superficies son tangentes en ese punto. Vea la figura 5. De la 
definicidn 12.7.3, dos superficies cuyas ecuaciones son F(x,y,z) = y 
G(jc, y 9 z) = 0, son tangentes en el punto (jcq, >o> ^o) s * P^ 3 alguna constante k 

VF(* , y<h zo) = kVG(x , y , z ) 

W EJEMPLO A Demuestre que las esferas 

x 2 + y 2 + z 2 = 4 y (x - l) 2 + y 2 + z 2 = 1 
son tangentes en el punto (2, 0, 0). 

Solucion Sean 

F(jc,y,z) = x 2 + y 2 + z 2 - 4 y G(x,y, z) = (x - l) 2 + y 2 + z 2 - 1 
Entonces 

VF(jc,y,z) = 2xi + 2yj + 2zk VG(*,y,z) = 2(x - l)i + 2yj + 2zk 
N! = VF(2,0,0) N 2 = VG(2,0,0) 



= 4i 



= 2i 



FIGURA 5 



ComoN! = 2N 2 o, equivalentemente, VF(2, 0, 0) = 2 VG(2, 0, 0), las es- 
feras son tangentes en (2, 0, 0). Consulte la figura 6. 4 

El teorema siguiente para funciones de dos variables es analogo al teorema 
12.7.2 y su demostracion es semejante. 



12.7.6 Teorema 



Si una ecuarion de una curva Ce& F(x r y)-= y si tfe&diferenciable y F x 
y F y no son ccro simult£neamente en el punto P^xq, .vq) de C, entonces 
VF(xQ t y ) es un vector normal a C en P . 




FIGURA 7 
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Analogas a las ecuaciones (5) y (6) de un piano tangente, se tienen las si- 
guientes ecuaciones para una recta tangente en el punto Pq{xq, y ) de la curva 
contenida en el piano xy si F(jc, y) = 0: 

^C*o> yo)(* - *o) + Fyfao, yo)(y - yo) = o 

o, equivalentemente, 

VF0to,?o) • [(* ~ *o)i + (y - *>)« = 

^ EJEMPLO 5 Utilice el gradiente para determinar una ecuacion 
de la recta tangente a la curva jc 3 + y 3 = 9 en el punto (1, 2). 

Solucion SeaF(jt,y) = x 3 + y 3 - 9. El gradiente de F es 

VF(jc,y) = 3;c 2 i + 3y 2 j 
En el punto ( 1, 2) de la curva, un vector normal es 

VF(1,2) = 3i + 12j 

Por tanto, una ecuacion de la recta, tangente en (1, 2) es 

VF(1,2)-[(jc - l)i + {y - 2)j] = 

(3i + 12j)-[fc ~ 1)1 + (y- 2)j]-0 

3(x - 1) + 12(y -2) = 

jc + Ay -9 = 

La figura 7 muestra dibujos de la curva, del vector normal y de la recta 
tangente en (1, 2). M 

Compare la solucion del ejemplo 5 con la solucion del ejemplo 3 de la 
seccion 2.9 para el mismo problema. 



EJERCICIOS 12.7 



En los ejercicios I a 12, obtenga una ecuacidn de la recta normal 11. x 2 ' 3 + y 2 ® + z = 14; (-8, 27, 1 ) 

a la superficie en el punto indicado. -.* r 1 ' 2 + 7 1 ' 2 = 8- (25 2 9) 

I. x 2 + y 2 + z 2 = 17; (2, -2, 3) 

, 7 2 _ -, En los ejercicios 13 a 20, si las dos superficies se intersectan en 

una curva, determine ecuaciones de la recta tangente a la curva 

3. jr + y - 3z = 2; (-2, -4, 6) j e interseccion en el punto indicado; si las dos superficies son 

4. x 2 + j 2 - z 2 = 6; (3, -1, 2) tangente s en el punto dado, demuestrelo. 



5. y = e^cos z; (l,e, 0) 

6. 2 = e 3 * sen 3y; (0, Iff, 1) 

7. jc 2 = 12y;(6, 3,3) 

8. z = jc i/2 + y 1 ' 2 ; (1,1,2) 

9. jc i/2 + y l/2 + z xh = 4; (4, 1,1) 

10. zx 2 - xy 2 - yz 2 = 18; (0, -2, 3) 



13. x 2 + j 2 



8, x - y 2 + z 2 = -2; (2, -2, 0) 



14. jc 2 + y 1 - 2z + 1 = 0,jc 2 + y 2 - z 2 = 0; (0, 1, 1) 

15. y = x*,y = 16 -z 2 ;(4, 16,0) 

16. jc = 2 + cos ffy^, y = 1 + sen ffjcz; (3, 1, 2) 

17. y = ^sen2ff<; + 2, z = y 2 - ln(jc + 1) - 3; (0, 2, 1) 

18. x 2 - 3xy + y 2 = z, 2x 2 + y 2 - 3z + 27 - 0;(1, -2, 11) 
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19. 



+ z 2 + Ay = 0,jc 2 + y 2 + z 2 - 6z + 7 = 0; 



(0,-1,2) 

20. x 2 + y 2 + z 2 = 8, yz = 4; (0, 2, 2) 

En los ejercicios 21 a 24, utilice el gradiente para obtener una 
ecuacion de la recta tangente a la curva dada en el punto 
indicado. 

21. 9jc 3 - y 3 = 1;(1,2) 

22. 16* 4 + / = 32; (1,2) 

23. 2jc 3 -i- 2y 3 -9xy = 0;(1,2) 



24. 



+ 2xy 



4; (2, -2) 



25. Pruebe que las esferas x 2 + y 2 + z 2 = a 2 y (x - b) 2 + 
y 2 + z 2 = (6 - cr) 2 son tangentes en el punto (a, 0, 0). " 

26. Demuestre que las superficies 4x 2 + y 2 9z 2 = 108 y 
xyz — 36 son tangentes en el punto (3, 6, 2). 

27. Se dice que dos superficies son perpendiculares en un punto 
de intersecci6n P Q si los vectores normales a las superficies 
en P Q son ortogonales. Demuestre que en el punto (1,-1,2) 
la superficie x 2 - 2yz + y 3 = 4 es perpedicular a cada 
miembro de la familia de superficies 



x 2 + (4c - 2)y 2 - cz 2 + 1 







28. Demuestre que toda recta normal a la esfera x 2 + y 2 + 
z 2 = a 2 pasa por el centro de la esfera. 



12.8 EXTREMOS DE FUNCIONES DE DOS VARIABLES 

En el capitulo 3 se dijo que una aplicacion importante de la derivada de una fun- 
ci6n de una sola variable esta* relacionada con los valores extremos de una 
funci6n, lo cual condujo a una gran variedad de aplicaciones. En ese capitulo 
se demostraron teoremas que involucran la primera y segunda derivadas, a 
partir de los cuales se determinaron los valores maximos y mfnimos relativos 
de la funci6n. De spues se incluyeron los valores extremos relativos como 
posibles extremos absolutos. Al extender la teona a funciones de dos variables, 
se vera que el procedimiento es similar al caso de una variable; sin embargo, se 
presentan ciertas complicaciones. 

Este estudio se inicia con la definici6n de extremos relativos y absolutos 
de funciones de dos variables. 



12.8.1 Definition de extremos absolutos de funciones 
de dos variables 



(i) Se dice que la funcion / de dos variables tiene un valor maximo 
absolute) en su dominio D del piano xy si existe algun punto (x^ y$} 
en D eal que /(x^ y$) a f{x* y) para todos los puntos (jr, y) de D, 
En tal caso,/^ y$) es el valor maximo absoluto de/en D. <* 

(U) Se dice que la funcion / de dos variables tiene un valor minimo 
absolute en su dominio D del piano xy si existe algun punto (xq, Vo) 
en D tal que /(xq, y$ £ f(x, y) para todos los puntos {x, y) de D- 
En tal caso./Oto, yq) es el valor mmimo absoluto de/en D. 



12.8.2 Definition de extremos relativos de funciones 
de dos variables 



(1) Se dice que una funcion /de dos variables tiene un valor mfcdroo 
relative en el punto (xq, yo) « existe un disco abierto Rfcx^ y<j)» r ) t*l 
que/(xo, yo) s ffc* y) P&% ^ m l°$ puntos (jt, y) de B. 

(ii) Se dice que una funcion / de dos variables tiene un valor mini mo 
relative en el punto (jcq, y ) si existe ud disco abierto BUxq, yo); r) 
tal que/(jcQ, y ) £ f(x, y) para todos los puntos (*, y) de B. 
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FIGURA 1 



Refieiase a la figura 1, la cual muestra la grafica de una funcion /cuyo 
dominio es el piano xy. La funcion tiene cuatro extremos relativos, uno de los 
cuales es un maximo absoluto y otro es un minimo absolute Si el dominio de 
una funcion es un disco abierto o el piano xy complete como en la figura 1 , un 
extremo absoluto debe ser un extremo relative 



EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

de la funci6n definida por 

f(x,y) = ^25 = " 



La figura 2 muestra la grafica 



- y- 



Sea B cualquier disco abierto ((0, 0); r) para el cual r < 5. De la definicion 
12.8.2(i), / tiene un valor maximo relativo de 5 en el punto donde x = 
y y = 0. De la definicion 12.8. l(i), 5 es tambten el valor maximo absoluto 
de/. < 




f(x,y)= V 25 ~ x% ~ y 2 



FIGURA 2 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 

de la funci6n definida por 



La figura 3 muestra la grafica 



g(x, y) = x 2 + y 2 



El dominio de g es el piano xy complete Sea B cualquier disco abierto ((0, 0); r). 
De la definicion 12.8.2(ii), g tiene un valor minimo relativo de en el origen. De 
la definici6n 12.8.1 (ii), es tambien el valor minimo absoluto de g. 4 

El teorema 3.1.3 establece: Si/(jt) existe para todos los valores de x del in- 
tervalo abierto (a, b\ y si / tiene un extremo relativo en c, donde a < c < b, . 
y yf'( c ) existe, entonces/'(c) = 0. El teorema siguiente para funciones de dos 
variables es analoge 



12*8.3 Teorema 



Si/(jt, y) existe en todos \m puntos de algtin disco abierto #((.% y ); **) 
y si / tiene un extremo relativo ea {x& Jo)* entonees si f x (^a r yo) y 
f y (*(h yo> existed 

fAxo-yo) = o y fyte&yo) = o 




FIGURA 3 



Antes de probar este teorema, se presentara un argumento geometrico 
informal. Sea/ una funcion que satisface la hipotesis del teorema y suponga 
que /tiene un valor maximo relativo en (jc , yo). Considere la curva de in- 
tersecci6n del piano y - y con la superficie z — fix, y), como se muestra en 
la figura 4. Esta curva esta representada por las ecuaciones 

y = yo y z = /(*, y) 

Como /tiene un valor maximo relativo en el punto donde x = jc y y = yo, 
la curva tiene una recta tangente horizontal en el piano y = y en el pun- 
to (jcq, yo»/(*o» yo))* ^ pendiente de esta recta tangente es/^(jc , y ); de modo 
que f x (x , y ) = 0. De manera semejante, puede considerarse la curva de in- 
tersecci6n del piano x — jc con la superficie z = f(x, y) y obtenerse 
f y {xQ, y ) = 0. Tambien puede darse una discusi6n similar si / tiene un va- 
lor minimo relativo en (jc , yo). A continuaci6n se presenta la demostracidn 
formal, en la cual se emplea el teorema 3.1.3. 
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OWcM^o)) 




Demostracion del teorema 1 2.8.3 Considere las dos funciones g 
y h de una sola variable definidas por 

g(x) = f(x f y ) y hiy) = f(x , y) 

Entonces, 

g'(xo) =f x ( x o>yo) y h '(yo) = f y ( x o>yo) 

Como f x (x , yo) y f y (*o>yo) existen, g'(x ) y h'(y ) existen. Puesto que/ 
tiene un extremo relative* en (jc , y ), g tiene un extreme* relativo en jc y h tiene 
un extremo relativo en y . En consecuencia, por el teorema 3. 1.3, 

g'(x ) = y h'(y ) = 
Por tanto, 

fJxo>yo) = ° y f y ( x o>yo) = o ■ 

Observe que la condicion de que tanto / x (xq 3 v ) y /^(jcq, y ) sean cero 
equivale a la condicion de que el vector gradiente V/(jc , yo) es e l vector cero. 
Ademds, esta condicion implica que la grifica de/ tiene un piano tangente ho- 
rizontal en (jc , y , /(jc , y )). Se le pedir£ que demuestre esto en el ejercicio 5 1 . 

Del teorema 12.8.3, una condicion necesaria para que una funcion de dos 
variables tenga un extremo relativo en un punto es que sus primeras deriva- 
das parciales sean cero en el punto, o bien, que al menos una de las derivadas 
parciales no exista en el punto. A tal punto se le denomina punto critico de la 
funcion. 




/<*. 



y) - 6x - Ay - 

FIGURA 



J-ly 2 
5 



12*8.4 Definition de punto critico 



Si/Lv, y ) existe en todos los puntos de algtin disco abierto B({x^ > ); r\ 
el punto (jco, yo) es un punto critico de/si una de las siguientes con- 
diriones se cumplc: 



A" 



(il) f x (xfr y ) o f/Xfr y ) no existen. 



Cuando se estudian los extremos relativos de una funci6n, primero se 
localizan los puntos criticos, si existen. DespuSs se debe aplicar otro criterio 
para determinar si se tiene un extremo relativo en un punto critico particular. 

W EJEMPLO 1 Determine los extremos relativos de la funci6n 
definida por 

/(jc, y) = 6jc - 4y - jc 2 - 2y 2 

Solution Se comienza por determinar los puntos criticos de/ Al dife- 
renciar parcialmente se obtiene 

f x (x,y) = 6 - 2x y f y (x,y) = -4 - 4y 

Las dos derivadas parciales existen para cualquier punto. Si se consideran 
fx( x > y) y fy( x > y) iguales a cero y se resuelven las ecuaciones para jc y y, re- 
sulta jc = 3 y y = -1. Por tanto, el unico punto critico es (3,-1), y 
/(3,-l) = 11. Para determinar si se tiene un extremo relativo en (3,-1), 
se completan los cuadrados en la expresidn para/(jc, y): 

f(x,y) = -(jc 2 - 6jc + 9) - 2(y 2 + 2y + 1) + 9 + 2 
= -(jc - 3) 2 - 2(y + l) 2 + 11 
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Asi, si (jc,v) * (3,-1), f(x, v) < 11. En consecuencia, de la definici6u 
12.8.2(i),/(3, -1) = Hesunvalormaximorelativo.Porladefinici6nl2.8.1(i), 
este valor tambien es un valor maximo absoluto. 

Vea la figura 5 que muestra la grafica de/, la cual es un paraboloide que 
abre hacia abajo con su veYtice en (3, -1, 1 1 ). La grafica apoya la respuesta. A 




g(x,y) = 4- 7* 2 + y 2 
FIGURA 6 



► EJEMPL0 2 

defmidapor *'■"'/' 



Determine los extremos relativos de la funcion 



g (x:y) = 4 - x 4'x 2 + v 2 
Sol UC ibfl Al calcular las derivadas parciales de g se tiene 



g&>y) = 



v 



x l + y L 



y 8,^) = -^—, 



\x<- + y*- 



El dominio de g es el conjunto de todos los puntos de R 2 y g x y g y existen en 
todos los puntos diferentes de (0, 0). Ademas, g x {x, v) = solo cuando jc = 0, 
pero g y (x, v) * 0; y g y (x, v) - solo cuando v = 0; pero g x (x, y) ^ 0. Por 
tanto,elunicopuntocnticodeges(0, 0).Comog(0, 0) = 4ysi(jc, v) * 
entonces 



(0, 0), 



g(x,y) = 4 



4^T~? 



< 4 



de modo que g tiene un valor maximo relativo de 4 en (0, 0), el cual tambien es 
un valor maximo absoluto. La figura 6 muestra la grafica deg, cuyo punto mas 
alto se encuentra en (0, 0, 4), lo cual apoya la respuesta. ^ 

Un punto critico de una funcion no necesariamente proprorciona un ex- 
tremo relativo de la funci<5n, como se muestra en el siguiente ejemplo ilustrativo. 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 



Sea / la funcion definida por 



f(x,y) 



U 2 - r2 




FIGURA 7 



entonces 

Mx,y) = -2x f y (x,y) = 2v 

Tanto/^O, 0) como />,((), 0) son iguales a cero. La grafica de/que se muestra 
en la figura 7, tiene la forma de una silla de montar en los puntos cercanos al 
origen. En los puntos del piano xz* donde v = y jc ^ 0, los valores de la 
funcionsonnegativos,yenlospuntosdelplanovz,dondejt = y v *= 0,los 
valores de la funcion son positivos. Por tan to, la funci<5n / no satisface la 
definicion 12.8.1 cuando (jc , Vo) = (0,0). 4 

Un punto critico de una funcion /donde no se tiene un extremo relativo, 
tal como el punto (0, 0, 0) del ejemplo ilustrativo 3, se denomina punto silla de 
la funcion/. 

El criterio basico para determinar extremos relativos para funciones de dos 
variables es el siguiente criterio de la segunda derivada, el cual proporciona 
condiciones que garantizan el hecho de que una funcion tiene un extremo 
relativo en un punto donde las primeras derivadas parciales son cero. 
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12.8.5 Teorema Criterio de la segunda derivada 



Sea/una funci6n de dos variables tal que/y sus derivadas parciales de 
primer y segundo orden son continuas en un disco abierto B((a, b); r). 
Suponga ademas que/^(tt, &) := y f y (a, b) = 0. Sea 

D(a t b) = f xx (a,b)f yy (a>b) - \f xy {a,b)] 2 

(i) / tiene un valor mfnimo relativo en (a, b) si 

D(a,b) > 'y ' fjfll'b) > (of yy (a,b) > 0) 
(ii) /tiene un valor maximo relativo en (a, b) si 

D(a, b) > y f xx (a,b) < (o f yy (a,b) < 0) 

(in) f{a,b) no es un extremo relativo, pero/ tiene un punto silla en 

(a, b,f(a,b)) si 

D(a, b) < 
(iv) No se tiene ninguna conclusion acerca de los extremos relativos si 
Dia, b) = 

La demostracion del inciso (i) del criterio de la segunda derivada se realiza 
en el suplemento de esta section, mientras que las pruebas de los incisos (ii) 
y (iii) se dejan como ejercicios, consulte los ejercicios suplementarios 1 y 2. El 
inciso (iv) se incluye de modo que se revisen todos los casos posibles. 

Sif XY (a, b) = f yx (a, b), entonces la expresion para£>(a, b) del enunciido 
del criterio de la segunda derivada es el valor del determinante 

f x ,(a,b) f xy (a,b) 

Este determinante, denominado hessiano (o discriminante) de la funcion/, 
proporciona un metodo conveniente para recordar la formula de D(a, b). 



► EJEMPL0 3 



Dada 



/(A\y) = 2x 4 + y 2 - x 2 - 2y 
determine los extremos relativos de/ si es que existen. 

So!uci6n A fin de aplicar el criterio de la segunda derivada, se calculan 
las primeras y segundas derivadas parciales de/. 



f x (x,y) = 8a 3 - 2x 
f xx (x,y) - 24a 2 - 2 



/ v (a, y) =2y-2 

f yy (x,y) = 2 f xy (x,y) = 



Al considerar f x (x, y) = se tiene x = -\, x = o x = {. Si se 
considera/ v (A, y) = Oseobtieney = 1. Por tanto,/ v y/ v son en los puntos 
i-i, 1). (0, 1) y ( {, 1), de modo que son los puntos criticos de/ Los resul- 
tados obtenidos al aplicar el criterio de la segunda derivada en estos puntos se 
resumen en la tabla 1. 



0.5 \ 
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1 
i 

'"TV- 




Tablal 
















Punto critico 


/„<fl. b) 


/„.(«, b) 


/,v(«- 


b) 


D(a, b) 


Condu^'on. 


(i,. 


(-f i) 

(0,1) 
(fl) 


4 

-2 
4 


2 
2 
2 









8 

-4 

8 


/tiene un valor nunimo relativo 
/no tiene extremo relativo 
/tiene un valor mfnimo relativo 



(0,1,-D, 



-1 

*-1.5 



-0.5 



L5 



0.5 



FIGURA 8 



Por el inciso (i) del criterio de la segunda derivada,/ tiene en los puntos crfti- 
cos (- 1 , 1 ) y ( y, 1) un valor mfnimo relativo. Del inciso (iii) del criterio, /no 
tiene extremo relativo en el punto critico (0, 1 ). 

Como/(-j, 1) = -| y f(~, 1) = -§, se concluye que /tiene un valor 
mfnimo relativo de - 1 en los dos puntos cnticos (- £, 1 ) y ( \, 1 ). 

La figura 8, la cual muestra la grafica de / con los puntos mfnimos en 
(~2' '»"§) y ( i' 1» _ |) y el punto sillaen (0, 1,-1), apoya los resultados. ^ 




FIGURA 9 



W EJEMPLO 4 Determine las dimensiones relativas de una caja 
rectangular, sin tapa que tiene un volumen especffico, si se desea emplear la 
minima cantidad de material en su elaboration. 

Solucion La figura 9 muestra la caja, donde la longitud de la base es x uni- 
dades, el ancho de la base es y unidades y su profundidad es de z unidades. Sean 
5 unidades cuadradas el area de la superficie de la caja. Si V unidades es el 
volumen de la caja, V es una costante puesto que la caja tiene un volumen 
especffico. 

Cada una de las variables jc, y y z esta en el intervalo (0, + oo). De las 
formulas para el area de la superficie y el volumen, 

S = xy + 2xz + 2yz y V = xyz 

Al resolver la segunda ecuacion para z en terminos de x, y y de la constante V, 

se tiene z = — , y al sustituir esto en la primera ecuaci6n resulta 
xy 



S = xy+ 2V + 2V 

y x 
Al diferenciar parcialmente se obtiene 



(1) 



is = v- 2V 

dx y X 2 






ds = x _ 2v 

dy y 2 






d 2 S 4V 
dx 2 x i 






d 2 S _ j 
dydx 


d 2 S 
dy 2 


4V 
= v 3 


dS 
Si se considera -r- = 

dx 





y 


^ = Osetiene 

dy 






x 2 y - 2V = 













xy 2 - 2V = 

Al resolver estas dos ecuaciones simultaneamente, se obtiene x 
y = 1/2V*. Para estos valores de x y y, 



2V y 



d^S 
dx 2 



4V 



= 2 > 



d^S Ps 

dx 2 ' dy 2 



\dydx) (3 



4V 



4V 



2V) 3 (V2V) 3 
= 3 > 
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Por el inciso (i) del criterio de la segunda derivada, S tiene un valor minimo rela- 
tivo cuando x = V2V y y = l[2V . Recuerde que x y y estan en el intervalo 
(0, + oo), y observe en la ecuaci6n (1) que S es muy grande cuando xyy estan 
cerca de cero o cuando son muy grandes. Por tanto, se concluye que el valor 
minimo relativo de S es un valor minimo absoluto de 5. 

Como z = Vj(xy), entonces cuando x = V2V y v = V2F , 
V 




fronlera 



FIGURA 10 




FIGURA 11 



frontera 




FIGURA 12 



frontera 



FIGURA 13 



Conclusion: La caja debe tener una base cuadrada y una profundidad de un 
medio de la longitud de uno de los lados de la base. A 

Recuerde el teorema del valor extremo para funciones de una variable: Si 
la funci6n / es continua en un intervalo cerrado, entonces / tiene un valor 
maximo absoluto y un valor minimo absoluto en ese intervalo cerrado. Se dijo 
que un valor extremo de una funci6n continua en un intervalo cerrado debe ser 
un extremo relativo o un valor de la funcion en uno de los extremos del 
intervalo. Se tiene una situaci6n andloga para funciones de dos variables en la 
que se involucra el teorema del valor extremo. 

En el enunciado del teorema del valor extremo para funciones de dos 
variables se emplea el t^rmino regidn acotada y cerrada. Una region R se dice 
acotada si es una subregi6n de un disco cerrado. La frontera de una region R 
es el conjunto de todos los puntos P para los cuales todo disco abierto que tiene 
su centro en P contiene al menos un punto de R y al menos un punto que no 
pertenece a R. Una region cerrada es aquella que contiene a su frontera. 

La figura 1 muestra una region acotada y cerrada R, la frontera de R y un 
punto P de la frontera. El ejemplo ilustrativo siguiente presenta algunas 
regiones acotadas y cerradas, en las que se identifica la frontera de cada regi6n. 

\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

(a) Un disco cerrado es una region acotada y cerrada. La frontera de esta 
regi6n es la circunferencia del disco. Consulte la figura 1 1 . 

(b) Los lados de un tridngulo junto con la region limitada por el es una regi6n 
acotada y cerrada. La frontera de esta regi6n consta de los lados de] 
triangulo. Observe la figura 12. 

(c) Los lados de un rectangulo junto con la region acotada por el rectangulo 
es una region acotada y cerrada. La frontera de esta region consiste de los 
lados del rectangulo. Refifrase a la figura 13. ^ 



12,8.6 Teorema del valor extremo para funciones 
de dos variables 



Sea R una regi6n acotada y cerrada del piano xy t y sea/ una funci6n 
continua en R. Entonces / tiene un valor maximo absoluto y un valor 
mmimo absoluto en R, 

La demostraci6n de este teorema esta* m£s all£ del alcance de este libro, por 
lo que se omite. 

Si/es funci6n de dos variables que satisface el teorema del valor extre- 
mo, entonces un extremo absoluto de/es un extremo relativo o un valor de la 
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funcion en un punto de la frontera de la region R. El valor extremo en taK 
situation puede determinarse mediante el procedimiento siguiente: 

1. Calcule tos valores de la funcion en los puntos crfticos de/ del interior 
de la region /?. 

2. Determine los valores extremes posibles de/ de la frontera de la 
region R. 

3. EL mayor de los valores determinados en los pasos 1 y 2 es el valor 
maximo absolute, y cl menor de los valores es e! valor mfnimo 



absoluto. 










► EJEMPLOS 

nida por 

f(x,y) = x 2 + y 2 



Calcule los extremos absolutos de la funcion defi- 



Ax - 2v + 7 



si el dominio de / es la region triangular cerrada cuyos lados estan sobre el 
eje jc, el eje y y la recta x + y = 5. 

Solucion La figura 14 muestra la region triangular cerrada R indicada. 
La funcion poli normal / es continua en R, de modo que se puede aplicar el 
teorema del valor extremo. A fin de determinar los puntos criticos de / se 
calculan las primeras derivadas parciales: 

f x (x,y) = 2x - A y ffay) = 2y - 2 

Estas derivadas parciales existen en cualquier punto de R 2 . Al considerar 
fx( x > y) y fy( x > y) iguales a se obtiene x = 2 y y = 1 . Por tanto, el dnico 
punto critico de/es (2, 1). 

Ahora se consideraran los valores de/en los puntos de la frontera de R. Se 
examinard cada lado del triangulo por separado. 

Sobre el eje x, cuando y-0y0<jt<5, se tiene f(x, 0) = x 2 - 
Ax + 7, una funcion cuadrdtfea de una sola variable. Sea a(x) = f(x, 0), 
entonces 

a(x) = x 2 - Ax + 1 < * < 5 

La funcion a tendr* valores extremos cuando a'(x) = o en los extremos 
del intervalo [0, 5]. Al diferenciar a, se tiene 

a'(x) = 2x - 4 

Si se considera a'(x) - se obtiene x = 2, de modo que en el eje x se deben 
tomar en cuenta los valores de la funcion en (2, 0), (0, 0) y (5, 0). 

Sobre el eje y, cuando Jt = 0y0<y<5, se tiene /(0, y) = y 2 - 
2y + 7. Sea /J(y) = /(0, y), de modo que 



= y 2 - 2y + 7 



p'(y) = 2y -2 



< y < 5 



Al considerar /J'(y) = 0, se obtiene y = 1 . Por tanto, sobre el eje y, deben 
tenerse en cuenta los valores de la funcion en (0, 1), (0, 0) y (0, 5). 

Sobre la recta jt + y = 5: y = 5-Jt;0^;t<5y0<y<5. Dc 
modo que 



/(*,5 



x) = x 2 + (5 - x) 2 - Ax - 2(5 - x) + 1 
= 2x 2 - 12* + 22 < x < 5 
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Tabla2 



(x,y) 


M y) 


(2,1) 


2 


(2,0) 


3 


(0,1) 


6 


(3,2) . 


4 


(0,0) 


7 


(5,0) 


[2 


(0,5) 


22 




(0, 5, 22) 



(0,1) 




Curvas de nivel de 
f(x, y)=x 2 + y 2 ~4x-2y + l 

FIGURA 16 



Sea y(x) = /(jc, 5 - jc), por lo que 

y(jc) = 2jc 2 - 12jc + 22 < x <, 5 
y'(x) = Ax - 12 

Al considerar y'(*) = 0, se obtiene jc = 3. De este modo, sobre la recta 
x + y = 5, se deben tomar en cuenta los valores de la funcion en (3, 2), (5, 0) 
y (0, 5). 

En resumen, los puntos posibles (jc, v) para un extremo absoluto son (2, 1 ), 
(2, 0), (0, 1), (3, 2), (0, 0), (5, 0) y (0, 5). Los valores de la funci6n en estos 
puntos se muestran en la tabla 2. El valor maximo absoluto es /(0, 5) = 22 
y el valor minimo absoluto es/(2, 1) = 2. 

La figura 15 muestra la grafica de/, la portion de un paraboloide sobre la 
region triangular del piano jcv dada. La grafica apoya los resultados. 

La figura 16 presenta la region triangular R y tres curvas de nivel de/, 
circunferencias del piano jcv con sus centres en (2, 1). Observe que los puntos 
frontera de la tabla 2 son los vertices del triangulo, el centre de las circunfe- 
rencias y los puntos sobre los lados del triangulo donde el lado es tangente a la 
curva de nivel. A 

A lo largo de este libro se ha visto como los modelos matem&ticos se em- 
plean en muchas aplicaciones. Con frecuencia, estos modelos fueron ecuaciones 
que contenian a las variables de la situation. Se emplearon varios m&odos a fin 
de obtener dichos modelos, uno de los cuales trat6 acerca de la recta de regre- 
sion que proporciona la recta de mejor ajuste para un conjunto de puntos. El 
procedimiento para determinar una recta de regresi6n requiere la localization 
de un valor minimo absoluto de una funci6n de dos variables. 

Suponga, por ejemplo, que se desea obtener un modelo matematico para 
algunos datos dados mediante el conjunto de puntos (xi,y{), (jc 2 , V2X 
(jc„, v rt ). En particular, V/ puede representar el numero de d61ares de la utilidad 
semanal de un fabricante cuando jc, es el numero de unidades vendidas en la se- 
mana, o v r podria representar el total de las ventas anuales de una compafiia 
cuando jc ( aiios han transcurrido desde que inici6 la compafiia. El numero de 
casos nuevos de cierta enfermedad podria representarse por y t cuando jc,- es el 
mimero de dias desde el brote de una epidemia de la enfermedad. El modelo 
deseado es una relacion que involucra a jc y v, y que puede emplearse para hacer 
predicciones. Dicha relacion esta dada por una recta que "ajusta" los datos. 

Con el proposito de obtener una definicion adecuada de la recta de mejor 
ajuste de los datos, primero se indica que tan bien se ajusta una rectaparticular 
a un conjunto de puntos al medir las ditancias verticales desde los puntos a la 
recta. Por ejemplo, la figura 17 muestra n puntos y la recta v = mx + b. El 
punto (jc,-, yj) es el *"-6simo punto y le corresponde el punto (jc,-, mx t + b) de la 
recta. La desviacion (o error) entre el i-esimo punto y la recta estd definido por 
d h donde 

d t = v; - (mxf + b) 
La suma de los cuadrados de las desviaciones es 

n n 

1=1 /=1 

la cual nunca es negativa y es cere solo si cada d x es cero, en este caso todos los 
puntos estan sobre la recta. Se considerara' como la recta de mejor ajuste aque- 

n 

11a para la cual £ d t 2 es un minimo arJsoluto. Esta recta se denomina recta 

i = ] 

de regresion de v sobre jc, y el proceso para determinarla se llama metodo de 
minimos cuadrados. 
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V = mx +• b 




FIGURA 17 



A continuation se presentara el metodo de minimos cuadrados para deteF- 
minar la recta de regresion y = mx + b de un conjunto de n puntos. Como x, 

n 

y y i son constantes, y my b son variables, entonces ^ dp- es una funcion de m 
y b. Denote esta funcion por/, de modo que 

f(m, b) = X (* - m*i ~ *>) 2 

Con el fin de obtener los valores de m y b que hacen de f(m y b) un minimo 
absoluto, primero se calculan las derivadas parciales/ m (m, b) yft(m, b). 

f m (m,b) = ££[(* - mxi-bf] 

1 = 1 

n 

= X 2 ^' " mX '' ~ b ^~ X ^ 

1=1 

= 2 ^ (-*#,- + mXi 2 + bx t ) 



= 2 



"X Wi + m X ^ + fe X X i 



f b (m,b) = %4r[{ yi - mxi-b) 2 ] 



= t,2{y t -mxt-bX-i) 

n 

= 2^ (-yt + mx t + b) 

(n n 

"X^ + m^Xf + nb 
i - 1 . ~ i 



Al considerar/ m (ra, /?) = y /^(w, £) = se obtienen dos ecuaciones 
simultaneas en m y b: 



(X*, 2 W + i^xAb = X*^ 



(2) 



X X *' w + nb = X* 
\ ;=l ' /=i 

Si se resuelve la segunda ecuacion para b, se tiene 
Al sustituir este valor de /? en (2) se obtiene 

n n n 

«X -^ " X x *X* 






(3) 



(4) 
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En el ejercicio 52 se le pedira que proporcione los detalles de la obtencidn de 
la ecuaci6n (4) a partir de (2) y (3), y en el ejercicio 53 se le pediri que utilice 
el criterio de la segunda derivada para demostrar que/ tiene un valor mfnimo 
relativo para los valores demy b determinados por (3) y (4). En este ejercicio 
verd que existe solo un un extremo relativo para/ t que my b est£n en el in- 
tervalo (-oo, + oo) y que /(m, b) es grande cuando el valor absoluto de m o 
el valor absoluto de b es grande. De este modo, se concluye que el valor mini- 
mo relativo de/es un valor mfnimo absoluto. 

Observe que en las formulas (3) y (4) aparecen cuatro sumas diferentes. 
Estas f6rmulas pueden evaluarse en una computadora o en muchas calculado- 
ras. En el ejemplo siguiente, se muestra una manera conveniente para calcular 
las sumas cuando se tiene una cantidad pequena de datos. 



Tabla3 








X 





l 


2 


3 


y 


1200 


1800 


2500 


3100 



*i 


h 


*? 


■V, 





1200 








1 


igoo 


1 


1800 


2 


2500 


4 


5000 


3 


3100 


9 


9300 


S> 


8600 


14 


16100 



JC 


1 


2 


3 


4 5 


y 


20 


24 


30 


35 42 


labia 6 


x i 


yi 


X* 


x iy, 



1 


20 


1 


20 


2 


24 


4 


48 


3 


30 


9 


90 


4 


35 


16 


140 


5 


42 


25 


210 



W EJEMPLO 6 En 1975 se comprd un objeto antiguo y raro por 
$1 200. Su valor en 1980 fue de $1 800, en 1985 su precio fue de $2500 y en 
1990 su valor fue de $3 100. Si el valor del objeto fuese determinado para el ano 
2000 de acuerdo con el mismo patr6n, utilice el m&odo de minimos cuadrados 
para estimar el valor del objeto para este ano. 

Sol UC i6n A fin de obtener la recta de regresi6n y = mx + b, sea jc el 
numero de lustros (o periodos de 5 afios) desde 1975 y sea y dolares el valor 
del objeto 5x anos a partir de 1 975. Asi, se tienen los puntos de datos mostrados 
en la tabla 3. 

La tabla 4 muestra el calculo para las cuatro sumas que aparecen en las 
ecuaciones (3) y (4). De esta tabla, 

Tabla 4 4 4 4 4 

J>/ = 6 5> = 8600 J> 2 = 14 Xjw- 16100 



Con estos valores y n = 4 se obtiene, de (4) y (3), 

b = I [8600-640(6)] 



4(16100) - 6(8600) A _ ± 



4(14) - 6(6) 
=640 =1190 

Por tanto, una ecuaci6n de la recta de regresi6n es 

y = 640jc + 1190 

De donde, para el ano 2000, x = 5; y para este valor de jc 

TabbS y = 640(5)+ 1190 

= 4390 

Conclusion: Se estima que el valor del objeto para el ano 2000 ser£ de 

$4390. « 



£15 151 55 508 



W 1 EJEMPLO 7 En la tabla 5, x dfas han transcurrido desde el brote 
de una enfermedad particular, y y es el numero de casos nuevos de la enfer- 
medad en el dia numero x. (a) Determine la recta de regresion para los puntos de 
datos (jc ( , y t ). (b) Utilice la recta de regresi6n para estimar el niimero de nuevos 
casos de la enfermedad en el sexto dia. 
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Solution 

(a) La recta pedida tiene la ecuacion y = mx + b. Para jdeterminar m y 
b, primero se obtienen las sumas de las ecuaciones (3) y (4) a partir de los 
datos de la tabla 6. De esta tabla, 

2> = 15 5>, = 151 X*.- 2 = 55 t% = 508 

(=1 1=1 1=1 1=1 

Con estos valores y n = 5 se obtiene a partir de (4) y (3), 



5(508) - (15)(151) 
5(55) - (15)(15) 

= 5.5 



b = \ [151-5.5(15)] 



= 13.7 

Por tanto, la recta de regresi6n tiene la ecuacion 

y = 5.5* + 13.7 

(b) Con x = 6 en la ecuacion de la recta de regresion, 

y = 5.5(6)+ 13.7 
= 46.7 

Conclusion: En el sexto dia de la epidemia, se estima que habra 47 casos 
nuevos de la enfermedad. *4 

Muchas calculadoras poseen programas que proporcionan un modelo de 
regresi6n lineal mediante un ajuste de mfnimos cuadrados. Si su calculadora 
es capaz de esto, utilfcela con el objeto de apoyar los resultados de los ejemplos 
6 y 7. Otros programas pueden determinar modelos de regresion cuadrati- 
cos, ctibicos, logaritmicos y exponenciales. Refi^rase al manual del usuario de 
su calculadora para conocer los procedimientos a fin de obtener estos modelos. 



EJERCICIOS 12.8 



En los ejercicios 1 a6, encuentre los extremos relativos de la 
funcidn obteniendo primero los puntos criticos y despues apli- 
cando la definicidn 12.8.2. Determine si los extremos relativos 
son extremos absolutos. 



1. 


/<* 


,y) = 


Vl6 


-x 2 


-y 2 






2. 


fix 


>y) = 


V- 2 


+ y 2 


+ 9 






3. 


/(* 


>y) = 


X 2 * 


f- 


Ax - 


Sy 


+ 16 


4. fix 


>y) = 


2 + 


2x + 


6y- 


jc 2 - 


-y 2 



5. f(x,y) = 9 - yjx 2 + y 2 - 2x + 1 



6. ju,y) = 4* 2 + y 2 + ] 

En los ejercicios 7 a 18, determine los extremos relativos def 
y localice los puntos silla, si los tiene. 

7. /(*, y) = x 3 + y 1 - 6* 2 + y - 1 

8. f(x*y) = 18jc 2 - 32y 2 - 36* - l2Sy - 110 



9. f(x,y) = y 2 - x 2 + 2x - 4y + 3 

10. /(jc, y) = x 2 - y 2 + 6x - %y + 25 

11. fix, y) = - - M + xy 

x y 

12. /(jc, y) - x 2 - 4xy + y 3 + 4y 

13. f(x,y) = 4jcy 2 - 2x 2 y - x 

14. f(x, y) = y 4 - 4y 3 + 2x 2 + 8jc> 

15. f(x,y) = x 3 + y 3 + 3y 2 - 3x - 9y + 2 

16. /(jc, y) - e x sen y 

17. /(jc, y) = e" 



18. /(jc, y) = jc 3 + y 3 



[%xy 



En los ejercicios 19 a 24, obtenga los extremos absolutos de 
la funcidn cuyo dominioes la regidn acotada y cerrada R del 
piano xy. 

19. La funcitfn del ejercicio 3; R es la regi6n triangular que tiene 
vertices en (0, 0), (4, 0) y (0, 8). 
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20. La funcidn del ejercicio 4; R es la region triangular cuyos 
lados son el eje jc, el eje y y la recta x + y = 5. 

21. f(x, y) = 3x 2 -f xy; R es la region limitada por la parabola 
y = x 2 y la recta y = 4. 

22. f{x, y) = x 2 - 2xy + 2y; R es la region acotada por la 
parabola y = 4 - x 2 y el eje x. 

23. f(x,y) = y 3 + x 2 - 3y; R es la region limitada por la 
circunferencia x 2 + (y - l) 2 = 1. 

24. f(x,y) = sen.jc + sen y; R es la region acotada por el 
cuadrado cuyos vertices son (0, 0), (k, 0), (0, it) y (tz, K). 

25. Determine los tres numeros positivos cuya suma sea 24 de 
modo que su producto sea el mayor posible. 

26. Obtenga tres numeros positivos cuyo producto sea 24 de 
manera que su suma sea lo mas pequena posible. 

27. Encuentre el punto del piano 3.* -f 2y - z — Squeestemas 
cerca al punto (1,-2, 3), y calcule la distancia minima. 

28. Determine los puntosde la superficiev 2 - xz = 4queesten 
mas cerca al origen, y calcule la distancia minima. 

29. Obtenga los puntos de la curva de interseccidn del elipsoide 
x 2 + 4y 2 + Az 2 = 4 y el piano x - 4 v - z - que esten 
mas cerca del origen, y calcule la distancia minima. 

30. En una fabrica, los trabajadores se han clasificado en dos 
maneras: A y B. Los trabajadores tipo A ganan $14 por 
Jornada, mientras que los del tipo B ganan $ 1 3. Para alcanzar 
cierta produccion en una Jornada, se ha determinado aumen- 
tar los salarios de los trabajadores, si se emplean jc trabajado- 
res del tipo A y v del tipo B, entonces el numero de dolares del 
costo de la Jornada es y 3 + x 2 - 8*y + 600. ^Cuantos 
trabajadores de cada tipo deben emplearse a fin de que el 
costo de la Jornada sea un mfnimo si se requieren por lo 
menos tres trabajadores de cada tipo para una Jornada? 

31. Una inyeccion de x miligramos de cierto medicamento Ay y 
miligramos del medicamento B produce una respuesta de R 

unidades, y /? ~ x 2 y 3 (c - x - y), donde c es una constante 
positiva. i Que dosis de cada medicamento ocasionaran la 
respuesta maxima? 

32. Suponga que t horas despues de la inyeccion de x miligra- 
mos de adrenalina la respuesta es de R unidades, y R = 
te~\c - x)x, donde c es una constante positiva. iQue va- 
lores de x y t produciran la respuesta maxima? 

33. Calcule el volumen del mayor paralelepi'pedo rectangular 
que pueda inscribirse en el elipsoide 3 6x 2 + 9y 2 + 4z 2 = 
36 si las aristas deben ser paralelas a los ejes coordenados. 

34. Se elabora una caja rectangular sin tapa con un costo de mate- 
rial de $ 10. Si el material para el fondo de la caja cuesta $0. 1 5 
por pie cuadrado y el material para los lados cuesta $0.30 por 
pie cuadrado, determine las dimensiones de la caja de mayor 
volumen que pueda elaborarse. 

35. Se construye una caja rectangular cerrada con un volumen de 
16 pie 3 empleando tres tipos de materiales. El costo del ma- 
terial para el fondo y la tapa es de $0. 1 8 por pie cuadrado, el 
costo del material para el frente y la parte trasera es de $0.1 6 
por pie cuadrado, y el costo del material para los otros dos 
lados es de $0.12 por pie cuadrado. Calcule las dimensiones 



de la caja de modo que el costo de los materiales sea un 
mini mo. 

36. Suponga que Tgrados es la temperatura en cualquier punto 
(x, y, z) de la esfera x 2 + y 2 -f z 2 = 4, y T - I00jcy 2 z. 
Obtenga los puntos de la esfera donde la temperatura es la 
maxima y tambien los puntos donde es minima. Ademas, 
calcule la temperatura en estos puntos. 

37. Suponga que en la produccion de cierto articulo se requieren 
x horas-maquina y y horas-persona, y que el costo de pro- 
duccion esta dado por/(jc, y), donde 

f{x, y) = 2x 3 - 6xy + y 2 + 500 

Determine los numeros de horas-maquina y de horas- 
persona necesarios para producirel articulo al costo mfnimo. 

38. Una tienda de ropa vende dos tipos de camisa que son simi- 
lares pero que son elaboradas por diferentes fabricantes. El 
costo de la tienda para el primer tipo es de $40 y el costo 
del segundo tipo es de $50. Por medio de la experiencia, se 
ha determinado que si el precio de venta del primer tipo es 
de x dolares y el precio de venta para el segundo tipo es de y 
dolares, entonces el numero de camisas del primer tipo que 
se venden mensualmente es 3 200 - 50* + 25y, y el de las 
del segundo tipo es 25* - 25y. ^Cual debe ser el precio de 
venta de cada tipo de camisa a fin de obtener la maxima 
utilidad? 

39. En 1921, el autor de una pintura abstracta la vendid por 
$100. Debido a su importancia historica su valor se ha 
incrementadoconel paso del tiempo. En 1941 su valor fuede 
$ 4 600, en 1 96 1 se vendid en $ 1 1 000, y en 1 98 1 su valor fue 
de $ 20 000. Suponiendo que el valor de la pintura se esta- 
blecera de acuerdo con el mismo patron hasta el ano 2001, 
utilice el metodo de minimos cuadrados para estimar su valor 
para ese ano. 

40. Un automdvil modelo 1991 se vendid como un carro usa- 
do en 1992 por $6800. Su valor fue de $6200 en 1993, 
en 1994 su valor fue de $5 700, y en 1996 su precio fue de 
$4800. Utilice el metodo de minimos cuadrados para esti- 
mar el valor del carro en 1995. 

41. En el Cinema Uno se ha exhibido una pelicula durante cinco 
semanas, y la asistencia semanal (con aproximacidn de 
cientos) para cada semana esta dada en la tabla siguiente. 



Semana No. 


1 


2 


3 


4 


5 


Asistencia 


5000 


4500 


4 100 


3 900 


3 500 



Suponga que la asistencia semanal continuara reducien- 
dose de acuerdo con el mismo patron hasta Uagar a 1 500. 

(a) Utilice la recta de regresidn para los datos de la tabla a fin 
de determinar la asistencia esperada para la sexta semana. 

(b) La pelicula se cambiara al Cinema Dos, que es mas pe- 
queno, cuando la asistencia semanal este por debajo 2250. 
^Cuantas semanas estara exhibiendose la pelicula en el 
Cinema Uno! 

42. Se analiza la savia de cinco arboles a fin de determinar la can- 
tidad de la hormona vegetal que causa la caida de las hojas. 
En el caso de los arboles de la tabla siguiente, cuando se 
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liberan x microgramos (|i,g) de la hormona vegetal ocurre 
la cafda de v hojas. 



46. 





Roble 


Arce 


Abedul 


Pino 


Acacia 


X 


28 


57 


38 


75 


82 


y 


208 


350 


300 


620 


719 



(a) Obtenga una ecuaci6n de la recta de regresion para los 
datos de la tabla. (b) Utilice la recta de regresi6n para esti- 
mar el numero de hojas caidas de otro tipo de arbol cuando 
se liberan 1 00 (i,g de la hormona vegetal. 

43. Se examinaron cinco corredores a fin de determinar su absor- 
ci6n maxima de oxfgeno, medida que refleja el estado cardio- 
vascular de una persona. Los resultados se presentan en la 
siguiente tabla, donde x segundos es el mejor tiempo del corre- 
dor al correr una milla y y mililitros por minuto por kilogra- 
mo de peso es la absorci6n maxima de oxfgeno del corredor. 





Corredor A 


Corredor B Corredor C Corredor D Corredor E 


X 


300.5 


350.6 407.3 326.2 512.8 


y 


418.5 


375.6 350.2 400.2 325.8 



44. 



(a) Obtenga una ecuaci6n de la recta de regresi6n para los 
datos de la tabla. (b) Emplee la recta de regresi6n para es- 
timar la absorci6n maxima de oxfgeno de un corredor si su 
mejor tiempo al correr una milla es de 340.4 s. 

Se utiliza la calificacion del examen de admisi6n de un 
estudiante con el objeto de predecir su promedio al final del 
primer ano de estudios. La siguiente tabla proporciona los 
datos para seis estudiante s, donde x es el resultado del 
examen y y es el promedio de calificaciones. 





Estudiante Estudiante Estudiante Estudiante 
A B C D 


Estudiante Estudiante 
E F 


X 


92 


81 


73 


98 


79 85 


y 


3.4 


2.7 


3.1 


3.8 


2.2 3.0 



45. 



(a) Obtenga una ecuacion de la recta de regresi6n para los 
datos de la tabla. (b) Emplee la recta de regresi6n a fin de 
estimar el promedio de calificaciones de un estudiante al 
final del primer ano de estudios si el estudiante obtuvo un 
resultado de 88 en el examen de admisi6n. 

La siguiente tabla presenta la producci6n mensual de una 
fabrica y la utilidad para los primeros cinco meses del ano, 
donde x miles de unidades se produjeron y y miles de d61ares 
se obtuvieron de utilidad. 





Enero 


Febrero 


Mono 


Abril 


Mayo 


X 


65 


72 


82 


90 


100 


y 


30 


35 


42 


48 


60 



Si la produccion parajunioes de 105 000 unidades, utilice la 
recta regresi6n para los datos de la tabla a fin de estimar 
la utilidad de ese mes. 



En la tabla siguiente, para cinco ninos sanos, w kilogramos 
es su peso y y milimetros de mercurio expresa su presion 
arterial media (el promedio de la presi6n sanguinea de la 
diastole y de la sistole). 





Nino A 


NinoB 


Nino C 


NinoD 


NinoE 


w 


20 


30 


35 


40 


50 


y 


70 


85 


90 


96 


100 



(a) Una ecuacion que "ajusta" los datos de esta tabla es 
y = m(ln w) + b. Para determinar esta ecuaci6n considere 
x = In w y utilice el mftodo de minimos cuadrados para los 
puntos (jc;, y t ). (b) Use el resultado del inciso (a) a fin de 
estimar la presion arterial media de un niiio sano cuyo peso 
es de 45 kg. 

47. Un decorador, quien es un monopolista, hace dos tipos de 
marcos para pinturas. Por medio de la experiencia, el deco- 
rador ha determinado que si elabora x marcos del primer tipo 
y y marcos del segundo tipo y los pone a la venta en una sala 
de exhibicion, pueden venderse por (100 - 2x) dolares y 
( 1 20 - 3y) d61ares cada uno, respectivamente. El costo total 
de fabricaci6n de estos marcos es (12x + 12> + 4xy) do- 
lares. i,Cuantos marcos de cada tipo debe producir para 
obtener la maxima utilidad, y cual es esa utilidad? 

48. Demuestre que la caja rectangular de mayor volumen que 
puede colocarse dentro de una esfera tiene la forma de un 
cubo. 

49. Se elabora una caja sin tapa con una cantidad de material 
dada. Determine las dimensiones relativas de la caja que 
contenga el mayor volumen posible. 

50. Un monopolista produce engrapadoras y grapas cuyas ecua- 
ciones de demanda son x = \[-2p-2qyy= 19- 
2p - 3<7, donde la demanda de engrapadoras es IOOOjc si 
el precio unitario es p ddlares, y la demanda de grapas es de 
1 000y cajas si el precio unitario por caja es q dolares. El 
costo de producci6n de cada engrapadora es de $2, y el de 
cada caja de grapas es de $1 . Demuestre que para obtener la 
maxima utilidad total, las engrapadoras deben ser gratuitas y 
las grapas deben ser costosas. 

51. Si/esunafunci6ndiferenciableparalacualVy(jc , y Q ) = 0, 
demuestre que la grafica de/ tiene un piano tangente hori- 
zontal en el punto (x Q , y Q ,f(x , > )). 

52. Obtenga la ecuaci6n (4) al sustituir de (3) en (2). 

53. Si f(m, b) — Y (>, - mX} - b) 2 , utilice el criterio de la 

segunda derivada para demostrar que los valores demy b 
en (3) y (4) proporcionan un valor mfnimo relativo de 
/. Sugerencia: primero demuestre que f mm (m, b) > 0. 

Para probar que D(m t b) > 0, debe demostrar que ^jc, 2 > 

V jc, . Para demostrar esto, sea jc = - Vjc^ y apli- 

que las propiedades de la notacidn sigma a la desigualdad 

^ (x - xf > 0. 
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1 2.9 MULTIPLICADORES DE LAGRANGE 

En la soluci6n del ejemplo 4 de la secci<5n 12.8 se minimized la funcion cuyos 
valores de funcion son xy + 2xz + 2yz, sujeta a la condition de que jc, y 
y z satisfaciesen la ecuacitfn xyz - V. Compare esto con el ejemplo 3 de la 
secci6n 12.8, en el que se determine el extremo relativo de/para el cual 
/(jc, y) = 2jc 4 + y 2 - x 2 - 2y. Estos son esencialmente dos tipos diferentes 
de problemas debido a que en el ejemplo 4 se tiene una condici6n adicional, 
denominada restriction (o condition lateral). Estos problemas se denominan 
problemas con extremos restringidos, mientras que el problema del ejemplo 
3 se denomina problema con extremos libres. 



Extremo restringido de V23 
Extremo libre de 5 



(0,0,5) 




z= 4 2 $ - x y y x + y^2 



FIGURA 1 



[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Enelejemploilustrativolde 
la section 12.8, se demostro que la funcion definida por 



f(x,y) = p5 - x 2 - y 2 



(1) 



(l, l, V23) tiene un valor maximo relativo de 5 cuando x = y y = 0. El niimero 5 es 
un maximo libre de/. 

Suponga que, adem£s de satisfacer la ecuacidn ( 1), se impone la condici6n 
5 de que xy y deben satisfacer la ecuacitfn 



x + y = 2 



(2) 



Ahora se trata de obtener un maximo restringido. El punto que corresponde al 
maximo restringido estara en la semiesfera definida por la ecuacion ( 1 ) y en 
el piano definido por la ecuacitfn (2); esto es, estara sobre la curva de 
intersecci6n de la semiesfera y el piano. Refierase a la figura 1. Se puede 
determinar que el valor maximo restringido es V23 cuando jc = 1 y y = 1 , 
esto por medio de las tecnicas estudiadas en el capftulo 2: sustituya el valor de 
y en terminos de* de (2) en ( 1 ), y obtenga el valor maximo relativo de la funcion 
de una variable que resulte. ^ 

Debido a que no siempre es posible resolver la restricci6n para una de las 
variables en terminos de las otras, como se bosquej6 en el ejemplo ilustrativo 
1, se puede seguir otro enfoque para determinar los puntos criticos a fin de 
resolver un problema de extremos restringidos. El procedimiento empleado 
para tal fin se denomina m&odo de multiplicadores de Lagrange, en honor 
a su descubridor Joseph L. Lagrange, el matematico f ranees que se ha mencio- 
nado varias veces en este libro. El metodo esta" basado en el teorema siguiente. 



12,9,1 Teorema 



Suponga que fyg son funciones de dos variables cuyas primeras deriva- 
das pare i ales son continues. Si/ tiene un extremo relativo en el punto 
(*o» y* /(*fr >a)) sll J**o a la condieitfn g(x,y) = 0, y V^C^yo) * &• 
entonces existe una constante X tal que 

Vf{*&yo) + AV«(x ,y ) = & 0) 



Demostracion Si V/(jc >yo) - 0, entonces se cumple (3) si A = 0. 
Ahora se probara" (3) suponiendo que V/(jc , y ) * 0. De las condiciones 
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V/(^,y ) 




FIGURA 2 



dadas, el teorema de la funci6n implicita, el cual se demuestra en Calculo- 
avanzado, permite representar la curva C, cuya ecuaci6n es g(x, y) = 0, 
mediante la ecuaci6n vectorial 

R(0 = a(t)\ + j3(/)j 

para / en algiin intervalo para el cual R'(0 *= 0. Refierase a la figura 2. Sea / 
el valor de / correspondiente al punto (jc , >o» f( x o> yo)) donde /tiene un extre- 
mo relative Conforme / varia a lo largo de C, se obtienen diferentes valores de 
la funci6n /, de los cuales los puntos correspondientes (jc, >,/(jc, y)) se hallan 
sobre la superficie definida por / y estan sujetos a la restricci6n g(x, y) = 0. 
Sea <f> la funci6n de la variable / definida por 

<f>(t) =f(a(t) f P(t)) 

Como / tiene un extremo relativo en (jcq, yo,f(xQ,yo)), entonces <f> tiene 
un extremo relativo en / - P° r tanto, <f>'(to) = 0* Ahora se calculara <f>\t) 
mediante la regla de la cadena: 

4>'(t) =f x (x,y)a'(t) +f y (x,y)p'(t) 

4>Xh) =fx(XQ>yo)<*Xto) + fy(XQ*yo)PXt ) 

Debido a que <£'('o) == 0, se tiene de la ecuaci6n anterior 

/ J t(*o.yo)«'('o) + f y (x ,yo)pXh) = 

«=> V/(^>o)"R'Oo) = 

Puesto que V/(x , yo) Y R'('o) son distintos del vector cero, se puede concluir 
a partir de esta ecuacion que Vftxo, yo) es ortogonal aR'(/ ). Sin embargo, del 
teorema 12.7.6, Vg(jto» yo) tambi&i es ortogonal aR'(/ ). La figura 2 ilustra es- 
tos resultados. Como V/(jcq, yo) y Vg(xo, yo) son ortogonales al mismo vector, 
entonces ellos son paralelos, de modo que se cumple la ecuacion (3). ■ 

Ahora se mostrara c6mo se aplica el teorema 12.9.1 para determinar los 
extremos relativos de una funci6n / de las variables x y y sujeta a la restric- 
ci6ng(x,y) = 0. 

Se introduce una nueva variable, denominada multf plicador de Lagrange, 
y se forma la funci6n auxiliar F de las tres variables jc, y y X para la cual 

F(x,y,X) =ftx,y) + Xg(x,y) 

De este modo, el problema se transforma en un problema en eJ que se deben 
determinar los puntos cnticos de F en los que las tres primeras derivadas par- 
ciales de F son cero: 

FJx,y,l) = F y (x,y,l) = F x (x,y.X) = (4) 

Observe que las dos primeras ecuaciones de (4) equivalen a 

f x (x,y) + Xg x (x 9 y) = y f y (x,y) + kg y (x 9 y) = 
y estas dos ecuaciones son equivalentes a la ecuacidn vectorial 

V/(x,y) + XVg(x,y) = 

que es la ecuacidn (3) del teorema 12.9.1. Ademas, la tercera ecuacion de (4) 
es g(x 9 y) = 0, la cual es la restriccidn. 

El siguiente procedimiento resume la discusi6n anterior. 
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A ftn de aplicar el m6todo de multiplicadores de Lagrange para^ 
determinar los extremos relatives de una funcidn|f de las dos variables 
Jtyysujciaa la restriction g(x, y) = 0; . * 

1. Defina la funci6n auxiliar F de las tres variables x t y y X para la cual 

F(x f y,X) = /U,y) + AgCcy) 

2. Consittere el sistema de ecuaciones que se fbrrna^aiigualar a cerolas 
tres ptimeras derivadas parciajes de F: 

>>,y,A)^ ■ #' : " ^ 

F y (x,y t X) ■* 
^,y,A) = 

J. Resuelva el sistema de ecuaciones del paso 2 para determinar los 

puntos erf tieos de F> 
4, Enire las primeras dos coordenadas de los puntos erf ticos de F„ ob- 

tenidos en el paso 3, se encuentran los valores de x y y que proporeio- 

nan los e^tiemds re latfvos deseados. 

Observe que los extremos relatives de / sujeta a la restriction pueden 
ocurrir en un punto donde g x (x, y) y g y (x, y) sean cero. Estos puntos tal vez no 
puedan obtenerse mediante el tnetodo de multiplicadores de Lagrange, por 
lo que deben examinarse por separado. 

W EJEMPLO I Utilice el metodo de multiplicadores de Lagrange 
a fin de determinar los extremos de la funcion/para la cual 

f(x, y) = 3jc + Ay - 3 

si el punto (jc, y) esta sobre la circunferencia (jc - l) 2 + y 2 - 25. 

Sol UC i6n Se escribe la ecuaci6n de la circunferencia en la forma 

x 2 + y 1 - 2x - 24 = 

Con el proposito de obtener los extremos relativos de/ sujeta a esta restric- 
ci6n, se define la funci6n F como sigue: 

FQt, y, A) = 3* + 4y - 3 + A(* 2 + y 2 - 2x - 24) 

Al calcular las derivadas parciales F x , F y y F^ e igualar a cero los valores 
resultantes se tiene 

F x : 3 + 2/K* - 1) - (5) 

F y : 4 + 2Ay = (6) 

F?l- x 2 + y 2 - 2x - 24 = (7) 

Observe en las ecuaciones (5) y (6) que x ^ I y y ^ 0. Al resolver estas 
ecuaciones para A se obtiene 

Si se igualan estos dos valores de A resulta 



3y = 4(* - 1) 

y - f(*- l) (9) 
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Este valor de v se sustituye en la ecuaci6n (7) y se resuelve para x: 

x 1 + f(x 2 -2x+l)-2x-24 = 

9x 2 + \6x 2 - 32jc + 16 - 18jc - 216= 

25jc 2 - 50x - 200 = 

x 2 - 2x - 8 = 

(x + 2)(x - 4) = 

x = -2 jc = 4 

De las ecuaciones (9) y (8): cuando jc = -2, y - -4 y X = |; y cuando 
jc = 4, y = 4y A = -j. Por tanto, los puntos (-2, -4, \) y (4, 4, -~) son 
los puntos criticos de F. Asi, (-2, -4) y (4, 4) son los unicos puntos posibles 
para los cuales/tiene un extremo relative Como 

/(-2,-4) = 3(-2) + 4(-4) y /(4, 4) = (3X4) + 4(4) - 3 

= -25 = 25 

el valor minima telativo de/es -25 y su valor maximo relativo es 25. ^ 



I ' EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 

es continua en el disco cerrado definido por 

(jc - l) 2 + v 2 < 25 



La funcion / del ejemplo 1 




II I * X 



(x- l) 2 H-jy 2 = 25 



3jc + 4y + 22 = 

FIGURA 3 



Por tanto, por el teorema del valor extremo /tiene un valor maximo absoluto 
y un valor minimo absoluto en el disco, Como 

fxfry) = 3 y fy(x 9 y) =4 

y estos valores nunca son cero, entonces/no tiene extremos relativos dentro 
de la circunferencia. De modo que los extremos relativos deben ocurrir sobre 
la circunferencia. En consecuencia, del resultado del ejemplo 1, se puede con- 
cluir que 25 es un valor maximo absoluto y que -25 es un valor minimo abso- 
luto en el disco cerrado. „*, 
Refierase a la figura 3. Las rectas 



3jc + 4v - 3 = 25 


<=> 


3jc + 4v - 28 = 


3jc + 4v - 3 = -25 


<=> 


3jc + 4v + 22 = 



son curvas de nivel de / tangentes a la circunferencia de restriction en los 
puntos (4, 4) y (-2, -4), respectivamente. A 

El metodo de multiplicadores de Lagrange puede extenderse a funciones 
de tres variables. El teorema siguiente es similar al teorema 12.9.1. 



12.9.2 Teorema 



Suponga que/ y g son funciones de tres variable* cuyas primeras de- 
rivadas pare i ales son continua s. Si /tiene un extremo relativo donde 
x = xq, y = y y z = Z& sujeto a la restriccion g(x, y, z) = y 
▼tf(*foi y<>, zq) & 0, cntonces existe una constante X tal que 



VfUo^zo) + ^(^o^dv^o) -= 



(10) 
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En la demostraci6n de este teorema, semejante a la del teorema 12.9. 1 , es 
necesario probar que cuando V/"(*o, Jo* ^o) y ^g(*o> Jo* ^o) son distintos del 
vector cero, los dos son ortogonales a la superficie g(x, y r z) = 0, lo cual 
implica que V/"(*o, Jo> ^o) y Vg(* , Jo* ^o) son paralelos. De este hecho resulta 
la ecuaci6n (10). 

Al igual que del teorema 12.9.1 se obtuvo el procedimiento con el fin de 
aplicar el m6todo de multiplicadores de Lagrange para funciones de dos varia- 
bles, el teorema 12.9.2 proporciona el siguiente procedimiento para tunciones 
de tres variables. 

A fin de apHcar el me'todo de multiplicadores de Lagrange para de- 
terminar los extremos relativos de una runci6n/de las tres variables jc, 
yy z sujeta a la restriccitfn g(x % y t z) - 0: 

1, Defina la f unei6n auxiliar F dc las cuatro variables x r y T z y X para la 
cual 

11. 

F(x,y,z*X) = /(*,y>z) + Xg(x,y,z) 

2} 2, Considers el sistema de ecuaciones que se forma al igual ar a cere las 

cuatro primeras derivadas parciales de F. 



24 



2$ 



F x (^y*z,*i = o 
F y fay t z,X) = 
F z {x tyi z t X) = 

3. Resuelva el sistema de ecuaciones del pa so 2 para determinar los 
puntos criticos de F. 

4. Entre las primeras tres coordenadas de los puntos criticos de F r ob- 
tenidos en el paso 3 f se encuentran los valores de x, y y z que 
proporcionan los extremes relativos deseados. 



W EJEMPLO 2 Resuelva el ejemplo 4 de la secci6n 12.8 mediante 
el mStodo de multiplicadores de Lagrange. 

Solution Se definen las variables x, y y z, y la constante V como en la 
soluci6n del ejemplo 12.8. Sea 

S = /(*, v, z) y g(x, v, z) = xyz - V 

= xy + 2xz + 2yz 

Se desea minimizar la funci6n /sujeta a la restriccion 

fay,z) - 
Ahora se considera la funci6n F para la cual 

F(x, y, z, A) = f(x 9 v, z) + kgix, y, z) 

= xy + 2xz + 2yz -t X{xyz - V) 

Con el prop6sito de obtener los puntos criticos de F se calculan las cuatro pri- 
meras derivadas parciales F x , F yj F z y Fx y se igualan a cero los resultados: 
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F x : y + lz + Xyz = (11) 

F y : x + 2z + Xxz = (12) ' 

F z : 2x + 2y + Xxy = - (13) 

F^ xyz- V = (14) 

Si se restan los miembros de (12) de los correspondientes de (1 1) resulta 

y - x + Xz(y - x)= 
(y - x)(l + Xz) = 
de donde se obtiene 

y = x (15) 

y como z * 0, 

Z 

Al sustituir X = -\jz en (12) resulta x + 2z - x = 0, lo que da z = 0, lo 
cual es imposible debido a que z se encuentra en el intervalo (0, + oo). Si se 
sustituye de (15) en (13) resulta 

2x + 2x + Xx 2 = 
jc(4 + Xx) = 







X = 


_4 

X 




debido a qu 


Si 


en (12) se 


sustituye X 


por- 


-4/jc 


, se obtiene 




x + 2z 


- \(xz) = 











x + 


2z - 4z = 

z = 




X 

2 







(16) 

Alreemplazarde(15)y(16)en(14)seobtiene ijc 3 - V = 0, de donde resulta 
x = 1J2V. Con este valor en (15) y (16), v = l[2V yz= j l[2V . Por 
tanto, el punto ( lf2V, IfZV , ^ lf2V , X) es un punto critico de F y , como se mos- 

= 3/^7 „ = 3 



tro en la secci6n 12.8, /tiene un valor minimo donde x = v2V , v = ZJ2V , 
yz = ^^217. < 

El ejemplo que sigue trata una situaci6n sobre economia en la que se 
emplea la funcion utilidad, la cual mide la satisfacci6n a partir de las 
cantidades de ciertos articulos. Se llama indke dfe utilidad a cualquier valor de 
una funci6n utilidad, el cual describe numericamente una preferencia indivi- 
dual por los articulos. 

W EJEMPLO 3 Suponga que t/es una funci6n utilidad para la cual 

U(x,y,z) = xyz 

donde Jt, v y z representan el mifnero de unidades de los articulos A, B y C, res- 
pectivamente, los cuales son consumidos semanalmente por una persona 
particular. Ademas suponga que los precios unitarios de A, B y C son $2, $3, y 
$4, respectivamente, y que el gasto total semanal para estos articulos se ha 
presupuestado en $90. ^Cuantas unidades de cada articulo deben comprarse 
semanalmente para maximizar el indice de utilidad de la persona? 



F x : 


yz 


+ 2A 


= 






F y : 


xz 


+ 3A 


= 






Fz- 


xy 


+ 4A 


= 






**: 


2x 


+ 3y 


+ 4e - 


-90 


= 


(17) y 


(18), 


y despu£s de (17) y 


(19) 


y = 


\x 3 


f z = 


2* 
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Solucion Se desea determinar el valor de x, v y z, cada uno en el intervalo 
[0, +oo), que maximice U(x 9 y, z) sujeta a la restriction de presupue*sto 
2x + 3v + 4e = 90. Sean 

g(x, v, z) = 2x + 3v + 4e - 90 

y 

Ffev,e,A) = xyz + A(2x + 3v + 4e - 90) 

Al calcular las primeras derivadas parciales e igualar a cero los resultados, se 
obtiene 

(17) 
(18) 
(19) 

(20) 



(21) 
Si se sustituye de estas ecuaciones en (20) se obtiene 

2x + 3(|jc) + 4(}jc) - 90 = 
jc = 15 

Conestevalordejcenlaecuaci6n(21),v = lOye = 7.5. Portanto,secalcula 

U = (15,10,7.5) = (15) (10) (7.5) 
= 1125 

Como jc, v y z estan en el intervalo [0, + oo), es claro que este valor no puede ser 
un minimo porque existen muchos valores de U sujeta a la restricci6n dada que 
son menores que 1 125. Por tanto, este valor maximiza a U sujeta a la restric- 
ci6n dada. 

Conclusion: Para maximizar el indice de utilidad del consumidor, 6ste debe 
comprar 15, 10 y 7.5 unidades de los articulos A, B y C, respectivamente, por 
semana. ^ 

W 1 EJEMPLO 4 Utilice el mStodo de multiplicadores de Lagrange 
para calcular la distancia mas corta del origen al piano Ax + By + Cz = D. 

Solucion Sean w unidades la distancia del origen al punto (jc, v, z) del 
piano. Entonces 



w = ^jx 2 + v 2 + z 2 

Debido a que w serd un minimo cuando w 2 sea un minimo, se define la funci6n 
/paralacual *.-.■.• ; 4; 

f(x,y,z) = x 2 + y 2 + z 2 

Se desea determinar el valor mfnimo de/ sujeta a la restricci6n 

Ax + By + Cz~D = 
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Con la suposici6n de que existe tal valor mfnimo, 6ste ocurrira* en un punto 
cntico de la funci6n F tal que 

F(jc,y, z, A) = x 2 + y 2 + z 2 + X(Ax + By + Cz - D) 

A fin de obtener los puntos criticos de F se calculan las primeras derivadas 
parciales de F y se igualan a cero. 



F y . 



2x + XA = 
2y + XB = 
2z + XC = 
Ax + By + Cz - D = (22) 



FX- 
A partir de las primeras tres ecuaciones se obtiene 

jc = -\XA y = -±XB z = ~\XC (23) 

Si se sustituyen estos valores de jc, y y z en (22) resulta 

-\X(A 2 + B 2 + C 2 ) = D 

13 = 



2 A A 2 + B 2 + C 2 

En las ecuaciones (23) se sustituye -~X por su valor y se obtiene 

x = m y = m = cd (24) 

A 2 + B 2 + C 2 y A 2 + B 2 +C 2 Z A 2 + B 2 + C 2 K } 

El punto que tiene estas coordenadas es el tinico punto crftico de F. Por tan- 
to, la distancia mfnima del origen al piano es la distancia del origen al punto 
(*o> >o* £o) donde jc , y$ y Zq son los valores de jc, y y z de la ecuaci6n (24). 
En consecuencia, la distancia minima es 

r^— — 2 ■ 2 „ | A 2 D 2 B 2 D 2 C 2 D 2 

V*0 +y +Z - ^ (a2 + B2 + c2)2 + (A2 + ^ + c2)2 + (A2 + B2 + c2)2 

Va 2 + b 2 + c 2 . ^ 

El mStodo de multiplicadores de Lagrange puede extenderse en el caso en 
que se impongan varias restricciones. En particular, si se desea determinar los 
puntos criticos de la funci6n que tiene valores /(jc, y, z) sujeta a las dos res- 
tricciones #(jc, y, z) = y h(x, y, z) = 0, se determinan los puntos criticos de 
la funci6n F de las cinco variables jc, y, z, A, y \i para la cual 

F(x, y, z, A, //) = f(x t y, z) + Xg(x, y, z) + lih(x, y, z) 

El ejemplo siguiente ilustra el m6todo. 



w EJEMPLO 5 Obtenga los extremos relativos de la Iunci6n/si 

fix, y y z) = xz + yz 

y si el punto (jc, y, z) esta en la intersecci6n de las superficies jc 2 + z 2 = 2 y 
yz= 2. 
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Solucion Se define la funcion F para la cual 

F(jc, y, z, A, \i) - xz + yz + A(jc 2 + z 2 ~ 2) + y(yz - 2) 

Al calcular las cinco primeras derivadas parciales defe igualando los re- 
sultados a cero se tiene 



F x : z + 2kx = 

F y \ z + \iz = 

F z : x + y + 2Az + fity = 






x 2 + z 2 - 2 = 
yz - 2 = 



(25) 
(26) 
(27) 
(28) 
(29) 



De (26) se ob tiene ji = -1 y z = 0. Se rechaza z ~ debido a que 
esto contradice (29). De (25) se obtiene, si jc ^ 0, 



z 
2x 



Al sustituir este valor de A y \i = -1 en (27) resulta 



x + y 



-y = 

* 2 = r> 



(30) 



EJERCICIOS 12.9 



Si de (30) se reemplaza en (28) se obtiene 2x 2 - 2 = 0, o x 2 — 1. Esto pro- 
porciona dos valores para jc, a saber, 1 y -1; y para cada uno de estos valores 
de x se obtiene, de (30), los dos valores 1 y -1 para z. Al obtener los valo- 
res correspondientes para y, a partir de (29), se tienen cuatro conjuntos de 
soluciones para las cinco ecuaciones (25) -(29). Estas soluciones son 



X = 1 


y= 2 


z - 1 


A = 


i 

2 


/i = -l 


X = 1 


y = -2 


z = -1 


A = 


I 
2 


/i = -l 


x = -1 


y-= 2 


z = 1 


A = 


I 
2 


/i = -l 


x = -1 


y = -2 


z = -1 


A = 


2 


/i = -l 



Los conjuntos de soluciones primero y cuarto proporcionan /(jc, y 9 z) = 3, 
y los conjuntos de soluciones segundo y tercero dan/(jc, y, z) — 1. En con- 
secuencia, /tiene un valor maximo relativo de 3 y un valor mfnirrio relativo 
del. 4 



En los ejercicios 1 a 4, utilice el metodo de multiplicadores de ^ y^ ^ ^ _ x i + y 2 + z 2 con j a res tricci6n 
Lagrange para detertninar los puntos criticos de la funcion sujeta 2 _ ^2 _ ^ 

a la restriction. 

!• /(*» jv) = 25 - jc 2 - y 2 con la restriction 



x 2 + y 1 - 4y 



0. 



2. /(jc, y) = 4jc 2 + 2y 2 + 5 con la restriction 

x 2 + y 2 - ly - 0. 

3. /(jc, y, z) = jc 2 + y 2 + z 2 con la restriction 

3x - 2y + z - 4 = 0. 



En los ejercicios 5 a 8, utilice el metodo de multiplicadores de 
Lagrange para determinar los extremos absolutos def sujeta a 
la restriction. Tambien determine los puntos en los que ocurren 
los extremos. 

5. fix, y) = x 2 + y con la restriction x 2 + y 2 = 9. 

6. /(jc, y) = x 2 y con la restriction jc 2 + 8y 2 = 24. 
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7. /(jc, y, z) = jcyzcon la restriccion jc 2 + 2y 2 + Az - 4. 

8. f(x,y,z) = y 3 + Jcz 2 conlarestriccionjc 2 + y 2 + z 2 = 1. 

En los ejercicios 9 a 12, calcule los valores mdximo y minimo 
absolutos defen la region indicada. Vtilice las respite stas de los 
ejercicios 5 a 8 para los extremos en lafrontera. 

9. La funcion del ejercicio 5; x 1 + y 2 < 9. 

10. La funcitfn del ejercicio 6; x 2 + By 2 < 24. 

11. La funcion del ejercicio 7; x 2 + 2y 2 + Az 2 ^ 4. 

12. La funcitfn del ejercicio 8; x 2 + y 2 + z 2 < 1. 

En los ejercicios 13 y 14, calcule el valor minimo absoluto def 
sujeta a la restriccion. 

13. f(x, y, z) ~ x 2 + y 2 + z 2 con la restriccitfn xyz = 1. 

14. f(x,y, z) = xyz con la restriccion jc 2 + y 2 + z 2 = 1. 

En los ejercicios 15 y 16, obtenga el valor mdximo absoluto dt 
f sujeta a la restriccion. 

15. /(*, y,z)=x + y + z con la restriccion 

x 2 + y 2 + z 2 = 9. 

16. f(x,y, z) = xyz, x ^ j ^ y z ^ con la 
restriccion 2xy + 3xz + yz ~ 72. 

17. Obtenga un valor minimo relativo de la funcitfn / para la 
cual/(jc, y, z) = x 2 + Ay 2 + 16z 2 con la restriccitfn (a) 
xyz = 1 ; (b) xy - 1 ; (c) jc = 1 . 

18. Utilice multiplicadores de Lagrange para determinar la 
distancia mas corta del punto (1, 3, 0) a] piano Ax + 2y - 
z - 5. 

19. Emplee multiplicadores de Lagrange a fin de obtener la 
distancia mas corta del punto (1, — 1, — 1 ) al piano jc + Ay + 
3z = 2. 

20. Calcule las distancias menor y mayor desde el origen a un 
punto de la elipse x 2 + Ay 2 = 16. 

21. Calcule las distancias menor y mayor desde el origen a un 
punto del elipsoide 9jc 2 + Ay 2 + z 2 - 36. 

22. Si/(*,)\z) = 2* 2 + 3y 2 + z 2 , utilice multiplicadores de 
Lagrange para determinar el punto del piano x + y + 
z = 5 en el cual/(jc, y, z) es minimo. 

23. Emplee multiplicadores de Lagrange para calcular el valor 
minimo absoluto de/si/(jc, y, z) = x 2 + y 2 + z 2 con las 
dosrestriccionesjc + 2y + 3z = 6yx-y-z = -1. 

24. Use multiplicadores de Lagrange para calcular el valor mf- 
nimo absoluto def si f(x,y,z) = x 2 + y 2 + z 2 conlasdos 
restricciones x + y + 2z - 1 y 3jc - 2y + z ~ -A. 

25. Utilice multiplicadores de Lagrange para calcular el valor 
maximo relativo de/si/(x, y, z) = xyz con las dos restric- 
ciones x + y + z~Ayx~y-z = 3. 

26. Emplee multiplicadores de Lagrange para calcular el valor 
minimo absoluto de/si/(x, y, z) = x 3 + y 3 + z 3 con las 
dos restricciones jc + y + z = \yx + y-z = 0. 



En los ejercicios 27 a 36, utilice multiplicadores de Lagrange 
para re solver el ejercicio indicado de la seccion 12.8. 

27. Ejercicio 25 28. Ejercicio 26 29. Ejercicio 27 

30. Ejercicio 28 31. Ejercicio 29 32. Ejercicio 34 

33. Ejercicio 35 34. Ejercicio 36 35. Ejercicio 49 

36. Ejercicio 48 

37. Resuelva el ejemplo 3 si U(x, y, z) = e x yz . 

38. Resuelva el ejemplo 3 si U(x, y, z) = x 2 y 3 z. 

39. Si 7Xjc, y) grados es la temperatura en cualquier punto (jc, y) 
del disco circular limitado por la circunferencia jc 2 + 



y 



T(x,y) = 2jc 2 + y 2 



determine los puntos mas calientes y los mas frios del disco 
y la temperatura en esos puntos. 

40. En el ejercicio 39 suponga que la region es la mitad superior 
del disco circular, por lo que la regi6n est£ definida por 
x 2 + y 2 <\yy2:Q. Determine los puntos mis calien- 
tes y los mds fri'os de la region si 

T(x,y) = 2x 2 - 3xy + 5y 2 
y la temperatura en esos puntos. 

41. En el ejemplo 3, suponga que la funci6n utilidad involucra 
. cinco artfculos A, B, C, D y E. Ademds, suponga que x 

unidades de A, y unidades de B, z unidades de C, s unida- 
des de D y t unidades de E se consumen semanalmente, y 
que los precios de A, B, C, D y E son, respectivamente, $2, 
$3, $4, $ly$5. Si 

t/(jc, y 7 z> s, t) - xyzst 

y el gasto semanal para los artfculos es de $1 50, ^cudntas uni- 
dades de cada artfculo deben comprarse por semana para 
maximizar el fndice de utilidad del consumidor? 

42. Una companfa tiene tres fabricas y todas elaboran el mismo 
producto. Si la fibricaA produce jc unidades, la fabrica B pro- 
duce y unidades y la fabrica C produce z unidades,. entonces 
sus respectivos costos de producci6n son Qx 2 + 200) do- 
lares, (y 2 + 400) dolares y (2z 2 + 300) d61ares. Si se va 
a surtir un pedido de 1 100 unidades, emplee multiplicado- 
res de Lagrange para determinar c6mo debe distribuirse la 
produccidn entre las tres fabricas a fin de minimizar el costo 
total de produccion. 

43. (a) Demuestre que si/(jc, y, z) = x 2 y 2 z 2 , entonces el valor 
maximo de/sujeto a la restriccidn 

x 2 + y 2 + z 2 - R 2 

es(j/? 2 ) 3 . (b) Utilice el resultado del inciso (a) para demos- 
trarque 

para todos los valores de jc, y y z. 
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REVISION DEL CAPITULO 12 



► SUGERENCIAS PARA LA REVISION ML CAPITULO 12 



Definafuncion de dos variables e incluya en su definition el 
significado de dominio y contradominio. 

Efectue la sugerencia 1 para funcion de tres variables. 

Defina la funcion compuesta f ° g, donde/es una funcion 
de una sola variable y g es una funcion de dos variables. 
Establezca c6mo est3 relacionado el dominio de / ° g con 
los dominios defyg. 

Defina la grdfica de una funcion de dos variables. 

^Que es una curva de nivel de una funcion de dos variables? 
Invente un ejemplo. 

£Qu£ es una superficie de nivel de una funcibn de tres va- 
riables? Invente un ejemplo. 

Escriba una formula para determinar la distancia entre dos 
puntos de R, de R 1 y de R*. 



Defina: lim /(*,y) = L 



8. 

9. Enuncieunteoremaquepuedaemplearseparademostrarque 
lim f(x, v) no existe. Invente un ejemplo que ilustre la 

(x, y)-»U , yo) 

aplicacibn del teorema. 

Enuncie la definicibn de continuidad de una funcion de dos 

variables. 

Invente un ejemplo de una funcion de dos variables que tenga 
una discontinuidad removible en el origen. 

Invente un ejemplo de una funcion de dos variables que tenga 
una discontinuidad esencial en el origen. 

Si /es una funcion de las dos variables x y v, defina: 

(a) la derivada parcial defcon respecto a x, y (b) la deri- 
vada parcial defcon respecto a y. 

D6 la interpretation geome'trica de las derivadas parciales de 
la sugerencia 13. 



10. 
11. 
12. 
13. 

14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 
20. 

21. 

22. 



Interprete las derivadas parciales de la sugerencia 13 como 
tasas de variacibn. 

^Como se calculan las derivadas parciales de la sugerencia 1 3 
sin emplear la definicibn? 

Invente un ejemplo de una funcibn polinomial de dos varia- 
bles y calcule las dos derivadas parciales. 

Efectue la sugerencia 17 para una una funcion que no sea 

polinomial. 

Calcule las cuatro derivadas parciales de segundo orden 
para la funcion de (a) la sugerencia 17, y (b) la sugerencia 1 8. 

Enuncie el teorema que garantiza que las dos derivadas par- 
ciales mixtas de una funcion de dos variables son iguales. 

Defina funcion diferenciable de dos variables. 

Enuncie un teorema que garantice la diferenciabilidad de una 
funcion de dos variables. 



23. Defina la diferencial total de una funcion de dos variables. 
Invente un ejemplo. 

24. ^Como se aplica la diferencial total para aproximar un valor 
de funcion? Invente un ejemplo. 

25. Enuncie la regla de la cadena que proporciona las formulas 
de la derivada parcial de u con respecto a r y la derivada 
parcial de u con respecto a s si u = /(*, v) donde x = F(r, 
s)yy = G(r,s). 

26. Invente un ejemplo en el que se apliquen las fbrmulas de la 
sugerencia 25 donde/, F y G sean funciones polinomiales. 

27. Invente un ejemplo en el que se apliquen las formulas de la 
sugerencia 25 donde /sea una funcion polinomial, F sea una 
funcion trigonom6trica y G sea una funcion exponencial. 

28. Establezca una formula que proporcione la derivada de una 
funcion de una sola variable definida implicitamente. Invente 
un ejemplo. 

29. Establezca las fbrmulas que proporcionan las derivadas 
parciales de una funcion de dos variables definida implicita- 
mente. Invente un ejemplo. 

30. Defina la derivada direccional de una funcion de dos varia- 
bles en la direction de un vector unitario dado. Establezca 
una formula para calcular la derivada direccional de ma- 
nera rapida en la que se emplee la definition. Invente un 
ejemplo. 

31. Efectue la sugerencia 30 para una funcion de tres variables. 

32. Defina el gradiente de una funcion de dos variables. ^Como 
se aplica el gradiente para calcular una derivada direccional? 
Invente un ejemplo. 

33. Efectue la sugerencia 32 para una funcion de tres variables. 

34. ^Como se aplica el gradiente para determinar la direction del 
valor maximo de la derivada direccional en un punto? Inven- 
te un ejemplo. 

35. ^Como se aplica el gradiente para obtener el vector normal 
y el piano tangente a una superficie en un punto particular? 
Invente un ejemplo. 

36. Invente un ejemplo que muestre como se aplica el gradiente 
para obtener una ecuacion de la recta tangente en un pun- 
to particular de una curva del piano x y definida por una ecua- 
cion de la forma F{x, y) = 0. 

37. i,Que es un punto critico de una funcion de dos variables? 
Invente un ejemplo de una funcidn que tenga un punto critico 
donde (a) ambas derivadas parciales sean cero, y (b) donde 
al menos una de las derivads parciales no exista. 

38. i,C6mo se utilizan los puntos criticos para determinar los 
extremes relativos de una funcion de dos variables? Invente 
un ejemplo. 
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39. Invente un ejemplo de una funci6n que tenga un punto crftico 
donde la funci6n no tiene extremo relative 

40. Enuncie el criterio de la segunda derivada para determinar 
los extremos relativos de una funcidn de dos variables. 

41. Invente un ejemplo que muestre la aplicacidn del criterio de 
la segunda derivada. 

42. Enuncie el teorema del valor extremo para funciones de dos 
variables. 

43. Describa el procedimiento empleado para determinar 
los extremos absolutos de una funci6n de dos variables 



que satisface el teorema del valor extremo. Invente un 
ejemplo. 

44. £C6mo se emplea el metodo de minimos cuadrados para 
obtener un modelo matemitico que mejor aproxime a un 
conjunto de datos? Invente un ejemplo. 

45. <C6mo se utiliza el metodo de multiplicadores de Lagrange 
para obtener los extremos relativos de una funcidn de 
dos variables sujeta a una restricci6n dada? Invente un 
ejemplo. 

46. Efectue la sugerencia 45 para una funcidn de tres variables. 



► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 12 



En los ejercicios 1 a 4, determine el dominio de f y dibuje el 
conjunto depuntos del dominio como una region de R 2 

1. f(x,y) = V* 2 + 4y 2 - 16 

2. f(x,y) - 6 



13. ffry) = 



■ y. 



3y 2 



V36~ 



x 2 - y 2 



3. f(x,y) = ln(y-x 2 ) 

4. f(x,y) ~ sen _1 (5 - x 2 - v 2 ) 



(a)/,(;t, y); (b)f y (x, v); (c)f xy (x, y); (d)/ yi (*, y) 

14. /(r, s) = re 2rs \ 

(a) D r fc s); (b) D s fLr, s); (c) D„j(r, s); (d) D sr j[r, s) 

15. g(s,t) - senfar 2 ) + te 5 ; 

(a) D s g(s, f); (b) D t g(s, t); (c) D st g(s, t); (d) D ts g(s, t) 

16. h(x,y) = tan" 1 4; 

r 



En los ejercicios 5 y 6, determine el dominio defy describa la ( a ) D x h{x, y); (b) D 2 h{x, y); (c) D n h(x, y); (d) D 22 h(x, y) 

17. f(x,y) = e*ty + ln^; 

y 
(a)f x (x, y); (b)f y (x< y); (c)f xx (x, y); (d)f yy (x, y) 

IS. f(x, y) = InV* 2 + y 2 ; 

<a)/i(*. y); (b)/„(* f y); (c)/ 12 (jc, y); (d)/ 121 (.x, y) 

19. /(.x,y,z) = -_ £ j.; 

jc z + y L + z 

(a) DJCx, y, z); (b) D 2 /(jc, y, z); (c) Z> 3 /(* f y, z) 

20. f(x,y,z) = ^x 2 + 3yz - z 2 ; 
(a)/ x (jc, y, z); (b)/ y (jc f y, z); (c)f z (x t y, z) 

21. /(«, v, w) = ln(w 2 + 4v 2 - 5w 2 ); 

( a )/ii>vv( w > v » *)'* (•>)/« vv( w > v ' w ) 

22. f(r.s,t) = t 2 e 4rst U*)fr(r,s,ty,(b)f rf (r,s>tyAc)f rts (r,s,t) 



region en R J que representa al dominio. 

6. /(*,y,z) = ln(* 2 + y 2 + z 2 - 4) 

En los ejercicios 7 y 8, determine el dominio de f y dibuje su 

grdfica. 



7. f(x,y) = ^36 - 4jc 2 - 9y 2 

8. f(x,y) = 16jc 2 - y 2 

9. La funci6n de producci6n de cierto articulo es f donde 
/(jc, y) = 4jt 1 ' 2 y, y x y y indican las cantidades de dos 
insumos. Dibuje un mapa de contornos de/que muestre las 
curvas de producci6n constante para 16, 8 4 y 2. 

10. La temperature en un punto (*, y) de una placa metaJica es 
'(■*. y) grados, y /(jc, y) = x 2 + 2y. Dibuje las isotermas 
cuando t toma los valores 0, 2, 4, 6 y 8. 

En los ejercicios JJa24, obtenga las derivadas parciales indi- 
cadas. 

11. /(jc,y) = 2jc 2 y - 3*y 2 + Ax - 2y; 

(a) D,/U y); (b) D 2 f(x, y); (c) D, { f(x f y); (d) D 22 f{x, y); 

(e)D n f(x<y);(t)D 2l f(x,y) 

12. f(x,y) = (4jc 2 -2y) 3 ; 

(a)/ t Cx, y); (b)/ 2 <* y); (c)/, ,U y); (d)/ 22 (*, y); 
(e)/ 12 (x,y);(f)/ 21 Cx,y) 



23. f(r,s,t) 



In 4ry. 



(a) DJ{r, s, f); (b) D 13 /(r, Jf ;); (c) D 131 /(r, s, t) 

24. /(«, v, w) = w cos 2v + 3v sen m - 2«v tan w; 
(a) D 2 /(«, v, w); (b) Dj/(«, v, w); (c) D 13i /(ii, v, w) 

25. Si w = jc 2 y - y 2 jc + y 2 z - z 2 y + z 2 x - x 2 z, pruebe que 

dw dw_ dw_ _ q 

dx dy dz 

26. Si« = (jc 2 + y 2 +~z 2 ) -1 ' 2 , demuestreque 

d 2 u d 2 u d 2 u _ n 
dx 2 dy 2 dz 2 



1016 CAPITULO 12 CALCUIO DIFERENCIAL DE FUNCIONES DE MAS DE UNA VARIABLE 



En los ejercicios 27 y 28, calcule ■— y -—- mediante dos me- 
todos. 

27. u ~ yln^c 2 + v 2 ),jc = 2s + 3r,y = 3t - 2s 

28. u = e** +y cos(2y-x),x = 2s 2 - t 2 ,y = s 2 + It 2 

29. Si u = 3x 2 y + 2jcy - 3yz - 2z 2 , x = e* rs , y = r 3 s 2 , y 

z — In 4r, calcule ~ mediante dos m&odos: (a) Utilice 
dr 

la regla de la cadena; (b) efectiie la sustituci6n de jc, y y z 
antes de diferenciar. 

30. Si u = e x2+y2 - — + 3z, x = sen 0, y = cos y z = 

tan 0, obtenga la derivada total dujdO mediante dos m£to- 
dos: (a) no exprese u en terminos de antes de diferenciar; 
(b) exprese u en terminos de antes de diferenciar. 

31. Si u = xy + x 2 , x = 4 cos t y y = 3 sen r, calcule el 
valor de la derivada total dujdt en t = iff mediante dos 
m&odos: (a) no exprese u en terminos de t antes de derivar; 
(b) exprese u en terminos de t antes de derivar. 

32. Si/(jc, y) = x 2 + ye 2 , calcule: (a) A/(0, 2), el incremen- 
to de / en (0, 2); (b) A/(0, 2) cuando Ajc = -0.1 y 
Ay = 0.2; (c) df(0, 2, Ajc, Ay), la diferencial total de/en 
(0, 2);(d)<//(0,2,-0.1,0.2). 

33. Si/(jc,y,z) = 3jcy 2 - 5xz 2 - 2jcvz, calcule: 

(a) A/(-l, 3, 2), el incremento de / en (-1, 3, 2); 

(b) A/(-l, 3, 2) cuando Ajc = 0.02, Ay = -0.01 y Az = 
-0.02; (c) df(r\, 3, 2, Ax, y, Az), la diferencial total de / 
en (-1, 3, 2); (d) df{-\, 3, 2, 0.02, -0.01, -0.02). 

34. Sean/(jc) = jc 2 + l,#(jc,y) = |^, y h(x) = i, calcule: 

jy x 

(a) (fco g )(-3 f 4); (b) g(f(3\ *({)); (c) g(f(x), h(y)); 
(&)fiho g )(x,y). 



En los ejercicios 35 a 37, evalue el limite empleando los teoremas 
de Umites. 



En los ejercicios 41 a 44, determine si el limite existe. 



41. tim 



43. lim 



jc J y J 



x*y 



42. iim 



x" - y* 



44. iim 



2* 3 + 4x 2 y 



(j.^-tfO.O) (x 6 + y 2 ) 2 ' U,y)-t(0,0) x 2 + y 



En los ejercicios 45 a 48, determine todos los puntos en los quef 
es continua. 



45. /(jc, y) = x \ + 4 / 7 



46. /(jc,v) 



COS^ffJT + COS iff v 



47. /(r, y) = i x 2 + y 2 




si (jc, y) * (0, 0) 
si(jc,y) = (0,0) 



Sugerencia: Consulte el ejercicio 41. 



48. /(Jc,y)= < x* +y 4 




si (jc, y) 9t (0, 0) 
si(jc,y) = (0,0) 



35, 
36. 



!. tim In ) 

tt.j-)-*«,o) \y + i) 

xy 2 + e x 



lim 



(*.y)-»<o.jr/2) cos jc + sen y 

37. lim seif 1 ^) 

uy)-»(i,3) \2y/ 



Sugerencia: Consulte el ejercicio 42. 

En los ejercicios 49 a 53, obtenga el valor de la derivada di- 
rectional en el punto P para lajuncidn en la direction de U. 

49. /(jc,y) = 3jc 2 - 2jcy + 1; U = |i - ^j; P Q = (5, 10) 
50.^,) = «an-f;U=^i--^j;/> = (4,-4) 

51. h(x,y) = e x + y 2 cosJc;U = ±V2I - JV2 j; /> = (0,3) 

52. /(jc,y) = jc 2 - 2jc 2 y + lnjc;U = cosffi + senffj; 

53. /(jc, y, z) = Jcy 2 z - 3jcyz + 2jcz 2 ; 

U = -§I + fj - ±k;/> = (2,1,1) 

En los ejercicios 54 a 57, calcule (a) el gradiente defen P ; (b) 
la tasa de variation de lajuncidn en P en la direction de U. 



En los ejercicios 38 a 40, verifique el limite obteniendo una 
S > para cualquier € > tal que la definition 122.5 se 
cumpla. 



38. lim (4jc - 5y) = 21 

39. lim (3jc 2 - 4y 2 ) = -4 

40. lim (jc 2 - y 2 + 2x - 4y) = 10 



54. /(jc,y) = 3jc 2 - 2jcy 3 ; U = cos \n\ + sen iffj; 
Po = ("3, 1) 

55. /(jc,y) = {I^jc 2 + y 2 );U = ii + ^1;P . = (1, 1) 

56. /(jc,y,z) = yz - y 2 - xz;V = fi + jj + fk; 
Po = (1, 2, 3) 

57. f(x,y,z) = jc 3 + y 3 + 2;cyz; 

U = ^i - -Lj + ^Lk;^ = (2,-1,0) 
VT4 V14 Vl4 
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En los ejercicios 58y59, determine los extremos relativos def, si 
los tiene. 

58. fay) = 2x 2 - Ixy + 2y 2 + 10* - \\y 

59. f(x, y) - x* + y 3 + 3xy 



En los ejercicios 60 y 61, demuestre quefes diferenciable en to- 
dos los puntos de su dominio probando que la definicion 12.4.2 
se cum pie. 



71. Obtenga las ecuaciones sim6tricas de la recta tangente 
a la curva de intersection de las superficies x 2 - 3xy + 

y 2 - z = y 2x 2 + y 2 - 3z + 27 = en el punto 
(1,-2,11). 



60. fay) = 3xy 2 



4x 2 + y 2 61. fay) = ^^ 

y 2 



62. Suponga que ares la medida en radianes de un angulo agudo 
de un triangulo rectangulo y que sen a esxi detenninado por 
afc, donde a centf metros es la longitud del cateto opuesto al 
angulo aye centfmetros es la longitud de la hipotenusa. 
Si al medir a se obtuvo 3.52 y al medir c resulto 7.14, y se 
sabe que hay un posible error de 0.01 en cada mediciOn, 
determine el error posible en el calculo de sen a de estas 
mediciones. 

63. Un pintor cobra $4 por metro cuadrado al pintar las cuatro 
paredes y el techo de una habitation. Si las dimensiones del 
techo son de 4 y 5 m, y la altura de la habitation es de 3 m, 
y si estas medidas son correctas con un margen de error de 
0.5 cm, calcule aproximadamente, empleando la diferencial 
total, el mayor error posible al estimar el costo del trabajo a 
parti r de estas medidas. 

64. En un instante dado, la longitud de un lado de un rectangulo 
es de 6 cm y se incrementa a la tasa de 1 cm/s, y la longitud 
del otro lado del rectangulo es de 1 cm y disminuye a la tasa 
de 2 cm/s. Calcule la tasa de variation del area del rectangu- 
lo en el instante dado. 

65. El radio de un cilindro circular recto disminuye a la tasa de 
5 cm/min y su altura se incrementa a la tasa de 12 cm/min. 
Calcule la tasa de variation del volumen en el instante en que 
el radio es de 20 cm y la altura de 40 cm. 

66. Calcule la pendiente de la recta tangente a la curva de 
intersection de la superficie 25;t 2 - X6y 2 + 9z 2 - 4 = 
con el piano x = 4 en el punto (4, 9, 1 0). 

67. Utilice la ley del gas ideal (consulte el ejemplo 6 de la sec- 
tion 1 2.3) con k - 1 .4 para calcular la tasa de variacidn de 
la presiOn en el instante en que la temperature Kelvin es 
de 75° y el volumen del gas es de 20 litros si la temperatura 
se incrementa a la tasa de 0.5°K/min y el volumen crece a la 
tasa de 0.3 litros/min. 



En los ejercicios 68 a 70, obtenga una ecuacion del piano 
tangente y ecuaciones de la recta normal a la superficie en el 
punto indicado. 

68. z = x 2 + 2xy;(l,3,7) 

69. x 2 + 2v + z = 8; (2, 1,2) 

70. 3x 2 + 2xy - v 2 = 15; (2, 3, 4) 



72. Obtenga una ecuacion de la recta tangente a la curva de in- 
tersection de la superficie z = 3* 2 +y 2 +l con el piano 
x = 2 en el punto (2,-1, 14). 

73. Una ecuacion de la superficie de una montana es z = 900 - 
3*y, donde la distancia se mide en metros, el eje x apun- 
ta hacia el oeste y el eje y apunta hacia el sur. Un alpinista 
se encuentra en el punto que corresponde a (50, 4, 300). 

(a) £Cu£l es la direcci6n de la mayor pendiente en ese punto? 

(b) i Asciende o desciende el alpinista cuando se mueve en la 
direcci6n none? (c) En que direcci6n recorrera el alpinista 
una curva de nivel? 

74. Si fa y) unidades son producidas por x trabajadores y y 
miquinas, entonces D x f(x y y) se denomina productivi- 
dad marginal de la mano de obra y D.J(x, y) se llama 
productividad marginal de la maquinaria. Suponga que 

fay) = x 2 + 6xy + 3y 2 

donde 5 < x < 30 y 4 < y < 12. (a) Calcule el mime- 
ro de unidades producidas en un dia cuando la mano de 
obra, para ese dia, consiste de 1 5 trabajadores y se emplean 
8 m£quinas. (b) Utilice la productividad marginal de la 
mano de obra para determinar el mimero aproximado de 
unidades adicionales que pueden producirse en un un dfa si 
la mano de obra se incrementa de 15 a 16 trabajadores y el 
numero de m£quinas permanece fijo en 8. (c) Emplee la 
productividad marginal de la maquinaria para determinar 
aproximadamente el numero de unidades adicionales que se 
pueden producir en un dia si el numero de maquinas se in- 
crementa de 8 a 9 y el ndmero de trabajadores permanece fijo 
en 15. 



En los ejercicios 75 a 78, utilice multiplicadores de Lagrange 
para obtener los puntos criticos de lafuncion sujeta a la restric- 
cion indicada. Determine si lafuncion tiene un valor mdximo o 
minimo relativo en los puntos criticos. 

75. fay) = 5 + x 2 - y 2 conlarestricci6n;t 2 - 2y 2 = 5. 

76. f(x,y>z) - x 2 + y 2 + z 2 con la restriction jt 2 - y 2 ~ 1. 

77. f(x, y, z) = y + xz - 2x 2 - y 2 - z 2 con la restriction 

z = 35 - x - y. 

78. fay,z) = xz 2 + y 3 con la restriction x 2 + y 2 + z 2 ~ 1. 

79. Emplee multiplicadores de Lagrange para calcular la distan- 
cia minima del punto (4, 1, 2) al piano x - y + 2z = 0. 

80. Utilice multiplicadores de Lagrange para determinar el 
punto de la superficie z = x 2 - y 2 + 2 que est6 mas 
cerca del origen. 

81. Determine tres numeros cuya suma sea 100 de modo que la 
suma de sus cuadrados sea minima. 
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82. Un fabricante produce cada dia x unidades del artfculo A y 
y unidades del articulb B. Si P{x y y) d61ares es la utilidad 
diariaporlaventadelosarticulos, yP(x,y) = 33* + 66y + 
xy - x 2 - 3V 2 , ^cuantas unidades de cada artfculo debe 
producir el fabricante cada dia de modo que obtenga la maxi- 
ma utilidad? 

83. Calcule las dimensiones del paralelepipedo rectangular de 
mayor volumen que puede inscribirse en el elipsoide x 2 + 
9y 2 + z 2 = 9. Suponga que las aristas del paralelepipe- 
do deben ser paralelas a los ejes coordenados. 

84. En cualquier punto (*, y) de la curva 4x 2 + Yly 2 - I la 
temperatura es t grados, y 

T = Ax 2 + 24y 2 - 2x 

Determine los puntos de la curva donde la temperatura es 
maxima'y donde es mfnima. Tambi6n calcule la temperatura 
en esos puntos. 

85. En cualquier punto (jc, y) de una placa circular caliente la 
temperatura es es T grados, y 





Paciente 

.A 


Paciente 
B 


Paciente 
C 


Paciente 
D 


Paciente 
E 


X 


54 


46 


40 


- 36 


30 


y 


15 . 


12 


9 


10 


8 



(a) Obtenga una ecuaci6n de la recta de regresion para los 
datos de la tabla. (b) Utilice la recta de regresi6n para es- 
timar el tiempo de convalecencia para una persona que ha 
sido operada en ese hospital y cuya edad es de 42 alios. 

92. En la tabla siguiente se dan la presion sanguinea sist61ica de 
un paciente y el ritmo cardiaco correspondiente, donde x 
milimetros de mercurio es la presion sanguinea sistolica y 
y pulsaciones por minuto es el ritmo cardiaco. -%tr" 





Paciente 
A 


Paciente 
B 


Paciente 
C 


Paciente 
D 


Paciente Paciente 
E F 


X 


•110 


117 


133 


146 


115 127 


y 


70 


74 


80 


85 


60 77 



44 



donde la di stand a se mide en centimetres a partir del origen 
ubicado en el centre- de la placa. (a) Calcule la tasa de va- 
riation de la temperatura en el punto (3, 2) en la direcci6n del 
vector cos ±itl + sen |^j. (b) Determine la direcci6n 
y la intensidad (m6dulo) de la mayor tasa de variaci6n de T 
en el punto*(3, 2), 

86. Una caja rectangular sin tapa debe tener un area superficial 
de 216 pie 2 . ^Cuales son las dimensiones de la caja de 
volumen miximo? 

87. Para la caja del ejercicio 86, suponga que, en lugar de que el 
area superficial es de 216 pie 2 , la suma de las longitudes de 
las aristas es de 216 pie. ^Cuales son entonces las dimensio- 
nes de la caja de volumen miximo? 

88. Un trozo de alambre de L unidades de longitud se corta en tres 
partes. Una parte se dobla en forma de circunferencia, otra se 
dobla en forma de cuadrado y la tercera parte en forma de 
triangulo equilatero. ^Como debe cortarse el alambre para 
que (a) el'area combinada de las tres figuras sea la mfnima po- 
sible, y (b) el area combinada de las tres figuras sea la maxi- 
ma posible? 

89. Determine las dimensiones relativas de una caja rectangular 
sin tapa que tiene un area superficial especifica de modo que 
el volumen que debe contener sea el maximo posible. 

90. Calcule las distancias mayor y menor desde el origen a la 
curva de intersecci6n de las superficies x 2 + 3v 2 + 2z 2 ~ 



30 y 



2vz. 



(a) Obtenga una ecuaci6n de la recta de regresi6n para los 
datos de la tabla. (b) Utilice la recta de regresion para estimar 
el ritmo cardiaco de un paciente cuya presi6n sangufnea 
sist61ica es de 85 mm de mercurio. 

93. En el desierto, el agua es un factor que limita considerable- 
mente la actividad vegetal. En la tabla siguiente x representa 
el numero de milimetros de precipitaci6n anual para seis 
regiones diferentes, y v denota el numero de kilogramos por 
hecta^ea en la producci6n neta de fotosintesis. 



91 



La tabla siguiente proporciona datos de cinco pacientes que* 
se sometieron a una operacion en cierto hospital, donde x 
aflos es la edad del paciente y v dias es el tiempo de con- 
valecencia en el hospital despu^s de la operaci6n. 





Region 
A 


Regidn 
B 


Regidn 
C 


Regidn 
D 


Regidn 
E 


Regidn 
F 


X 


100 


200 


400 


500 


600 


650 


y 


1000 


1900 


3200 


4400 


5800 


6400 



(a) Obtenga una ecuaci6n de la recta de regresion para los 
datos de la tabla. (b) Utilice la recta de regresion del inciso 
(a) para estimar la fotosfntesis neta producida en una regitm 
que tiene una precipitation anual de 300 mm. 

94. Se realizo una prueba de venta de un cereal en cuatro 
ciudades del mismo tamano a diferentes precios; los resulta- 
dos se muestran en la tabla adjunta, donde x centavos repre- 
senta el precio por caja y v denota los miles de cajas vendidas 
semanalmente. 





CiudadA 


CiudadB 


CiudadC 


CiudadD 


X 


130 


140 


150 


160 


y 


100 


85 


75 


63 



(a) Obtenga una ecuaci6n de la recta de regresi6n para los 
datos de la tabla. Utilice la recta de regresion del inciso (a) ' 
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como la curva de demanda para estimar las ventas semanales 
si el precio por caja es (b) $1.20, y (c) $1.70. 

95. Calcule (a)/ 2 (*,0) si x * 0, y (b)/ 2 (0,0), si 



' f(x,y) = 



\2x 2 y - 3y 3 



si (jc, y) * (0, 0) 
Mx,y) ='(0,0) 



96. 



C' ; 



Verifique que u(jc, y) = (senh jc)(sen y) satisface la ecua- 
cion de Laplace en R 2 : 

^ + ^=0 
dx 2 dy 2 

Si/es una funcion diferenciable de u, considere u = x 2 + 
y 2 y demuestre que z = xy + f(x 2 + y 2 ) satisface la ecua- 
cidn 



98. La ecuacion de Laplace en coordenadas polares es 



dr 2 dr + 3d 2 



99. 



Verifique que u(r t 6) = r n sen nO, donde n es una cons- 
tante, satisface esta ecuacion. 

Verifique que h(jc, y, z) - e 3x+4y sen 5z satisface la ecua- 
cion de Laplace en R 3 : 



dx 2 dy 2 dz 2 







100. 



Verifique que u(x, t) = A cos (kat) sen (kx), donde Ay k 
son constantes arbitrarias, satisface la ecuacion difetencial 
parcial para una cuerda vibrante: 

£u ^ i3 2 u 
dt 2 dx 2 



101. 



Verifique que 
u(x, t) 



sen ™± JnttW&x 



satisface la ecuacion diferencial parcial unidimensional de 
la conducci6n de calor: 



102. 



d 2 u _ , 

dt 2 ~ K 


2 <? 2 « 
<?jc 2 




Sea /la funcion definida por 




f(x,y) =■ 


2jc 2 y 

x 4 + y 2 


si (jc, y) * (0, 0) 







si(jc,y) = (0,0) 



Demuestre que £>i/(0, 0) y £> 2 /(0, 0) existen y que, sin 
embargo, /no es diferenciable en (0, 0). Sugerencia: Con- 
suite el ejemplo 7 de la seccion 12.2 y el ejercicio 38 de 
esa misma seccion. 



103. Sea / la funcion definida por 

/(*, y.z) = « 



, 2 Y 2 ' 2 si {x, y, z) * (0; 0, 0) 

(x 2 + y 2 + z 2 Y 







si (x,y,z) = (0,0,0) 





si jc * 





si jc = 



Demuestre que/es diferenciable en (0, 0, 0). 
104. Sea / la funcion definida por 



My) 



Demuestre que/es continua en el origen. 

105. Para la funcion del ejercicio 1 04, demuestre que Dj/(0, 6) 

y D 2 /(0, 0) existen. 

106. Si/es una funcion diferenciable de x y y, y u = /(jc, y), 
x = r cos 9 y y — r sen 9, demuestre que 

107. La ecuacion diferencial parcial unidimensional de la con- 
duccion de calor se presento en el ejercicio 101 . Demuestre 
que si/es una funcion de jc que satisface la ecuacion 

4U + #M = o 

dx A 
y g es una funcion de t que satisface la ecuacion 

§ + mm = o, 

y si u = f(x)g(t) ykyX son constantes, entonces u satisfa- 
ce la ecuacion diferencial parcial de la conducci6n de calor. 

108. La ecuacion diferencial parcial para una cuerda vibrante se 
dio en el ejercicio 100. Demuestre que si/es una fun- 
cion de jc que satisface la ecuacion -^ + A 2 /(jc) = 0, 

d 2 g > 
y que g es una funcion que satisface la ecuaci6n • — j + 

a 2 X 2 g(t) = 0, y si u = f(x)g(t) y a y X son constantes, 
entonces u satisface dicha ecuacitin diferencial parcial de 
la cuerda vibrante. 

\109. \ Demuestre que si/ y g son dos funciones arbitrarias de una 
variable real cuyas segundas derivadas son continuas y 

u = f(x + at) + g(x - at) 

entonces « satisface la ecuaci6n diferencial parcial de la 
cuerda vibrante dadaen el ejercicio 1 00. Sugerencia: consi- 
dere v = jc -I- at y w = jc - at; entonces u es una fun- 
cion de v y w, y v y w son funciones de jc y t. 

110. Una ecuacion de onda electromagnetic a no homogenea 
* para un potencial escalar V(r, t) que asume simetria esf erica 
de r unidades a partir del origen es 



r 2 dr\ dr) 



*&- 
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donde \i es la permeabilidad constante en el espacio libre y 
€ es la constante permitida de espacio libre. (a) Suponga 
que V(i\ t) = <£(/% t)jr donde las segundas derivadas par- 
ciales de <j> con respecto a r y t existen. Demuestre que la 
ecuaci6n de onda no homogSnea puede escribirse como 



d 2 <t> 
dr 2 



d 2 <t> 



= o 



la cual es la ecuaci6rMe onda homogenea unidimensional. 
(b) Sea / una fiinci6n de una variable cuya segunda deri- 
vada existe. Demuestre mediante sustitucidn directa que 
<f> = f(t - r.^7#)esunasoluci6ndelaecuaci6ndeonda 
homogenea unidimensional. 



111. 



La ecuacion bidimensional para las ondas electricas trans- 
versales es 



d 2 h 
dx 2 



^h. + K 2 h = 

dy 2 



donde K 2 = [ — j + ( ^ j y K,m*n,ayb son cons- 
tantes. Demuestre que una soluci6n de esta ecuaci6n es 



Hcos(^x) C os( n7t 



C0S {T y ) 



donde H es una constante. 



C a p i t ii I o 




raci6n 





\/VS\0^ PW\ANV\HMt> 



1 3. 1 Coordenadas cilindricas 

••^ y esfericG$ :. 
13*2 Integrates dobles 

13.3 Apticac iones de las integrates 
, Cobles ''...< 

13.4 Integrates dobfes en 
coordenadas polares 

13»5 ; Integrates triples 
13.6 Integrates triples en 

coordenadas cilindricas y 
-.o- :';.- esfericas y :- : - v' : ; -' ; ': v. 




Los coordenadas cilindricas y esfericas son 
generalizaciones de las coordenadas polares 
para el espacio tridimensional. Estos tipos de 
coordenadas se estudian en la primera seccion, debido a 
que se emplearan en aplicaciones posteriores. 

El proposito principal de este capitulo consiste en 
extender el concepto de integral definida de una funcion 
de una variable a funciones de varias variables. La sec- 
cion 13.2 se inicia con la definicion de integral doble de 
una funcion de dos variables definida en una region rec- 
tangular cerrada de R . Despues se amplta esta definicion 
al considerar la integral doble de una funcion definida en 
una region de integracion plana mas general. Tambien se 
muestra en esta seccion como se utilizan las integrates ite- 
radas para evaluar integrales dobles. En la seccion 13.2 
se aplican las integrales dobles a I calcular vofumenes de 
sotidos y en la seccion de 13.3 se emplean para deter- 
minar masas, centros de masas, momentos de inercia y 
areas de superficies. Posteriormente, en la seccion 
13.4, se muestra como pueden utilizarse las coor- 
denadas polares para evaluar ciertas integrales 
dobles. 

Las integrales triples se estudian en la seccion 
13.5. Primero se definen para un paralelepi- 
pedo rectangular y despues en una region de 
integra-cion mas general de R . En la seccion 
de 1 3.6 se demuestra que cuando la region de 
integracion tiene un eje de simetria, se utili- 
zan las coordenadas cilindricas a fin de 
evaluar una integral triple, y que cuando la re- 
gion es simetrica con respecto a un punto, se emplean las 
coordenadas esfericas. 

Los conceptos de este capitulo se tratan de manera 
mas intuitiva y menos formal debido a que la mayona de 
las demostraciones de los teoremas pertenecen a un 
curso de Calculo avanzada. 
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13.1 COORDENADAS GILINDRICAS Y ESFERICAS 



(r.ftz) 




FIGURA 1 



Antes de iniciar el estudio de integrates multiples y de sus aplicaciones, se 
introducir£n dos nuevos sistemas de coordenadas para el espacio tridimen- 
sional: coordenadas cilindricas y coordenadas esf ericas. Estos sistemas 
coordenados simplificaran el trabajo en varios casos del presente capitulo. 

El sistema de coordenadas cilindricas es una extension de las coordenadas 

polares para tres dimensiones. La representation en coordenadas cilindricas 

de un punto P es (r, 0, z), donde r y 6 son las coordenadas polares de la 

proyeccitfn de P en el piano polar y z es la distancia dirigida desde el piano po- 

y lar hasta P. Consulte la figura 1. 

W EJEMPLO 1 Dibuje la graTica de cada una de las siguientes 
ecuaciones, expresada en coordenadas cilindricas, donde c es una constante: 
(a) r = c; (b) = c\ (c) z = c. 




FIGURA 2 




Solution 

(a) Para un punto P(r, 0, z) de la graTica de r = c, 6 y z pueden asumir 
cualquier valor, mientras que r es constante. La graTica es un cilindro 
circular recto cuyo radio es | c | unidades y su eje es el eje z. La graTica se 
muestra en la figura 2. 

(b) Para todos los puntos P(r, 0, z) de la graTica de 6 = c, r y z pueden to- 
mar cualquier valor, en tanto que flpermanece constante. La grafica es un 
piano que pasa por el eje z. Refi^rase a la figura 3 donde < c < \n. 

(c) La grdfica de z - c es un piano paralelo al piano polar ubicado a una 
distancia dirigida de c unidades a partir del piano polar. La figura 4 
muestra la grafica para c > 0. M 

El nombre "coordenadas cilindricas" proviene del hecho de que la gra- 
fica de r = c es un cilindro circular recto como el del ejemplo 1(a). Las 
coordenadas cilindricas se emplean con frecuencia en problemas fisicos en 
los que se tiene un eje de simetria. 

Suponga que un sistema de coordenadas cartesianas y otro de coordenadas 
cilindricas se colocan de modo que el piano xy es el piano polar del sistema de 
coordenadas cilindricas, y que la parte positiva del eje x es el eje polar, observe 
la figura 5. Entonces, el punto P tiene a (x, y, z) y (r, ft z) como dos conjuntos 
de coordenadas que est£n relacionados por las ecuaciones siguientes: 



P(x,y,z) 
(r f bz) 





FIGURA 5 
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FIGURA 6 




z = r 2 cos 20 
FIGURA 7 



(Aft*) 




x -t ^fco& & \ y = ■ r sen 6 




r 2 ='x 2 + v 2 tan = ^ 


six ^ 



Z = Z 



(1) 



(2) 



W EJEMPLO 2 Obtenga una ecuacion en coordenadas cartesia- 
nas para cada una de las siguientes superficies cuyas ecuaciones se han expre- 
sado en coordenadas cilindricas, e identifique la superficie: (a) r - 6 sen 0; 
(b) r(3 cos 9 + 2 sen 9) + 6z = 0. 



Solution 



(a) 



Al multiplicar los dos miembros de la ecuaci6n por r se obtiene r 2 = 
6r sen 9, Como r 2 = x 2 + y 2 y r sen 9 = y, entonces x 2 + y 2 = 6y. 
Esta ecuacion puede escribirse en la forma x 2 + (y - 3) 2 = 9, lo cual 
muestra que su gr^fica es un cilindro circular recto cuya seccion transver- 
sal en el piano xy es la circunferencia con centro en (0, 3) y radio 3. 
(b) Si se sustituye r cos 9 por xy r sen 9 por y se obtiene la ecuaci6n 3jc + 
2y + 6z = 0. En consecuencia, la grafica es un piano que pasa por el 
origen y tiene al vector (3, 2, 6} como un vector normal. A 



W EJEMPLO 3 Obtenga una ecuacion en coordenadas cilindri- 
cas para cada una de las siguientes superficies cuyas ecuaciones se han dado 



en coordenadas cartesianas, e identifique la superficie: (a) x 2 + 
(b) x 2 



y 2 =z. 



y 2 = 



Solution 



(a) 



(b) 



FIGURA 8 



La ecuaci6n es similar a la ecuaci6n 9 de la seccion 10.6, por lo que la 
graTica es un paraboloide eliptico. Este paraboloide se muestra en la figura 
6. Si x 2 + y 2 se sustituye por r 2 , entonces la ecuaci6n se transforma en 
r 2 = z. 

La ecuaci6n es semejante a la ecuacion 10 de la seccion 10.6 con xy y 
intercambiadas. Por tanto, la grafica es un paraboloide hiperbolico que 
tiene al eje z como su eje. Cuando se sustituye x por r cos 9 y y por 
r sen 9, se obtiene la ecuaci6n r 2 cos 2 9 ~ r 2 sen 2 9 - z; debido a que 
cos 2 9 - sen 2 9 = cos 29, entonces se puede escribir la ecuacion como 
z - r 2 cos 29. La figura 7 muestra el paraboloide hiperb61ico. ^ 



En un sistema de coordenadas esfericas se tiene un piano polar y un eje z 
perpendicular al piano polar, con el origen del eje como el polo del piano polar. 
Por medio de tres niimeros se localiza un pun to, y la representacion en coorde- 
nadas esfencas de un punto P es (p, 9, <f>), donde p = | OP \ , 9 es la medida 
en radianes del angulo polar de la proyeccion de P en el piano polar, y <f> es la 
medida en radianes no negativa del Angulo menor medido desde la parte 
positiva del eje z a la recta OP, consul te la figura 8. El origen tiene la repre- 
sentaci6n (0, 9, <f>) en coordenadas esfencas, donde 9 y <f> pueden asumir 
cualquier valor. Si el punto P(p, 9, <f>) no es el origen, entonces p > y 
< <f> <, x, donde <f> - si P esta en la parte positiva del eje z y <f> - n 
si P se encuentra en la parte negativa del eje z. 
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p = c 



FIGURA 9 




FIGURA 10 




0<C< ; 

(a) 



(b) 



FIGURA 11 



Pto,y,z) 
(p. o, 4>) 




W EJEMPLO 4 Dibuje la grafica de cada una de las ecuaciones 
siguientes, expresadas en coordenadas esfericas, donde c es una constante: 

(a)p = cyc>O;(b)0=c;(c)(^ = cyO<c<i 

Solution 

(a) Todos los puntos P(p, 0, <f>) de la grafica de p = c tienen el mismo valor 
para p, 6 puede ser cualquier numero y < <f> ^ n. De esto se deduce 
que la grdfica es una esfera de radio c cuyo centro es el polo. La figura 9 
muestra la esfera. 

(b) Para cualquier punto P(p, 0, <f>) de la grafica de 6 = c, p puede ser 
cualquier numero no negativo, <f> puede ser cualquier numero del intervalo 
cerrado [0, n] y 8 es constante. Por tanto, la grafica es un semiplano que 
contiene al eje z, y se obtiene al rotar la mitad del piano xz, para el cual 
x > 0, alrededor del eje z mediante un dngulo de c radianes. La figura 10 



(c) 



muestra los semiplanos para 6 =; \n, d = \%, 6 = \n y 8 = -^v. 

La graTica de <f> = c contiene todos los puntos P(p, 6, <f>) para los cuales 
p es cualquier numero no negativo, 0es cualquier numero y <f> es la cons- 
tante c. La graTica es la mitad de un cono cuyo v^rtice es el origen y cuyo 
eje es el eje z. Las figuras 1 1(a) y (b) muestran cada una el semicono para 



< 



c < ~7t y ~% < c < K respectivamente. 



Debido a que la grafica de p = c es una esfera, como se vio en el ejemplo 
4(a), se tiene el nombre "coordenadas esfericas". Las coordenadas esf^ricas se 
utilizan frecuentemente cuando en un problema fisico se tiene un punto como 
centro de simetrfa. 

Si se colocan juntos un sistema de coordenadas esfencas y uno de coor- 
denadas cartesianas, como se ilustra en la figura 12, se pueden deducir las 
siguientes relaciones entre las coordenadas esfericas y cartesianas de un punto P: 

x= \OQ\cos0 y= \OQ\sen$ z= \QP\ 

Como | OQ | = p sen <f> y \ QP \ = p cos <f>, las ecuaciones anteriores se 
transforman en 



x-psen#cos0 y = psemf sen 8 z » pcos^ 



(3) 



Al elevar al cuadrado cada una de las ecuaciones de (3) y sumando los 
miembros correspondientes se tiene 

x 2 + y 2 + z 2 - p 2 sen 2 <f> cos 2 6 + p 2 sen 2 <j) sen 2 8 + p 2 cos 2 <£ 

x 2 + y 2 + z 2 = p 2 sen 2 <£(cos 2 + sen 2 6) + p 2 cos 2 <f> 

x 2 + v 2 + z 2 = p 2 (sen 2 <^ + cos 2 <f>) 

x 2 + y 2 + z 2 = P 2 

W EJEMPLO 5 Obtenga una ecuacion en coordenadas cartesianas 
de las superficies siguientes, cuyas ecuaciones se han expresado en coorde- 
nadas esfericas, e identifique la superficie: (a)pcos<£ = 4;(b)psen<£ = 4. 

Solution 

(a) Como z = pcos <£, la ecuacion se transforma en z = 4. En consecuen- 
cia, la grafica es un piano paralelo al piano xy ubicado a 4 unidades por 
arriba de este. 
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(b) Para coordenadas esfericas p > y sen <f> ^ (ya que < <f> < n)\ 
por tanto, al elevar al cuadrado los dos miembros de la ecuaci6n dada se 
obtiene la ecuacion equivalente p 2 sen 2 <f> = 16, la cual equivale a 

p 2 (l - cos 2 <£) = 16 

p 2 - p 2 cos 2 <£ = 16 

Si se sustituye p 2 por x 2 + y 2 + z 2 y pcos <f> por z se tiene 

z 2 = 16 



x 2 + y 2 + z 2 



x 2 + y 2 = 16 

Por tanto, la grafica es el cilindro circular recto que tiene al eje z como 
su eje y radio 4. ^ 

W EJEMPLO 6 Obtenga una ecuacion en coordenadas esfericas 
para (a) el paraboloide eliptico del ejemplo 3(a); (b) el piano del ejemplo 2(b), 

Solucion 

(a) Una ecuacion cartesiana del paraboloide eliptico del ejemplo 3(a) es 
x 2 + y 2 = z. Al sustituir x por p sen <f> cos 6, y por p sen <f> sen 6,yz 
por p cos <j> se obtiene 

p 2 sen 2 <f> cos 2 + p 2 sen 2 <£ sen 2 = pcos <£ 

p 2 sen 2 <£ (cos 2 + sen 2 6) = p cos <£ 

la cual equivale a las dos ecuaciones 

p = y p sen 2 <j> = cos <£ 

El origen es el unico punto cuyas coordenadas satisfacen p = 0. Como 
el origen (0, 0, -n) esta en p sen 2 <f> = cos <j>, se puede descartar la 
ecuacion p = 0. Aderruis, sen <f> * debido a que no existe valor de 
<f> para el cual sen <f> y cos <f> sean 0. Por tanto, la ecuacion p sen 2 <£ = 
cos <j> puede escribirse como p = esc 2 <£ cos <j>, o, equivalentemente, 
p = esc <j> cot<f>. 

(b) Una ecuacion cartesiana para el piano del ejemplo 2(b) es 3x + 2y + 
6z = 0. Al utilizar las ecuaciones de (3), esta ecuacion se transforma en 

3p sen <f> cos + 2p sen <f> sen + 6p cos <f> = ^ 



EJERCICIOS 13.1 



1. Obtenga las coordenadas cartesianas del punto que tiene 
las coordenadas cilindricas dadas: 

(a) (3, 1*5); (b) (7, iff, -4); (c) (1, 1, 1). 

2. Determine un conjunto de coordenadas cilmdricas del punto 
que tiene las coordenadas cartesianas in die ad as: 

(a) (4,4,-2); (b) (-3^3,3,6); (c) (1, 1, 1). 

3. Obtenga las coordenadas cartesianas del punto que tiene las 
coordenadas esfericas dadas: 

(a) (4, Iff, Iff); (b) (4, Iff, iff); (c) (V6, Iff, £ff). 



6. 



Determine un conjunto de coordenadas esfericas del punto 
que tiene las coordenadas cartesianas indipadas: 

(a) (1,-1, -V2); (b) H, V3,2); (c) (2,2,2). 

Obtenga un conjunto de coordenadas cilindricas del punto 

que tiene las coordenadas esfericas dadas: 

(a) (4, fff, fff); (b) (V2, fff, ff); (c) (2 V3 , Iff, Iff). 

Determine un conjunto de coordenadas esfericas del punto 
que tiene las coordenadas cilindricas indicadas: 

(a) (3, Iff, 3); (b) (3, Iff, 2); (c) (2, fff, -4). 
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En los ejercicios 7 a 12, obtenga una ecuacion en coordenadas 
cilindricas de la superficie, e identifique la superficie. 



7. x 2 + y 2 + Az 2 
9. x 2 + y 2 = 3z 
11. x 2 - y 2 = 3z 2 



16 8. x 2 - y 2 = 9 
,10. 9x 2 + Ay 2 = 36 
12. x 2 + y 2 = z 2 



En los ejercicios 13 a 17, obtenga una ecuacion en coordenadas 
esfericas de la superficie, e identifique la superficie. 



13. x 2 + y 2 + z 2 - 9z = 

15. x 2 + y 2 = 9 

17. x 2 + y 2 + z 2 - 8jc = 



16. x 2 + y 2 



lz 




En los ejercicios 18 a 22, obtenga una ecuacion en coordenadas 
cartesianas para la superficie cuya ecuacion se da en coordena- 
das cilindricas. En los ejercicios 18 y 19, identifique la superficie. 



18. r - 3 cos 9 
20. r = 3 + 2 cos 6 
22. z 2 sen 3 = r 3 



19. (a) r = 4; (b) 6> = {k 
21. r 2 cos 20 = z 3 



En los ejercicios 23 a 28, obtenga una ecuacion en coordenadas 
cartesianas para la superficie cuya ecuacion se da en coordena- 
das esfericas. En los ejercicios 23 a 25, identifique la superficie. 

23. (a) p = 9; (b) = iff; (c) <f> = iff 

24. p = 9 sec <f> 25. p - 6 esc <f> 
26. p = 3 cos <f> 27. p = 2 tan 

28. p = 6 sen <f> sen 9 + 3 cos <f> 

En los ejercicios 29 a 32, relacione la ecuacion, daaa en coorde- 
nadas esfericas o cilindricas, con una de las superficies mostra- 
das en lasfiguras (i)-(x). 

29. (a) r = 4; (b) p = 4; (c) r = 2 sen 

30. (a) = iff; (b) <f> = iff; (c) r = 2 cos $ 

31. (a) p sen <f> = 2; (b) r 2 = 4? 

32. (a) p cos <£ = 2; (b) z 2 + r 2 = 4 
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33. Una curva C en R 3 tiene las siguientes ecuaciones parame- 
tricas en coordenadas cilindricas: r = F { (t), 9 - F 2 {t), 
z = F 3 (t). Utilice la formula del teorema 11,2.11 y las 
f6rmulas (1) de esta secci6n para demostrar que si L uni- 
dades es la longitud de arco de C a partir del punto donde 
t = a hasta el punto donde t = b, entonces 





■ f JiMfHif* 



34. Una curva C en R 3 tiene las siguientes ecuaciones parame- 
tricas en coordenadas esfericas: p = G^t), 9 = G 2 (t), 
<f> - G 3 (f). Utilice la f6rmula del teorema 11.2.11 y las 
formulas (3) de esta secci6n para demostrar que si L uni- 
dades es la longitud de arco de C a partir del punto donde 
t = a hasta el punto donde / = b, entonces 



36. 



.jT^.P-MSMsy 



dt 



35. 



(a) Demuestre que las ecuaciones param6tricas para la 
helice circular del ejemplo 7 de la seccion 11.2 son r = 2, 
9 = /, z = t. (b) Utilice la f6rmula del ejercicio 33 para 
calcular la longitud de arco de la helice circular del inciso 
(a) de t — a t = 4n. Compare el resultado con el del 
ejemplo 7 de la secci6n 1 1.2. 

Una helice conica se enrolla en un cono de manera seme- 
jante a como se enrolla una helice circular en un cilindro. 
Utilice la formuladel ejercicio 34 para calcular la longitud 
de arco de t = a / = 2n de la h61ice conica que tiene 
ecuaciones parametricas p = t 7 9 = t,<f> = ^n. 
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13.2 INTEGRALES DOBLES 
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FIGURA 1 



En el e studio de integrates multiples, en el cual se tratan funciones de varias 
variables, se hard referenda a una integral de una funcion de una sola varia- 
ble como integral simple. Recuerde que al estudiar la integral simple se re- 
quiri6 que la funci6n estuviese definida en un intervalo cerrado del conjunto 
de numeros reales. Para la integral doble de una funci6n de dos variables, se 
pedira que la funcion este" definida en una regi6n cerrada de R 2 . En este capitu- 
lo, cuando se haga referencia a una regi6n, se supondra* que 6sta es cerrada. 

El tipo m£s simple de region cerrada en R 2 es la region rectangular 
cerrada, la cual se definira a continuaci6n. Dos puntos diferentes A(a h a2)y 
B(b\, &2)> ta l es <l ue a \ ^ ^l y a 2 ^ ^2> determinan un rectangulo cuyos lados 
son paralelos a los ejes coordenados. Refidrase a la figura 1 . Los dos puntos, 
junto con los puntos (b h a 2 ) y {a\, b^), se denominan vertices del rectangulo. 
Los segmentos de recta que unen vertices consecutivos se llaman lados del 
rectangulo. El conjunto de todos los puntos interiores del rectangulo recibe el 
nombre de region rectangular abierta, y el conjunto de todos los puntos de un 
rectangulo abierto junto con los puntos de sus lados se denomina region 
rectangular cerrada. 

Considere la region rectangular cerrada de la figura 1, la cual se denotara 
por /?, y sea /una funci6n definida sobre R. La regi6n R se considerara* como 
una region de integration. El primer paso en el estudio de la integral doble es 
definir una partition A de R. Al dibujar rectas paralelas a los ejes coordenados 
se obtiene una red de subregiones rectangulares que cubren a R. La norma de 
esta partici6n, denotada por || A || , esta determinada por la longitud de la 
diagonal mas grande de las subregiones rectangulares de la partition. Se elige 
la longitud de la diagonal debido a que representa la distancia m£s grande en- 
tre dos puntos cualesquiera de una subregion rectangular. Numere las subre- 
giones de manera arbitraria y considere que se tienen en total n. Denote el ancho 
de la *-6sima subregi6n por A;x unidades y su longitud por A, v unidades. 
Ahora bien, si A, A unidades cuadradas es el area de la i-esima subregion rec- 
tangular, entonces 



A;A = A/jcA/v 

Sea (ui, v/) un punto arbitrario de la /-6sima subregi6n y sea/(w;, v^) el valor de 
la funci6n en ese punto. Considere el producto/fw;, v,-) A,A. Asociado con cada 
una de las n subregiones se tiene uno de estos productos, y su suma es 



±f(u hVi )AiA 



(1) 



llamada suma de Riemann de una funci6n de dos variables. Existen muchas 
sumas de Riemann asociadas con una funci6n particular debido a que la norma 
de la partici6n puede ser cualquier ntimero positivo y cada punto (w,-, v^) puede 
ser cualquier punto de la /-6sima subregi6n. Si todas estas sumas de Riemann 
se pueden acercar arbitrariamente a un numero L tomando particiones con 
normas suficientemente pequeflas, entonces se define L como el limite de estas 
sumas conforme la norma de la partici6n de R se aproxima a cero . Esta discusion 
conduce a la siguiente definition. 
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13-2.1 Definition del Irmite de una suma de Riemann 
de una funcion de dos variables 



Sea /ana funcitin definida en una regi6n rectangular cerrada R. El nu- 

M 

mcro L es el Ifinite de las sumas de la forma ^ f(u^ v r ) A f A si L satisf ace 

la propiedad de que para cualquier € > existe una d > tal que para 

cualquierpartici6n Aparalacual ||a|| < Sy para toda elecei6n posible 
del punto i,u iy v f ) en el i^simo rectingulo, I - I, 2, . . . , n, entonces 



I.I 
Si tal numero L existe, se escribe 



■ 












WUo £f' 






Puede demostrarse que el numero L que satisfaga esta definicion sera 
unico. La demostracion es similar a la demostraci6n del teorema 1.5.16 rela- 
tivo a la unicidad del If mite de una funci6n de una variable. 



13.2.2 Definicion de la integral doble 



Sea / una funcidn de dos variables definida en una region rectangular 



cerrada R. La integral doble de / en #, denotada por 
esia definida per 



JT/Uy)«tt. 



J 



Ax,y)dA = lim f nu hVi )A ( A 



si v&tt limitc existe. 






Si la integral doble de/en R existe, entonces se dice que/es integrable 
en /?. El teorema siguiente, enunciado sin demostraci6n, proporciona una 
condici6n suficiente para que una funcion de dos variables sea integrable. 



13.2*3 Teorema 



Si una funcion de dos variables es continua en una regi6n rectangular 
cerrada R, entonces /es integrable en J?. 



► EJEMPLO 1 



Obtenga un valor aproximado de la integral doble 



S 



(3v - 2x 2 ) dA 



donde R es la regi6n rectangular que tiene vertices en (-1, 1) y (2, 3). Con- 
sidere una partici6n de R generada por las rectas x = 0, x - 1 yj = 2, y 
tome el centro de la /-esima subregi6n como (m,, v ( ). 
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(-1,3) 



(-03,2.5) 



(-0.5.1.5) 



(-1,1) 



(2,3) 



(0.5,23) 



(1.5.2.5) 



(0.5. L5) (U.1.5) 



(2,1) 



-h- ► x 



FIGURA2 




FIGURA3 



z=f(x,y) 




Sol UG ion Refi^rase a la figura 2, la cual muestra la regi6n R dividida en 
seis subregiones que son cuadrados cuyos lados miden I unidad. Asf, para 
cada t, A i A = 1 . En cada subregion el punto (w r -, v ( -) es el centro del cuadrado. 
Conf(x, y) = 3y - 2x 2 , una aproximacion de la integral doble indicada esta* 
dada por 



I 



(3y - 2x 2 )dA ~ /(-0.5, 1.5) ■ 1 + /(0.5, 1.5) ■ 1 + /(1.5, 1.5) • 1 + 
/(1.5, 2.5) • 1 + /(0.5, 2.5) * 1 + /(-0.5, 2.5) • 1 



= 4-1 

= 25 



+ 4-1+0*1 +3-7 + 7*1 +7-1 



El valor exacto de la integral doble del ejemplo 1 es 24, como se vera* en 
el ejemplo 3. 

Ahora se considerara la integral doble de una funcion sobre una region mds 
general. Recuerde que una curva lisa es la graTica de una funci6n lisa, es decir, 
aquSlla cuya derivada es continua. Sea R una region cerrada cuya frontera 
consiste de un numero finito de arcos de curvas lisas que se unen para formar 
una curva cerrada simple. Como se hizo con una regi6n rectangular, se dibujan 
rectas paralelas a los ejes coordenados, lo cual proporciona una partition rec- 
tangular de R. Si se descartan las subregiones que contienen puntos que no 
pertencen a R, se tendran s61o aquellas contenidas completamente en R. Sea n 
el numero de estas subregiones, sombreadas en la figura 3. Al proceder de ma- 
nera analoga a la descrita para una region rectangular, se pueden aplicar las defi- 
niciones 13.2.1 y 13.2.2 para esta regi6n R mds general. Conforme la norma de 
la partici6n se aproxima a cero, n crece sin limite, y el area de las regiones 
omitidas (es decir, los rectangulos descartados) tiende a cero. Si una funcion 
es integrable en una regi6n R, se puede demostrar que el lfmite de las sumas de 
Riemann es el mismo sin importar como se subdivida R, siempre y cuando se 
tenga una forma mediante la cual se pueda asignar un Area a cada subregion. 

Asf como se interpreta geometricamente la integral de una funci6n de una 
variable en terminos del drea de una regi6n plana, la integral doble puede 
interpretarse geometricamente en terminos del volumen de un solido 
tridimensional. Suponga que la funci6n/es continua en una regi6n cerrada R 
de R 2 . Ademas, para simplificar la discusion, suponga qutf(x, y) es no negativa 
en R. La grafica de la ecuacion z = fix, y) es una superficie que se encuen- 
tra por arriba del piano x y, como se muestra en la figura 4. Esta figura presenta 
una subregion particular de R, cuyas dimensiones son A ( -jc y A ( y. La figura 
tambien muestra un solido rectangular que tiene esta subregi6n como base, y 
fiu h vi) como medida de su altura, donde (w,-, v,-) es un punto de la /-6sima 
subregi6n. El volumen del solido rectangular esta* determinado por 

A,-V - fiu h v^AfA 
= fiUitVfrAjxAiy 

El numero AjV es la medida del volumen del solido rectangular delgado que 
se muestra en la figura 4; de modo que la suma dada en (1) es la suma de 
las medidas de los volumenes de los n solidos como este. Esta suma aproxi- 
ma la medida del volumen del solido tridimensional que aparece an la figura 4. 
El solido esta limitado en la parte superior por la grafica de / y en la parte in- 
ferior por la regi6n R del piano xy. La suma de ( 1 ) tambiSn aproxima el ntimero 
proporcionado por la integral doble 



I 



f(x,y)dA 
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y el volumen del solido tridimensional de la figura 4 es el valor de esta integral. 
Este hecho se establece en el siguiente teorema, omitiendose su demostraci6n 
formal. 



13.2*4 Teorema 



Sea/ una funcion de dos variables y continua en una region cerrada R 
del piano xy tal que/(*, y) ^ para todo (x, y) de R. Si V unidades cii- 
bicas es el vol mmen del sdlido S que tiene la region/? como su base y cuya 
altura es/(x, y) unidades en el punto (x, y) de R, entonces 



V= Mm f/(« J -,v,)A i A 

AIL ,n *** 



14 



J 



f(x,y)M 




FIGURA 5 



► EJBMPL0 2 

superficie 



Exprese el volumen del solido limitado por la 



ffry) 



Ir2 



los pianos jc = 3, v = 2 y los tres pianos coordenados como una integral 
doble. A fin de obtener un valor aproximado de la integral doble, considere la 
particion de la region del piano xy generada al dibujar las rectasx = 1,jc - 2 
y jy = 1, y tome el centro de la z-esima subregion como («,, v ( J. 

Solucion En la figura 5 se muestra el solido. La region rectangular R 
es el rectangulo del piano xy limitado por los ejes coordenados y las rectas 
x = 3 y y — 2. Del teorema 13.2.4, si V unidades ciibicas es el volumen del 
solido, entonces 



-I 



(4 



Iv2 



- s y 2 )dA 



La figura 5 tambien muestra la region R dividida en seis subregiones que son 
cuadrados cuyos lados miden 1 unidad. Por tanto, para cada i, A, A = 1. El 
punto («,, v,) de cada subregion es el centro del cuadrado. Entonces una 
aproximacion de V esta dada por una aproximacion de la integral doble. Por 
tanto, 

V ~ /(0.5, 0.5) -1 +/(1.5, 0.5) • 1 + /(2.5, 0.5) ■ 1 + 

7(0.5, 1.5) ■ 1 + 7(1.5, 1.5) ■ 1 + 7(2.5, 1.5) • 1 

Si se emplea una calculadora para determinar los valores de la funcion, se 
obtiene 

V = 3.957 + 3.734 + 3.290 + 3.832 + 3.609 + 3.165 
- 21.59 



Conclusion: El volumen es aproximadamente 21.59 unidades ciibicas. 
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El volumen exacto del ejemplo anterior es 2 1 .5 unidades cubicas, como se 
mostrara" en el ejemplo 4. 

Varias propiedades de la integral doble son an&logas a las propiedades de 
la integral definida de una funcion de una variable. Las m£s importantes se dan 
en los cinco teoremas siguientes. 



13.2.5 Teorema 



St c es una Constance y la funrion/cs integrate en una region cerrada R % 
entonces c/es integrable m R y 



JjL/(*y)<M - c JJ f(x.y}dA 



La demostraci6n de este teorema y del siguiente, se deducen inmediata- 
mente de la definition de integral doble. 



13.2.6 Teorema 



Si las funciones / y g son integrables en una region cerrada R t entonces 
la funcidn/ + g es integrable en R y 



j [/(*>) + fay)}dA « jj f(x,y)dA + JJ fay) 



dA 



El resultado de este teorema puede extenderse a cualquier niimero finito 
de funciones integrables. 



13.2.7 Teorema 



Si las funciones fyg son integrables en una region cerrada R y ade- 
mds/fo y) £ £<X y) para todo (# T y) de R , enionces 



Jj/(jc,y)rfA & |j j(*.j)<M 



Este teorema es andlogo al teorema 4.6.1, y el siguiente es analog o al 
teorema 4.6.2. Las demostraciones son similares a las demostraciones corres- 
pondientes de la secci6n 4.6. 



13.2.8 Teorema 



Sea / una funcion integrable en una region cerrada R t y suponga que m 
y M son dos numeros tales que m ^ f(x< y) £ M para todo (jr. y) de ft 
Si A es la medida del area de la region R, entonces 



mA <> 



ffflfcft 



dA *LMA 
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13.2.9 Teorema 



Suponga que la. funcion / es continua en la region cerrada R y que la re- 
gion R se compone <te dos subregiones R l y R 2 que no tienen puntos en 
comun excepto algurros puntos en parte de sus fromeras. Entonces 



z =M y) 




FIGURA 6 



La demostraci6n de este teorema depende de la definici6n de integral 
doble y de los teoremas de Ifmites. 

Para funciones de una variable, el segundo teorema fundamental del 
Cdlculo proporciona un m&odo para evaluar la integral definida mediante una 
antiderivada, o integral indefinida, del integrando. Un metodo correspondiente 
para evaluar una integral doble implica realizar integraciones indefinidas 
simples en forma sucesiva. Un desarrollo riguroso de este procedimiento 
corresponde a un curso de CaUculo avanzado. En este libro el andlisis es solo 
intuitivo, y se utiliza la interpretation geomettica de la integral doble como la 
medida de un volumen. Primero se desarrollara el metodo para la integral 
doble en una region rectangular. 

Sea / una funci6n integrable en una regi6n rectangular cerrada R del piano 
xy limitada por las rectas x — a\, x = b\, y = a^ y v = b^ Suponga que 
f(x, v) > para todo (x, v) de R. RefiSrase a la figura 6, la cual muestra la 
grafica de la ecuacidn z = /(*, y), donde (jc, v) pertenece a R. El numero que 
representa el valor de la integral doble 



I 



f(x,y)dA 



es la medida del volumen del s61ido entre la superficie y la region R< Este 
mimero puede determinarse mediante el m6todo de rebanado como se muestra 
a continuation. 

Sea y un numero del intervalo [a 2 » b^. Considere el piano paralelo al 
piano xz que pasa por el punto (0, y, 0). Sean A (y) unidades cuadradas el area 
de la regi6n plana de intersecci6n de este piano con el solido. La medida del 
volumen del s61ido se expresa por 



f 

leu 



A(y)dy 



Como el volumen del s61ido tambi6n esta determinado por la integral doble, 
entonces 



$*•*" ■ II 



A(y)dy 



(2) 



Asf, puede calcularse el valor de la integral doble de la funcidn / en R al eva- 
luar una integral simple de A(y). Ahora debe obtenerse A(y) cuando y esta" dada. 
Como A(y) unidades cuadradas es el area de la region plana, este numero puede 
obtenerse mediante integraci6n. Observe en la figura 6 que la frontera superior 
de la regi6n plana es la graTica de la ecuaci6n z - f(x, y) cuando jc pertenece 



a [«], b\\. Por tanto, A(y) 
(1) seobtiene 



-J 



f(x, y) dx. Al sustituir de esta ecuacion en 
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H.;/(jc,y)d4 - J | j my)dx 



dy (3) 



La expresion del miembro derecho de (3) se denomina integral iterada. 
Debido a que los corchetes se omiten regularmente cuando se escribe una 
integral iterada, entonces (3) puede expresarse como 

j] (x,y)dA = I 2 ( l f(x,y)dxdy (4) 

R G 2 a \ 

Al evaluar la "integral interior" de (4), recuerde que jc es la variable de integra- 
tion y se considera a y como una constante. Esto es analogo a tomar y como 
una constante cuando se obtiene la derivada parcial de/O, y) con respecto a jc. 
Si se consideran secciones planas paralelas al piano yz se obtiene una 
integral iterada en la que se intercambia el orden de integration, esto es, 

(]'/<*. y)<M.= j j \f[x,y)dydx (5) 



1 2 



Una condition suficiente para que (4) y (5) sean validas es que la funcion sea 
continua en la region rectangular R. 



W EJEMPLO 3 Evalue la integral doble 

(3y - 2x 2 ) dA 



I 



si R es la region del piano xy que consiste de todos los puntos (x, y) para los 

cuales -1 <jc<2y 1 <y<3. 

Solution Cona, = -1,£] = 2, a 2 = I y b 2 = 3, de (4) se tiene 



I 



(3y - 2x 2 )dA = \ (3y - 2x 2 ) dx dy 

i J-1 



-111 


2 

(3y- 

1 


2x 2 )dx 


= ^ [3^ 


,-\x 


% i> d y 


= J (9y - 


- 6)dy 




9 2 
= 2> - 


*yt 





dy 



= 24 < 

Er, el ejemplo 1 seobtuvoun valor aproximadode 25 para la integral doble 
del ejemplo anterior. 
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I fix,y) = A'lx 2 -^y 2 




FIGURA 7 





Calcule el volumen del s61ido limitado por la su- 



► EJEMPL0 4 

perficie 

My) = 4-^x 2 -±y 2 
asi como por los pianos jt=3yy = 2,ylos tres pianos coordenados. 

Sol UC i6n La figura 7 muestra la grafica de la ecuacion z = f(x, y) y el 
solido dado en el primer octante. Si Vunidades cubicas es el volumen del solido, 
entonces por el teorema 13.2.4, 

V= lim X/( M/ ,v r )A ( -A 

I|a||-»o ,-=i 



■s 



Kx,y)dA 



■'o ■'0 



■r 



fy-M^l* 



(?-§* 2 ><* 



= E x -± jc 3 l 3 

6 A 27 X Jo 

= 21.5 
Conclusion: El volumen es 21 .5 unidades cubicas. A 

En el ejemplo 2 se obtuvo un valor aproximado de 21 .59 para el volumen 
del s61ido del ejemplo anterior. 

S upongaahora que Res la region del piano jcylimitada por las rectas x = a 
y x = b, donde a < b y por las curvas v = <f>\(x) y y = <f>2(x), donde 
<f>\ y <f>2 son funciones continuas en el intervalo [a,b\. Adem£s, suponga 
que 4>\{x) < 4>2(x) siempre que a < x < b (consulte la figura 8). Sea A una 
particion del intervalo [a, b] definida por A: a = x$ < X\ < . . . < x n = b. 
Considere la region R de la figura 8 divida en franjas verticales de ancho 
A,jc unidades. En esta figura se muestra una franja particular. La intersection 
de la superficie z = f(x, y) y el piano x = u h donde x^\ < u t < x i9 es una 
curva. Una porci6n de esta curva se encuentra sobre la /-6sima franja vertical. 
La regi6n debajo de este segmento de curva y sobre el piano xy se muestra en 
la figura 9 y la medida del &rea de esta region est& dada por 



I 



* 2 («i) 



/(«i. y) dy 



Mi) 



La medida del volumen del solido limitado superiormente por la superficie 
z = f(x, y) e inferiormente por la Z-esima franja vertical es aproximadamente 
igual a 



K 



<f> 2 ( u i) 



/(«,-, y) dy 



A,jc 
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z^f(x,y) 





FIGURA 11 



("■> vi> 




Si se toma el limite, conforme la norma de A tiende a cero, de la suma de las 
medidas de los volumenes para las n franjas verticales de R desde x = a hasta 
x = b, se obtiene la medida del volumen del solido limitado en la parte superior 
por la superficie z - /(*, y) y en la parte inferior por la region R del piano xy. 
(Refierase a la Figura 10). Este limite es la integral doble de/en R\ es decir 



lim 
114 



™ S f(^y)dy A iX = f(x>y)dydx 



(6) 



Las condiciones suficientes para que la f6rmula (6) sea valida son que / sea 
continua en la regi6n cerrada R y que <f>^ y <f> 2 sean funciones lisas. 



W EJCMPLO 5 Exprese como una integral doble y una integral 
iterada la medida del volumen del solido que se encuentra por arriba del piano 
xy delimitado por el paraboloide eliptico z = x 2 + 4y 2 y el cilindro x 2 + 
4y 2 = 4. Evalue la integral iterada para calcular el volumen del solido. 

Solution La figura 1 1 muestra el solido. Se obtendra" el volumen de la 
porci6n del solido del primer octante, el cual, por las propiedades de simetria, 
es un cuarto del volumen requerido. La region R del piano xy es aquella limitada 
porlosejesjcyy, asicomoporlaelipse* 2 + 4y 2 = 4. Esta region sepresen- 
ta en la figura 1 2, la cual tambien muestra la i-£sima subregi6n de una partition 
rectangular de R, donde («,-, v,*) es cualquier punto de esta subregion. Si V uni- 
dades cubicas es el volumen del solido dado, entonces, por el teorema 13.2.4, 



V = 4 Ifan £( M/ 2 + W)AiA 



■4 



(x 2 + 4y 2 )dA 



> X 



A fin de expresar Vcomo una integral iterada, se divide la region R en n fran- 



2 jas verticales. La figura 13 muestra la region R y la i-esima franja vertical 

1 
FIGURA 12 ""' ~ """"" " "" ~ r —~ — J "' — o— — 2 




cuyo ancho es de A^x unidades y su longitud es | ^4 - u 2 unidades, donde 
JC/-1 ^ ",\^ *i> De(6), 

v = 4 lim X (*< 2 + *y 2 )<iy 

•2 f V'4 " u i 2 / 2 

(x 2 + 4y 2 )dydx 



A;X 



Jo JO 

= 4 f V? + ^iP^ 
Jo 

= 4 [ \~x 2 ^4 - x 2 + \ (4 - x 2 )^ 2 

Jo L 



dx 



13.2 INTEGRALES DOBLES 1037 



d 

r y < 

^y{ 7i 

y<-\ 

c 


y 

i jt = A,O0 

L \ 


x = X 2 (y) 


h 







» X 



FIGURA 14 



3j 



(x 2 + 2)^4 - x 2 dx 



2 

Jo 



= - \ x(4 - jc 2 ) 3 / 2 + 2jc^/4 - x 2 + 8 sen-^jc 
- An 
Conclusi6n: El volumen es 4;r unidades cubicas. 



Suponga que la region R esta limitada por las curvas x = ^(y) y x = 
hiiy) y las rectas y = c y y = d, donde c < d.ykiyh^ son dos funciones 
continuas en el intervalo cerrado [c, d] para las cuales ^(y) < X 2 (y) 
siempre que c <, y < d, Considere una partition A del intervalo [c, d\ y di vida 
la region R en franjas horizontales de ancho A,-y unidades. Consulte la figura 
14, la cual muestra la j-^sima franja horizontal. La intersecci6n de la superfi- 
cie z = /(jc, y) y el piano y = v,-, donde y ( _j ^ v, < y i9 es una curva, y una 
porci6n de esta curva se encuentra sobre la i-^sima franja horizontal. Enton- 
ces, de la misma manera en que se obtuvo la formula (6), la medida del volumen 
del solido limitado superiormente por la superficie z = f(x, y) e inferior- 
mente por la *-6sima franja horizontal es aproximadamente igual a 



J i 



f{x, Vi) dx 



A iy 



Al tomar el limite, conforme || A || tiende a cero, de la suma de las medidas de 
los voldmenes para las n franjas horizontales de R desde y = c hasta y = d, 
se obtiene la medida del volumen del solido limitado superiormente por la 
superficie z = /(jc, y) e inferiormente por la region R del piano xy. Esta 
medida de volumen es la integral doble de/en R. En consecuencia, 



lira 



A) - 



/(*, v ; ) dx 



V r f(x,y)dxdy 

Jc Jx.(y> 

-I 



f(x>y)dxdy 



(7) 



Las condiciones suficientes para que la formula (7) sea vllida son que X\ y A 2 
sean funciones lisas y que /sea continua en R. Al aplicar las f6rmulas (6) y 
(7), en ocasiones puede ser necesario dividir la regi6n R en subregiones en 
las cuales se cumplan estas condiciones. 



V{ v , 




FIGURA 15 



W EJEMPLO 6 Exprese el volumen del solido del ejemplo 5 me- 
diante una integral iterada en la que el orden de integraci6n sea contrario al de 
dicho ejemplo. Calcule el volumen del s61ido. 

Solucibn Otra vez se obtendrd el volumen del solido correspondiente al 
primer octante, y despu6s se multiplicara elresultado por 4. La figura 15 mues- 
tra la regi6n R del piano xy y la i-esima franja horizontal cuyo ancho es A^y 
unidades y su longitud es 2^/1 - v 2 unidades. Entonces, por (7), 
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V = 4 iim 

Ha" 



■ 2 VT^? 



(jc 2 + 4vi 2 ) dx 



a 

f 1 r i2 /I - y 2 

= 4 U jc 3 + 4y 2 Jc| '' rfy 

Jo 



*y 



■1 r 2^1 - y 2 
41 (jc 2 + 4y 2 )dxdy 

'o Jo 



^ 



32 
3 



= 4;r 



(1 _ ^2)3/2 + 8 y2^7 

J (2? 2 + 1)^1 - y 2 dy 

'y(\ - y 2 ) 3/2 + 8^1 - y 2 + Ssen" 1 ^] 1 



Conclusion: El volumen es 4n unidades cubicas, lo cual concuerda con la 

respuesta del ejemplo 5. ^ 

De las soluciones de los ejemplos 5 y 6 se observa que la integral doble 
(jc 2 + 4y 2 ) dA puede evaluarse por medio de las integrales iteradas 

rl r fi^ll r 1 r 2^1 - y 2 

(x 2 + 4f)dydx o (jc 2 + 4y 2 )dxdy 

h h Jo Jo 



'0 J o 



Si en (6) o (7), se considera/(jc, y) = 1 para toda jc y y, entonces la medi- 
da A del area de la region R se expresa como una integral doble. Asi, 



A - \dydx '& A - \\dxdy 
X R 



(8) 




^ EJEMPLO 7 Calcule mediante integration doble el area de la 
region del piano xy limitada por las curvas y - x 2 y y - 4x - jc 2 . 

Solucion En la figura 16 se muestra la region. De (8) se tiene 



A = || dydx 
R 



-if 
.-1.1 

■j: 



2 /• 4^-x 2 



dy dx 



(4jc - x 2 - x 2 ) Jjc 



2jc 2 - f jc 3 ] 



FIGURA 16 



Conclusion: El area de la region es | unidades cuadradas. 
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EJERCICIOS 13.2 



1. Obtenga un valor aproximado de la integral doble 
(3* - 2v + \)dA 



\\ 



donde R es la region rectangular que tiene vertices en (0, -2) 
y (3, 0). Considere la particion de R generada por las rectas 
x = I, x = 2 y y - -1, y tome el centra de la i-esima 
subregion como (m,-, v ( ). 
2. Obtenga un valor aproximado de la integral doble 



\\ 



( v 2 - 4.r) dA 



donde R es la region rectangular cuyos vertices son (-1,0) 
y (1 , 3). Considere la particion de R generada por las rectas 
x = 0, v = 1 y y = 2, y tome el centra de la i-esima 
subregion como («,-, v,). 

En los ejercicios 3 a 8, obtenga un valor aproximado de la inte- 
gral doble, donde R es la region rectangular que tiene vertices en 
P y Q, A es una particion de R y («,-, v,) es el centro de cada 
subregion. 



R 



y)dA;P(0,0);Q(4,2)\A:x l = 0, 



x 2 = l,x 3 = 2,x 4 = 3,y, = 0,y 2 = 1 



4. (2 - -v - y) dA\ />(0, 0); 0(6, 4); A: x x = 0, 
x 2 = 2,.v 3 = 4,\ 4 = 0,y 2 = 2 

5. (xy + 3y 2 ) dA\ P(-2, 0); 0(4, 6); A: at, = -2, 
* 2 = 0,x 3 = 2,>-! = 0,y 2 = 2,y 3 = 4 



6. (J (xy + 3y- 



) dA; P(0, -2); £(6, 4); A: .r, = 0, 

x" 2 = 2, a 3 = 4,y } = -2, y 2 = 0,y 3 = 2 

7. Cy 2 v - Zvy 2 ) rfA; P(-3, -2); Q< ! , 6); 

R 

A:x x = -3,x 2 = -l,)'i = -2,y 2 = 0,y 3 = 2,y 4 - 4 

8. (x 2 y - 2xy 2 )dA;P{-3,-2\Q(i,6); 

R 

A:.y, = -3,.v 2 = -2,.v 3 = ~l,.v 4 = 0,y } = -2, 
v, = -l,v, = 0,y 4 - l,y 5 = 2,y 6 = 3,y 7 = 4, 

y* = 5 

En los ejercicios 9 a 12, obtenga un valor aproximado de la 
integral doble donde R es la region rectangular que tiene vertices 
en P y Q, A es una particion de R y (u h v ( ) es un punto arbitrario 
en cada subregion. 

9. La integral doble, con P, Q y A como en el ejercicio 3; 
(K lf v,) = (0.25, 0.5); (w 2 ,v 2 ) = (1.75,0); 

(» 3 ,v 3 ) = (2.5, 0.25; (k 4 .v 4 ) = (4,1); 



(m 5 , v 5 ) = (0.75, 1.75); (i# 6 , v 6 ) = (1.25. 1.5); 
(w 7 ,v 7 ) - (2.5, 2); <m 8 , v 8 ) = (3,1). 

10. La integral doble, con P, Q y A como en el ejercicio 4; 
(h,, v,) = (0.5, 1.5);(« 2 ,v 2 ) = (3, 1); 

(w 3 ,v 3 ) = (5.5,0.5);(« 4 ,v 4 ) = (2,2); 
(m 5 , v 5 ) = (2, 2); (m 6 , v 6 ) - (5, 3). 

11. La integral doble, con P. Q y A como en el ejercicio 5; 
( MllVl ) = (-0.5, 0.5); (h 2 , v 2 ) = (1, 1.5); 

(u 3 v 3 ) = (2.5, 2); (m 4 , v 4 ) = (-1.5,3.5); 

(m 5 ,v 5 ) = (0, 3); (m 6 , v 6 ) - (4,4); 

(« 7 ,v 7 ) = (-l f 4.5);(« 8 ,v 8 ) - (1,4.5); 

(u 9 , v 9 ) = (3, 4.5). 

12. La integral doble, con P, Q y A como en el ejercicio 5; 
(m,,v,) = (-2,0);(« 2 ,v 2 ) - (0,0); 

(« 3 ,v 3 ) = (2,0);(« 4 ,v 4 ) = (-2,2); 
..(« 5 ,v 5 ) = (0, 2); (w 6 . v 6 ) = (2,2);(i.i 7 ,v 7 ) = (-2,4); 

(m 8 » h) = <°< 4 ); < M * v *) = < 2 * 4 ')- 

13. Exprese como una integral doble el volumen del solido 
ubicado en el primer octante y limitado por la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 64, los pianos x = 3, v = 3 y los tres 
pianos coordenados. Afin de obtener un valor aproximado 
de la integral, considere la particion de la region del piano 
xy generada por las rectas x = l,.v = 2, y - 1 y y = 2. 
y tome el centro de la i-esima subregion como (u { , v { ). 

14. Exprese como una integral doble el volumen del solido 
limitado por los pianos z = 2x + y + 4. y = 3 y los tres 
pianos coordenados. A fin de obtener un valor aproximado 
de la integral, considere una particion de la region del piano 
xy generada por las rectas x = l,y = 1 y v = 2, y tome 
el centra de la i-esima subregion como («,, v ( ). 

15. Exprese como una integral doble el volumen del solido limi- 
tado por la superficie z = 10 - ^.v 2 - ^y 2 , los pianos 
x = 2, y = 2 y los tres pianos coordenados. A fin de obte- 
ner un valor aproximado de la integral, considere la particion 
de la region del piano at generada por las rectas 
x = 1 y v = 1, y tome el centro de la i-esima subre- 
gion como (»,-, v,-). 

16. Exprese como una integral doble el volumen del solido 
limitado por la superficie lOOz = 300 - 25a 2 - 4y~, los 
pianos .t = — 1. jc = 3,y = -3,y = 5 y el piano av. A fin 
de obtener un valor aproximado de la integral, considere una 
particion de la region del piano xy generada por las rectas 
x = 1, y = -1 , y = 1 y y = 3, y tome el centro de la 
i-esima subregion como (u h v,). 

En los ejercicios 17a20, aplique el teorema 13.2.8 para obtener 
un intervalo cerrado que contenga el valor de la integral doble. 



<•// 



17. (2.v + 5y) dA, donde R es la region rectangular cuyos 

R 

vertices son (0, 0), ( 1 , 0), ( 1 . 2) y (0, 2). 
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18. 



//(.^r 



) dA, donde R es la region rectangular cuyos 38, 



■\\i dA -' R 



es la region lirnitada por las rectas v = x 



vertices son (0, 0), (1, 0), (1, 1) y (0, 1). 
19. II e xy dA, donde R es la region rectangular cuyos vertices 



son (0,0). (1,0), (l,l)y(0, 1). 



y v - 2, y la hiperbola „t v = 1 . 
39. Obtenga el volumen del solido ubicado debajo del piano 
z = 4v y que se encuentra por arriba de la circunferencia 
v 2 + y 2 _ ] g del piano j:v. 



20. 



jj(senx 



sen v) dA, donde R es la region rectangular 



cuyos vertices son (0, 0), tit, 0), (0, k) y (/r, k). Sugeren- 
cia: utilice el resultado del ejercicio 24 de la seccion J 2.8. 

En los ejercicios 21 a 30, evalue la integral iterada. 

r 2 r lx 



dx 



21. xx 3 dvdx 

J\ Jo 

:. dxdy 

Jo Jo 

Jo Jo 

1,'f ;*"' 

Jo Jo 

f f x 2 e<>dy 

Jo Jo 

J ml J o 

■ ff 

JjtjlJo 



22. 



23, 



24. 



25, 



26, 



27, 



28, 



29, 



dx 



v dx dx 



sen(4x ~ y) dx dx 
30. | | sen ^ dxdy 
En los ejercicios 31 a 38, calcule el valor exacto de la integral doble. 



' 


-.15. 




i; ! \ 




f. ! 


-3 



40. Determine el volumen del solido delimitado por los pia- 
nos ,v = y + 2z + 1, x = 0, v = 0, z = y 3v + 
--3 = 0. 




A' = V + £ + 1 



41. Calcule el volumen del solido del primer octante acotado 
por los dos cilindros .v 2 + y 2 = 4 y .r + r = 4 



x~ + V" 

/ 
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43. Determine el volumen del solido del primer octante limi- 
tado por las superficies a- + z 2 = 1,a - v y x ~ y 2 . 








44. Calcule mediante integration doble el volumen de la por- 
tion del solido del primer octante limitado por la esfera 

x 2 + v 2 + z 2 = 16. 




En los ejercicios 45 a 48, utilice integrates dobles para calcular 
el area de la region limitada por las curvas del piano xy. Dibuje 
la region. 



Ax y jt = Ay 



45. v = x 3 y v = x 2 46. 

47. v = x 2 - 9 y v - 9 - jc 2 

48. .v 2 + v 2 = 16 y v 2 = 6x 

49. Exprese como una integral iterada la medida del volumen 
del solido limitado por el elipsoide 

v 2 V 2 - 2 



50. Utilice integration doble para obtener el area de la region 
del primer cuadrante limitada por la parabola y 2 = 4a\ 
la circunferencia x 2 + y 2 = 5, y el eje x mediante dos 
metodos: (a) integre primero con respecto a jc; (b) integre 
primero con respecto a y. Compare los dos metodos de 
solution. 

51. Calcule mediante dos metodos el volumen del solido ubi- 
cado debajo del piano 3a- + 8v + 6z — 24 y por arriba de 
la region del primer cuadrante del piano xy limitada por 
la parabola y 2 = 2.v, la recta 2a- + 3v - 10 y el eje x: 
(a) integre primero con respecto a .r; (b) integre primero 
con respecto a y. Compare los dos metodos de solution. 



52. Considere la integral iterada 



54. 



ff ^ 



A: 2 dy dx. 



(a) Dibuje el solido cuya medida de volumen esta repre- 
sentada por la integral; (b) evalue la integral iterada; 
(c) escriba la integral iterada que proporciona la medida 
del volumen del mismo solido con el orden de integration 
inverse 

53. Considere la integral iterada 



h J 



(2x + v) dy dx 



y efectue las instrucciones del ejercicio 52. 
Utilice doble integration para calcular el volumen del s61ido 
comun a los dos cilindros circulares rectos de radio r uni- 
dades, cuyos ejes se intersectan formando angulos rectos. 
(Consulte el ejercicio 60 de la section 4.9). 

En los ejercicios 55 y 56, la integral iterada no puede evahtarse 
exactamente en terminos de funciones elementales mediante el 
orden de integracion propuesto. Invierta el orden de integracion 
v realice el cdlculo. 



■u: 



sen ny 3 dy dx 



" dx dy 



13.3 APLICACIONES DE LAS INTEGRALES DOBLES 



En la seccion 13.2 se estudio como aplicar las integrates dobles a fin de calcu- 
lar volumenes de solidos. En esta seccion se trataran otras aplicaciones de las 
integrales dobles, tales como determinar centros de masa, momentos de inercia 
y el area de una superficie. 

Cuando se aplicaron las integrales simples para determinar el centro de 
masa de una lamina, se consideraron unicamente laminas homogeneas, excep- 
to en casos especiales. Sin embargo, con las integrales dobles se puede deter- 
minar el centro de masa de una lamina homogenea o no homogenea. 

Suponga que se tiene una lamina cuya forma es la de una region cerrada 
R del piano xy. Sea p{x, y) la medida de la densidad superficial de la lamina 
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en cualquier punto (.v, y) de R donde p es continua en R, Para calcular la 
masa total de la lamina se procede como sigue. Sea A una particion de R en 
n rectangulos. Si («/, v,) es cualquier punto del /-esimo rectangulo que tiene 
area A /A unidades cuadradas, entonces una aproximacion de la medida de la 
masa total del /-esimo rectangulo es p(u h v/) A/A, y la medida de la masa 
total de la lamina esta aproximada por 

Xp("r V/) A/A 

Al tomar el limite de la suma anterior, conforme la norma de A tiende a cero, 
la medida M de la masa de la lamina puede expresarse como 

n 

M = lim Xp( /y p v /) A;A 

p(x,y)dA (1) 



La medida del momento de masa del '/-esimo rectangulo con respecto al eje ,v 
esta aproximada por v,p(«;, v,) A/A. Entonces la suma de las medidas de los 
momentos de masa con respecto al eje .v de los n rectangulos sera aproximada 
por la suma de n terminos de estos. La medida M x del momento de masa con 
respecto al eje .v de la lamina completa esta dada por 



IIaIUo /=i 
- \\ yp(x 9 y)dA 

R 

De manera analoga, la medida M x de su momento de masa con respecto al eje 
y esta determinada por 



= JJ Xp(x > y)dA & 

R 

El centra de masa de la lamina se denota por el punto (J, y) donde 

x = ^- - _ M x 

M Y y ~ M 



W EJEMPLO 1 Una lamina cuya forma es la de un triangulo rec- 
tangulo isosceles, tiene una densidad superficial que vana de acuerdo al cua- 
drado de la distancia a partir del vertice del angulo recto. Si la masa se mide en 
kilogramos y la distancia en metros, caicule la masa y el centra de masa de la 
lamina. 
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Solution Elija los ejes coordenados de modo que el vertice del angulo 
recto este en el origen y los catetos de longitud a queden sobre los ejes coor- 
denados (consulte la figura 1). Sea p(x, y) kilogramos por metro cuadrado 
la densidad superficial de la lamina en el punto (x, y). Entonces p(jt, y) = 
k{x 2 + y 2 ), donde k es una constante. Por tan to, si M kilogramos es la masa 
de la lamina, se tiene, de (1), 




FIGURA 1 



Af = lim i>( M/ 2 + v^AfA 

iUii->o i= i 

= k\\ (x 2 + y 2 )dA 

R 

= (x 2 + y 2 )dydx 

Jo Jo 

= *J [y* 2 + \y 2 J~ x dx 

= k\ (}a 3 - a 2 x + lax 2 - \x*)dx 
Jo 

= k(\a* - X + \a* - \a*) 



<0 

Ua 4 



A fin de determinar el centro de masa, observe que, debido a la simetrfa, 
este debe estar sobre la recta y ~ x. Por tanto, si se obtiene x, tambien se 
obtendra y. De (2), 



IWI->o ,-=i 



= k\\ x(x 2 + y 2 )dA 
R 

* a * a-x 

= k\ (jc 3 + xy 2 )dy dx 

Jo Jo 

= k Lc 3 _y + \xyA dx 



k | (\a 3 x - a 2 x 2 + 2ax 3 - \x A )dx 
o 

a S + l fl 5 _ £ fl 5) 



= ^ 5 



ComoAfjc = My, entonces Mx = — /ca 5 ;y debido a que M = ~ka 4 ,se 



v - a, 



obtiene jc 



Conclusion: El centro de masa se encuentra en el punto ( \a, \d). 



El momento de masa de una lamina con respecto a un eje se denomina, en 
ocasiones, primer momento de la lamina con respecto al eje. Otro momento 
de una lamina con respecto a un eje es el momento de inertia, tambien Uamado 
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segundo momento de la lamina. El momento de inercia es una medici6n de la 
resistencia al cambio en el movimiento de rotaci6n. Para llegar a la definicion 
de momento de inercia de una lamina, primero considere una particula de masa 
m kilogramos cuya distancia perpendicular desde un eje es r metros. El 
momento de inercia de la partfcula con respecto al eje se define como mr 2 
kilogramos-metro cuadrado. Entonces el momento de inercia de un sistema de 
n particulas respecto al eje es la suma de los momentos de inercia de todas las 
partfculas. Esto es, si la /-esima particula tiene una masa de m t kilogramos y se 
encuentra a una distancia de r x metros del eje, entonces / kilogramos-metro 
cuadrado es el momento de inercia del sistema respecto al eje, donde 

/ = £ m,n 2 

Al extender este concepto a una distribucion continua de masa en un piano, tal 
como una lamina, mediante procesos semejantes a los anteriores, se tiene la 
definicion siguiente. 



13*3.1 Definicion de momento de inercia respecto 
a un eje 



Suponga que se tiene una lamina que ocupa una regi6n R en el piano Jty tal 
que la densidad superficial en el punto (x, y) tiene medida p(x, v), donde 
p es continua en R, Entonces, la medida del momento de inercia de la 
lamina con respecto al eje x, denotado por 7 V , esta" determinada por 



lim X v i 2 P("i» v i) A i^ 



R 



y 2 p(x,y)dA 



De manera similar, la medida del momento de inercia de la lamina con 
respecto al eje y, denotado por I y9 esta dada por 



= \\ 



^o ,'=| 



x 2 p{x,y)dA 



W EJEMPLO 2 Un alambre recto homogeneo tiene una densidad 
lineal constante de k kilogramos por metro. Calcule el momento de inercia del 
alambre con respecto a un eje perpendicular al alambre que pasa por uno de sus 
extremos. 

Solution Suponga que la longitud del alambre es de a metros, y que se ex- 
tiende a lo largo del eje x a partir del origen. Se determinara el momento de inercia 
del alambre con respecto al eje y. Divida el alambre en n segmentos de modo que 
la longitud del /-esimo segmento es A ( -x metros. Entonces, la masa del /-esimo 
segmento es k AjX kilogramos. Suponga que la masa del /-esimo segmento se 
concentra en un punto u h donde ^ ( _j < m,- < x t . La medida del momen- 
to de inercia del /-esimo segmento con respecto al eje v se encuentra entre 
kXi-] 2 AjX y kxi 2 AiX y esta aproximado por kiij 2 AjX. Si el momento de iner- 
cia del alambre con respecto al eje y es 7 V kilogramos-metro cuadrado, entonces 
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l y = Hm ^ku 2 Afjc 



Af|->0 ,*=( 

= \ kx 2 dx 

•'o 
= \ka* 

Conclusion: El momento de inercia es ^ka 3 kg-m 2 . 4 

La suma de los momentos de inercia l x e l y de una lamina del piano xy se 
denomina momento polar de inercia^ y representa el momento de inercia de la 
lamina con respecto al origen o al eje z. 



13.3.2 Definicion die momento polar de inercia 



Suponga que se tiene una lamina que ocupa una regi6n R del piano xy 
tal que la den si dad superficial en el punto <jc, y) tiene medida p(x, y) f 
donde p es eontimia en R. Enionces la medida del momento polar de 
Inercia, denotado por I& esti deftnido por 

n ■ 

/ - lira X^V + vhpiu^v^AiA 



=\\ 



(* 2 +f$pfa'y)dA 




W EJEMPLO 3 Una lamina rectangular homogenea tiene una den- 
sidad superficial constante de k slugs por pie cuadrado. Calcule el momento de 
inercia de la temina con respecto a una esquina. 

Solution Suponga que la-Idmina esta* limitada por las rectas x ~ a, 
y = b y los ejes x y y. Refierase a la figura 2. Si / slug-pie cuadrado es el 
momento de inercia con respecto al origen, entonces 

n 

h = Ita X*(«,- 2 + v,- 2 )A,A 

IW|-»0 ,' = l 



'I 



k(x 2 + y 2 )dA 



~ k\ (x 2 + y 2 )dxdy 



'o J o 



= *[ [\x* + xy*]dy 
•'o 

--*( ({a 3 + ay 2 )dy 
Jo 

= \kab{a 2 + b 2 ) 
Conclusion: El momento de inercia es \ kab(a 2 + b 2 ) slug-pie 2 . 
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El radio de giro de una lamina con respectq a un eje L es la distancia desde 
L a un pun to de la lamina en el que puede ser concentrada su masa sin afectar 
su momento de inercia con respecto a L. Esto es, si la masa M kilogramos 
de la lamina se concentra en un punto ubicado a r metros de L, el momento de 
inercia de la lamina con respecto a L es la misma que la de una particula 
de masa M kilogramos a una distancia de r metros de L; este momento de iner- 
cia es Mr 2 kilogramos-metro cuadrado. Asi, se tiene la definicion siguiente. 



13.3.3 Definicion del radio de giro 



Si / es la medida del momento de inercia con respecto a un eje L de una 
lamina y M es la medida de la masa total de la lamina, entonces el radio 
de giro de la lamina con respecto a L tiene medida r, donde 

r*= JL 
M 




FIGURA 3 



W EJEMPLO 4 Suponga que una lamina tiene la forma de un 
semicirculo y que la medida de la densidad superficial de la Idmina en cual- 
quier punto es proporcional a la medida de la distancia del punto a partir del 
diametro. Si la masa se mide en kilogramos y la distancia en metros, calcule 
el radio de giro de la lamina con respecto al eje jr. 

Solution Ehja los ejes x y y de modo que el semicirculo sea la parte su- 
perior del circulo limitado por la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 . Consulte la 
figura 3. Entonces la densidad superficial de la lamina en el punto (jc, y) es ky 
kilogramos-metro cuadrado. Asi, si M kilogramos es la masa de la ldmina, 
entonces 



M = iim 2*kVjAiA 



Ik 



kydA 



■S 

R 

~ J J-^P 

Jo L J -v a 

Jo 



kydxdy 



,dy 



y l dy 



k(a 2 - y 1 ?' 1 



Si l x kilogramos-metro cuadrado es el momento de inercia de la ldmina con 
respecto al eje x, entonces 

n 

h = I™ S V ,- 2 (*vi)A,A 



"if 



ky^ dydx 
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Q(«;,v,, /<«,-, v,)) 




FIGURA4 




J -a J® 



/ry 3 </y </x 



dx 



! 4 - 2fl 2 * 2 + x 4 ) dx 
= \k(2a 5 - ja 5 > faS) 

Por tanto, si r metros es el radio de giro, entonces 

[ ~Aa 5 



r 2 _ 15 fl 



De modo que r - |VlOa. 

Conclusion: El radio de giro es j VlOa metros. A 

La integral doble puede emplearse para determinar el area de la porcion 
de la superficie z = /(x, y) que se encuentra sobre la region cerrada /? del pia- 
no xy. A fin de mostrar esto, primero se definira lo que significa la medida de 
esta area y despues se obtendra una formula para calcularla. Suponga que / 
y sus primeras derivadas parciales son continuas en /?, y que/(x, y) > en /?, 
Sea A una particion de R de n subregiones rectangulares. El /-6simo rectangulo 
tiene dimensiones A^x unidades y Ay unidades y un area de A,A unidades 
cuadradas. Sea («,-, V/) cualquier punto del /-esimo rectangulo, y considere el 
piano tan-gente a la superficie en el punto Q(u h v i9 f(u i9 v,-)). Proyecte verti- 
calmente hacia arriba el /-esimo rectangulo sobre el piano tangente y sea A/a 
unidades cuadra-das el area de esta proyeccion. La figura 4 muestra la regi6n 
/?, la porcion de la superficie sobre /?, la /-6sima subregi6n rectangular de R 
y la proyeccion del /-esimo rectangulo sobre el piano tangente a la superficie 
en Q, El numero A/a es una aproximacion de la medida del area de la por- 
ci6n de la superficie que se encuentra sobre el /-esimo rectangulo. Como existen 
n de estas porciones, la suma 

X A.CT 

es una aproximacion de la medida a del area de la porcion de la superficie 
ubicada sobre /?. Esto conduce a definir acomosigue: 



a = Iim 2^ A/a 



(3) 



A continuacion se obtendra una formula para calcular este limite. Para esto, se 
deducira una formula a fin de calcular A r -a como' la medida del area de un 
paralelogramo. Con el fin de simplificar los calculos se toma el punto («/, v,-) del 
/-esimo rectangulo como el veYtice (*,_ i, )>/- j). Sean A y B los vectores que 
tienen como representaciones los segmentos de recta dirigidos cuyo punto ini- 
cial es Q y que forman dos lados adyacentes del paralelogramo cuya drea es A/a 
unidades cuadradas. Refierase a la figura 5. Asi\ A ( a = || A X B || . Como 



FIGURA 5 



A = A/xi + f x {u h v/) A/xk y B = A/yj + f y {u h v/)A^k 
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entonces 

A x B = 



Por tanto, 

A,cr = || A x B | 



i J k 

A/Jc f x (u h Vi)AiX 
A iy f y {u h Vi)A iy 
= -AfX Aiyf x {u h Vi)\ - A{X Aiyf y (u h Vi)} + A { x A^yk 



= V^ 2(w '' V/) + f y 2{Uh V/) + x AjX Aiy 

Al sustituir esta expresi6n por A ( aen (3) se tiene 

Este If mite es una doble integral que existe sobre /? debido a la continuidad de 
fx y fy en ^* De este modo se tiene el teorema siguiente. 



13.3.4 Teorema 



Suponga que / y sus primeras derivadas parciales son continuas en la 
regi6n cenrada R del piano xy. Si a unidades cuadradas es el £rea de 
la superficie z = f{x, y) que se encuentra sobre R, entonces 



-$m: 



y) + fy 2 (*,y) + \dxdy 




___ W EJEMPLO 5 Calcule el area de la superficie en el primer octante 

z=j\6 _ x cor t a d a e n el cilindro x 2 + z 2 = 16 por los pianos x = 0, x - 2, y = y 
y = 3. 

Solution La superficie dada se muestra en la figura 6. La region R 
es el rectangulo en el primer cuadrante del piano xy limitado por las rectas 
jc = 2 9 y = 3. La superficie tiene la ecuaci6n x 2 + z 2 = 16. Si se despeja 
z en la ecuaci6n anterior se obtiene z = ^16 - jc 2 . Por tanto, f(x, y) = 
~J\6 - x 2 . De modo que si crunidades cuadradas es el area de la superficie, 
entonces, por el teorema 13.3.4, 



FIGURA 6 



R 



VW " 



■n 

Jo Jo 

= 4| {Kdy 
Jo 



dx dy 



dy 



= In 
Conclusion: El area de la superficie es In unidades cuadradas. 
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FIGURA 7 



Considere ahora la curva y ~ F(x) con a < jc < b, F(x) > para 
toda x de [a, b] y F' continua en [a, b]. Si esta curva se gira alrededor del eje 
jc, se obtiene una superficie de revolucion. De la seccion 10.6, una ecuacion 
de esta superficie es 



y* + z 



2 _ 



= [F(x)] 2 



(4) 



La figura 7 muestra la superficie de revolucion. En esta figura el piano xy 
se encuentra en el piano de esta hoja; sin embargo, se tiene un sistema 
coordenado derecho. Se desea obtener una fdrmula para calcular el area de 
esta superficie de revolucidn empleando el teorema 13.3.4. De las propieda- 
des de simetria, el £rea de la superficie ubicada por arriba del piano xz y frente 
al piano xy es un cuarto del area de la superficie completa. Al resolver (4) 
para z y no tomando en cuenta la raiz cuadrada negativa puesto que z > 0, 
se tiene /(jc, y) = J[F(x)] 2 ■ - y 2 .La region R del piano xy es la region li- 
mitada por el eje jc, la curva y = F(x) y las rectas jc = ayjc = 6.Sise 
calculan las derivadas parciales de/se obtiene 



^jlF(x)] 2 - . 



/Art = 



-y 



J[F(x)] 2 



Se observa que//*, y) y f y (x, y) no existen en parte de la frontera de R (cuan- 
doy = -F(x) y cuando y = F(x)). La integral doble que se obtiene a partir del 
teorema 13.3.4 es 



// 



[F(j)] 2 [F'(*)] 2 
[F(x)} 2 - y 2 



rcY N ,2 J + Idydx 

[F(x)] 2 - y 2 



■s 



F(x)^[F'(x)] 2 + 1 
ftF(x)] 2 - y 2 



dy dx 



Esta doble integral es impropia debido a que el integrando tiene una dis- 
continuidad infinita en cada punto de la frontera de R donde y = -F(x) y en 
donde y = F(x). En consecuencia, se evaliia la doble integral como una in- 
tegral iterada para la cual el integrando interior es impropio. Si a unidades 
cuadradas es el drea de la superficie de revolucion, entonces 



f f d 

a = 4 F(x)^[F'(x)] 2 + 1 ^_g 



dx 



(5) 



d JL Ifan \ , 

P(x)) 2 - y 2 *-^»"J £F0tf 

= lim r M ~ l - 
b->F(x)~ I 



sen 



F(x) 
= lim sen -1 _, . 



|2 2 





Por tanto, de (5) 



<j = 2n\ F(x)^j[F'(x)] 2 +\dx~ 



Este resultado se establece como un teorema, donde F se sustituye por/. 
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13.3.5 Teorema 



Suponga que la funcion / es positiva en [a, b] y que /' es continua 
en [a, b]. Si a unidades cuadradas es el area de la superficie de revolu- 
ci6n que se obtiene al girar alrededor del eje x la curva y = /(jc), con 
a < x < b, entonces 



= 2/r J /(x)Vt/ 7 WF+ 1<& 



1/2 r 1/2 




FIGURA 8 



^ BJEMPLO 6 Calcule el area del paraboloide de revolucion gene- 
rado al girar la mitad superior de la parabola y 2 = 4px, con < jc < h, 
alrededor del eje x 

Sol UC ion En la figura 8 se muestra el paraboloide de revolucion. Si se 
despeja y en la ecuaci6n de la parabola, con y > 0, se obtiene y = 2p" 2 x*' 2 . 
De modo que si a unidades cuadradas es el area de la superficie, entonces 
por el teorema 13.3.5, con/(jc) = 2/j 1 ' 2 x 1 ' 2 , 




/ 



= 4/t/j j/2 ^P + x <& 
Jo 



= \np^(p + x> 



,3/2 

Jo 



\*Up(p + V 3 - p 2 ) 



Conclusion: El area del paraboloide de revolucion es ^ K(^jp(p + h) 3 ~ p 2 ) 
unidades cuadradas. ^ 



EJERCICIOS 13.3 



En los ejercicios 1 a 12, calcule la masa y el centro de masa de la 
lamina si se considera la densidad superficial como se indica. La 
masa se mide en kilogramos y la distancia en metros. 

1. Una lamina tiene la forma de una region rectangular limitada 
por las rectas x — 3 y y = 2 y los ejes coordenados. La 
densidad superficial en cualquier punto es xy 2 kilogramos 
por metro cuadrado. 

2. Una ldmina tiene la forma de una region rectangular aco- 
tada por las rectas x = 4 y y = 5 y los ejes coordenados. 
La densidad superficial en cualquier punto es (jc 2 +- y) 
kilogramos por metro cuadrado. 

3. Una lamina tiene la forma de una regi6n triangular cuyos 
lados son los segmentos de los ejes coordenados y la recta 
jc + 2y = 6. La densidad superficial en cualquier punto es 
y 2 kilogramos por metro cuadrado. 



4. Una lamina tiene la forma de la region del primer cuadrante 
limitada por la parabola y — x 2 , la recta y — 1 y el eje y. 
La densidad superficial en cualquier punto es (jr + y) ki- 
logramos por metro cuadrado. 

5. Una lamina tiene la forma de la region del primer cuadrante 
acotada por la parabola x 2 - &y, la recta y = 2 y el eje y. 
La densidad superficial varfa como la distancia desde la recta 

y = -i. 

6. Una lamina tiene la forma de la region limitada por la curva 
y = e x , la recta x — 1 y los ejes coordenados. La densidad 
superficial varia como la distancia desde el eje x. 

7. Una lamina tiene la forma de la regi6n del primer cuadrante 
acotada por la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 y los ejes 
coordenados. La densidad superficial varia conforme a la 
suma de las distancias a los dos lados rectos. 
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8. Una lamina tiene la forma de la regidn limitada por el trian- 
gulo cuyos lados son los segmentos de los ejes coordenados 
y la recta 3jc + 2y = IS. La densidad superficial varfa 
como el producto de las distancias a los ejes coordenados. 

9. Una lamina tiene la forma de la regidn acotada por la curva 
y = sen jcy el eje jc desde jc = Ohastajc = k La densidad 
superficial varia conforme a la distancia desde el eje jc. 

10. Una lamina tiene la forma de la regidn limitada por la curva 
y = V* y la recta y = x. La densidad superficial varfa 
como la distancia desde el eje y. 

11. Una lamina tiene la forma de la regidn del primer cuadrante 
acotada por la circunferencia x 1 + y 2 = 4 y la recta 
x + y = 2. La densidad superficial en cualquier punto es 
xy kilogramos por metro cuadrado. 

12. Una lamina tiene la forma de la regidn limitada por la 
circunferencia x 1 + y 2 = 1 y las rectas x = lyy = 1. 
La densidad superficial en cualquier punto es xy kilogra- 
mos por metro cuadrado. 

En los ejercicios 13 a 18, calcule el momento de inercia de la 
lamina homoginea con respecto al eje indicado si la densidad 
superficial es k kilogramos por metro cuadrado y la distancia se 
mide en metros. 

13. Una lamina tiene la forma de la regidn limitada por 
4y = 3x,x = 4 y el eje x\ con respecto al eje x. 

14. La lamina del ejercicio 1 3; con respecto a la recta x = 4. 

15. Una lamina tiene la forma de la regidn acotada por la cir- 
cunferencia de radio a metros; con respecto a su centro. 

16. Una lamina tiene la forma de la regidn limitada por la para- 
bola x 2 = 4 - 4y y el eje jc; con respecto al eje x. 

17. La lamina del ejercicio 16; con respecto al ohgen. 

18. Una lamina tiene la forma de la regidn acotada por un 
triangulo cuyos lados miden a metros, b metros y c me- 
tros; con respecto al lado que mide a metros. 

En los ejercicios 19 a 22, determine para cada lamina losiguien- 
te: (a) el momento de inercia con respecto al eje x, (b) el momento 
de inercia con respecto al eje y, (c) el radio de giro con respecto 
al eje x, (d) el momento polar de inercia. 



25. 



19. 
20. 
21. 

22. 
23. 



24. 



La lamina del ejercicio 1 . 
La lamina del ejercicio 4. 
La lamina del ejercicio 9. 
La lamina del ejercicio 10. 

Una lamina tiene la forma de la regidn acotada por la para- 
bola y = 2x - x 2 y el eje jc. Calcule el momento de inercia 
de la lamina con respecto a la recta y = 4 si la densi- 
dad supeficial varia como la distancia desde la recta y = 4. 
La masa se mide en kilogramos y la distancia en metros. 

Una lamina homog£nea de k slugs por pie cuadrado de 
densidad superficial tiene la forma de la regidn limitada por 
la curva x = ft , el eje x y la recta jc = a, donde a > 0. 
Calcule el momento de inercia de la lamina con respecto a la 
recta jc = a. 



Determine el area de la superficie cortada en el piano 
2jc + y + z = 4 por los pianos jc = 0, jc = 1 j = y 

y = i 



2x + v + z 




26. Calcule el area de la superficie cortada en el piano 
z - 2jc - y = 5 por los pianos jc = 0, x = 2, y = 0y 

y = 4. 




27. Obtenga el area de la porcidn de superficie del piano 36jc + 
16v + 9z = 144 cortada por los pianos coordenados. 

28. Determine el area de la superficie cortada en el piano 
z = ax + by por los pianos jc = 0, jc = a, y = y 
y = b, donde a > y b > 0. 

29. Calcule el area de la superficie del primer octante cortada en 
el cilindro jc 2 + v 2 = 9 por el piano jc = z. 




x' + x' - 9 
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30. Obtenga el area de la superficie cortada en el cilindro x 2 + 
y 2 = 25 por los pianos jc = 0,jc = l,z = 1 yz ~ 3. 



x 2 + y 2 = 25 




31. Sea R la region triangular del piano xy con vertices en 
(0, 0, 0), (0, 4, 0) y (2, 4, 0). Determine el area de la su- 
perficie de la parte de la graTica de z - 5jc - y 2 = 2 que 
se encuentra sobre R. 

fr 32. Calcule el area de la superficie del primer octante cortada en 
el cono x 2 + y 2 = z 2 por el piano jc + y = 4. 

Obtenga el area de la porci6n de superficie del cilindro jc 2 + 
z 2 = 4 que esta dentro del cilindro jc 2 + y 2 = 4. 

rv Y0^"J4. Determine el area de la porci6n de superficie del cono x 2 + 
\ y 2 = z 2 que se encuentra dentro del cilindro x 2, + y 2 - 2x. 

A 35. Calcule el area de la porci6n de superficie del cono x 2 + 
J y 2 = z 2 ubicada entre el cilindro y 2 = jc y el piano jc - 

y = 2. 

36. Obtenga el area de la portion del piano x = z que esti 
entre los pianos y = 0yy = 6y dentro del hiperboloide 
9X 2 - 4y* + 16s 2 = 144. 






*<f 



37. Se gira el segmento de recta del origen al punto (a, b) alre- 
dedor del eje jc. Determine el area de la superficie del cono 
generado. 

38. Deduzca una f6rmula para calcular el area de la superficie de 
una esfera al girar una semicircunferencia alrededor de su 
diametro. 

39. Calcule el area de la superficie de revolucion generada al 
girar el arco de la catenaria y = a cosh(jc/a) desde x = 
hastajc = a alrededor del eje y. 

40. Determine el area de la superficie de revolucion que se ob- 
tiene al girar alrededor del eje jc la catenaria del ejercicio 39. 

41. El lazo de la curva 1 8y 2 — jc(6 - jc) 2 se gira alrededor del 
eje jc. Obtenga el area de la superficie de revolucion generada. 

42. Calcule el area de la superficie de revolucion generada al 
girar el arco de la curva y = In jc desde jc = ] hasta jc = 2 
alrededor del eje y. 

43. Una lamina homoge' nea de k slugs por pie cuadrado de densi- 
dad superficial tiene la forma de la region limitada por un 
triangulo isosceles cuya base mide b pies de longitud y su al- 
tura h pies de longitud. Determine el radio de giro de la 
^mina con respecto a su recta de simetria. 

44. Suponga que / y sus primeras derivadas parciales son con- 
tinuas en una region cerrada R del planp jcy. Demuestre que 
si a unidades cuadradas es el area de la porcion de la su- 
perficie z = fix, y) que se encuentra sobre R, entonces 



-Jf 



||Vs(jc,y,z)|| <*jc<*y 



donde g(x, y,z) = z - fix, y) 



13.4 INTEGRALES DOBLES EN COORDENADAS POLARES 

A fin dedefinir la integral doble de una funcion en una region cerrada del piano 
coordenado polar, primero se considera el tipo mds simple de regidn. Sea R la 
regi6n limitada por los rayos = ay = /3 y las circunferencias r = a y 
r = b. Sea A la particidn de esta regi6n que se obtiene al dibujar rayos que 
pasen por el polo y circunferencias con centra en el polo. Refierase a la figura 
I, la cual muestra una red de subregiones denominadas rectangulos cur- 
vados. La norma || A || de la particidn es la longitud de la mayor diagonal de 
los rectangulos curvados. Sea n el numero de subregiones y sea A,A unidades 
cuadradas el area del /-6simo rectangulo curvado. Como el area de la *-esima 
subregion es la diferencia de las areas de dos sectores circu lares, entonces 

A;A = {r?i0i - M ) " IO-M- " Q-i) 

= {in - rt^Xn + n-OiOt- Q-,) 



Sean r,- = ^(r f - + r ( -_|), A,-r = r,- - r/Ij, y A,-0 = 6j - ^-j. Entonces 



A, -A = ^A^rA/0 
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B=a 



FIGURA 1 



r=<t>M 



e=p 




FIGURA 2 



S=ZXr) 




FIGURA 3 



z=/(r,«) 



0=0 




"0= 



<>>*,> 



Tome el punto (r,-, 0,) en la /-esima subregion, donde 0,_| < 6 t < 6 it y 
forme la suma 

£ f(? h §,) AiA = J /(?,, $i) n A, r A, 

Se puede demostrar que si/es continua en la region /?, entonces el 1 finite de 
esta suma, conforme || A || tiende a cero, existe y se considerara" como la 
integral doble de/en R. De este modo se puede escribir 



i* % f(?i - *> AiA = II /(n ^ M 

R 



I* 



Observe que en coordenadas polares, dA = rdr d0. 

Tambi6n puede demostrarse que la integral doble es igual a una integral 
iterada que tiene una de las dos formas posibles: 

■0 r b 



f(r,G)dA = f(r,0)rdrdO 

~~ J a J a 

-it 



f(r,6)rd0dr 



Es posible definir la integral doble de una funcion continua /de dos va- 
riables en regiones cerradas del piano coordenado polar de manera diferente a 
la anterior. Por ejemplo, considere la region R limitada por las curvas 
r = <f>\(6) y r = <£ 2 (0), donde <j>\ y <f> 2 son funciones lisas, y por las rectas 
= a y 6 = p. Consulte la figura 2. En la figura, <£j(0) < <f> 2 (0) para 
toda del intervalo cerrado [a, fi\. Entonces se puede demostrar que la doble 
integral de/en R existe y que es igual a una integral iterada, obteniendose 



f(r,6)dA = f(r,6)rdrd6 



Si la region R esta limitada por las curvas 6 = ^(r),yfi = # 2 (r), donde x { y 
X 2 son funciones lisas, y por las circunferencias r = a y r = b, como se 
muestra en la figura 3, donde x } (r) ^ j^M P ara t0( * a r ^ e * mterva l° cerrado 
[a, b], entonces 



J|/(r,6l)<M - J f l f(n6)rd0dr 



FIGURA 4 



La integral doble de una funcion en una region cerradadel piano coordenado 
polar puede considerarse como la medida del volumen de un solido emplean- 
do coordenadas cilindricas. La figura 4 muestra un solido que tiene como base 
a la region R del piano coordenado polar y limitado superiormente por la su- 
perficie z = fir, 0), donde /es continua en R y/(r, 0) > en R. Considere 
una partici6n de R, la cual proporciona una red de n rectangulos curvados. 
Construya los n s<5lidos para los cuales el *-6simo s61ido tiene como base al 
/-6simo rectangulo curvado y cuya altura es/(r,-, 0,) unidades, donde (r i9 0,) 
pertenece a la /-e'sima subregion. La figura 4 muestra el /-esimo solido. La 
medida del volumen del /-6simo solido es 



1054 CAPITULO 13 INTEGRACION MULTIPLE 



ftr„6,)A,A =f(r h e i )r i A i rA i 6 
La suma de las medidas de los n solidos es 

7=1 

Si V unidades cubicas es el volumen del solido dado, entonces 



V = lim £/(r|,^)r I -W 



= // 



f(r,d)rdrde 



(1) 



l^ EJEMPLO I Calcule el volumen del solido del primer octante 

limitado por el cono z = r y el cilindro r = 3 sen 0. 

Solution El solido y el /-esimo elemento de volumen se muestran en la 
figura 5. Al utilizar ( 1 ) con/(r, 0) = r, y si V unidades cubicas es el volumen 
del solido dado, entonces 



IIa||->o fr[ 



s 



P-drdQ 



*/2 r 3sen0 



r flju ri sen U 

J Jo 

-I 



de 



Mo "* 



■ tt/2 
9j sen 3 Odd 
'0 



= -9 cos + 3 cos 3 0l ' 
Jo 

- 6 



/r/2 



Conclusion: La medida del volumen es 6 unidades cubicas. 



6=0 



(r., e.,/(7, 0.)) 

/ 




r = 3 sen 



0= ^ 



o> e,) 



FIGURA 5 
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Calcule la masa de la lamina que tiene la forma de 



► EJEMPLO 2 

la region limitadapor la semicircunferencia r = a cos 0,0 < 6 < ^7T, ycuya 
densidad superficial en cualquier punto es proporcional a la medida de su dis- 
tancia desde el polo. La masa se mide en kilogramos y la distancia en metros. 

Solution La figura 6 muestra un dibujo de la lamina y del /-esimo 
rectangulo curvado. La densidad superficial en el punto (r, Q) es kr kilogramos 
por metro cuadrado, donde k es una constante. Si M kilogramos es la masa 
de la lamina, entonces 

n 

M = lim YilcrdTiAirAS 




* 6 = 



FIGURA 6 



-S 



kP-drdQ 



nfl fa cos 



r 2 drd8 



= \ka 3 



L 



o 

n\2 



cos 3 QdQ 



= |jtfl 3 [sen Q 
= Ika 3 



sen 3 6 



x/2 



1 

Jo 



Conclusion: La medida de la masa es \ka 3 kilogramos. 



► EJEMPLO 3 



Obtenga el centra de masa de la lamina del ejemplo 2. 



Solution Sean x y y las coordenadas cartesianas del centra de masa 
de la lamina, donde, como es costumbre, el eje x esta ubicado sobre el eje polar 
y el eje y se encuentra sobre el eje \n. Sea (x h y t ) la representacion en 
coordenadas cartesianas del punto (r h Q{). Si M x kilogramos-metro es el mo- 
menta de masa de la lamina con respecto al eje x, entonces 

Al sustituir y i por ^ sen 0,- se obtiene 

n _ 

M r = lim y kr 3 sen 0, A,-r A,0 



kr 3 sen QdrdQ 



R 



- 7tj2 f. a cos 6 
k\ I r 3 sen QdrdQ 



1 J 

•f 



\ka 4 | cos 4 sen QdO 

T/r/2 

= - ~ ka 4 cos 5 Q 
= ±M 4 
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Si My kilogramos-metro es el momento de masa de la lamina con respecto al eje 
y, entonces 



IUIM ~7 
Al reemplazar Jc, por r ( - cos i resulta 



M y - lim \ kr ? cos Oj Af Aft 

iuii-yo r: 



kr 3 cos OdrdO 



' t/2 /• a cos 



r 3 cos OdrdO 



= ±Jta 4 cos 5 0<20 

Jo 
= ± *a 4 [sen - | sen 3 + £ sen 5 ^] ' 



/o 

• a/2 



15 



Por tanto, 



_ _ My 

* ~ M 



A** 



Ika* 



± ka 4 

20 *** 

|*a 3 



Conclusion: El centro de masa se encuentra en el punto ( ja, -^a). 4 

El ejemplo siguiente muestra c6mo puede calcularse el area de una region 
del piano polar mediante la integracion doble. 




w EJEMPLO 4 Calcule por medio de integraci<5n doble el area de 
la region limitada por una hoja de la rosa r = sen 30. 

e= e, Solution La region y el i-esimo rectangulo curvado se muestran en la 

(>> t ) figura 7. Si A unidades cuadradas es el area de la region, entonces 



* e = o 



FIGURA 7 



A = lim Y A.-i4 

n 

= ^T lLn A i rA i e 

h\\-*o ~7 



rdrdO 



tt/3 r sen 30 



R 



rdrdO 



sen 2 30 dO 
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= io- 



sen 60 
Jo 




x +y 



Conclusion: El area es jy 7T unidades cuadradas. 4 

En ocasiones resulta mas fdcil evaluar una integral doble empleando 
coordenadas polares en lugar de coordenadas cartesianas, como se muestra en 
los ejemplos siguientes. 



► EJEMPLO 5 



Evalue la integral doble 



// 

R 

donde la region R se encuentra en el primer cuadrante y esta limitada por la 
circunferencia x 2 + y 2 = a 2 y los ejes coordenados. 

Solucion Como x 2 + y 2 = r 2 , y dA = r dr dO, entonces 

e -l* 2+ y 2 )dA = e' r2 rdrd0 

R R 

e' r2 rdrc 

f nf2 

- -»r 

Jo 



- «/2 



*<*0 



-ifl/2 

= - i (e- 2 - 1)0 
Jo 



W EJEMPLO 6 Calcule el area de la superficie del paraboloide 

z = x 2 + y 2 que se encuentra debajo del piano z = 4. 

Solucion La figura 8 muestra la superficie dada. De la ecuacion del para- 
boloide se ve que/(jc, y) = x 2 + y 2 . La regi6n cerrada del piano xy limitada 
por la circunferencia x 2 + y 2 = 4 es la region /?. Si aunidades cuadradas es 
el area de la superficie requerida, entonces, por el teorema 13.3.4, 



o = [J ^f x Hx,y) + f y H*,y) + i dx dy 

R 

= If ^J4(x 2 + y 2 ) + \dxdy 



Como el integrando contiene el t^rmino 4(x 2 + y 2 ), la evaluacion de lajntegral 
se simplifica al utilizar coordenadas polares. Asf, x 2 + y 2 = r 2 . Puesto 
que dxdy - dA, entonces dx dy = rdr dO. Adem£s, los limites para r son de 
a 2 y los limites para son de a 2n. Por tanto, 
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FIGURA 9 



G = 



JAt 2 + 1 r dr dd 



.In r 2 



^[ir 2 + Xrdrdd 



2k 



A (4r2 + l)V2 



dd 



= i 7T(17 V 17 - 1) 



Conclusion: El area de la porcion del paraboloide que se encuentra debajo 
del piano dado es I k(\1J\1 - 1) unidades cuadradas. ^ 



► EJEMPLO 7 



x 2 + y 2 + z 2 



Calcule el area de la mitad superior de la esfera 



Solution La semiesfera se muestra en la figura 9. Al despejar z en la 
ecuacion de la esfera y considerando esto igual a/(x, y) se obtiene 



f(x,y) = j* 
Como 



y f y (x,y) 



w^ 1 



f x y fy no estan definidas en la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 , la cual es la 
frontera de la region R del piano xy. Ademas, la integral doble que se obtiene 
al aplicar el teorema 1 3.3.4 es 



dx dy 



r' 



la cual es impropia debido a que el integrando tiene una discontinuidad infinita 
en cada punto de la frontera de R. Esta situacion puede evitarse al considerar la 
region R' como aquella limitada por la circunferencia x 2 + y 2 = b 2 , donde 
b < a, y tomar el limite cuando b -> a~. Ademas, el calculose simplifica si 
la integral doble se evalua mediante una integral iterada en la que se utilizan 
coordenadas polares. De este modo, si o unidades cuadradas es el area de la 
semiesfera, entonces 



b r lK 



° = l im I < /— s- 

) Jq ^a 



= 2na lim 

b — *a~ 



r dd dr 



dr 



}o ^~- r* 
= 2xa\im_[-^a 2 -r*l 

= 2m\im_\-^Ja 2 - b 2 + a\ 
= 2na 2 
Conclusion: El area de la semiesfera es 2kg 2 unidades cuadradas. A 
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EJERCICIOS 13.4 



r = A cos 



En los ejercicios I a 6, utilice integrates dobles para calcular el 9. El solido cortado en la esfera z 2 + r 2 = 16 por el cilindro 
area de la region. r = 4 cos 6. 

1. La region ubicada dentro de la cardioide r = 2( 1 + sen 6). 

2. Una hoja de la rosa r - a cos 26. 

3. La region ubicada dentro de la cardioide r — a(\ + cos 6) 
y fuera de la circunferencia r - a. 

4. La region ubicada dentro de la circunferencia r = 1 y fuera 
de la lemniscata r 2 - cos 26. 

5. La region que se encuentra dentro del lazo mas grande del 
caracol 

r = 2 - 4 sen 6 
y fuera del lazo pequeno. 

6. La region ubicada dentro del caracol r = 3 - cos 6 y fuera 
de la circunferencia r = 5 cos 6. 

En los ejercicios 7 a 12, obtenga el vo lumen del solido. 

7. El solido limitado por el elipsoide 7} + 9r 2 = 9. 





z *+9r*=9 



8. El solido cortado en la esfera z 2 + r 2 = 4 por el cilindro 

r = \. 




10. El solido sobre el piano polar limitado por el cono z = 2r y 
el cilindro r = 1 - cos 6. 



T = I - COS $ 




Z^lr 



z' + r* = 4 



11. El solido limitado por el paraboloide z - 4 - r 2 y el cilin- 
dro r - 1 y el piano polar. 

12. El solido ubicado por arriba del paraboloide z - r 2 y por 
debajo del piano z = 2r sen 6. 

En los ejercicios 13 a J 9, calcule la rnasa y el centro de masa de 
la lamina si la densidad superficial es la que se indica. La masa 
se mide en kilogramos y la distancia en metros. 

13. Una lamina tiene la forma de la region del ejercicio 1 . La 
densidad superficial van'a conforme cambia la distancia me- 
dida desde el polo. 
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14. Una lamina, tiene la forma de la region del ejercicio 2. La 
densidad superficial vana como la distancia medida desde 
el polo. 

15. Una lamina dene la forma de la region aeotada por el cara- 
col r - 2 - cos 0. La densidad superficial varia como la 
distancia medida desde el polo. 

16. Una lamina tiene la forma de la region aeotada por el ca- 
racol r = 2 + cos 0, < < n, y el eje polar. La den- 
sidad superficial en cualquier punto es k sen kilogramos 
por metro cuadrado. 

17. La lamina del ejercicio 16. La densidad superficial en cual- 
quier punto es kr sen $ kilogramos por metro cuadrado. 

18. Una lamina tiene la forma de la region del ejercicio 6. La 
densidad superficial vana como la distancia medida desde 
el polo. 

19. Una lamina tiene la forma de la region aeotada por el lazo 
pequeno del caracol del ejercicio 5. La densidad super- 
ficial vana como la distancia medida desde el polo. 

En los ejercicios 20 a 24, calcule el momento de inertia de la 
lamina con respecto al eje o punto indicado si la densidad su- 
perficial es la que se indica. La masa se mide en kilogramos y 
la distancia en metros. 

20. Una lamina tiene la forma de la region limitada por la 
circunferencia r = sen 0; con respecto al eje ~ n. La den- 
sidad superficial en cualquier punto es k kilogramos por 
metro cuadrado. 

21. La lamina del ejercicio 20; con respecto al eje polar. La 
densidad superficial en cualquier punto es k kilogramos 
por metro cuadrado. 

22. Una lamina tiene la forma de la region aeotada por la car- 
dioide r - a{\ - cos 0); con respecto al polo. La den- 
sidad superficial en cualquier punto es k kilogramos por 
metro cuadrado. 

23. Una lamina tiene La forma de la region limitada por la car- 
dioide r = a ( 1 + cos 8) y la circunferencia r = la cos 0; 
con respecto al polo. La densidad superficial en cualquier 
punto es k kilogramos por metro cuadrado. 

24. Una lamina tiene la forma de la region aeotada por la 
lemniscata r 2 ~ a 2 cos 20; con respecto al eje polar. La 
densidad superficial en cualquier punto es k kilogramos 
por metro cuadrado. 

Una lamina homogenea tiene la forma de la region limitada 
por un lazo de la lemniscata r 2 = cos 20. Calcule el radio \0* 



25. 



donde R es la region limitada por las circunferencias x 2 + 

y 2 - 1 y x 2 + y 2 = 9. 

28. Evaliie por medio de coordenadas polares la integral 
dA 



S 



4^^7 



donde R es la region del primer cuadrante limitada por la 
circunferencia x 2 + y 2 - 1 y los ejes coordenados. 

29. Calcule el area de la porcion de la superficie de la esfera 

x 2 + y 2 + z 2 — 4x cortada por un manto del cono y 2 + 



x 2 + y 2 + z 2 = 4x 




30. Determine el area de la porcion de la superficie de la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = 36 que se encuentra dentro del cilindro 



jr + y +z 




%^^ 



:36 



26. 



27. 



de giro de la lamina con respecto a un eje perpendicular al 
piano polar que pase por el polo. 

Una lamina tiene la forma de la region aeotada por la 
circunferencia r = 4, y la densidad superficial vana con- 
forme la distancia medida desde el polo. Determine el ra- 
dio de giro de la lamina con respecto un eje perpendicular 
al piano polar que pase por el polo. 

Evalue por medio de coordenadas polares la integral 



x 2 + y 2 
loide x 4 



31. Calcule el area de la porcitfn de la superficie de la esfera 
+ z 2 = 4z que se encuentra dentro del parabo- 
f y 2 - 3z. 

32. Para la esfera y el paraboloide del ejercicio 31, obtenga el 
area de la porcion de la superficie del paraboloide que se 
encuentra dentro de la esfera. 

33. Determine el area de la porcion de la superficie xy = az 
del primer octante que se encuentra dentro del cilindro 



S 



e x + y dA 



V 



x 2 4- y 2 



Calcule el area de la superficie cortada en el paraboloide 



hiperbdlico y 2 - x 



6z por el cilindro x 2 + y 2 



36. 
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(o,,*i 



(«,-, v t , wj 




FIGURA 1 



La extension de la integral doble a la integral triple es analoga a la extension 
de la integral simple a la integral doble. El tipo de region mas simple en /? 3 es 
un paralelepfpedo rectangular limitado por seis pianos: jc = a h x = a 2i 
y = bi, y = b 2 , z = C\ y z = c 2 , con a\ < a 2 , b\ < b 2 y C\ < c 2 . Sea 
/ una funcion de tres variables y suponga que / es continua en una regi<3n 
S de este tipo. Una particion de esta region se forma al dividir S en cajas 
rectangulares mediante pianos paralelos a los pianos coordenados. Denote 
tal particion por A y suponga que se tienen n cajas, Sean A/V unidades cu- 
bicas el volumen de la i-6sima caja. Se elige un punto arbitrario (u if v ( , w ( ) 
en ia i-esima caja y se forma la suma 



£/(«/, v,,*v)A,V 



(1) 



Refierase a lafigura 1, la cual rmiestra el paralelepfpedo rectangular junto con 
la i-esima caja. La norma || A || de la particion es la longitud de la diagonal mas 
grande de las cajas. Si las sumas de la forma ( 1 ) se aproximan a un If mite con- 
forme || A || tiendeacero para cualesquieraeleccionesde los puntos(w,-, v u w ( ), 
entonces este limite recibe el nombre de integral triple de/en S y y se escribe 



II4-+0.I.-1.. JJJ 



Una condition suficiente para que exista la integral triple de / en S es que / 
sea continua en 5. 

Asi como una integral doble es igual a una integral iterada doble, la inte- 
gral triple es igual a una integral iterada triple. Cuando S es el paralelepfpedo 
rectan-gular descrito anteriormente, y / es continua en S, se tiene entonces 

J My.zidV « J J J f{x>y>z)dzdydx 




- *. 



W EJEMPLO I Evalue ia integral triple 
xy sen yz dV 



\\\ 



si S es el paralelepfpedo rectangular limitado por los pianos jc = n, y = ~k, 
z = } 7t y los pianos coordenados. 

Solucion La figura 2 muestra el paralelepfpedo rectangular S. 
xy sen yzdV - \ xy sen yz dz dy dx 



FIGURA 2 



JJJ »™>< dv - J. J. J 
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./r r nj2 



f f /3 

= J J [-*cosyz] o dyd* 

[K r>KJ2 

= I I jc( 1 - cos \ ny) dy dx 
Jo Jo 

I 3 1 \T 12 

( y 'H m 3 xy )] dx 

(§-!-*)* 

= TU-i sen -6--j 
-f(* a -«-T) 



-1 
-i 



A continuaci6n se discutira c6mo definir la integral triple de una fun- 
cion continua de tres variables en una region de R 3 diferente de un paralele- 
pipedo rectangular. Sea 5 la regidn tridimensional cerrada y limitada por 
los pianos x - a y x = b, los cilindros v = <fr\(x) y y = <t>2(*), y las 
superficies z = F\(x,y) y z = F 2 (x, y), dondelasfuntiones<£i,<£ 2 , ^i y ^2 
son lisas. Trace pianos paralelos a los pianos coordenados de modo que se for- 
me un conjunto de paralelepipedos rectangulares que cubran toda la region S. 
Los paralelepipedos que se encuentran completamente dentro de S o en la 
frontera de 5 forman una partition A de 5. Elija un sistema para numerar de 1 
a n estos paralelepipedos. La norma || A || de esta partici6n de S es la longitud 
de la diagonal mas grande de los n paralelepipedos. El volumen del 
*-esimo paralelepipedo es A ( V unidades cubic as. Sea /una funcion de tres 
variables continua en S, y sea {u u v h w;) un punto arbitrario del /-6simo 
paralelepipedo. Refierase a la figura 3. 




z = F 2 (x,y) 



z = F t {x,y) 



Forme la suma 

n 

Si esta suma tiene un limite conforme || A || tiende a cero, y si el lfmite es in- 
dependiente de la election de los pianos de la particidn y de los puntos arbi- 
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trarios (u;, v,-, w f -) en cada paralelepfpedo, entonces el Ifmite se denomina 
integral triple de/en 5, y se escribe 



Urn 

114 



o X/(«„ v /? Wf ) A,V - j J J /(x, y, z) dV 



(2) 



Se puede demostrar, en Calculo avanzado, que una condicion suficiente 
para que el limite de (2) exista es que/ sea continua en S. Adem£s, con la 
condicion impuesta a las funciones </>\, </> 2 , F\ y F 2 de que sean Iisas, tambien 
es posible demostrar que la integral triple puede evaluarse mediante la integral 
iterada 



b r <f>Ax) r FAx,y) 



f(x y y, z) dz dy dx 



a J 4>i(x) J F l (x t y) 



Asf como la integral doble puede interpretarse como la medida del area 
de una regi6n plana cuando/(jt, y) = 1 en R, la integral triple puede interpre- 
tarse como la medida del volumende una region tridimensional. Si/U, y, z) = 1 
en S, entonces (2) se transforma en 



lim 
Who 



%•*-$ 



dV 



de modo que la integral triple es la medida del volumen de la region S, 



W EJEMPLO 2 Calcule el volumen del s61ido del ejemplo 5 de la 
seccion 13.2 mediante integraci6n triple. 



z = x 2 + 4>> 2 . f 




Solucion El solido se encuentra sobre el piano xy y esta limitado por 
el paraboloide elfptico z = x 2 + Ay 2 y el cilindro x 2 + 4y 2 = 4. Consulte 
la figura 4. Si V unidades cubicas es el volumen del solido, entonces 



V = lim £a,.V 
IU|[-»o i = i 



-\\\ 



dV 



FIGURA 4 



donde S es la regi6n limitada por el solido. Los limites de z son de (el valor 
de z en el piano xy) a x 2 + Ay 2 (el valor de z en el paraboloide elfptico). 
Los limites de y para un cuarto del volumen son de (el valor de y en piano xz) 
a i^4 - x 2 (el valor de y en el cilindro). Los limites de x para el primer 
octante son de a 2. Al evaluar la integral triple por medio de una integral 
iterada se obtiene 
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2 r 44-x 2 /2 r x 2 + 4y 2 



z = 8-x 




FIGURA 5 



= 4 J J J 



dzdy dx 



•2 r V4-x 2 /2 



(jc 2 + 4y 2 )dydx 



Esta es la misma integral iterada doble que se obtuvo en el ejemplo 5 de la 
seccion 13.2, por lo que el resto de la solucion es la misma. 4 

W EJEMPLO 3 Calcule el volumen del solido limitado por el ci- 
lindro jc 2 + y 2 = 25, el piano x + y + z = 8yel piano xy. 

Solucion El solido se muestra en la figura 5. Los If mites de z para la in- 
tegral iterada son de a 8 - jc - y (el valor de z en el piano). Los If mites de 
y se obtienen de la frontera de la regi6n en el piano jcy, la cual es la circunfe- 
rencia jc 2 + y 2 = 25. Por tanto, los lfmites para y son de -V25 - jc 2 a 
V25 - jc 2 . Los lfmites para x son de -5 a 5. Si V unidades cubicas es el 
volumen requerido, entonces 

V = Mm YAjV 
IWI-»o£J 



. %-x~y 



-IS 

s 

J -5 J -V25-x 2 J 
/•5 p/25~ 

J -5 J -V25 

-j: 



dy dx 



V25-* 2 



(8 - jc - y)rfy<£c 



(8 - *)y - ly 2 



/25-x 2 



</jc 



,/25-x 2 



= 2 (8 - jc)V25 - x 2 dx 



= 16 V25 - x 2 dx + i 425 - x 2 (-2x)dx 



= 16(1jcV25~- jc 2 + f sen" 1 1 jc) + \ (25 



= 200;r 
Conclusidn: El volumen es 200;r unidades cubicas 



>n 



W EJEMPLO 4 Calcule la masa del solido ubicado por arriba del 
piano jcy y limitado por el cono 9jc 2 + z 2 = y 2 y el piano y = 9 si la medida 
de la densidad volumfnica en cualquier punto (jc, y, z ) del solido es proporcional 
a la medida de la distancia del punto al piano jcy. La densidad volumfnica se 
mide en kilogramos por metro cubico. 

Solucion La figura 6 muestra el solido. Sean M kilogramos la masa 
del solido. La densidad volumfnica en cualquier punto (jc, y, z) del solido es kz 
kilogramos por metro cubico, donde k es una constante. Si (w,, v () w/) es cual- 
quier punto del i*-esimo paralelepfpedo rectangular de la particitfn, entonces 
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FIGURA 6 



M = lim $>,AV 

IU||-»o ~? 

= III kzdV 

-<ri 

Jo J o L J o 

= k\ (y 2 - 9x 2 ) dx dy 

J Jo 

-4 



9 f.y/3 r yjy 2 -9x 2 

zdzdy dx 
•'o •'o 

djr dy 



y 5 dy 



- 129 k 



Conclusion: La masa es ^-k kilogramos. 



EJERCICIOS 13.5 



En los ejercicios I a 5, evalue la integral iterada. 

. I r ]-x r \+y* 
1 



xdzdydx 

2 * x - x+xy 

2. I I I xydzdydx 

1 r x r x+ y 

3. [ | I (jc + y t z)dzdydx 



■ in 

J J J 2y 

fn 

J \ J o J \ 

■ I'll 

J o J o J o 

in 

J [ J y J 
J J z J 

J J J X 2 + 



4. I I | zdxdzdy 

. - 2e . ;r/3 

5. | I I j In z tan jc dx <fe rfy 

.2 - y* - In jc 

6. [ I I ye z dzdxdy 



cos - dydxdz 

z 



dxdzdy 



En los ejercicios 9 a 18, evalue la integral triple. 
9. \\\ y d V si S es la region limitada por el tetraedro formado 
por el piano \2x + 20 y + \5z = 60 y los pianos coordenados. 
10. 0* 2 + z 2 ) dV si 5 es la region del ejercicio 9. 



vertices son (0, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 0) y (1, 0, 1). 
yz dV si S es la region del ejercicio 1 1 . 



11. z ^ s * S es la re S*° n acotada por el tetraedro cuyos 

s 
verticc 

-III 

s 

13. xydVsiSescl paralelepipedo rectangular del primer 

s 
octante limitado por los pianos coordenados y los pianos 

X - 2, y = 3y Z = 4. 

14. * dV si 5 es el tetraedro delimitado por los pianos 

s 
x + 2y + 3z = 6,jc = 0,y = Oyz = 0. 

dV si 5 es la region limitada por las superficies z - 



*///■ 



jc 2 + j 2 y z = 27 - 2jc 2 - 2>' 2 . 
16 j 2 dV si 5 es la region acotada por los cilindros 



x 2 + y - 1 y z 2 + y = 1 y el piano v = 0. 

3z) d V si 5 es la region limitada por el cilindro 



17. j]jt« + 



x 2 + z 2 - 9 y los pianos x + y ~ 3, z = y y ~ 0, 
y ubicada arriba del piano xy 



18. 



/// 



xyz dV si 5 es la region acotada por los cilindros 



x 2 + v 2 = 4 y jc 2 + z 2 - 4, 
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r 



19. Calcule el vo lumen del s61ido del primer octante limitado 

inferiormente por el piano xy, superiomente por el pla- 

\w> z = y,y lateralmente por el cilindro y 2 = x y el piano 



22. Calcule el volumen del solido acotado por el cono eliptico 

Ax 2 + 9y 2 - 36z 2 = ye! piano z = 1- 





w A ?IX Determine el volumen del solido ubicado sobre el parabo- 
\~ loide eliptico 3jc 2 + y 2 = z y debajo del cilindro x 2 + 



j=l 



20. Determine el volumen del solido del primer octante acotado 
\ f\ por el cilindro x 2 + z 1 - 16, el piano x + y - 2ylostres 
*0 ^r^ pianos coordenados. 



x + y = 2 




3r 



1 -J- 



— -„_ o\ 



24. Obtenga el volumen del s61ido limitado por la esfera 

x 2 + v 2 + z 2 = a 2 . 

25. Calcule el volumen del solido acotado por el elipsoide 

X 2 V 2 7 2 

a 2 b 1 c 2 

Vx*26. Obtenga el volumen del s61ido limitado por los cilindros 
, , t ^r r ^z = 5x 2 y z = 3 - jc 2 , el piano v + z = 4 y el piano xz. 

* 27. Determine la masa del s61ido homog^neo acotado por el 

cilindro z — 4 - jc 2 , el piano v == 5 y los pianos coordena- 
dos si la densidad volumfnica en cualquier punto del solido 
es k kilogramos por metro cubico. 

28. Calcule la masa del s61ido limitado por el tetraedro formado 
por los pianos IOOjc + 25 v + 16z = 400 y los pianos 
coordenados si la densidad volumfnica varia como la distan- 
cia medida desde el piano yz. La densidad volumfnica se 
mide en kilogramos por metro cubico. 



£<^29. 




Obtenga el volumen del solido del primer octante limitado 



por los cilindros x l + 
tres pianos coordenados. 



y l - 4 y x l + 2z = 4 y los 



Obtenga la masa del sblido acotado por los cilindros x = z 2 
y v = jc 2 , y los pianos x = l,v = Oyz = 0. Ladensidad 
volumfnica varia conforme el producto de las distancias 
medidas desde los tres pianos coordenados, y se mide en 
kilogramos por metro cubico. 



30. Determine la masa del solido limitado por la superficie 



z = 4 - 4jc 2 



v y el piano jcv. La densidad volumfnica 




2 +y 2 = 4 



en cualquier punto del s61ido es 3z j jc j kilogramos por metro 
\ cubico. 

VJ^ 31. Calcule la masa del solido limitado por la superficie z = xy . 
y los pianos jc= 1, v = 1 y z = 0. La densidad volu- 
mfnica en cualquier punto del solido es 3-Jx 2 +~y 2 kilo- 
gramos por metro ciibico. 



32. Un s61ido tiene la forma de un cilindro circular recto cuyo 
radio de la base mide r metros y cuya altura mide h metros. 
Calcule la masa del s61ido si la densidad volumfnica varia 
como la distancia a una de las bases. La densidad volumfni- 
ca se mide en kilogramos por metro cubico. 
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13.6 INTEGRALES TRIPLES EN COORDENADAS CIUNDRICAS 
Y ESFERICAS 

Si una region S de R 3 tiene un eje de simetrfa, las integrates triples en S son m&s 
f£ciles de evaluar si se emplean coordenadas cilfndricas. Si la regi6n es sime- 
trica con respecto a un punto, entonces conviene elegir el punto como origen y 
emplear coordenadas esf^ricas. En esta seccion se discutirdn las integrales tri- 
ples en estos sistemas coordenados y se aplicardn a problemas fisicos. 

A fin de definir la integral triple en coordenadas cilfndricas se construye 
una particion de la region S dibujando pianos que contengan al eje z, pianos 
perpendiculares al eje z y cilindros circulars rectos que tengan al eje z como 
eje. La figura 1 muestra una subregi6n tfpica. Los elementos de la particion 
construida se encuentran completamente en S. A esta particion se le denomina 
particion cilindrica. La medida de la longitud de la "diagonal" mas grande de 
todas las subregiones es la norma de la particion. Sea n el nCimero de subre- 
giones de la particion y sean A, V unidades cubicas el volumen de la i-esima 
subregkni. El area de la base de la i-esima subregion es r,* A,r A z -0 unida- 
des cuadradas, donde 7; = ~{r t + r M ) como se mostr6 en la seccion 13.4. 
En consecuencia, si A t z unidades es la altura de la ;-6sima subregi6n, entonces 

A ( V = TjAjrAiOAiZ 

Sea/una funci6n de r, 0y z, y suponga que/es continua en S. Elija un punto 
(r;, ( , z,) en la /-6sima subregi6n talque 0;_! < ( - < 0,-, yz/_i < z, ^ z,-. 
Forme la suma 




9=0 



(^Q.O) 



FIGURA 1 



X/(n, O h Zi)AiV = 2/<r„ 6 h Zi)n A,r AfiA iZ 



(1) 



Si la norma de A tiende a cero, se puede demostrar, con ciertas condiciones 
sobre 5, que el limite de esta suma existe. Este lfmite se denomina integral 
triple en coordenadas cilfndricas de la funcion/en S, y se escribe 

lUIko fTi J] J 

s 

J/^SpZ^nA-rA^AfZ = II f(r 1 O,z)rdrd0dz 



<=> lim 



Observe que en coordenadas cilfndricas, dV - r dr dO dz. De modo que 
puede evaluarse una integral triple por medio de una integral iterada. Por 
ejemplo, suponga que la region S de R 3 esta limitada por los pianos 
= a y 6 = p, con a < p, por los cilindros r = Aj(0) y r = ^(9), 
donde X\ y hi son lisas en [a, p] y k\{6) < ^(9) para a < < /3, y por las 
superficies z = F[(n 9) y z - F 2 (n 0), donde Fy y F 2 son dos funciones 
de dos variables y que son lisas en alguna region R del piano polar limitada 
por las curvas r = >l|(0), r = ^(0), 9 = a y 9 = p. Tambi^n suponga 
que Fj(r, 0) < F 2 (r, 0) para todo punto (r, 0) de R. Entonces la integral 
triple puede evaluarse como una integral iterada por medio de la formula 



P c^m r F 2(',0) 



\\\f(r,0,z)rdrd9dz =\ f(r,9,z)rdz 



<*r<*0 
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Existen otras cinco integrales iteradas que pueden emplearse para evaluar la 
integral triple ya que se tienen seis permutaciones posibles de las tres variables 
r, Oy z. 

Las integrales triples y las coordenadas cilindricas son utiles especialmen- 
te cuando se calcula el momento de inercia de un solido con respecto al eje z 
debido a que la distancia desde el eje z a un punto del solido esta determinada 
por la coordenada r. 



,\ 



.^2 




W EJBMPLO I Un solido homogeneo tiene la forma de un cilindro 
circular recto cuyo radio de la base mide 2 m y cuya altura es de 4 m. Calcule el 
0/' % z,-) momento de inercia del s61ido con respecto a su eje. 

Sol UC i6n Elija los pianos coordenados de modo que el piano xy coinci- 
da con la base del solido y el eje z sea el eje del solido. La figura 2 muestra la 
__^ porcion del stflido en el primer octante junto con la j-esima subregion de 

una particion cilindrica. Al emplear coordenadas cilindricas y tomar el punto 
(f h Oj, Z() de la /-esima subregion con k kilogramos por metro cubico como la 
densidad voluminica en cualquier punto, y si l z kilogramos- metro cuadrado es 
el momento de inercia del solido con respecto al eje z, entonces 



FIGURA 2 



^o , 



-III 



lunJ^rfkAjV 
kr 2 dV 



Se tiene seis ordenes posibles de integraci<5n. En la figura 2 se muestra el orden 
dz dr dO. Al emplear este orden se obtiene 

I z = kr 2 rdzdrd0 

S r*l2 r2 *4 
= 4k r 3 dzdrd6 

Ja •'o Jo 
En la primera integraci6n se suman los bloques desde z = hasta z = 4; 
por lo que los bloques se transforman en una columna mostrada en la figura. 
En la segunda integracion se suman las columnas desde r - hasta r = 2; 
de modo que las columnas se transforman en una rebanada del cilindro en 
forma de curia, tambien mostrada en la figura. En la tercera integracion se 
gira la cuna desde 6=0 hasta = l/r, esto hace que la cuna se desplace por 
toda la region tridimensional del primer octante. Despues se multi plica por 
4 para obtener el volumen completo. Al realizar la integracion se obtiene 

• ff/2 i>2 
I z = 16* | I r^drdB 



[ [ rUrc 
Jo Jo 

f 

^0 



-ff/2 

= 64* I dO 



= 32kn 
Conclusi6n: El momento de inercia es 32kx kg-m 2 . *4 

W EJEMPLO 2 Resuelva el ejemplo 1 tomando el orden de inte- 
gracion indicado: (a) dr dz dO; (b) dOdr dz. 



,! 



,0 ' 



e-o 



^2 









FIGURA 3 
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Solution 

(a) En la figura 3 se i lustra el orden dr dz d6. En ella se muestran los bloques 
sumados desde r = hasta r - 2 para obtener un sector en forma de 
curia. Despues se suman desde z = hasta z — 4, lo que produce una re- 
banada en forma de cuna tambien mostrada en la figura. Luego, se gira la 
curia desde 6 = hasta 6 = |/rafin de cubrir el primer octante. Entonces 

I z = 4k \ r 3 drdzd6 

•>o Jo ^0 
= 32kx 

(b) La figura 4 muestra el orden d6 dr dz. En ella se presentan los bloques 
sumados desde 6 = hasta 6 - \ n para obtener un anillo dentro del 
cilindro. Despu6s se suman estos anillos desde r = hasta r — 2, lo 
que produce una rebanada horizontal del cilindro. Luego se suman las 
rebanadas horizontales desde z = hasta z = 4. Por tanto, 



-r=2 



^4 a2 - w /2 
/ 7 = 4* I r^dOdrdz 



m 

J o J o J o 



= 32Jt7T 




^ EJEMPLO 3 Calcule la masade una semiesfera solida de radio a 
metros si la densidad volumfnica en cualquier pun to del s61ido es proporcional 
a la distancia del punto al eje x, y se mide en kilogramos por metro ciibico. 

Sollicion Si se eligen los pianos coordenados de modo que el origen 
sea el centro de la esfera y el eje z sea el eje del solido, entonces una 
ecuaci6n de la superficie semiesferica ubicada por arriba del piano xy es 

z = V^ 



FIGURA 4 




r 2 _ 



y 2 . La figura 5 muestra esta superficie y el solido junto 
con la i-esima subregion de una particion cilin drica. Un a ecuacion de la 
semiesfera en coordenadas cilfndricas es z = Va 2 - r 2 . Si (r,-, 0,-, z ( -) es 
un punto de la /-esima subregion, entonces la densidad volumfnica en este 
punto es k7j kilogramos por metro ciibico, donde k es una constante; y si M 
kilogramos es la masa del solido, entonces 

M = Urn y kr t A,V 

[i,n .n ^* ' ' 



IWI-»o 



krdV 



■nr 

s 

= k ' 

•>o J o J o 

= k j 

•'o ■'o 

In 

= rMn\ d 



r 2 dzdrd6 



'-4a 2 



drdO 



2^3/2 



r 2 ) 



Wr4a 



2 _ r 2 



-a H sen -1 - 



d0 



-10 



FIGURA 5 



Conclusidn: La masa de la semiesfera solida es ^ka 4 n 2 kilogramos. 
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(ft. % <f>i) 




(Pi, e i9 o) 



Pj sen <f> ; 




^ <P,, ^ °> 



FIGURA 7 



<P,-^<£,) 




(Pi, % o) 



P" EJEMPLO 4 Determine el centro de masa del solido del ejemplo 3. 

Solution Sea (x, y, z) una representaci6n en coordenadas cartesianas 
del centro de masa. Debido a la simetria, x = y y = 0, por lo que se nece- 
sita calcular z. Si M xy kg-m es el momento de masa del solido con respecto 
al piano xy, entonces 

Ha||->o ; =) 



kzrdV 



■IS 

s 

p2n [<x /• \fl 

= *J J J 

J o J o J o 

= i* f f (a 

Jo Jo 



zr 2 dzdrd0 



2 - r 2 )r 2 drd0 



-> 5 



1 



de 



Y^ka 5 n 



Como Mz = M xyy se obtiene z = Af^/M ;de modo que 



_ 15 



FIGURA 8 



I *a 4 /r 2 

15tt 

Conclusion: El centro de masa se encuentra sobre el eje del solido a una 
distancia de \6aj\5n metros sobre el piano de la base. ^ 

Ahora se procedera a definir la integral triple en coordenadas esfericas. 
Una partition esf erica de la region tridimensional S se forma al trazar pianos 
que contengan al eje z, esferas con centro en el origen, y conos circulares que 
tengan su vertice en el origen y el eje z como su eje. La figura 6 muestra una 
subregion tipica de la partici6n. Si A,-V unidades cubicas es el volumen de la 
i-esima subregion, y (p,, 6 h <f>i) es un punto en ella, puede obtenerse una 
aproximacion de A ( -V al considerar la region como si fuese un paralelepfpe- 
do rectangular y tomando el producto de las medidas de las tres dimensiones. 
Estas medidas son p, sen <£, A,0, p, A,<£, y A ( p. Las figuras 7 y 8 ilustran como 
se obtienen las dos primeras medidas, mientras que la figura 6 muestra la di- 
mension de la medida A,p. En consecuencia* 

A,V - pi 2 sen (friAiP Aft Aj<f> 

La integral triple en coordenadas esfericas de una funcion/en Sestd defi- 
nida por 

l|m o £/<?,, 9,-, 0/) W = J J J /(p, 0, <f>) dv 
s 

n ___ 

1)P ^fiPhOb 4>i)Pi 2 scn4> i A i p& i OA i 4> 

= 1 /(A ft <£>P 2 sen <(> dp d0d<t> 



IIaI 
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La integral triple puede evaluarse mediante una integral iterada. Observe que 
en coordenadas esfericas, dV - p 2 sen <f> dp d8d<f>. 

Las coordenadas esfericas son especialmente utiles en algunos problemas 
que involucran esferas, como en el ejemplo siguiente. 



w EJEMPLO 5 Calcule la masa de la semiesfera solida del ejemplo 
3 si la densidad voluminica en cualquier punto del solido es proporcional a la 
distancia del punto al centro de la base. 

Solution Si (pp ( , <f>j) es un punto de la i-esima subregion de una par- 
ticion esf erica, entonces la densidad voluminica en este punto es kp; kilogra- 
mos por metro cubico, donde k es una constante. Si M kilogramos es la masa 
del solido, entonces 

M = lim £*fcA,-V 

lWI->o ,- = i 

S 

= 4* p 3 sen <f> dp d6d<f> 

-'o -'o Jo 

.k[2 r nfl 

sen <f> dd d<f> 
'o J o 

sen <f> d<f> 
J o 

[-WW- 
-cos <f> 

= x -a A kK 



J J n 

= \a*kn 

Jo 



n /r/2 



2 

Conclusion: La masa de la semiesfera solida es ^a 4 kft kilogramos. ^ 

Resulta interesante comparar la solucion del ejemplo 5, en la cual se uti- 
lizan coordenadas esfericas, con la que se obtuvo cuando se emplearon coor- 
denadas cartesianas. En el ultimo metodo se genero una particion de S cuando 
se dividio en cajas rectangu lares al trazar pianos paralelos a los pianos coor- 
denados. Si (m,-, v,-, w/) es cualquier punto de la-i-esima subregion, y como 
p = ^jx 2 + y 2 + z 2 , entonces 



IUII->o i= i 



= (( k^x 2 + y 2 + z 2 dV 
s 

r>a J* \a~ 2 -z 2 r 

= 4k J 



s 

a /. \i~a~ 2 -z 2 r yfa^-y^-z 2 



^Jx 2 + v 2 + z 2 dx dy dz 



El calculo implicado en la evaluacion de esta integral es obviamente mucho 
mas complicado que cuando se emplearon coordenadas esfeYicas. 
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FIGURA 9 



w EJEMPLO 6 Un solido homog6neo esta limitado superior- 
mente por la superficie p = a e inferiormente por el cono <f> = a, donde 
< a < ^n. Calcule el momento de inercia del solido con respecto al eje z- 
La densidad volumfnica en cualquier pun to del solido es k kilogramos por 
metro cubico. 

Solution En la figura 9 se muestra el solido, Considere una particion 
esferica y sea (p>, f -, <£,-) un pun to de la /-esima subregion. La medida de la 
distancia del punto (p,-, 0,-, <f>{) al eje z es p ( - sen <£,-. En consecuencia, si 
I z kilogramos- metro cuadrado es el momento de inercia del solido con respec- 
to al eje z, entonces 

h= l™ X(A'Sen^) 2 *A,V 

IIa||-*o , =1 

kp 2 sen 2 <f> dV 



-ill 

s 

pa pin *Q 

= k J J 

Jq Jq Jq 
rOL p lit 

Jo Jo 

■r 

J 



(p 2 sen 2 <f>)p 2 sen <f> dp ddd<f> 



= \ka 5 



= ika 5 



sen 3 <f> d6 dp 
sen 3 <f> d<f> 



' u 

= ~ka 5 7t -cos <f> + ^cos 3 <£ 
= ^ka 5 /r(cos 3 a - 3 cos a + 2) 

Conclusion: El momento de inercia del solido con respecto al eje z es 
lka 5 K(cos 3 a - 3 cos a + 2) kg-m 2 . ^ 



EJERCICIOS 13.6 



£n /as ejercicios I a 6, evaliie la integral iterada. 

. ff/4 * a - r cos 

1. | II r sec 3 6 dzdrdd 

.ff/4 - 2 cos 9 - r sen £ 

2. | | | ^cosBdzdrdV 

2 sen 9 



^0 Vo ^0 

- ff/4 » 2 cos ft - r 

Jo J2sen9 ^0 
Jo ^2 Jo 
•^o ■'0 J o 



. 2ff y. ff /. 2 

4. 1 1 | p 3 sen <*> dp d<f>d$ 



.n/4 . 2« cos <£ - 2ff 



- n/^ - za cos <p - . 

Jo Jo Jo 

- ff/2 - <f> - a esc 6 

6. J J P 3 

■'ff/4 ■'ff/4 J 



5. 1 1 | p 2 sen<f>d6dpd<f> 

. ff/2 - ^ - a esc 9 



sen 2 sen <j>dpd$d<f> 



7. Calcule el volumen del s61ido acotado por la esfera 
x 2 + y 2 + z 2 = a 2 empleando (a) coordenadas cilfndricas, 
y (b) coordenadas esf ericas. 

8. Si 5 es el solido del primer octante limitado por la esfera 

x 2 + y 2 + z 2 = 16 y los pianos coordenados, evalue la 



# 



integral triple ] xyz dV mediante tres m£todos: (a) utili- 

s 

zando coordenadas esfericas; (b) empleando coordenadas 
rectangulares; (c) usando coordenadas cilfndricas. 
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En hs ejercicios 9 a 16, utilice coordenadas cilindricas, 18. Utilice coordenadas esfgricas para calcular el centro de masa 

del solido limitado por la semiesfera del ejemplo 5. La 
% Calcule el volume* i del solido del primer octante acotado por densidad voluminica es la misma que en ese ejemplo. 

el cilindro x 2 + y 2 = 1 y el piano z = x. 

z En los ejercicios 19 a 22, emplee coordenadas esf ericas. 




. 19. Determine el volumen del solido ubicado dentro de la esfe 



ra x 2 + y 2 + z 2 - 4z y que se encuentra arriba del cono 

x 2 + y 2 = z 2 . 



10. Determine el volumen del s61ido limitado por el paraboloide 

x 2 + y 2 + z = 1 y el piano xy. 





20. Obtenga el volumen del solido que se encuentra dentro de la 
esfera x 2 + y 2 + z 2 = 2z y por arriba del paraboloide 

x 2 + y 2 = z. 



x 2 + y 2 + z 1 = 2z 



*" + }>' + z 



11. Obtenga el volumen del sdlido acotado por el paraboloide 
sx 2 + y 2 + z = 12 y el piano z - 8. 
' '12. Calcule el volumen del s61ido limitado por el cilindro 
2v, el paraboloide x 2 + v 2 = 2zy el piano *y. 
Determine la masa del solido acotado por una esfera de radio 
a metres si la densidad voluminica varia de acuerdo al 
cuadrado de la distancia desde el centro. La densidad 
voluminica se mide en kilogramos por metro cubico. 

Obtenga la masa del solido del primer octante ubicado dentro 



V^*** 2 + v 2 




13. 



r, 



14. 



del cilindro x 2 + y 2 



esfera x 2 + 



y 2 + z 2 



4jc y que se encuentra debajo de la 
- 16. La densidad voluminica varia 



de acuerdo a la distancia desde el piano xy, y se mide en 
kilogramos por metro cubico. 

15. Calcule el momento de inercia con respecto al eje z del sdlido 
homog^neo limitado por el cilindro r = 5, el cono z = r 
y el piano xy. La densidad voluminica en cualquier punto es 
k slags por pie cubico. 

16. Determine el momento de inercia del solido limitado por un 
cilindro circular recto de altura h metres y radio a metres, 
con respecto al eje del cilindro. La densidad voluminica va- 
ria de acuerdo la distancia al eje del cilindro, y se mide en 
kilogramos por metro ctibico. 

17. Obtenga la masa del solido del ejercicio 13 mediante el uso 
de coordenadas esfericas. 



21. Determine el momento de inercia con respecto al eje z del 
solido homogeneo ubicado dentro del cilindro x 2 + v 2 - 
2x = 0, debajo del cono x 2 + v 2 = z 2 y por arriba del 
piano xy. La densidad voluminica en cualquier punto del so- 
lido es k kilogramos por metro cubico. 

22. Calcule el momento de inercia con respecto al eje z del solido 
homogeneo limitado por la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4. La 
densidad voluminica en cualquier punto del solido es k slugs 
por pie cubico. 



En los ejercicios 23 a 28, utilice el sistema coordenado que crea 
mas conveniente para elproblema. 

23. Obtenga la masa de la semiesfera solida de radio 2 m si la 
densidad voluminica varia de acuerdo a la distancia desde el 
centro de la base y se mide en kilogramos por metro. 

24. Determine la masa del solido homogeneo que se encuentra 
dentro del paraboloide 3x 2 +■ 3v 2 ~ z y fuera del cono 
x 2 + v 2 = z 2 si la densidad voluminica constante es k 
kilogramos por metro ctibico. 



1074 CAPITUL0 13 INTEGRACl6N MULTIPLE 



25. Calcule el momento de inercia coh respecto a un di&metra 
del s61ido ubicado entre dos esferas de radios a pies y 2a 
pies . La densidad voluminica varia inversamente al cuadrado . 
de la distancia desde el centra, y se mide en slugs por pie 
cubico, 

26. Obtenga la mas a del s61ido del ejercicio 25. La densidad 
voluminica es la misma de ese ejercicio. 

27. Determine el centra de masa del s61ido ubicado dentro del pa- 
raboloide x 2 + y 2 ~ z y fuera del cono x 2 + y 2 = z 2 . La 
densidad voluminica constante es k kilogramos por metro 
cubico. 

28. Calcule el momento de inercia con respecto al eje z del solido 
homog^neo del ejercicio 27. 



En los ejercicios 29 a 32, evalue la integral iterada empleando 
coordenadas cilindricas o coordenadas esfericas. 



30. 



31. 



32. 



' J J J 

Jq ■'o ■'o 

IT! 



x 2 + y 2 dydxdz 



■ dzdydx 



I r ^l-y 2 * -[2-x 2 + y 2 



h h J/77 



z dz dx dy 



x 2 + y 2 + z 2 



dzdydx 
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 13 



1. Defina las coordenadas cilindricas de un punto del espacio 
tridimensional. 

2. Escriba las ecuaciones que expresan las coordenadas car- 
te si anas en terminos de las coordenadas cilindricas. Escriba 
las ecuaciones que expresan las coordenadas cilindricas en 
terminos de las coordenadas cartesianas. Haga un dibujo que 
muestre como se obtienen estas ecuaciones. 

3. Si la representaci6n en coordenadas cilindricas de un punto 
es (r, $, z), describa cada una de las siguientes superficies 
donde c es una constante: (a) r - c; (b) $ = c\ (c) z = c. 

4. Etefina las coordenadas esfericas de un punto del espacio 
tridimensional. 

5. Escriba las ecuaciones que expresan las coordenadas car- 
tesianas en terminos de las coordenadas esfericas. Escriba las 
ecuaciones que expresan las coordenadas esfericas en termi- 
nos de las coordenadas cartesianas. Haga un dibujo que 
muestre como se obtienen estas ecuaciones. 

6. Si la representacion en coordenadas esfericas de un punto es 
(p, $, 4>), describa cada una de las siguientes superficies 
donde c es una constante; (a) p - c; (b) 6 = c; (c) <f> = c. 

7. Defina el limite de una suma de Riemann de una funcion de 
dos variables. 

8. Defina la integral doble de una funci6n de dos variables en 
una region rectangular cerrada del piano. 

9. ^Corno puede extenderse la definici6n de la sugerencia 8 a la 
de integral doble de una funci6n sobre una regi6n del piano 
mds general? 

10. De una interpretaci6n geometrica de la integral doble. 

11. Invente unejemplo que i lustre c6mo se calculael volumen de 
un s61ido mediante una integral doble. 

12. i,C6mo se utilizan las integrates iteradas para evaluar una 
integral doble? Invente un ejemplo. 



13. Invente un ejemplo que muestre c6mo se determina el area 
de una region plana por medio de una integral doble. 

14. Invente un ejemplo que ilustre c6mo se calculan la masa y 
el centro de masa de una lamina mediante una integral doble. 

15. Invente un ejemplo que muestre c6mo puede calcularse el 
momento de inercia con respecto a un eje por medio de una 
integral doble. 

16. Invente un ejemplo que ilustre como se obtiene el momento 
polar de inercia mediante una integral doble. 

17. Invente un ejemplo que muestre c6mo se determina el radio 
de giro de una lamina con respecto a un eje por medio de una 
integral doble. 

18. Invente un ejemplo que ilustre c6mo se calcula el area de una 
superficie mediante una integral doble. 

19. Escriba la formula, que involucra una integral simple, para 
calcular el area de una superficie de revolution. Invente un 
ejemplo que muestre la aplicacibn de esta f6rmula. 

20. Invente un ejemplo que ilustre c6mo se utiliza una integral 
doble en coordenadas polares para calcular el volumen de un 
solido. 

21. Invente un ejemplo que muestre como se pueden emplear las 
integ rales dobles en coordenadas polares para calcular la 
masa y el centro de masa de una lamina. 

22. Invente un ejemplo que ilustre como se puede calcular el 
area de una regi6n del piano polar mediante integraci6n 
doble. 

23. £C6mo puede cambiarse una integral doble en coordenadas 
rectangulares a una integral doble en coordenadas polares? 
Invente un ejemplo que muestre un caso en el que un cambio 
de coordenadas sea conveniente. 

24. Defina la integral triple de una funci6n de tres variables en 
un paralelepipedo rectangula^ 
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25. <,C6mo se utilizan las integrates iteradas para calcular inte- 
grates triples? lnvente un ejemplo. 

26. lnvente un ejemplo que ilustre cdmo se puede calcular el 
volumen de un sdlido por medio de integraci6n triple. 

27. Defina una integral triple en coordenadas cilindricas y una 
integral triple en coordenadas esf ericas. 



28. ^Cuando es ventajoso emplear una integral triple en coorde- 
nadas cilindricas en lugarde una integral triple en coordena- 
das rectangulares? lnvente un ejemplo. 

29. ^Cuando es ventajoso emplear una integral triple en coorde- 
nadas esfericas en lugar de una integral triple en coordena- 
das rectangulares? lnvente un ejemplo. 



► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 13 



1. Determine un conjunto de coordenadas cilindricas para el 
punto que tiene coordenadas cartesianas (3, k, ~k). 

2. Obtenga un conjunto de coordenadas esfericas para el punto 
que tiene coordenadas cartesianas (-3, v3, 2). 

3. Determine una ecuacidn en coordenadas cilindricas de la 
grafica de la ecuaci6n: (a) (x +■ y) 2 + 1 ~ z\ (b) 25 x 2 + 
Ay 2 = 100. 

4. Obtenga una ecuacion en coordenadas esfericas de la grafi- 
ca de la ecuacion: (a) x 2 + y 1 + Az 2 ~ 4; (b) Ax 1 - 
Ay 2 + 9 Z 2 = 36. 

En los ejercicios 5 a 12, evalue la integral iterada. 
.1 *V7 

5. | I x 2 y dy dx 



6. | I xydxdy 

-2 -7=4^72 
. ff/2 >. 2 sen 6 

7. I r cos 2 Odrdd 



sen dr dd 



a 

J -2 -7^4^-2 

n 

Jo Jo 
8. J J 

'177 

-'o -'o -'o 

J, J 3 J r + z 2 

"I'll 



e x e y e z dx dy dz 



dx 



p 3 sen <f> cos cf> dp d<f> dd 

a r nj2 r ^ r a~2- z 2 



zre~ r2 drdOdz 
En los ejercicios 13 a 16, evalue la integral multiple. 







13. I I xy dA; R es la regidn del primer cuadrante limitada por 



la circunferencia x 1 + y 2 = 1 y los ejes coordenados. 



14. JJ (x + 



'■/// 



15. ||| z dV\ S es la regidn limitada por los cilindros x + 

s' 
z ~ 1 y y 2 + z = lyel piano xy. 



,/// 



v cos (jc + z) dV\ S es la region acotada por el cilin- 



drojc = y 2 y los pianos x + z = j7t, y = Oyz = 0. 
17. Evalue mediante coordenadas polares la integral doble 

I 



\\ 



rdA 



donde R es la region del primer cuadrante limitada por 
las dos circunferencias x 2 + y 2 = 1 y x 2 + y 2 - A. 

18. Evalue mediante coordenadas polares la integral iterada 



1 - fi-y2 



J J v3>- 



ln(jc 2 + y 2 )dxdy 



En los ejercicios 19y20, evalue la integral iterada invirtiendo el 
orden de integracidn. 



19. 



- i - j - i - cos - y 

seny 2 dydx 20. e™ x dx 

•'0 ^x ■'0 ■'0 



dy 



y) dA\ R es la region delimitada por la curva 



y = cos x y el eje x desde x = - \k hasta x ~ \n. 



En los ejercicios 21 y 22, utilice integ rales dobles para clacular 
el area de la region limitada por las curvas del piano xy. Dibuje 
la region. 

21. y = x 2 y y = x 4 22. y - V* y y = x l 



En los ejercicios 23 y 24, evalue la integral iterada cambiando a 
coordenadas cilindricas o esfericas. 

23. ^x 2 + y 2 dzdydx 
•'o •'o •'o 

^ 2 - V4-T2 ^ ^T-x'2-j2 

24. Z ^A - x 2 - y 2 dzdydx 
•'0 •'o •'o 

25. Utilice integracidn doble para determinar el area de la region 
del primer cuadrante limitada por las parabolas x 2 = Ay y 
x 2 = 8 - Ay. lntegfe primero con respecto a jc. 

26. Emplee integracidn doble para calcular el area de la region 
del piano xy acotada por las parabolas y = 9 - x 2 y 
y - x 2 + 1. In tegre primero con respecto a jc. 
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27. 
28. 
29. 



Use integraci6n doble a fin de obtener eJ area de la region ferencia x 2 + y 2 = a 2 si la densidad superficial en cual- 

del ejercicio 25 integrando primero con respecto a y. quier punto es k ^jx 2 + y 2 kilogramos por metro cuadrado. 

Utilice -integracion doble para determinar el area de la region C*4& Utilice coordenadas cilindricas a fin de determinar el vo- 



30. 

31. 

32. 



* 



.%/T33. 



del ejercicio 26 integrando primero con respecto a y. 

Emplee integraci<5n doble con el proposito de calcular el 
volumen del solido limitado por los pianos x — y, y = 0, 
z = 0, jc = 1 y z — I. lntegre primero con respecto ax. 

Use integraci6n doble para obtener el volumen del s61ido 
ubicado por arriba del piano xy y limitado por el cilindro 
x 1 + y 2 = 16 y el piano z = 2y. lntegre primero con 
respecto a x. 

Utilice integracion doble a fin de determinar el volumen del 
ejercicio 29 integrando primero con respecto a y. 

^Emplee integraci6n doble para calcular el volumen del soli- 
do del ejercicio 30 integrando primero con respecto a y. 

Obtenga el volumen del solido ubicado por arriba del 
piano ry y limitado por las superficies x 2 = 4y, y 2 = 4x y 

v-2 _ 



34. 




38. 



39. 



40. 



41. 



- y- 

Determine la masa de la lamina que tiene la forma de la 
regi6n acotada por la parabola y = x 2 y la recta 
x - y + 2 = 0, si la densidad superficial en cualquier 
punto es x 2 y 2 kilogramos por metro cuadrado. 

Calcule eJ area de la superficie del cilindro x 2 + y 2 = 9 
ubicada en el primer octante y que se encuentra entre los 
pianos x = z y 3jc = z. 

Obtenga el area de la parte de la superficie del cilindro 
x 2 + y 2 = a 2 que esta den tro del cilindro y 2 + z 2 = a 2 . 

Utilice integraci6n doble con el objeto de determinar el area 
de la region ubicada dentro de la circunferencia r = 1 y a 
la derecha de la parabola r(\ + cos Q) = 1 . 

Calcule la masa de la lamina que tiene la forma de la region 
exterior al caracol r - 3 - cos 6 y que esta en el interior 
de la circunferencia r = 5 cos si la densidad superficial en 
cualquier punto es 2 | senflj kilogramos por metro cuadrado. 

Obtenga el centro de masa de la lamina rectangular limitada 
por las recta s x — 3 y y = 2 y los ejes coordenados si la 
densidad superficial en cualquier punto es jcy 2 kilogramos 
por metro cuadrado. 

Determine el centro de masa de la lamina que tiene la forma 
de la region acotada por las parabolas x 2 = 4 + 4y y 
x 2 - 4 - 8y si la densidad superficial en cualquier 
punto es kx 2 kilogramos por metro cuadrado. 

Calcule la masa de la lamina que tiene la forma de la region 
limitada por el eje polar y la curva r = cos 20, donde 



lumen del solido limitado por el paraboloide x + 

y 2 — 4z, el cilindro x 2 + y 2 = 4ayy el piano z = 0. 

44. Use coordenadas esfericas con el objeto de calcular la masa 
de la esfera solida de radio a metros si la densidad volu- 
minica en cualquier punto dels61ido es proporcional a la 
distancia del punto al centro de la esfera. La densidad 
voluminica se mide en kilogramos por metro ciibico. 

45. Emplee integracion triple para obtener el volumen del solido 
acotado por el piano z - 1 y el segmento mas pequeno de la 
esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4 cortado por este piano. 

46. Utilice integracion triple a fin de determinar el volumen del 
solido del primer octante limitado por el piano y + z - 8, 
el cilindro y = Ix 2 , el piano xy y el piano yz. 

47. Calcule el momento de inercia con respecto al eje x de la 
lamina que tiene la forma de la region acotada por la cur- 
va y - e x , la recta jc = 2 y los ejes coordenados si la 
densidad superficial en cualquier punto es xy kilogramos por 
metro cuadrado. 

48. Obtenga el momento de inercia de la lamina del ejercicio 47 . 

49. Determine el momento de inercia con respecto al eje ~n de 
la lamina homogenea que tiene la forma de la region acotada 
por la curva r 2 - 4 cos 26 si la densidad superficial en 
cualquier punto es de k kilogramos por metro cuadrado. 

50. Calcule la masa de la lamina del ejercicio 49. 

51. Obtenga el momento polar de inercia y el radio de giro 
correspondiente de la lamina del ejercicio 49. 

52. Determine el momento de inercia con respecto al eje y de la la- 
mina que tiene la forma de la regi<3n limitada por la parabola 
y = x - x 2 y la recta jc + y = 0, si la densidad superficial 
en cualquier punto es ( jc + y) kilogramos por metro cuadrado . 

53. Calcule la masa del s61ido acotado por las esferasjc 2 + y 2 + 

Z 2 = 4 y jc 2 + y 2 + z 2 = 9 si la densidad voluminica 
en cualquier punto es k ^jx 2 + y 2 + z 2 kilogramos por 
metro ciibico. 



54. 



55. 



Obtenga el momento de inercia con respecto al eje z del 
solido del ejercicio 53. 

El solido homogeneo limitado por el cono z 2 = 4;c 2 + 4y 2 
y ubicado entre los pianos z = y z - 4 tiene una den- 
sidad voluminica de k kilogramos por metro ciibico en 
cualquier punto. Determine el momento de inercia con 
e W) "f es P ect0 a ^ e J e ^ P 313 este s<51ido. 



° f If J* U densidad ^P^f 1 en cua, 1 uier P un ^*56. Calcule el centro de masa del solido acotado por la esfera 

x 2 +■ y 2 + z 2 - 6z = y que se encuentra por arriba del 



42. 



to es rQ kilogramos por metro cuadrado. 

Obtenga el momento de inercia con respecto al eje jc de la 
lamina que tiene la forma de la region acotada por la circun- 



cono x 2 + y 2 = z\ si la densidad voluminica en cualquier 
punto del solido es kz kilogramos por metro ciibico. 
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Este capitulo final sirve como introduccion a los 
conceptos elementales de campos vectoriales, 
mismos que se desarrollan completamente en 
los cursos de Calculo avanzado. De igual forma que en el 
capitulo 13, el estudio de varios de estos conceptos y de 
algunos metodos es Informal e irtfuitivo. 

Los campos vectoriales, {funciones que asocian vecto- 
res con puntos del espacio), la divergencia y el rotacional 
de un vector se presentan en la seccion 14.1. Despues, en 
la seccion 14.2, se aplican las integrates de linea para 
calcular el trabajo reallzado por un campo de fuerza al 
mover una particula a lo largo de una curva. Las integra- 
tes de linea independientes de la trayectoria se estudlan 
en la seccion 14.3, donde se presenta un teorema analo- 
go al segundo teorema fundamental del Calculo para inte- 
grates de linea. Tambien en esta seccion se demuestra la 
ley de conservation de energia, concepto muy importante 
Bn fisica. 

En el Calculo vectorial existen tres teoremas impor- 
tantes que reciben sus nombres en honor de tres ma- 
tematicos: el teorema de Green, el cual es el tema 
principal de la seccion 14.4; el teorema de la 
divergencia de Gauss y el teorema de Stokes se 
presentan en la seccion final, despues de la 
seccion 14.5 que trata sobre integrales de 
superficie. Las aplicaciones de estos tres 
teoremas en fisica, quimica e ingenieria se 
estudian en los cursos de estas disciplinas. 
Se incluyen algunas aplicaciones de las integrales 
de superficie en las que se calculo la masa de una super- 
ficie y el flu jo de un campo de velocidad a traves de una 
superficie. 



•":"•"-' 
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14.1 CAMPOS VECTORIALES 



A fin de preparar el terreno para el estudio de campos vectoriales, se 
mpstrara comp se determina si una funcion vectorial particular es el gra- 
dients de alguna funcion real/, y si lo es, de que forma determinar tal 
funcion. Primero considere el problema de como obtener / si se conoce su 
gradiente, Esto es, se tiene 

V/(*,y) = /,(*, y)i +f y (x,y)i (1) 

y se desea determinar /(jc, y). 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Supongaque 

V/(x,y) = (y 2 + 2x + 4)i + (2xy + 4y - 5)j (2) 

Como la ecuacidn (1) debe satisfacerse, entonces se infiere que 

fxfoy) = y 2 + 2x + 4 (3) 

f y tx,y) = 2xy + 4y - 5 (4) 

Al integrar ambos miembros de (3) con respecto a jc se tiene 

f(x,y) = y 2 x + x 2 + 4x + g(y) (5) 

Observe que la "constante" de integracion es una funcion de y e indepen- 
diente de jc debido a que se integro con respecto a x. Si ahora se derivan 
parcialmente los dos miembros de (5) con respecto a y, se obtiene 

f y (x,y) = Ixy + g'(y) (6) 

Las ecuaciones (4) y (6) son dos expresiones para/^(jc, y). En consecuencia, 

2xy + 4y - 5 = 2xy + g'(y) 
Por tanto, 

g'(y) = 4y - 5 y g(y) = 2y 2 - 5y + K 
Al sustituir este valor de g(y) en (5) resulta 

f(x,y) = y 2 x + x 2 + 4x + 2y 2 - 5y + K 
donde K es una constante arbitraria. ^ 

Cad*a vector de la forma Af(jc, y)i + N(x, y)j no necesariamente es un 
gradiente, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se demostrara que no existe 
una funci6n /tal que 

V/(jc,y) = 3yi - 2*j (7) 

Suponga que existe tal funcion. Entonces se deduce que 

fxfry) = 3y ' (8) 

y 

/ v (x,y) = -2jc (9) 
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Si se integran los miembros de {$) con respecto a x se tiene 

t ■■■ ^ j 

f(x,y) = 3xy + g(y) 

Al derivar parcialmente los dos miembros de esta ecuacion con respecto a y 
se obtiene 

f y (x,y) = 3x + g\y) 

Si se igualan los miembros derechos de esta ecuaci6n y de (9) resulta 

3jt + *'(y) f ~ 2 * 

s'(y) = -5* 

Al diferenciar los dos miembros de esta ecuaci6n con respecto a x se obtiene 

= -5 

lo cual, por supuesto, no es verdad. Asf, la suposicion de que 3yi - 2x\ es 
un gradiente conduce a una contradiccidn. 4 

A continuaci6n se estudiara* una condici6n que debe satisfacer un vector 
para que sea un gradiente. 

Suponga que M y y N x son continuas en un disco abierto B de R 2 . Si 

M{x,y)\ + N(x,y)i (10) 

es un gradiente en B y entonces existe una funcidn/tal que 

f x (x,y) = M(x,y) (11) 

f y (x,y) = N(x,y) (12) 

para todo (jr, v) de B. Como M y (x, y) existe en B, entonces, de (11), 

A#,(r,y) =f xy (*,y) (13) 

Ademds, como N^x, y) existe en B, entonces, de (12), 

N&y) = f, x (*y) (14) 

Debido a que M y y N x son continuas en fl, sus equivalentes/^ yf yx tambten 
son continuas en B. Asf, por el teorema 1 2.3.3, f xy ( x > y) - fyA** y) en to d° s 
tos puntos de B. Por tanto, los miembros izquierdos de (13) y (14) son igua- 
les en todos los puntos deJ3.De este modo se ha demostrado que si M y y N x 
son continuas en un disco abierto B de /? 2 , entonces una condicidn nece- 
saria para que el vector (10) sea un gradiente en B es que 

M y (x,y) = N x (x,y) (15) 

Esta ecuacidn tambten es una condicion suficiente para que el vector (10) 
sea un gradiente en B. Si (15) se cumple, entonces se puede mostrar c6mo 
obtener una funcion / tal que el vector (10) sea un gradiente. Sin embargo, 
la demostraci6n de que dicha funcion existe, siempre que (15) se cumpla, 
pertenece a un curso de Cdlculo avanzado. El m£todo para determinar / es 
una generalization de lo que se hizo en el ejemplo ilustrativo 1. De esta 
forma, se tiene el teorema siguiente. 
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14.1.1 Teorema 



Suponga que M y N sort futieioties de las variables x y y deftnidas en 
un disco abierto S(C*o* y$); r) de R 2 , y que M y y N x son continuas en B. 
Entonces ej vector 

M(x,y)i + N(x,y)i 
es un gradiente en B si y s<51o si 

M y ix>y) = N x (x,y)« 
en todos los punto de ' JBL 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

(a) Se aplicara el teorema 14.1.1 al vector del miembro derecho de (2) del 
ejemplo ilustrativo 1. Sean 

M(jt,y) = y 2 + 2x + 4 N(x,y) = 2xy + 4y - 5 
M y (x,y) = 2y N x (x r y) = 2y 

De modo que M y (x, y) - N x (x, y), y por tanto, el vector es un gradiente. 

(b) Si se aplica el teorema 14.1.1 al vector del miembro derecho de la ecua- 
cion (7) del ejemplo ilustrativo 2, con M(x, y) = 3y y N(x, y) = -2jc, 
entonces se tiene 

M y (x,y) = 3 N x (x,y) = -2 

En consecuencia, M y (x, y) * N x (x, y); de modo que el vector no es un 
gradiente. ^ 

W EJEMPLO 1 Determine si el vector 

(e~y - 2x)\ - (xe~y + seny)j 
es un gradiente V/(jc, y), y si lo es, entonces obtenga/(jc, y). 

Solucion Se aplicara el teorema 14.1.1. Sean 

M(jc, y) = e~y - 2x N{x f y) - -xe~y - sen y 
Myix, y) = -c-y #,(*, y) = -c-> 

Por tanto Af^jt, y) = A^(jc, y); de modo que el vector dado es un gradiente 
V/(jc, y). Ademas, 

f x (x, y) = e-y - 2x (16) 

/,U v) = -xe~y - sen y (17) 

Al integrar ambos miembros de ( 1 6) con respecto a jc se tiene 

fix, y) = xe-y - x 2 + s(y) (18) 

donde g(y) es independiente de jc. Si ahora se derivan parcialmente los dos 
miembros de (1 8) con respecto a y se obtiene 

f y (x,y) = -xe-y +g\y) 
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Despues de iguatar los miembros derechos de esta ecuacion y de (17) resulta 

-xe~y + g\y) = Txe~y - seny 
g'(y) = -seny 
g(y) = cosy + K 

Si se sustituye esta expresitfn para g(y) en (18) se tiene 

f(x y y) - xe~ y - x 2 + cos y + K A 

El teorema siguiente es una extension del teorema 14.1.1 para funciones 
de tres variables. 



14,1.2 Teorema 



Seap M*N y R funciones de tres variables x, y y z definidas en la bola 
abierta B((xq, Vq, 2q); /*) de R 3 t y tfuponga que M y> M Z1 N& N v R x y R y 
son continuas en B. Entonces el vector Af(x, y, z)i * JP$k, y v z)j + 
R{x, y T i)k es un gradiente ea B si y s61o si M y (x % y t z) - A^x, y, z), 
M z (x,y,z) cr /y*, y, z) y N z (x, y, z) - Ry(x,y r z). 

La demostraci6n de la parte "solo si" es semejante a la demostraci6n 
de la parte "solo si" del teorema 14.1.1 y se deja como ejercicio (consulte 
el ejercicio 49). La demostracidn de la parte "si" se omite debido a que esta 
mas alia" del alcance de este libro. 

W EJEMPLO 2 Determine si el vector siguiente es un gradiente 
V/(jc, y, z), y si lo es, entonces obtenga/(jc, y, z): 

(e x senz + 2yz)i + (2xz + 2y)j + (e x cosz + 2xy + 3z 2 )k 
Solution Se aplicara el teorema 1 4. 1 .2. Sean 

M(x, y, z) - e*senz + 2yz N(x,y, z) = 2xz + 2y R(x, y, z) = e x cosz + 2xy + 3z 2 
M y (x,y,z) = 2z N x (x,y,z) = 2z R x (x,y,z) = e x cosz + 2y 

M z (x,y,z) - e x cosz + 2y N z (x,y,z) - 2x R y (x,y,z) = 2x 

Por tanto, 

M y (x, y, z) - N x (x, y, z) M z (x, y, z) = R x (x, y, z) N z (x, y, z) = R y (x t y, z) 

Asf, el vector dado es un gradiente V/(jc, y, z). Ademas, 

f x (x,y, z) = e x senz + 2yz' (19) 

f y (x,y,z) = 2xz + 2y (20) 

f z (x,y,z) = ^cosz + 2jcy + 3z 2 (21) 
A] integrar ambos miembros de (19) con respecto a x se tiene 

/(:t,y,z) = e x senz + 2xyz + g(y,z) (22) 

donde g(y, z) es independiente de jc. Si se derivan parcialmente los dos 
miembros de (22) con respecto a y se obtiene 

f y (x,y,z) = 2xz + g y (y,z) 
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Despuds de igualar los miembros derechos de esta ecuaci6n y de (20) resulta 

2xz + gy(y,z) = 2xz + 2y 
g/y y z) = 2y 

Ahora, al integrar ambos miembros de esta ecuaci6n con respecto ay se 
obtiene 

g(y,z) = y 2 + Mz) (23) 

donde h es independiente de x y y. Al sustituir de (23) en (22) se tiene 

f(x,y,z) - e'senz + 2xyz + y 2 + /i(z) (24) 

Si se deri van parcialmente los dos miembros de (24) con respecto a z resulta 

fzix.yu) - e x cosz + 2jry + h\z) 

Despu£s de igualar los miembros derechos de esta ecuaci6n y de (21) se 
obtiene 

e*cosz + 2xy + h'(z) ~ e x cosz + 2xy + 3z 2 
h\z) » 3z 2 
A(z) = z 3 + AT 

Al sustituir z 3 + K por /i(z) en (24) se tiene 

/(*,;>% z) = e'senz + 2*yz + y 2 + z 3 + AT ^ 

Un campo vectorial asocia un vector con un punto del espacio. Por 
ejemplo, si F es una funcion vectorial, definida en alguna bola abierta B de 
/? 3 , tal que 

F(jc, y y z) = M(x, y, z)l + N(x, y, z)J + R(x f y, z)k (25) 

entonces F asocia a cada punto (jc, y, z) de 5 un vector, y F recibe el nombre 
de campo vectorial. Este campo vectorial tiene como dominio un sub- 
conjunto de /?* y como contradominio un subconjunto de V 3 . Si el dominio 
de un campo vectorial es un conjunto de puntos de un piano y su contrado- 
minio es un conjunto de vectores de V 2 , entonces el campo vectorial tiene 
una ecuaci6n de la forma 

F(*,y) =* Af(x,y)i + Nfry)} 

Si en lugar de un vector se asocia un escalar con un punto del espacio, 
entonces se tiene un campo escalar; de modo que un campo escalar es una 
funci6n real. Un ejemplo de un campo escalar se obtiene al expresar la tem- 
peratura en un punto como una funcidn de las coordenadas del punto. 

Como un ejemplo de campo vectorial, considere el flujo de un fluido, 
tal como el agua a travel de un tubo o la sangre en una arteria, Suponga que 
el fluido consiste de un numero inflnito de partfculas y que la velocidad de 
una de 6stas depende s6Io de su posicidn; de modo que la velocidad es 
independiente del tiempo, y debido a este hecho, el flujo del fluido se designa 
como un flujo de estado estable. En un punto (jc, y, z) la velocidad del fluido 
esta dada por F(x, v, z), definida mediante una ecuacidn de la forma (25). Asf, 
F es un campo vactorial denominado campo de velocidad del fluido. Los 
campos de velocidad pueden describir otros movimientos, tales como el 
viento o el giro de una rueda. Todos los campos vectoriales que se presentan 
en este libro serin independientes del tiempo; por lo que se llaman 
vectoriales de estado estable. 
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No es posible mostrar en una figura las representaciones de todos los 
vectores de un campo vectorial particular. Sin embargo, al dibujar las repre- 
sentaciones de algunos vectores se puede obtener una representation visual 
del campo vectorial, como se muestra en el ejemplo siguiente. 



Tablal 




(x,y) 


m,y) 


(1, 1) 


-i + j 


(1,-1) 


i + i 


(-U) 


-i - j 


(-1,-1) 


i ~ j 


(1,2) 


-2i + j 


(1,-2) 


2i + j 


(-1,2) 


-2i- j 


(-1,-2) 


2i -J 


(2,1) 


-i + 2j 


(2,-1) 


i + 2j 


(-2, 1) 


-i - 2j 


(-2,-1) 


i- 2j 


(2,2) 


-2i + 2j 


(2,-2) 


2i + 2j 


(-2, 2) 


-21 - 2j 


(-2,-2) 


2i - 2j 




FIGURA 1 



w EJEMPLO 3 (a) Muestre en una figura las representaciones, 
que tienen su punto initial en (x, y), de los vectores del campo vectorial 

F(*,y) = -yi + x] '"•" 

donde x = ±1 o jc = ±2, y y = ±1 o y = ±2. (b) Demuestre que 
cada representaci6n es tangente a la circunferencia que tiene su centro en 
eJ origen y que tiene un longitud igual al radio de la circunferencia. 

Solution 

(a) La tabla 1 presenta los vectores F(x, y) asociados con los dieciseis 
puntos (x, y). Las representaciones de estos vectores se muestra en la 
figura L 

(b) Sea 

R(jc,y) = xi + yj 

el vector de position cuyo punto terminal esta* en (jc, y). Entonces 

R(x,y) • F(x, y) = (xi + yi) • (-yi + *j) 
= -xy + xy 
= 

Por tanto, R y F son ortogonales. De esta manera, la representacidn de 
F cuyo punto inicial esta en (jc, y) es tangente a la circunferencia que 
tiene su centro en el origen y radio || R(jc, y) || . Como 

||F(*,y)|| - V(-y) 2 + x 2 

= l|R(*.y)|| 

entonces la longitud de cada representacion es igual al radio de la cir- 
cunferencia. A 

El campo vectorial del ejemplo 3 es similar al campo de velocidad 
determinado por una rueda que gira en el origen. 

Un ejemplo de un campo vectorial en V 3 surge de la ley de atraccion 
gravitacional de Newton. Esta ley establece que la medida de la atrac- 
cion gravitacional entre dos particulas de M unidades y m unidades de ma- 
sa, respectivamente, es 

GMm 



donde ^unidades es la distancia entre las particulas y G es la constante 
gravitacional. De modb que si una particula de masa M unidades esta en el 
origen y otra particula de masa 1 unidad (m = 1) se encuentra en el punto 
P(x, y, z), y si F(x, y, z) es fa fuerza gravitacional ejercida por la particula 
ubicada en el origen sobre la particula que esta en /\ entonces 



|F(x,>,z)|| = 



GM(\) 

l|R(^ y, z) 
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FIGURA2 



donde R(x, y,z) = xi + yj + zk. Para obtener el vector fuerza F(jc, v, z\ 
tambien se necesita la direccion de F. Como esta direction es hacia el 

1 



origen, entonces es la misma que la direccion del vector unitario 



R 



rR 



Con esta direccion y la intensidad (o modulo) indicadas anteriormente se 
tiene 



F(;c,v,z) = 



GM 



||R(*,y,z)|| 2 I ||R(*,y,«: 



( R(x,y,z) \ 
\ \\R(x t y,z)\\) 



Debido a que || R(x, y, z) || = ^x 2 + y 2 + z 2 , se obtiene 



F(x,?,z) = 



-GM 



( X 2 + y 2 +z 2 )3 /2 



(xi + vj + zk) 



(26) 



El campo vectorial definido por (26) se denomina campo de fuerza. La fi- 
gura 2 muestra representaciones de algunos vectores de este campo de fuerza, 
donde el objeto del origen es un esfera (por ejemplo, la Tierra) y || R || es 
mayor que el radio de la esfera. Cada representation apunta hacia el origen. 
Las representaciones de los vectores en puntos cercanos al origen son mas 
largas que las representaciones de vectores en puntos mas alejados, y las 
longitudes son iguales en puntos que estan a la misma distancia del origen. Con 
estas propiedades, el campo de fuerza definido por (26) se denomina campo 
de fuerza central. 

El gradiente de un campo escalar es un campo vectorial. Si es un 
campo escalar y F es el campo vectorial definido por F = V<£ , entonces a F 
se le llama campo vectorial gradiente y <f> recibe el nombre de funcion 
potential para F. Un campo vectorial gradiente tambien se denomina campo 
vectorial conservador (o conservativo). El termino conservador se 
aclarard despu£s de que lea la secci6n 14,3. 



\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Considered campo vectorial 
definido por 

F(jc,v) = (v 2 + 2x + 4)i + (2xy + 4v - 5)j 
Del ejemplo ilustrativo 1, si 

cf)(x,y) = y 2 x + x 2 + Ax + 2v 2 - 5v + K 
entonces 

F(*,y) = V0(x,v) 

De modo que F es un campo vectorial conservador y gf> es una funci6n po- 
tential para F. ^ 

El ejemplo ilustrativo siguiente muestra que el campo de fuerza 
gravitational definido por (26) es conservador. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

ci6n 12.6 se demostro que si 



En el ejemplo 6 de la sec- 



V(jc, y,z) = 



V* 2 + y 2 + z 2 
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entonces 

W(x,y t z) = 
De esta forma, si 

4>(x 9 y,z) = 
entonces 

V<£U,v,z) = 



(x 2 + y 2 + z 2 ) 3/2 



GM 



(xi + vj + zk) 



^/jc 2 + v 2 + z 2 



GM 



; (xi + yj + zk) 



(jc 2 + y 2 + z 2 ) 3/2, 
Al comparar esta ecuacion con (26), se observa que 

F(x,v,z) = V<£(*,v,z) 
Por tanto, F es conservador y <£ es una funcion potential para F. ^ 

En los dos ejemplos ilustrativos anteriores fue facil demostrar que el 
campo vectorial es conservador debido a que se conocia una funcion <£ para 
la cual F es su gradiehte. Para'decidir si un campo vectorial dado es con- 
servador, y en caso de serlo, determinar una funcion potencial, se aplican los 
teoremas 14.1.1 y 14.1.2 como en los ejemplo 1 y 2. 

Existen dos campos que involucran derivadas y que se asocian con un 
campo vectorial F. Uno es el campo llamado rotacional de F, el cual es 
un campo vectorial, y el otro es el campo denominado divergencia de F, el 
cual es un campo escalar. Antes de dar sus definiciones, se mostrara la forma 
en que se utiliza el simbolo V como un operador. 

Si/es una funcion escalar de tres variables x, y y z, el gradiente de/es 

V/(x, v, z) = f x (x, v, z)i + f y (x, y t z) j + f z (x f v, z)k (27) 

Ahora se utilizara el operador V en tres dimensiones para denotar 

1 dx + J dy + " dz 
Por tanto, la operacion de V sobre la funcion escalar /significa 

Vf - ^ i+ 3 M + ^ k 

V/ ' dx 1 + dy } dz 
lo cual concuerda con (27). 



14.1.3 Definicion de rotacional de un campo vectorial 



Sea F un campo vectorial sobre alguna bola abierta B de /? 3 tal que 

F(*,v r z) = M(x<y f z)\ + N(x r y,z)i + fl(jr,y*z)k 
Entonces el rotacional de F, denotado por rot F, esta definido por 

' dN dM^ 



_, v ( dR dN\. idM dR\ ( 

mF ^$ ~ [Ty- Tz) l+ (it ~ TxP + ( 

si estas derivadas parciales existen. 



dx dy 
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Un truco nemotecnico para calcular rotF consiste en desarrollar la 
notacion del producto cruz de dos vectores al "producto cruz" del operadof V 
y el campo vectorial F y escribir 

rotF = V x F 



i j k 

AAA 

dx dy dz 
M N R 



Como se indico cuando se utilizo por primera vez la notacion de determi- 
nantes para el producto cruz de dos vectores, los elementos del determinan- 
te no fueron todos numeros reales como es costumbre. En el "determinante" 
anterior el primer renglon contiene vectores, el segundo consiste de operado- 
res de derivadas parciales, y el tercer renglon esta constituido por funciones 
escalares. 



► EJEMPLO 4 

do por 



Calcule rot F si F es el campo vectorial defini- 



F(jc,y,z) = e 2x \ + 3x 2 yzj + (2y 2 z + x)k 

Solution 



rot¥(x,y,z) = 



i 


j 


k 


d 


d 


d 


dx 


dy 


dz 



9 2x 



3x 2 yz 2y 2 z + x 



= (4vz - 3x 2 y)\ + (0 - l)j + {6xyz - 0)k 

= (4>z - 3jc 2 ^)i - j + 6jt;yzk ^ 



14.1.4 Definicion de divergencia de un campo 
vectorial 



Sea F un campo vectorial sabre alguna bola abierta dei? 3 tal que 

?(*,j>,z) * M(x,y,z)i + N(x,y,z)l + R(x 7 y r z)k 

Entonces la divergencia de F, denotada por div F, est£ definida como 

A' by ^ dM ^ dN ± dR 

d,vF( W ) = j; + Ty + Tz 

si estas derivadas parciales existen. 



Se extendera la notacion del producto punto de dos vectores al "pro- 
ducto punto" del operador V y el campo vectorial F para calcular la diver- 
gencia de F, y se escribira 

div F = V • F 

dM + dN + dR 
dx dy dz 
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W EJEMPLO 5 Calcule div F si F es e] campo vectorial deL 
ejemplo 4. 

Solution 

div F(jc, y, z) - V • F(jc, y, z) 

- h e2X) + iy^yd + i {2y2z + x) 

= 2e 2x + 3x 2 z + 2y 2 4 

En las secciones 14.4-14.6 se explicara el significado fisico de rot F y 
div F al estudiar el movimiento de un fluido. En esta secci6n solo interesa 
aprender a calcularlos y demostrar algunas de sus propiedades. Dos de di- 
chas propiedades se dan el los teoremas siguientes, cuyas demostraciones se 
le pediran en los ejercicios 47 y 48. 



14.1.5 Teorema 



Suponga que F es un campo vectorial sobre una bola abicrta B de R* 
talque 

F(x, y,z) = m*. £ z)i + Mfc % z)j + *(*, y t z)k 

Si las segimdas derivadas parciales de M r N y R son contimias en B, 
entonces 



div(rotF) m 



1 4, 1 ,6 Teorema 



Si/es qd campo escalar sobre una bola abicrta B de R 1 y las segun- 

das derivadas parciales de/son continuas en B r entonces 

■ .■ 

rotfVf) = 

La ecuacion del teorema 14.1.6 establece que el rotacional del gra- 
diente de / es igual a] vector cero. Considere ahora la divergencia del 
gradiente de /, esto es, V • ( V/), lo cual puede escribirse como V • V/ o 
V 2 /. Por definici6n, 

La expresion del miembro derecho de esta ecuaci6n se denomina el lapla- 
ciano de /. La ecuaci6n siguiente, obtenida al igualar a cero el laplaciano, 
recibe el nombre de ecuaci6n de Laplace, en honor al matematico y astro- 
nomo trances Pierre Simon, marques de Laplace (1749-1827): 

dx 2 + dy 2 + dz 2 ' ° 

A toda funcion escalar que satisfaga la ecuacion de Laplace se le llama 
armonica. Este tipo de funciones tienen aplicaciones importantes en fisi- 
ca en el estudio de la transferencia del calor, radiation electromagn^tica y 
acustica, entre otras. 
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Si F es un campo vectorial sobre algun disco abierto B de R 2 tal que 
F(jc, y) = M(jc, y)i + N(x, y)j, entonces el rotacional de F y la divergencia 
de F en dos dimensiones estan definidas por 



rotF(*,y) 



~ \Bx By )* 



A . „, . BM M BN 



si estas derivadas parciales existen. El laplaciano en dos dimensiones esta 
definido como 

™-> = 0*0 



► EJEMPLO 6 Si F(jc, y) = 3x 2 yi - 2jcy 3 j, calcule: 
(a) rot F(jc, y), y (b) div F(jc, y). 

Solucion SiAf(jc,y) = 3jc 2 y y N(x,y) = - 2 jcy 3 , entonces 



(a 



rot F(*, y)-(f x ~ g)k (b) div F(,, y) = gf + §?J 

= (-2y 3 - 3jc 2 )k - 6jcy - 6jcy2 4 



EJERCICIOS 14.1 



£n /os ejercicios 1 a 6, muestre en una figura las represen- 
tations de los vector es del campo vectorial que tienen su 
punto initial en (x, y), donde jc - ± 1 o x - ±2, y y — ±\ o 

y = ±2. 

1. F(jc, y) = jci - yj 
3. F(x,y) = 4yi + 3jcj 

1 



5. F(*,y) = 

V J + y 

6. F(jc, y) = yi + 2j 



2. F(jc, y) = -jci + y j 
4. F(jc,y) = -3yi + 4xj 

(*i + yj) 



£n /os ejercicios 7 a 14, determine un campo vectorial con- 
servador que tenga lafuncion potential dada. 

7. f{x,y) = 3jc 2 + 2y 3 

8. /(jc,y) = 2x 4 - 5x 2 y 2 + 4y 4 

9. /(jc,y) = tan _1 jc 2 y 

10. /(jc, y) = k' - jc<?- v 

11. /(jc, y,z) = 2jc 3 - 3jc 2 y + xy 2 - 4y 3 

12. fix, y, z) = V^ 2 +y 2 +z 2 

13. /(jc,y,z) = jcV" 4z 

14. /(jc, y,z) = zsen(jc 2 



>) 



En los ejercicios 15 a 20, determine si el campo vectorial es 
conservador. 

15. F(jc,y) - Ox 2 - 2>> 2 )i + (3 - 4*y)j 

16. F(jr,y) = (e x e y + 6e 2jr )i + (e x e y - 2e y )i 



17. F(jc, y) = >>cos(jc + y)i - jcsen(jc + y)j 

18. F(jc, y,z) = Ox 2 + 2yz)i + (2xz + 6yz)j 

+ (2jcy + 3y 2 - 2z)k 

19. F(jc, y,z) = (2ye 2x + e z )i + (3ze 3y + e 2x )j 

+ (xe z + e 3y )k 

20. F(jc, y, z) - y sec 2 jci + (tan x - z sec 2 >>)j 

+ x sec z tan zk 

En los ejercicios 21 a 32, demuestre que el campo vectorial es 
conservador y obtenga unafuncion potential. 

21. F(jc, y) ~ y\ + jcj 

22. F(jc f y) = xi + yj 

23. F(jc, y) = e x sen yi + e* cos yj 

24. F(jc, y) = (sen y senh jc + cos y cosh jc) i 

+ (cos y cosh jc - sen y senh jc)j 

25. F(jc,y) = (2jc>> 2 - y 3 )i + (2jc 2 y - 3jcy 2 + 2)j 

26. F(jc,y) = (3jc 2 + 2y - y 2 e x )\ + (2x - 2ye x )\ 

27. F(jc, y,z) = (jc 2 - y)i - (jc - 3z)J + (z + 3y)k 

28. F(jc,>\z) = yzi + Jczj + Jcyk 

29. F(x, y,z) = (z** + tf^i + (jcc^ - c z )j + (~yc z + e x )k 

30. F(jc, y,z) = (tany + 2jcysecz)i 

+ (xsec 2 y + x 2 secz)j + sec z(jc 2 y tan z - secz)k 

31. F(jc, y,z) = (2jccosy - 3)i - (jc 2 seny + z 2 )j 

- (2yz - 2)k 

32. F(xy,z) = (2y 3 - 8jcz 2 )I + (6jcy 2 + l)j 

- (8jc 2 z + 3z 2 )k 
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En los ejercicios 33 a 42, calcule rot F y div F para el campo 
vectorial F indicado. 

33. F(x,y) = 2*i + 3yj 

34. F(jc, y) = cos jci - sen yj 

35. F(jc, y) = £*cosyi + e x senyj 

36. F(x t y) = -^i + -j 

xx 

37. F(x,y,z) = jc 2 i + y 2 j + z 2 k 

38. F(jc, y,z) = jcz 2 i + y 2 j + x 2 zk 

39. F(x>y,z) = cosyi + coszj + cos*k 

40. F(x>y,z) = (y 2 + z 2 )i + xe y cosz} - xe y coszk 



41. F(x,y,z) = V* 2 + y 2 + ii + V* 2 + y 2 + { i + z 2 k 



42. F(jr,*z) 



ri + 



(x 2 + y 2 ) 3 ' 2 (x 2 + y 2 ) 3/2 



J + k 



£3n /os ejercicios 43 a 46, demuestre que la funcion escalar es 
armdnica probando que su Laplaciano es cero. 

43. /(*, y) = e y sen x + e x cos y 

44. f(x,y) = ln(^jc 2 + y 2 ) 

45. ftx,y,z) = 2* 2 + 3y 2 - 5z 2 

46. f(x,y,z) = (x 2 + y 2 + z 2 ) _1/2 

47. Demuestre el teorema 14.1.5. 

48. Demuestre el teorema 14.1,6. 

49. Demuestre la parte "solo si" del teorema 1 4. 1 .2. 

50. Explique por que la definicion del rotational de un cam- 
po vectorial aplicada al teorema 14.1.2 indica que el 
campo vectorial F(x f y, z) es un gradiente si y solo si 
rotF = 0. 
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En el capitulo 4 se utiliz6 el concepto geom^trico de area para motivar la 
definicion de la integral definida. Para motivar la definicion de integral de 
un campo vectorial, se empleard el concepto ffsico de trabajo. 

En la seccion 10.3 se dijo que si una fuerza constante de medida vecto- 
rial F mueve una particula a lo largo de una recta de un punto A a un punto Z?, 
y si W es la medida del trabajo realizado, entonces 



W = F • W(AB) 



(1) 



Suponga ahora que el vector de fuerza no es constante, y en lugar de que el 
movimiento sea a lo largo de una recta, es a lo largo de una curva. Considere 
que la fuerza ejercida sobre la particula ubicada en el punto (*, y), de algun 
disco B de R 2 y esta dada por el campo vectorial 

F(x,y) = A/(jc,v)i + N(x,y)j 

donde M y N son continuas en B. Sea C la curva, eontenida en B\ que tiene 
la ecuacion vectorial 



R(/) = f(t)\ + g(t)j 



a < t < b 



Se requiere que las funciones fyg sean tales que f'yg' resulten continuas 
en [a, b] y que en cualquier punto de [a, b] al menos una de ellas sea dife- 
rente de cero; esto es, de acuerdo con la definicidn 9.1.1, la curva C es suave 
en [a, b]. Se desea definir el trabajo realizado por la fuerza variable de me- 
dida vectorial F al desplazar la particula a lo largo de C del punto (/(a), g(a)) 
al punto (fib), g(b)). En cualquier punto (/(/), g(t)) de C el vector fuerza es 



F(/«,S(/)) = M(f(t), g(t))\ + M/(/X*(0)j 
Considere que A es una particion del tntervalo [a, b] tal que 

a = t < t } < t 2 < ... < r rt _i < t n = b 



(2) 



1090 CAPITUL0 14 INTRODUCClbN AL CALCULO DE CAMPOS VEaORIALES 




Se a Pi el punto (x it y;) = (/ft), git;)) de C. Refi6rase a la figura 1. El vector 
V{Pi~\Pi) es igual a Rft) - Rft_ j); por tanto, 



V<P/_i/»/) ■ = f(t» + 5ft)j - [/(//-,)« + 5ft-i)J] 



FIGURA 1 



V(Pi-\Pi) = I/ft) - /ft-i)]* + [5ft) " 5ft-i)]j 



(3) 



> * 



Puesto que/' y g' son continuas en [a, b] f se infiere del teorema del valor 
medio que existen numeros q y d^ en el intervalo abierto ft-i, /;) tales flue 

/ft) ~/ft-i) =/(^)ft -/m) 
5ft-) - 5ft-i) = 5'(4)ft ~ 'm) 

Al tomar A,/ = f,- - f ( -_ lt y sustituir de las dos ecuaciones anteriores en (3) 
se obtiene 



V(/V.,/\) = \f\c$ + *W<)j]A,/ 
Para cada / considere el vector 

F, = MifiqXgic;))! + NifidiXgidM 



(4) 



(5) 



Cada uno de los vectores F,- (i = 1,2,..., n) es una aproximaci6n al vec- 
tor fuerza F(/(r), #(/)). dado por (2), a lo largo del arco de C desde P,_ j a 
Pj, Observe que aunque c t y d* t son, en general, numeros diferentes del 
intervalo abierto ft-_j, /,-), los valores de los vectores F(/(0, 5(0) se en- 
cuentran cerca de F,-. Adem£s, el arco de C desde P,_ t a P t se aproxima 
median te el segmento rectilfneo Pj-{Pi. A si, al aplicar la f6rmula (1) se ob- 
tiene el trabajo realizado por el vector F(/(0, g(t)) al desplazar la particula a 
lo largo del arco de C desde P/_ i a P ( . Si se denota esta aproximaci6n por 
A f - W, de la f6rmula (1) y las ecuaciones (4) y (5) se tiene 

A,W = [M(/(c,),*(c,))l + M«),«] * [/Xc,-)« + *WJ] A,f 
«► A r W = [M(/(c i ) ( «(q))/Xc / )]A^ + [*(M).rf4)M4)]A,/ 

Una aproximaci6n de la medida del trabajo realizado por F(/(/), g(t)) a lo 

n 

largo de Ces X A,'JV ° bien, equivalentemente, 

X IWjlci), gic^fiq)] A t t + J f* <M). *W*» 5 W/)J A// 



Cada una de estas sumas es una suma de Riemann. La primera es una suma 
de Riemann para la funcion que tiene valores M{f(t\ g{t))f\t\ y la segunda 
es una suma de Riemann para la funcion que tiene valores N(f(t\ g(t))g'(t). 
Si n se incrementa sin lfmite y cada A^ se aproxima a cero, entonces estas 
sumas tienden a la integral definida: 



r 

Ja 



lM(At),g(t))f\t) + N{f{t),g(t))g\t)]dt 



Por tanto, se tiene la definicion siguiente, donde se emplea la notaci6n 
F(RO))enlugardeF(/(0,g(0). 
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14.2,1 Definicion del trobojo realizado por un campo 
de fuerza sabre una particula que se desplau 
a lo largo de una curva de R 2 



Sea C una curva suave. conienida en un disco abierto B dei? 2 para la 
cual una ecuacion vectorial de C es R(/) =■/(/)! + g(t)y Ademis, 
considers un campo de fuerza definido por F(*,y) =^J^Rjt t y)i + 
N(x, y)j, donde M y ft son continuas en B. Si W es la medkia del tr3« 
b^jo realizado por una fuerza de medida vectorial F al desplazai una 
particula a lo largo de C desde (/(«), g(a)) hasta (f(b), g(b)), entonces 

W = 1 \M{f(t\g(t))fXt) + N{f(t),g(t))g\t)\dt (6) 



-r 



o, equivalentemente, utilizando notaci6n vectorial, 

<Af(/(f), £«)* AT(/(0, *(/))> • </'(0, g%t)) dt 

Ja 

rb 

W = | F(R(0)' R'(t)dt 



Ja 
Ja 



(7) 



5(2, 4) 




x = t y >> = ^ -I < / < 2 
FIGURA 2 



^ EJEMPLO 1 Suponga que una particula se mueve a lo largo 
de la parabola v = x 2 desde el punto A(-l , 1 ) hasta el punto B(2, 4). Calcule 
el trabajo total efectuado si el movimiento es ocasionado por el campo de 
fuerza 

F(x,v) = (jc 2 + y 2 )i + 3x 2 yj 

Suponga que el arco se mide en metros y la fuerza en newtons. 

Sol UC ion La figura 2 muestra el arco de la parabola de A a B. La pa- 
rabola tiene las ecuaciones param^tricas 

x = t y y = t 2 -1 < t < 2 
De esta forma, la ecuacion vectorial de la parabola es 

R(0 = t\ + t 2 i y R'(f) - i + 2fj 
Como F(jc, y) = (x 2 + y 2 , 3jt 2 y), entonces 

F(R(0) = F(U 2 ) 

= </2 + / 4 ,3f 4 > 

Si W joules es el trabajo realizado, entonces, de (7), se tiene 

r2 

W = I F(R(0)-R'(0^ (8) 



■i 
■i 



(f 2 + f 4 ,3f 4 )-<l,2r>dr 



(r 2 + f 4 



- 363 
5 



+ 6t 5 )dt 

2 



J-l 



i + i) 
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Conclusion: El trabajo efectuado es 72.6 joules. M 

Las integrates de las ecuaciones (6) y (7) se denominan integrates de 
linea. Para la integral de linea de la ecuacion (6), una notation comun que 
involucra la forma diferencial M{x, y)dx + N{x, y)dy es 



I 



M(x 7 y)dx + N(x,y)dy 



Esta notaci6n es sugerida por el siguiente hecho: como las ecuaciones para- 
metricas de C son jc = f(t)yy = g(t), entonces dx ~f\t)dtydy - g'{t)dt. 
Una notacion vectorial para la integral de la ecuacion (7) es 



1 



F *dVL 



La notacion anterior proviene de considerar la ecuacion vectorial de C, la 
cual es R(r) = /(f) i + g(0j, y tomar dR = R'(t)dt. Entonces 

F(R(t))-dR = F(R(t)) - R'(t) dt 

En consecuencia, se tiene la definicion formal siguiente. 



14.2.2 Definicion de integral de linea 
sobre una curva de R 2 



Sea C una curva suave contenida en nil disco abierto B de R 2 y que 
tiene la ecuacion vectorial 

Kit) = fm + £«1 a <L t <b 

Sea F un campo vectorial sobre B deflnido por 

F(*,y) = M(x f y)i + Af(*,y)j 

donde My N son con tin Das en B: Si se emplea la notacion de la forma 
differencial, ta integral de linea de M(x,y)4x + N(x f y)dy sobre C 
estd definida por 



I 



MU>y)dx + Mx;y)dy 



1 



* WM g(t})fXt) + ■ A/W), 50) gW] ^ 



o, equivalenteroente, usando la notaci6n vectorial, la integral de linea 
de F sobre € esta" deftnida por 

F'd.R ^ F(R(r))-RW^ 



i 



Se empleara la notacion de la forma diferencial asi como la notacion 
vectorial para las integrates de linea. 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 En el ejemplo 1, la integral 
de la ecuacion (8) que define W es una integral de linea. Con la notaci6n 
vectorial, esta integral de linea puede expresarse como 
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1 



FdR 



donde F(x, y) = (jc 2 + y 2 )i + 3;c 2 yj y R(0 = fi + r 2 j. Con la notacion 
de la forma diferencial, esta integral de linea puede escribirse como 



[ 



(x 2 + y 2 )</* + 3x 2 ydy 



(9) 



Si una ecuaci6n de C es de la forma y = F(jc), entonces puede emplearse 
jc como un parametro en lugar de t. De manera semejante, si una ecuacion 
de C es de la forma jc = G(y), entonces y puede utilizarse como parametro 
en lugar de t. 



t> 



EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 En el ejemplo 1 y en el 

ejemplo ilustrativo 1, la ecuaci6n de C es y = x 2 , la cual es de la forma 
y = F(x). Por tanto, jc puede emplearse como parametro en lugar de /. Asf, en 
la integral (9) del ejemplo ilustrativo 1 se puede sustituir y por x 2 y dy por 
2jc dx, obteniendose 

2 

(jc 2 + x A )dx + 3x 2 x 2 (2xdx) 



■i 
■i 



(jc 2 + jc 4 + 6x 5 )dx 



esta integral es la misma que la tercera la cual aparece en la solution del 
ejemplo 1, excepto que se tiene la variable jc en lugar de /. A 



L 



Si la curva C de la definicion de la integral de linea es el intervalo ce- 
rrado [a, b] del eje jc, entonces y = y dy - 0. De modo que 

M(jc, y) dx + N(x, y) dy = M(x, 0) dx 

JC * Ja 

Por tanto, en tal caso, la integral de linea se reduce a una integral definida. 

Se puede extender el concepto de integral de linea para incluir a las 
curvas que son suaves a trozos. Recuerde de la secci6n 9.1 que si un inter- 
valo / puede dividirse en un numero finito de subintervalos en los que la 
curva C es suave, entonces se dice que C es suave a trozos en /. 



14.2.3 Definicion de integral de linea 

sobre una curva suave a trozos de R 2 



Suponga que la curva C consiste de Los arcos suaves C h Ci, , . - , Cj, 
contenidos en un disco abierto B deR 2 , y considere R(f) y¥(x t y) co- 
mo en la definition 14,2.2, Entonces la integral de linea de 

M{x t y)dx + Nfoyjrfy sobreCesta definida por 



I 



M(x t y)dx + fi(x>y)dy 



-iff 



M(x,y)dx + N(x,y)dy) 



b, equivalentemente, empieando la notaeitfn vectorial, la integral de 
linea de F sobre C se de fine eomo 

F</R = y([ 'f(R«) V R 



i 



><") 
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(-3,-2) 



F1GURA 3 



^ EJEMPLO 2 Evalue la integral de linea 

4xydx + (2x 2 - 3xy)dy 



1 



si la curva C consiste del segmento de recta de (-3, -2) a (1, 0) y el arco del 

primer cuadrante de la circunferencia x 2 + y 2 = 1 de (1, 0) a (0, 1), reeo- 

rrida en ersentido contrario al giro de las manecillas del reloj. 

« t > 

Solucion La figura 3 muestra la curva C compuesta por los arcos C\ y 

Ci- El arco Q es el segmento de recta. Una ecuaci6n de la recta que pasa 

por los puntos (-3, -2) y (1, 0) es x - 2v = I. Por tanto, Cj puede repre- 

sentarse parametricamente por 

x = \ + 2t y = t -2 < / < 

El arco C 2 , el cual es el arco del primer cuadrante de la circunferencia 
x 2 + y 2 = 1, puede representarse parametricamente por 

jc = cos t y = sen t < / < \n 
Si se aplica la definicidn 14.2.2 a cada uno de los arcos C\ y C 2 se tiene 



1 



Axydx + (2jc 2 - 3xy)dy 



■L 
-i 



4(1 + 2t)t{2dt) + [2(1 + 2t) 2 - 3(1 + 2t)t] dt 
(8/ + 16/ 2 + 2 + 8/ + 8/ 2 - 3/ - 6t 2 )dt 
(18/ 2 + 13/ + 2)dt 



1 



= 6/ 3 + l {t 2 + 2/]° 2 

= - (-48 + 26-4) 
= 26 



4xy dx + (2jc 2 ~ 3xy) dy 



4 cos / sen /(-sen t dt) + (2 cos 2 / - 3 cos / sen /)(cos / dt) 



■i 
■I 
■I 

= 2 sen / - 2 sen 3 / + cos 3 / 

Jo 



(- 4 cos / sen 2 / + 2 cos 3 / - 3 cos 2 / sen /) dt 



[-4 cos /sen 2 / + 2 cos /(I - sen 2 /) - 3 cos 2 / sen /] dt 



(2 cos / - 6 cos / sen 2 / - 3 cos 2 / sen /) dt 



i*/2 



= 2-2-1 
= -1 
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Por tanto, de la definicion 14.2.3, 

4xydx + (2x 2 - 3xy) dy = 26 + (-1) 

Jc . 

= 25 ^ 

La definici6n de integral de linea en tres dimensiones requiere que la 
curva sea suave: una curva de /? 3 que tiene la ecuacion vectorial 

R(/) = /(/)i + g(t)l + A(/)k t a<.t <b 

es suave sif\g' y h' son continuas en [a, b] y en cualquier punto de [a, b] 
no son simultaneamente cero. 



14.2.4 Definicion de integral de linea sabre una curva de R 3 



Sea € una curva suave eontenida en una bola abierta B de /f 3 que tiene 
la ecuacion vectorial 

Sea F un campo vectorial sobae 5 defmido por 

donde M,NyRzcm fund ones continuas en B. Si se emplea la notaci6n 
de la forma diferencial, la integral 4e linea de M{x y y T z)dx + 
tf(x, >', ;My + fl(j, y, *)</z sohre C esta definida par 



f 



I 



Affoy,z)d* + Nte*y,€)dy i% R(x,y,z)dz 



o t equivalentemente, empleando la notacion vectorial, la Integral de 
UneadeFsobre Cse define como 



j F'</R = | FtR«)-RW<f/ 



► CJEMPLO 3 Evalue la integral de lfnea 
3*djt + 2;cydy + zdz 



L 



si la curva C es la hllice circular definida por las ecuaciones param&ricas 
jc = cos / y = sen / z = / £ / £ 2;r 

Solucftfl De la notaci6n de la forma diferencial para una integral de 
linea de la definicion 14.2.4, se tiene 



1 



3xdx + 2xydy + zdz 



Jo 



3 cos /(-sen f rf/) + 2(cos f)(sen /)(cos f dt) + /<// 
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JrlK 



(-3 sen t cos t + 2 cos 2 f sen t + t)dt 



= -|sen z r 



2 t - | cos 3 f + 



^ 2 t 

2 JO 



an 



= - I (0) - I (1) + I (4k 2 ) + 3 (0) + I (1) + I (0) 



El trabajo realizado por un campo de fuerza al desplazar una partfcula 
a lo largo de una curva de R 3 se puede definir de manera semejante como se 
hizo en la definicion 14.2.1 para una curva de R 2 . En el ejemplo siguiente 
se aplica dicha definicion. 




»(/) = t\ + / 2 j + t\, OS/Sl 
FIGURA 4 



W EJEMPLO 4 Una particula recorre la ctibica alabeada 

R(0 = ri + t 2 \ + t 3 k < t < 1 

Calcule el trabajo total efectuado si el movimiento es causado por el cam- 
po de fuerza 

F(x,y,z) = e x \ + xe z \ + x sen 7ty 2 k 

Suponga que el arco se mide en metros y la fuerza en newtons. 

Solution La figura 4 muestra la ciibica alabeada a parti r de f = 
hastaf = l.ComoR(f) = ti + t 2 } + f 3 k, entonces 

R'(/) = i + 2fj + 3t 2 k 

Debido a que F(jc, y, z) = (e x ,xe z ,x sen Tty 2 ), entonces 

F(R(0) = F(f, f 2 , t 3 ) 

= (e\te t3 ,t^nnt A ) 

Si W joules es el trabajo realizado, entonces, de la notaci6n vectorial para la 
integral de lfnea de la definicitfn 14.2.4, se tiene 



F- dR 



F(R(t))-R'(t)dt 



■1 

-!' 

Jo 

= € f + | € t3 - -p- COS 7Tt 4 } 

3 4k Jo 

= c + |c--r-cosff-l-|' + -^-cosO 
3 4* 3 4* 



(e\ te tS , t sen ;r/ 4 ) • <1, 2u 3t 2 ) dt 



(e* + 2/V 3 + 3t 3 senm 4 )dt 
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5 3 

- e + — - 
3 lit 



« 3.34 
Conclusion: El trabajo realizado es 3.34 joules. 



EJERCICIOS 14.2 



En los ejercicios 1 a 22, evalue la integral de linea sobre la 
curva C. 

1. } C F- </R;F(jc,y) = yi + jcj; 
C:R(r) = ri + r 2 j,0 <; t <, 1. 

2. J C F- </R;F(Jc,y) = 2xyi - 3jcj; 
C:R(r) = 3f 2 i - /j, < / < 1. 

3. \ c F-dR;F(x,y) = 2xyi + (x - 2y)j; 
C: R(0 = sen rt - 2 cos fj, < t < n. 

4. | c F • </R; F(jc,y) = xyi - y 2 j; C: R(/) = t 2 '\ + / 3 j, 
del punto (1, 1) aJ punto (4, -8). 

5. / C F- </R;F(jc,y) = (jc - y)i + (y + jc)j; C: Lacircunfe- 
rencia x 2 + y 2 = 4 a partir del punto (2, 0) en el sentido 
contrario al giro de las manecillas del reloj. 

6. J c F*</R;F(jc,y) = (x - 2y)i + jcyj; 

C: R(/) = 3 cos /i + 2 sen /j, < / < ^/r. 

7. L F ■ JR; F(;c, y) = > sen ;ci - cos jcj; C: el segmento de 
recta de (~n, 0) a (7z; 1). 

8. } c F- </R; F(jc,y) = 9jc 2 yi + (5jc 2 - y)j; C: la curva 
y = * 3 + lde(l,2)a(3,28). 

9. | c (jc 2 + xy) dx + (y 2 - xy) dy; C: la recta y = x del 
origen al punto (2, 2). 

10. La integral de linea del ejercicio 9; C: la parabola 
x 2 = 2y desde el origen hasta el punto (2, 2). 

11. La integral de Ifnea del ejercicio 9; C: el eje x desde el ori- 
gen hasta el punto (2, 0) y despues la recta jc = 2 de (2, 0) 

a (2, 2). 

12. j c yx 2 dx + (jc + y) dy\ C: la recta y = -jc desde el ori- 
gen hasta el punto ( 1 , -1 ). 

13. La integral de lfnea del ejercicio 12; C: la curva y = -jc 3 
desde el origen hasta el punto (1,-1). 

14. La integral de li'nea del ejercicio 1 2; C: el eje y del origen 
al punto (0,-1) y despues la recta y = -1 desde (0, -1) 
hasta (1,-1). 

15. f 3jcy dx + (4jc 2 - 3y) dy\ C: la recta y = 2jc + 3 de 

(0, 3) a (3, 9) y despues la parabola y = jc 2 de (3, 9) a 

(5, 25). 

16. j c (xy - z) dx + e s dy + y dz\ C: el segmento de recta 
de (1,0,0) a (3, 4, 8). 

17. \ c (jc + y) dx + (y + z) dy + (x + z) dz; C: el seg- 
mento de recta desde el origen hasta el punto (1,2, 4). 

18. La integral de linea del ejercicio 1 6; 

C:R(r) = (t + l)i + r 2 j + f 3 k,0 <; / s 2. 



19. \ c F- dK; F(jc,y, z) = z'\ + jcj + yk; C: la helice 
circular R(/) = acostl + o sen /j + fk, < t < 2n. 

20. J c F-</R;F(jc,y,z) = 2jcyi + (6y 2 - jcz)j + lOzk; 
C:R(r) = ti + t 2 j + r 3 k,0 < / < 1. 

21. La integral de linea del ejercicio 20; C: el segmento de 
recta desde el origen hasta el punto (0, 0, 1); despues el 
segmento de (0, 0, 1) a (0, I, 1); luego el segmento de 

(0,1,1)3(1,1,1). 

22. La integral de lfnea del ejercicio 20; C: el segmento de 
recta desde el origen hasta el punto ( 1 , 1 , 1 ). 

En los ejercicios 23 a 36, calcule el trabajo total realizado al 
mover una particula a lo largo del arco C si el movimiento lo 
ocasiona el campo de fuerza F. Suponga que el arco se mide 
en metros y la fuerza en new tons. 

23. F(jc, y) = 2jcyi + (jc 2 + y 2 )j; C: el segmento de recta 
desde el origen hasta el punto (1, 1). 

24. El campo de fuerza del ejercicio 23; C: el arco de la pa- 
rabola y 2 = x desde el origen hasta el punto (I, 1). 

25. F(x, y) = (y - jc)i + x 2 yj; C: el segmento de recta del 
punto (1, 1) al punto (2, 4). 

26. El campo de fuerza del ejercicio 25; C: el arco de la pa- 
rabola y = x 2 desde el punto (1,1) hasta el punto (2, 4). 

27. El campo de fuerza del ejercicio 25; C: el segmento de rec- 
ta de (1, 1 ) a (2, 2) y despues el segmento de (2, 2) a (2, 4) 

28. F(jc, y) = -jc 2 yi + 2yj; C: el segmento de recta de 
(a, 0) a (0, a). 

29. El campo de fuerza del ejercicio 28; 

C: R(0 = a cos ri + a sen /j, < / < |/r, a > 0. 

30. El campo de fuerza del ejercicio 28; C: el segmento de rec- 
ta de (a, 0) a (a, a) y despues el segmento de (a, a) a (0, a). 

31. F(*,y, z) = (y + z)i + (jc + z)j + (x + y)k; C: el 
segmento de recta desde el origen hasta el punto (1, 1, 1 ). 

32. F(i, y, z) = z 2 \ + y 2 j + Jczk; C: el segmento de recta 
desde el origen hasta el punto (4, 0, 3). 

33. F(;c, y, z) = e x \ + e?j + e z k\ 

C: R(r) = /i + / 2 j + / 3 k, < / < 2. 

34. F(jc, y, z) = (xyz + x)\ + (x 2 z + y)j + (jc 2 y + z)k; 
C: el arco del ejercicio 33. 

35. El campo de fuerza del ejercieio 34; C: el segmento de 
recta desde ^1 origen hasta el punto (1,0, 0); despues el 
segmento de (1,0,0) a (1, 1,0); luego el segemento de 
(1,1,0) a (1,1,1). 

36. F(jc,y,z) = jci + yj + (yz - Jc)k; 
C:R(r) = 2/i + t 2 \ + 4/ 3 k,0 < / < 1. 
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14.3 INTEGRALES DE LINEA INDEPENDIENTES 
DE LA TRAYECTORIA 

En la secci6n 14.2 se dijo que el valor de una integral de lfnea esta* deter- 
minado por el integrando y una curva C entre dos puntos P x y P 2 . Sin em- 
bargo, en ciertas condiciones el valor de una integral de lfnea depende s61o 
del integrando y de los puntos P x y P 2 y no de la trayectoria de P\ a P^ De 
dicha integral se dice que es independlente de la trayectoria. 



»(i, i) 



H > -* 

\ 



y = x 
FIGURA1 





\ ► x 



[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Suponga que un campo de 
fuerza 

F(*,y) * (y 2 + 2x + 4)1 + (2xy + 4y - 5)j 

mueve una partfcula desde el origen hasta el punto (1 * 1). Se demostrara* que 
el trabajo total realizado es el mismo si la trayectoria es a lo largo (a) del 
segmento de recta desde el origen hasta el punto (1, 1); (b) del arco de la 
pardbola y = x 2 desde el origen hasta el punto (1, 1); y (c) del arco de 
la curva x = y 3 desde el origen hasta el punto (1,1). 
Si W es la medida del trabajo efectuado, entonces 



W = J (y 2 + 2x + 4)dx + (2xy + 4y - 5)dy 



(1) 



(a) Consulte la ftgura 1. Una ecuacibn de C es v = jc. Se emplea x como 
par£metro y se considera y *= xy dy = dx en (1). Entonces 



Jo 

JO 



(x 2 + 2x + 4)dx + (2x 2 + 4x - 5)dx 



(3x 2 + 6x - \)dx 
Jo 



= * 3 + 

= 3 



I* 2 " *l 



(b) Refierase a la figura 2. Una ecuaci6n de C es y = x 2 . Otra vez, tomando 
jc corao pardmetro y considerando y = x 2 y dy = 2x dx en (1), se tiene 



■r 



(jc 4 + 2x + 4)dx + (2jc 3 + 4x 2 - 5)2xdx 



(5jc 4 + 8* 3 - 8* + 4)dx 



= x s + 2x* - 4x 2 + 4x] Q 
= 3 

(c) Vea la figura 3. Una ecuaci6n de C es x = y 3 . Si se loma y como pa- 
rametro y se considera jc = y 3 y dx ~ 5y 2 dy en (1), se obtiene 



W 



■{' 



(y 2 + 2y 3 + 4)3y 2 dy + (2y 4 + 4y - 5)dy 



• 
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-1" 






JO 



= 3 



En el ejemplo ilustrativb se ha visto que el valor de la integral de lfnea es 

el mismo sobre las tres trdyeetorias diferentes de (0, 0) a (1, 1). En realidad, el 

' Valor de la integral de lirfea es el mismo sobre cualquier curva suave a trozos 

desde el origen hasta el punto ( 1 , 1 ); por tanto, esta integral de lfnea es indepen- 

diente de la trayectoria. Este hecho se demuestra en el ejemplo ilustrativo 2. 

A continuaci6n se establecera y demostrara un teorema que no solo 
proporciona condiciones para las cuales el valor de la integral de lfnea es 
independiente de la trayectoria, sino que tambien provee una formula para 
calcular el valor. 



14.3.1 Teorema 



Sea C cualquier curva suave a trozos contenida en un disco abiertoB 
de R 2 desde el punto (jcj, yj) hasta el punto (^2* v i)* S' F es un campo 
vectorial conservator cominuo sobre B y Q es una fimcidn potencial 
para F, entonces la integral de lihea 



I 



F-dR 
c 



es independiente de la trayectoria Q y 



Jc 



■ ■J--' 
c 



Demostracion Se presenta la demostracion en el caso de que ^es 
suave. Si C es suave a trozos, entonces considere cada parte por separadof^L 
demostraci6n siguiente se aplica a cada parte suave. 

Considere como ecuaciones parametricas de C las siguientes: 

x = f(t) y = g(t) t x < t < t 2 

De esta forma, una ecuacipn vectorial de C es 

R(0 = f(t)i + g(0j r, < t < t 2 

Ademds, se tiene que el punto Ctj,yi) es (/(/]), g(t\)) y el punto (^2^2) 
es (/( r 2)' #(*2))- Puesto que <f> es una funcion potencial para F, entonces 
V<£(*, y) = F(jc, y), donde F(x, y) = M(x, y)\ + N(x, y)j. En consecuencia, 



JL'— I 
■I 



V<£-rfR 
c 



'2 
V<£(R(0)-R'(0* 

'1 



: f V#/('),£«)*R'(0^ 
Jt x 
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■I 
■f 



<M(/«, g(t)), /V(/(/), g(/))> • (/'(/), g'(t)) dt 



[Af(/(0. *(0)/'(0 A + M/(0, s(OMO *] (2) 



Observe que como M(x, y) dx + N(x, y) dy = dcf>(x, y), entonces 

M{f(t\g{t))f\t)dt + N(f(t),g(t))g\t)dt = d<j>{f(t),g(t)) 

Si se sustituye de esta ecuacion en (2) y despues se aplica el segundo teore- 
ma fundamental del Calculo se obtiene 



f F-rfR = J d<t>{f{t\g{t)) 



= <f>(f(hi g(t 2 )) - <M/0i),s(>i)) 
= <f>(^yi) - <K*i.?i) 

lo cual es lo que se deseaba demos trar. ■ 

Debido a la semejanza del teorema 14.3.1 con el segundo teorema 
fundamental del Calculo, en ocasiones se le denomina teorema funda- 
mental para las integrates de linea. Puesto que un campo vectorial conser- 
vador tiene un numero infinito de funciones potenciales que se diferencian 
por una constante arbitraria K, se omitira dicha constante para la funcion po- 
tential <£ cuando se aplique el teorema 14.3.1. Por supuesto, lo que en rea- 
lidad se esta haciendo es elegir la funcion potencial para la cual K = 0. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Se aplicarael teorema 14.3.1 
para evaluar la integral de linea del ejemplo ilustrativo 1: 

(y 2 + 2x + 4) dx + (2xy + Ay - 5) dy 

Con la notation vectorial, esta integral de linea se expresa como 

FdR 



1 



Jc 
donde 

F(x,y) = (y 2 + 2x + 4)i + (2xy + Ay - 5)j 

En el ejemplo ilustrativo 4 de la section 14.1 se demostro que F es un cam- 
po vectorial conservador que tiene la funcion potencial 

4>(x,y) = y 2 x + x 2 + Ax + 2y 2 - 5v 

Por tanto, del teorema 14.3.1, la integral de linea es independiente de la tra- 
yectoria, y C puede ser cualquier curva suave a trozos desde (0, 0) hasta ( 1 , 1 ). 
Ademas, del teorema 14.3.1, 
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/. 



(y 2 + 2x + 4)dx + (2xy + 4y - 5) dy = <£(1, 1) - <£(0, 0) - 
c 

= 3-0 

= 3 
Este resultado concuerda con el del ejemplo ilustrativo 1 . A 

w EJEMPLO 1 Utilice el resultado del ejemplo 1 de la section 
14.1 para evaluar la integral de linea 



1 



F -dR 

c 

si F(x,y) = (e~y - 2jc)i - (xe~ y + sen y)j y C es el arco en el primer 
cuadrante de la circunferencia 

R(0 = k cos t\ + n sen t j < t < \n 

Solucion Del ejemplo 1 de la secci6n 14.1, se sabe que 

V{xe~ y - x 2 + cosy) = (e~y - 2jc)i - (xe~y + sen;y)j 

Por tanto, F es un campo conservador, de modo que puede aplicarse el teo- 
rema 14.3. 1 con <£(jc, y) = xe~ y - x 2 + cos y. El punto para el cual t = es 
(7C,0)y el punto correspondiente at = j n es (0, /r). 



1 



F • dR = 0(0, /r) - <£(/r, 0) 
c 

= cos n - (it - k 2 + 1) 



Si el valor de una integral de linea es independiente de la trayectoria, 
entonces no es necesario determinar la funcion potencial para calcular el 
valor. El procedimiento para esto se muestra en el ejemplo siguiente. 



Considere el campo vectorial 



► EJEMPLO 2 

Si C es cualquier curva suave a trozos desde el punto A(5, -1) al punto 
5(9, -3), demuestre que el valor de la integral de linea j^F • dR es indepen- 
diente de la trayectoria y evaluela. 

Solution Sean 

5 M(x,y) = I N{x,y) = -4 

-tqi- I I M I I 1 I I 1 — ► * 

+ A(5,-l)^ 10 M ^ y) = _j_ ^ y) = __^. 

'5(9,-3) 

i Puesto que M y (x, y) — N x (x, y), entonces F es conservador. Por tanto, la 

integral de linea es independiente de la trayectoria. 

Se toma como trayectoria el segmento de recta de A a 5, mostrado en la 
figura 4. Una ecuacion de la recta que pasa por A y B es x + 2y = 3. Al 
FIGURA4 considerarj ~ -t y x = 3 + 2/, una ecuacion vectorial de esta recta es 
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R(0 = (3 + 2t)i - /j 1 < t < 3 
Ahora se calculara el valor de la integral de linea aplicando la definicion 14.2.2. 



//•""-[ 



F(R(or- ; fc'(/)^ 

Jc Jc 

= F(3 + 2r,-f)-<2,-l>^ 

-fO-^)- - * 

r3 
/l 



-K-?^)* 



= 2 



2* 



--?! 



Recuerde de la definicion 9.1 .2 que si en una curva C definida por las ecua- 
ciones parametricas x = f(t) y y = g(t), o la ecuacion vectorial equivalente 

R(0 = f(t)i + 5 (0j a < t < b 

el punto iniciaJ A(f(a), g(a)) y el punto B(f(b), g(b)) coinciden, entonces se 
dice que la curva Ces cerrada. La figura 5 muestra una curva suave y cerrada. 
El teorema siguiente se refiere a la integral de linea de un campo vecto- 
rial conservador sobre una curva cerrada y suave a trozos, y se deduce 
inmediatamente del teroema 14.3.1 



14.3.2 Teorema 



Si C es una curva cerrada y suave a trozos contenida en algun disco abierto 
B de R 1 y F es una campo vectorial conservator continuo en ft entonces 



I 



F*dR « 

e 



Demostracion Se aplicara el teorema 14.3,1, y como C es cerrada, 
entonces el punto (xy, yj) coincide con el punto (x 2 , y 2 )- P° r tanto, 



i 



F-^R = <f>(x 2 ,y 2 ) ~ <f>(x\>y)) 
c 

= 



W EJBMPLO 3 Una particula se mueve sobre la circunferencia 
R(0 = 2cosfi + 2senfj < t < 2k 

Calcule el trabajo total realizado si el movimiento lo ocasiona el campo de 
fuerza 
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Fix, y) = (^j) i + e*y In (x 2 + 2)j 
Soluci6n Sean 

M{x - y) = ~^~h N(x ' y) = elyin ^ 2 + 2 > 

Como M y (x, v) = A/^jc, y), entonces F es conservador. Ademds, la circun- 
ferencia es una curva cerrada y suave. Por tanto, si Wes el trabajo realizado, 
del teorema 14.3.2 se tiene 



■I 



W = F-dR 

Jc 
= 4 

Ahora se extendera el estudio a las funciones de tres variables. El 
enunciado del teorema siguiente y su demostraci6n son analogos a los del 
teorema 14.3.1. Se le pedird que efectde la demostraci6n en el ejercicio 32. 



14.3.3 Teorema 



Sea C cualquier curva suave a trozos contenida en un disco B de R? 
desde el punto (x t ,y h Zf) hasta el piinto (jr 2 » y^ z$* Si F es un campo 
vectorial conservador continuo sobre B y <£ es una funcidn potencial 
par n F, eittoiices la integral de lfnea 



I 



€ 

es indcpencliente de la trayectoria Q y 



I 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 En el ejemplo 2 de la sec- 
cion 14. 1 se demostr6 que el campo vectorial definido por 

F(jc,y, z) = (e x senz + 2yz)l + (2xz + 2y)j + (^cosz + 2xy + 3z 2 )k 

es un gradiente V/(x, y, z), y 

f(x,y, z) = exsenz + 2*yz + y 2 + z 3 

Asf, F es un campo vectorial conservador. Por tanto, si C es cualquier curva 
suave a trozos desde (0, 0, 0) hasta (1,-2, n\ entonces se infiere, por el teo- 
rema 14.3.3, que la integral de lfnea 



1 



F </R 

c 

es independiente de la trayectoria y su valor es 
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/(l, -2, n) - /(0, 0, 0) = (e sen n - An + A + n 3 ) - 

= 7T 3 - 4/r + 4 4 

En el pr6ximo ejemplo, se evaluara una integral de linea independien- 
te de la trayectoria cuando el integrando se ha expresado con la notaci6n de 
la forma diferencial y se emplearan ecuaciones param&ricas de la curva C 
en lugar de una ecuacion vectorial. 



W EJEMPLO A Demuestre que la integral de linea 

(4jc + 2y - z)dx + (2x - 2y + z)dy + (-x + y + 2z)dz 



L 



es independiente de la trayectoria, y evalue la integral si C es una curva 
suave a trozos de (4, -2, 1) a (— 1, 2, 0). 

Solution Sean 

M(x,y, z) = 4x + 2y - z N(x,y,z) = 2x - 2y + z R(x,y,z) = - x + y + 2z 
M y (x, y, z) = 2 Nj£x 9 y, z) = 2 R x (x, y, z) = - 1 

M z (x y y t z) = -1 N z (x,y,z) = 1 RJx,y,z) = 1 

Como 

M y (x, y, z) = N x (x, y, z) M z (x, y, z) = R x (x, y, z) N z (x y y, z) = R y (x, y, z) 

el campo vectorial (4x + 2y - z)i + (2x - 2y + z)j + (-x +y + 2z)k 
es conservador. Por tanto, del teorema 14.3.3, la integral de linea es inde- 
pendiente de la trayectoria. Se considerara la trayectoria como el segmento 
de recta de (4, -2, I) a (-1, 2, 0). Un conjunto de numeros directores de la 
recta que pasa por esos dos puntos es [5, -4, I]. Por tanto, las ecuaciones 
de la recta son 

x + 1 _ y - 2 _ z 
5 " -4 " 1 

En consecuencia, las ecuaciones parametricas del segmento de recta son 
jc = -5/ -1 y = At + 2 z = -t -1 < / < 



Asi, 



I 



{Ax + 2y - z) dx + (2x - 2y + z) dy + (-x + y + 2z) dz 
= J [4(-5/ - 1) + 2(4/ + 2) - (-t))(-5dt) 



+ I [2(-5/ - l)-2(4/ + 2) + (-t)](Adt) 



{!«■*- 



-I 



J [-("5 



St - 1) + (At + 2) + 2(-t)](-dt) 

o 
(-28/ - 27)4/ 



1° 
= -14 2 - 27/1 

= -13 
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La integral de linea del ejemplo 4 tambi6n puede calcularse si se 
determina la funcion potencial del campo vectorial conservative 
(4x + ly - z)\ + (2x - 2y + z)i + (~x + y + 2z)k. Se le pedira que 
haga esto en el ejercicio 3 1 . 

W EJEMPLO 5 Suponga que F es el campo de fuerza gravitacio- 
nal ejercido por una particula de masa M unidades ubicado en el origen sobre 
una partfcula de masa 1 unidad localizada en el punto P(x, v, z). Entonces, de 
la section 14.1, 

F( W> = , 2 1^ 2,3/2 (XJ + yi + Zk) 

(x 2 + y 2 + z 2 Y 12 
Calcule el trabajo realizado por la fuerza F que mueve una particula de 
masa 1 unidad a lo largo de una curva suave C desde el punto (0, 3, 4) hasta 
el punto (2, 2, 1). 

Sol UC ibn En el ejemplo ilu strati vo 5 de la secci6n 14.1 se demostr6 
que F es un campo vectorial conservador y que una funcion potencial para F 
esta determinada por 

4>(x,y fZ ) = GA { GM 

^x 2 + y z + z l 

Si W es la medida del trabajo realizado al mover la particula de masa 1 uni- 
dad a lo largo de C, entonces 



-L' 



W - F • rfR 

Por el teorema 14.3.3, la integral de linea es independiente de la trayectoria, y 



= 


4>(X 2, 


1) - 


0(0, 


3,4) 








< 


7M 






GM 






V2 2 + 


2 2 + 


l 2 


Vo 2 


+ 3 2 + 4 2 


= 


GM 

3 


GM 

5 










= 


hP** 













Ahora se mostrara' c6mo los resultados de esta secci6n conducen a una 
importante conclusi6n en fisica. Si el movimiento de una particula es causado 
por un campo vectorial conservador F, entonces la energia potencial de la 
particula en el punto (x, y, z) esta definida por un campo escalar E tal que 

F(x,y 9 z) = -VE(x,y,z) 

Esto es, -E es una funci6n potencial de F. Se utilizara' la notaci6n E(P) 
para denotar la energia potencial de la partfcula en el punto P. Si W es la me- 
dida del trabajo realizado por F al desplazar una partfcula a lo largo de una 
curva suave a trozos C desde un punto A hasta un punto B, entonces, por el 
teorema 14.3.3, 



W = -E(x,y,z)\ A 



V'dVL 

\B 
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W = ~[E(B) - E(A)] 

W = E(A) - E(B) (3) 

Por tanto, Wes la diferencia de las energfas potenciales de la particula en A y B. 
Ahora suponga que la particula esta ubicada en un punto /i en el tiempo t\, 
y en el punto B en el tiempo f 2 , y que la curva C tiene la ecuacion vectorial 

R(r) = f(t)i + g(t)i + h(t)k r, < t < t 2 

Entonces los vectores velocidad y aceleracion en el tiempo / son V(r) y A(r) 
definidos por 

V(/) = R'(0 y AW = V'(/) 

La rapidez de la particula en el tiempo / se denota por v(r), donde 
v{t) = \\ V(/) || . Entonces, otra formula para calcular Westa dada por 

W = F • dR 



■I- 



W = I F(R(/)) • R'(0 dt 



W = F(R(0) • V(r) dt (4) 

h 

La segunda Ley de Newton acerca del movimiento establece que si la fuerza 
F actiia sobre una particula de masa m unidades, entonces 

F(R(r)) = mA(t) 

<=* F(R(r)) = mV'W 

Al sustituir de esta ecuaci6n en (4) se tiene 

P 

W = m[\'(t) • V(/)] dt 

Como D t [\(t) • V(/)] - 2V'(r) • V(/) y V(/) • V(/) = [v(r)] 2 , se tiene 
\ DA 

1 1'2 

H^= >[v(r)] 2 

W = im[v(r 2 )] 2 - ^[v(r,)] 2 (5) 

En fisica, la energia cinetica de una particula se define como ~mv 2 . 
Por tanto, la ecuaci6n (5) afirma que el trabajo efectuado al desplazar una 
particula a lo largo de C desde un punto A hasta un punto B es la variaci6n 
en la energia cinetica de una particula. Si se emplea la notacion K(P) para 
denotar la energia cinetica de una particula ubicada en el punto P, entonces 
(5) puede expresarse como 

W = K{B) - K(A) 

Al igualar los valores de W de (3) y de esta ecuaci6n se obtiene 



W = \m \ D ( [\(t) • V(r)J dt 



W = \m I D t [v(t)} 2 dt 
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E(A) - E(B) = K(B) - K(A) 

E(A) + K(A) = E(B) + K(B) 

La ecuacion anterior establece que la suma de las energias potencial y 
cinetica son iguales en el punto inicial A y en el punto final B. Como A y B 
pueden ser puntos cualesquiera de C, la suma de las dos energias es cons- 
tante a lo largo de C; esto es, la energia total de la particula permanece sin 
alteration durante el movimiento. Este hecho es un concepto muy impor- 
tante en fisica denominado ley de conservacion de la energia. Por esta 
razdn, se utilizo el termino conservador para un campo de fuerza que es 
un gradients 



EJERCICIOS 14.3 



En los ejercicios I a 12, utilice el resultado del ejercicio de la 
section 14.1 indicadopara demostrar que el valor de la integral 
de line a es independiente de la trayectoria. De spues evalue la 
integral de linea aplicando el teorema 1 4.3 J o el teorema 14.33 
y empleando lafuncidn potencial obtenida en el ejercicio indi- 
cado. En cada ejercicio C es cualquier curva suave a trozos 
desde el punto A hasta el punto B. 

1. jydx + x dy\ A es (1, 4) y B es (3, 2); ejercicio 2 1 . 

2. j x dx + y dy\ A es (-5, 2) y B es ( 1, 3); ejercicio 22. 

3. j e x sen y dx + e x cos y dy\ A es (0, 0) y B es (2, ~ n)\ 
ejercicio 23. 

4. j (sen y senh x + cos y cosh x) dx + 

(cos y cosh x - sen 2y senh jc) dy\ 
A es ( 1, 0) y B es (2, k)\ ejercicio 24. 

5. \ c (2xy 2 - y 3 ) dx + (2x 2 y - 3xy 2 + 2) dy\ A es (-3, 
-1) y B es (1, 2); ejercicio 25. 

6. J c (3jc 2 + 2y - y 2 e x ) dx + (2x - 2ye x )dy;Aes(0,2) 
y B es (1,-3); ejercicio 26. 

7. j c (x 2 - y)dx - (x - 3z)dy + (z + 3y)dz; A es (-3, I, 
2) y B es (3, 0, 4); ejercicio 27. 

8. \ c yz dx + xzdy + xy dz\ A es (0, -2, 5) y 5 es (4, 1, 
-3); ejercicio 28. 

9. \ c {ze x + e y )dx + (xe y - e z ) dy + ( - y<? z + e*) dz\ 
A es (1, 0, 2) y B es (0, 2, 1); ejercicio 29. 

10. L (tan > + 2jry sec z) dx + (jt sec 2 y + jc 2 sec z) </y + 

sec z{x 2 y tan z - sec z) dz\ 
4es(2, iff, 0)y5es(3, -n^ |w); ejercicio 30. 

11. / c (2jccosy - 3)</jc - (jc 2 seny + z 2 )dy - (2yz - 2)dz; 
A es (-1, 0, 3) y B es (1, tt, 0); ejercicio 3 1 . 

12. j c (2y 3 - 8xz 2 )dx + (6;cy 2 + \)dy - (%x 2 z + 3z 2 )dz\ 
A es (2, 0, 0) y B es (3, 2, 1); ejercicio 32. 

En los ejercicios 13 a 20, demuestre que el valor de la integral 
de linea J" F " </R para el campo vectorial F y la curva C indi- 
cados es independiente de la trayectoria, y evalue la integral 
de linea. 



13. F(jc, y) - 2(x - y)i + 2(3 y - jc)j; C es el arco ubicado 
en el primer cuadrante de la circunferencia x 2 + y 2 - 9 
desde el punto sobre el eje jc hasta el punto sobre eJ eje y. 

14. F(jc,y) = (3x 2 + 6^ - 2y 2 )\ + {Ix 2 - 4xy + 3y 2 )j; 
C es el arco ubicado en el primer cuadrante de la elipse 
4jc 2 + 9y 2 = 36 limitado por los puntos donde intersecta 
a los ejes coordenados. 

15. F(jc,y) = (4e 2x - 3eV)i + (2e 2y - 3e x e y Yy, C es el 
arco de la parabola y 2 = 4x desde su vertice hasta el ex- 
tremo del lado recto del primer cuadrante. 

16. F(jc, y) = e x cos yi - e x sen yj; C es el segmento de la 
recta 3x + 4y = 12 desde el punto sobre el eje x hasta el 
punto sobre el eje y. 



17. 



F(jc, y, z) = 2:ci + 3y j + k; C es la traza del elipsoide 

2 



4x 



+ 4y 2 + z 2 — 9 en el piano xz desde la parte posi- 



tiva del eje x hasta la parte positiva del eje z. 

18. F(jc, y,z) = (2jcy + z 2 )i + (jc 2 - 2yz)j + (2jcz - y 2 )k; 
C es la traza de la esfera jc 2 + y 2 + z 2 = 1 en el piano yz 
desde la parte positiva del eje y hasta la parte positiva del 
eje z. 

19. F(jc, y, z) = 2ye 2x i + e 2x j + 3z 2 k; Ces cualquier curva 
suave a trozos desde el punto (In 2, 1, 1) hasta el punto 
(In 2, 2, 2). 

20. FU, ,.„.(! -£) 1 + (1^.(1^)* 

C es cualquier curva suave a trozos desde el punto (1, 2, -1 ) 
hasta el punto (2, 4, -2). 

En los ejercicios 21 a 30, demuestre que el valor de la inte- 
gral de linea es independiente de la trayectoria, y calcule su 
valor de cualquier manera conveniente. En cada ejercicio, C 
es cualquier curva suave a trozos desde el punto A hasta el 
punto B. 

21. \ c (2y - x)dx + (y 2 + 2jc) dy;A es (0, -I) y 5 es (1, 2). 

22. j c (lnjc + 2y)dx + (e y + 2x)dy;Aes(\ l)y fles(l, 3). 

23. J tan y dx + jc sec 2 y dy; A es (-2, 0) y B es (4, J *). 
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24. | senydx + (seny + xcosy)dy;A es(-2, 0)y 5es(2, ^ff). 



25. 



26. 



(xy + I)^ 



1 

f * 



:<&; + ■ 



2jc 



5 rfy;Aes(0,2)yfles(I,0). 



f dx- 



2^ + : 



?<iz; Aes 



~ z A x^ + y^ + z* x L + y L + z L 

(l,0,0)yfles (1,2,3). 

27. } c (y + z) </jc + (jc + z) dy + (jc + y) </z; A es (0, 0, 0) y 
fles(I, 1, 1). 

28. \ c (yz + x)dx + (*z + y) dy + (;cy + z) </z; A es (0, 0, 
0)yfles(l, 1, 1). 

29. f (c x sen y + yz) dx + (e x cos y + z sen y + xz) dy + 

(xy - cos y) dz\ A es (2, 0, 1) y B es (0, ff, 3). 

30. \ c {2x\nyz - 5ye*)rfJC - (5e* - jc V 1 ) <^ + 

(jcV 1 + 2z)</z;Aes(2, 1, L)yfies(3, 1,*). 

31. Evalue la integral del ejemplo 4 determinando una fun- 
cion potencial para el campo vectorial conservador 

{Ax + 2v - z)i + {2x - 2v + z)j + (-jc + v + 2z)k 

y aplicando el teorema 14.33. 

32. Demuestre el teorema 143.3. 

En los ejercicios 33 a 36, calcule el trabajo realizado al mover 
una particula a lo largo de C si el movimiento es causado por el 



campo de fuerza F. Suponga que el arco se mide en metros y 
la fuerza en newtons. Sugerencia: primero demuestre que F es 
conservador. 

33. F(*,y) = 3(jc + y) 2 \ + 3(x + v) 2 j; C: el arco de la para- 
bola v — x 2 desde su vertice hasta el punto (2, 4). 

34. F(jc, v) = (2jcv - 5y + 2v 2 )i + (jc 2 - 5jc + 4jcv)j; C: 
un cuarto de la circunferencia R(r) = 2cosri + 2senrj, 
< t < \k. 

35. F(jc,y, z) = 2y 2 z 3 i + 4xyz 3 } + 6*y 2 z 2 k; C: el arco de 
R(0 = t\ + t 2 j + r 3 k desde t = 1 hasta t = 2. 

36. F(jc, y, z) = 4y 2 zi + 8jtyzj + 4(3z 3 + *y 2 )k; C: el arco 
de R(f) = 3 cos ri + 3 sen rj + rk desde r = hasta 
t - ~7t. 

37. Si F es el campo de fuerza, con regimen de cuadrado in- 
verse defmido por 



k(xi + yj + zk) 

(x 2 + y 2 + z 2 )* /2 



F(*,y,z) = 

' ' + y L + z z 

donde k es una constante positiva, calcule el trabajo reali- 
zado por F al desplazar una particula a lo largo del segmen- 
to de recta desde el punto (3, 0, 0) hasta el punto (3, 0, 4). 
Evalue la integral de lfnea mediante dos me'todos: (a) utili- 
ce una funci6n potencial para F; (b) no emplee una funci6n 
potencial para F. 



14.4 TEOREMA DE GREEN 




El teorema de Green, asi llamado en honor del matematico y fisico ingles 
George Green (1793-1841) quien lo presento en un trabajo sobre aplicacio- 
nes de las matemdticas a la electricidad y el magnetismo, expresa una doble 
integral sobre una regi6n plana R en terminos de una integral de lfnea sobre 
la curva frontera de R. 

Antes fe proseguk revise la^ definiciones 9.1.1-9.1.3 concernientes 
a curvas^f^m 4Pfl|Mk wQ& respectivamente. El enunciado del 
teorema de Green se refiere a una integral de lfnea sobre una curva ce- 
rrada, simple y suave a trozos que constituye la frontera de una regi6n plana, 
y el sentido en que se recorre C es el contrario al giro de las manecillas del 
reloj. La figura 1 muestra una region R junto "con la curva C la cual es su 
frontera. La integral de lfnea sobre C, recorrida en el sentido contrario al 

giro de las manecillas del reloj, se denota por - 



FIGURA 1 



14.4.1 Teorema de Green 



SeaB My N func tones de las tfos variables xy y tales que s us primeras 
derivadas parciales son continues en un disco abierto B de R 2 , Si C es 
una curva ceirada, simple y suave a trozos contenida completameme 
en B, y si R es la region limi tada por C entonees 



■ 



•j M{ X ,y)dx + N{x,y)dy = jj[ (g - *j±}dA 






La demostraci<5n del teorema de Green para todas las regiones limi- 
tadas por curvas que son suaves a trozos, simples y cerradas pertenece a un 
curso de Cdlculo avanzado. Sin embargo, se demostrara el teorema para 



14.4 TCOREMA DE GREEN 1109 




FIGURA 2 




FIGURA 3 




x = g 2 (y) 



un tipo particular de regiones, aquellas para las cuales cada recta horizontal y 
cada recta vertical intersectan a su curva frontera a lo mds en dos puntos. 
Enseguida se presenta la demostracitfn 

Demostracion Sea R una region del piano xy que puede definirse por 

R = {(x,y) \a < x < b, f { (x) < y < f 2 (x)) (1) 



R = {(x,y) \c <Z y < d, g x (y) < x < £ 2 (y)} 



(2) 



donde las funciones / b / 2 , gj y g 2 son suaves. La figura 2 muestra dicha 
region R, la cual se considera definida por (1) en la figura 3, y por (2) en la 
figura 4. La demostracitfn consiste en probar que 



j M ( X ,y)d X =<jjf 

C R 

j)N(x,y)dy=jj g, 



dA 



(3) 



(4) 



A fin de demostrar (3) se considera a R como una region 1 
RefieYase a la figura 3. Sea C\ la graTica de y = fa(x) desde x = a hasta 
x = b\ esto es, Cj es la parte inferior de la curva frontera C recorrida de 
izquierda a derecha. Sea C 2 la grafica de y = f 2 (x) desde x = b hasta 
x = a; es decir, C 2 es la parte superior de la curva frontera C recorrida de 
derecha a izquierda. Considere la integral de linea <h M(x, y) dx. 



M{x,y)dx = M(x,y)dx + M(x,y)dx 
Jcj Jc 2 

= I M{xJ { (x))dx + J M{xJ 2 (x))dx 

= J M(xJ x (x))dx- J M{xJ 2 {x))dx 
Ja Ja 

m [Af (jc, /, (*))<** - Af (*, / 2 (*))] dx 



(5) 



Ahora se tratard la integral doble 
W). Entonces 



I 



DM 

dy 



dA, donde /? estd , 



I*-fC 



<?y 



dydx 



' / 2 U) 






Vf(*,y)l <** 

b 
[M(xJ 2 (x))- M(xJ x (x))]dx~ 



(6) 



FIGURA 4 



Al comparar (5) y (6) se deduce que se cumple (3). 
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FIGURA 5 



Para demostrar (4), se considera que R es una region definida por (2), 
como en la figura 4. Los detalles de la demostracidn se dejan como ejerci- 
cio (vea el ejercicio 43). 

Si se suman los miembros correspondientes de las ecuaciones (3) y (4) 
se obtiene el teorema de Green para esta regidn R. m 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Se aplicara el teorema de 
Green para evaluar la integral tyy 2 dx + 4xy dy, donde C es la curva ce- 

rrada que consiste del arco de parabola y = x 2 desde el origen hasta el 
punto (2, 4) y el segmento de recta desde el pun to (2, 4) hasta el origen. La 
region R con la frontera C se muestra en la figura 5. Del teorema de Green, 



y 2 dx +*4xy dy 



R 

JO Jx 



k^-Ty^. 



dA 



(4y - 2y)dydx 



JO J'2 

-2 



1 



fix 

y 2 L dx 



(4x 2 - x 4 ) dx 



= |jc 3 - |x5 

_ 64 
15 



■£ 



A fin de mostrar la ventaja de emplear el teorema de Green, se evaluard 
la misma integral de linea mediante el metodo de la seccion 14.2. Si C\ es el 
arco de la parabola y = x 2 desde (0, 0) hasta (2, 4) y C 2 es el segmento de 
recta desde (2, 4) hasta (0, 0), entonces 



W y 2 dx + 4xydy= y 2 dx + 4xy dy + 
Jc Jcj Jc : 

Las ecuaciones parametricas para C\ son 

x = t y = t 2 < / < 2 

Por tanto, 

-2 



y 2 dx + 4xy dy 



y 2 dx + 4xy dy 



f (t 2 ) 2 dt 



+ 4(t)(t 2 )(2t dt) 



■f 



9t 4 dt 



I' 5 



£ 



El arco C 2 puede representarse parametricamente por 
x - t y = 2t der = 2a* = 
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Asi, 

rO 

y 2 dx + 4xydy = I (2t) 2 dt + 4(t)(2t)(2 dt) 



y 2 dx + 4xy dy = 



20t 2 dt 



= ~t 



?0f3 



i0 



3 J2 

160 

3 



En consecuencia, 



i 



15 

lo cual concuerda con el resultado obtenido al utilizar el teorema de Green. ^ 

W EJEMPLO I Utilice el teorema de Green para calcular el tra- 
bajo total realizado al mover un objeto en el sentido contrario al giro de las 
manecillas del reloj una vez sobre la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 si el mo- 
vimiento es causado por el campo de fuerza F(jc, y) = (sen x - y)i + 
(e y - jc 2 )j. Suponga que el arco se mide en metros y la fuerza en newtons. 

Sol UC i6n Si W joules es el trabajo realizado, entonces 

W = W (sen* - y)dx + (^ - x 2 )dy 
donde C es la circunferencia x 2 + y 2 = a 2 . Del teorema de Green, 



■n 






W= II \f x (e y - * 2 ) - f y (*™ * ~ y) 



dA 



-I 



R 

(-2x + \)dA 



R 

Se empleardn coordenadas polares para evaluar la integral doble. Con 
x = r cos 8 y dA = rdrdOse tiene 

rlK ra 

W = \ (-2rcos0 + \)rdrd6 



-If 

Jo Jo 



2k r a 

(-2r 2 cos0 + r)drd6 



-n 

Jo Jo 

C 2k 9 2~\ a 

= J -f^os + ^ /0 

= (-|a 3 cos0 + ^J</6> 

= - I a 3 sen 6 + ^- 
= na 2 
Conclusion: El trabajo realizado es na 2 joules. 
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El teorema siguiente, el cual es una consecuencia del teorema de 
Green, proporciona un metodo util para calcular el area de una region limi- 
tada por una curva cerrada, simple y suave a trozos. 



14.4.2 Teorema 



Si R es una region que tiene como su frontera una curva C cerrada, sim- 
ple y suave a trozos, y A unidades cuadradas es el area de R, entonces 



= ^W xdy - 



ydx 



Demostracion En el enunciado del teorema de Green, considere 
A/(jc, y) = ~\y yN(x,y) = ^t. Entonces 



±)dA 



dA 



-lf( 

R 

-5 



2 + 



dA 



Como // dA es la medida del area de R, entonces 



# 



xdy -ydx = A 



W EJEMPLO 2 Utilice el teorema 14.4.2 para calcular el area de 
la region acotada por la elipse 

£ + y -- i 

a 1 b l 

Solucion Las ecuaciones param&ricas para la elipse son 

x — a cos / y = b sen t < / < In 

Entonces dx = -a sen t dt y dy = b cos t dt. Si C es la elipse y A unidades 
cuadradas es el area de la region limitada por C, entonces, por el teorema 14.4.2, 



A - ^^D xdy - ydx 



i r 

Jo 
1 [ 2K 

= 2 a 
JO 

1 [ 2K 

= ~ab dt 

Jo 



cos t)(b cos / dt) - (b sen t)(-a sen / dt)] 



b(cos 2 t + sen 2 t)dt 
In 



Conclusion: El area es ;ra& unidades cuadradas. 
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W EJEMPLO 3 Utilice el teorema de Green para evaluar la integral 

(* 4 - 3y) dx + (2y 3 + 4x) dy 



c 

x 2 y 2 
si C es la elipse -r- + -j- = 1. 



= 11 (4 + 3)dA 

R 



Solucion Del teorema de Green, 

W (x 4 - 3y)dx + (2y 3 + Ax) dy = \-^ (2y 3 + 4x) - ■$- U 4 - 3y) dA 
c R 

J 
-A\ dk 

R 

La doble integral \\ dA es la medida del area de la region acotada por la 

R 

elipse. Del ejemplo 2 con a = 3 y I? = 2, el Area de region limitada por 
la elipse es 6;runidades cuadradas. Por tanto, 

(jc 4 - 3y) dx + (2y 3 + 4x)dy = 42n 4 

*c 

Existen dos formas vectoriales del teorema de Green, las cuales se 
obtendran a continuacidn. Sea C una curva cerrada, simple y suave a trozos 
del piano xy. Suponga que una ecuaci6n vectorial de C es 

R(j) = x\ + yj 

con x = f(s) y y = g(s), donde s unidades es la longitud de arco medida en 
el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj a partir de un punto 
particular P Q de C hasta un punto P de C. Entonces si T(s) es el vector 
tangente unitario de C en />, T(j) = D s R(s). Asi, 

T(5) = 4*1 + p-\ (7) 

ds ds 

El vector normal N(j) definido por 

N(5) = $!i - ^J (8) 

es un vector normal unitario de C en P. Este vector normal unitario se ha 
elegido en lugar de su valor negativo debido a que cuando el sentido en que 
se recorre C es contrario al giro de las manecillas del reloj, N(s) apuntara 
hacia afuera de la regi6n R limitada por C. A este vector se le denomina 
vector normal saliente unitario. Vea la figura 6. Sea 

F(x,y) = M(jc,y)i + N(x t y)i 

donde My N satisfacen la hip6tesis del teorema de Green. Como 

F(x,y) • K(s)ds = [MQc,y)i + N(x,y)i] • (gi - ^jj ds 
FIGURA 6 = M(x, y) dy - N(x, y) dx 
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entonces 



F(x, y) • N(s) ds = W -N(x, y) dx + M(x 9 y) dy . 
' c J c 

Al aplicar el teorema de Green a la integral de linea del miembro derecho de 
esta ecuacion se obtiene 



F(x,y)-N(s)ds = 



\dM 



L dx By 

[dM dN_\ 
\dx dy ) 



(-N) 



dA 



divF dA 



Esta forma vectorial del teorema de Green se enuncia formalmente en 
el teorema siguiente, llamado teorema de la divergencia de Gauss en honor 
al matematico y cientifico aleman Karl Gauss (1777-1855). 



14.4,3 Teorema de la divergencia de Gauss 
en el plana 



Considere las Funciones M y N, la curva C y la region R como se defi- 
nieron en el teorema de Green. Si F{x, y) = M(z, y)i + N(x t y)j y N(s) 
es el vector normal saltentc unitario de C en P, donde s unidades es la 
longitud de arco medida en el senlido contrario al giro de las maneci- 
11 as del reloj desde un punto particular Pq6gC hasta P> entonces 



€F'N^= J tivFdA 



► EJEMPL0 4 

en el piano si 



Verifique el teorema de la divergencia de Gauss 



F(x,y) = 2vi + 5*j 

yRcs la region limitadapor la circunferenciajc 2 + v 2 = 1. 

Solution La frontera de R es la circunferencia unitaria que puede re- 
presentarse parametricamente por las ecuaciones 

x = cos s v = sen s < s < 2k 

donde s es la longitud de arco desde el punto donde s ~ hasta el punto P 
de C. Entonces una ecuacion vectorial de C es 

R(s) - cos si + sen sj < s < 2 k 

De (8), el vector normal saliente unitario es 

N(.s) = cos ^i + sen ^j 



En un punto P(cos s, sen s) de C, F tiene el valor 2 sen si + 5 cos sj. Por 

tanto, 
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W F • N ds = 

-f 
■'I 

= ^-sen^s 

^ Jo 



(2 sen si + 5 cos sj) • (cos s\ + sen sj) ds 



(2 sen s cos 5 + 5 sen s cos s) ds 

In 
sen s cos s ds 

2k 



= 
Como Af = 2y, |~ = 0, y puesto que JV = 5*, |^ = 0. Asi, 



JT*"*-|[(*f*^ 



= 



FIGURA 7 



De esta manera se ha verificado el teorema de la divergencia de Gauss en el 
piano para F y R. A 



Observe en el ejemplo 4 que Jj div F dA es mas facil de calcular que 
F ■ N ds. * 



Si F es un campo vectorial y div F = 0, entonces se dice que F esta 
libre de divergencia. El campo vectorial del ejemplo 4 esta libre de diver- 
gencia. En el estudio de hidrodinamica (moviento de los fluidos), si el cam- 
po de velocidad de un fluido esta libre de divergencia, entonces el fuido se 
denomina incompresible. En la teoria de la electricidad y el magnetismo, 
un campo vectorial que esta libre de divergencia se dice que es solenoidal. 

A continuacion se utilizara el teorema de la divergencia de Gauss en el 
piano para dar una interpretation fisica de la divergencia de un campo vecto- 
rial. Considere las funciones M y N 9 la region R y la curva C como se defi- 
nieron en el teorema de Green. Suponga que F es el campo de velocidad de 
un fluido bidimensional (es decir, con profundidad constante) y que F esta 
definido por F(x, y) = A/(x, y)i + N(x, y)j, Ademds suponga que el fluido 
fluye a traves de la region R que tiene la curva C como su frontera, para la 
cual el sentido en que se recorre C es contrario al giro de las manecillas del 
reloj, Se asumira que el fluido tiene una densidad constante en R y y por con- 
veniencia, la densidad es de valor unitario. El flujo del campo vectorial F a 
traves de C es la tasa a la que el fluido atraviesa C en direccion perpendicular 
a C. Se mostrara como este flujo puede expresarse como una integral de linea. 

Sea s la longitud de arco de la curva C medida desde un punto particular 
Pq hasta un punto P. Divida la curva Cenn arcos y sea A,s la longitud del 
f'-esimo arco que contiene al punto Pj(x i9 y ( ), donde 5/ es la longitud del arco 
de C desde Pq hasta P r Como F es continuo, entonces una aproximaci6n de 
la velocidad del fluido en cada punto del r'-6simo arco es F(jc,-, y/). La can- 
tidad de fluido que cruza el arco por unidad de tiempo estd dada aproxi- 
madamente por el area de un paralelogramo que tiene un par de lados 
opuestos de longitud A t s y una altura de longitud F(x ( -, v,-) • N(s ( ) unidades, 
donde N(j/) es el vector normal saliente unitario de C en P&x;, y t ). Vea la fi- 
gura 7. El area del parelelogramo es F(jq, y { ) * N(^) A ( -j unidades cuadradas. 
La cantidad total de fluido que atraviesa C por unidad de tiempo estd dada 
aproximadamente por 
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Jf^^o-n^oa^ 



Al tomar el Iimite de esta suma conforme n se incrementa sin Iimite y como 
cada AjS tiende a cero, se obtiene la integral de linea 



F(jc, y) - N(s) ds 
f c 
la cual se denomina flujo de F a travel de C. 

Ahora bien, sea P(x, y) un punto particular de R. Considere una cir- 
cunferencia que tiene centro en P y radio pequeno <5, y denotela por Cg. Sea 
Rg la region limitada por Cg. Entonces 



flujo de F a traves de Cg = -xb F(x, y)*Nds 
Al aplicar el teorema J 4.4.3 se tiene 



\\ 



flujo de F a traves de Cg - div F dA 

Si M x y N y son continuas en R$ entonces div F es continua en esa regi6n, 
y para una <5pequena, div F en R^es aproximadamente F(3t, y). Asf, 



flujo de F a traves de Cg ~ div F(jc, y) dA 

R 



»|divF( 3 

R 

dA es la i 



Como div F(jc, y) es constante y dA es la medida del area de una circun- 

R 
ferencia de radio d, entonces se tiene 

flujo de F a traves de Q « div F(X, y) (nS 2 ) (9) 

Recuerde que el flujo de F a traves de Cg es la cantidad total de fluido que 
atraviesa Cg por unidad de tiempo. Por tanto, de (9), div F(jc,y) puede 
interpretarse como la medida aproximada de la tasa de flujo del fluido por 
unidad de area que sale del punto (jc, y). Si div F(jc, v) > 0, se dice que el 
fluido tiene una fuente en (3c, y)- Si div F(x,y) < 0, entonces el fluido tiene 
una antifuente o sumidero en (3c, y). Si F esta libre de divergencia en todos 
los puntos de una region, entonces no existen fuentes ni antifuentes en la 
. region. Como se menciono anteriormente, el fluido es incompresible. 

La palabra flujo normalmente significa escurrimiento o fluencia; sin 
embargo, el termino/Zw/o se aplica a campos vectoriales en general, no solo 
a aquellos asociados con la velocidad de un fluido. De esta manera, si F es 
un campo vectorial, entonces 



flujo de F a liavis de C = W F - N ds 



(10) 



w EJEMPLO 5 El campo de velocidad de un fluido esta defini- 
dopor 

F(jc,v) = (5jc - v)i + (x 2 - 3v)j - 

Calcule la intensidad (tasa) de fluencia del fluido cuando sale de una region 
limitada por una curva C cerrada, simple y suave cuya area es de 150 cm 2 . 
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Soluciotl La intensidad de fluencia del fluido esta" dada por el flujo de F 
a traves de C. De (10) y del teorema de la di verge ncia de Gauss en el piano 
se tiene 



flujo 


= W F ■ N ds 




divF<M 




-in*- 

R 




= If (5 - 3)dA 

R 



(5jc - y) + £ (jc 2 - 3y)\lA 



dy 



-J 



dA 



R 

Como el area de R es de 150 cm 2 , entonces jj dA = 150. Asf, 

flujo = 300 

Conclusion: La intensidad de fluencia (o flujo) del fluido que sale de la 
region es 300 cm 2 por unidad de tiempo. ^ 

A fin de obtener la segunda forma vectorial del teorema de Green se 
considerara" el producto punto de F(jc, y) y el vector tangente unitario T(s) 
definido por la ecuacion (7). De este modo, 

F(x, y) • T(s) ds = [M(x, y)i + N(x, y)}] • ( g i + ^ j) ds 
= M(x y y)dx + N(x,y)dy 
De donde 

W F(jc, y) • T(s)<fc = <p jlffct, y) </* + M*, >) ^ (11) 

El rotacional de F en dos dimensiones se defini6 en la secci6n 14. 1 como 

Por tanto, 

iotFUy).k = ^-^Jk-k 

tW , v . dN dM 

iotF(*,y)-k = ^-^ 

En consecuencia, de esta ecuacitin y (11), la ecuacion del teorema de Green 
puede escribirse como 



4> ¥(x, y) • T(s) ds = rot F(jc, y) • k <M 



' c * 
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Esta forma vectorial del teorema de Green se enuncia formalmente en el 
teorema siguiente denominado teorema de Stokes, en honor al matematicO 
y fisico irlandes George Stokes (1819-1903). 



14.4.4 Teorema de Stokes en el piano 



Considers las fundones My M la curva € y la region R como se dcfi- 
memneneLteoremacteGrcen r SiF(jc t ^) ~ Mix.yYx + N{x* y)j y T(s\ 
es el vector tangente unitario de C en P, dotide s unidades es la longi- 
tud de arco me$da desde un panto particular Pq de C hasta P> entonces 



^D F-Tds = j MF+kdA 



W EJEMPLO 6 Verifique el teorema de Stokes en el piano para 
F y la region R del ejemplo 4. 

Solution Como en el ejemplo 4, el campo vectorial F esta definido por 

F(x,y) = 2yi + 5*j 
y una ecuacion vectorial de C es 

R(s) - cos si + sensj < s < 2n 
Como T(s) = D s R(s), 

T(s) = -sen si + cos s j 

En un punto P(cos s, sen s) de C, F tiene el valor 2 sen si + 5 cos sj. 
Por tanto, 

W F'Tds = (2 sen si + 5 cos sj) • (-sen si + cos s})ds 



f c 

-In 

(-2 sen 2 s + 5 cos 2 s) ds 
Jo 

-In rln 



-f 

Jo 



r 2K , ~ r 2K t 

i 1 - cos 2s , ^ <- 1 + cos 2s ^„ 

= -j + \ sen 2s + |s + \ sen 2*]^ 
= ls + lszn2s]l* 



= 3;r 
ComoW = 5jc, 3~ = 5, y como A/ = 2y, 3— = 2. Asi 



<M 



rotF 


•k<M 




" *y 








2)<M 
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F-Tds > 



FIGURA 8 




F • T ds < 



FIGURA 9 



-4 

R 

= 3tt 



dA 



De esta manera se ha verificado el teorema de Stokes para este campo vec- 
torial F y esta region R. A 

Si F es el campo de velocidad de un fluido, entonces el producto punto 
F • T es la componente tangencial de F y la integral de linea J) F • T ds 

se denomina circulation de F sobre o alrededor de C. De manera in- 
tuitiva, se puede pensar que la circulation es la suma de las componentes 
tangenciales de F alrededor de C. Si el desplazamiento alrededor de C se 
efectua en el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj y 

<p F • T ds > 0, entonces el fluido circula en ese sentido; refiSrase a la fi- 
le r 

gura 8. Si <b F ■ T ds < 0, la circulation del fluido se efectua en el mis- 
mo sentido que el giro de las manecillas del reloj; consulte'la figura 9. 

Sea P(X y) un punto particular de la region R y sea Q la circunferen- 
cia de centro P y radio pequeno 8. Si R§ es la region limitada por Q, entonces 



C * Rs 



rot F • k dA 



Si My y N x son continuas en R$, entonces rot F • k es continua en esa regi6n 
y para un valor pequeno de 5, rot F • k en R$ es aproximadamente igual a 
rotF(J,y) • k. Portanto, 



F ■ Tds « rot FOP, y) • 



Q 



\\ 



W 1 



F • T ds * rot F(jc, y) 



k )) dA 

k(x5 2 ) 



De esta forma se interpreta rot F(x, y) • k como la medida aproximada de la 
intensidad (o tasa) de circulation por unidad de area en el sentido contrario 
al giro de las manecillas del reloj en el punto P. Cuando F y T son vecto- 
res ortogonales, F • T = por lo que rot F = 0. En tal caso se dice que F es 
irrotacional. Este termino se emplea aun si F no es el campo de* velocidad 
de un fluido. 



EJERCICIOS 14.4 



En los ejercicios 1 a 8, evalue la integral de linea mediante el 
teorema de Green. De spues verifique el resultado por medio 
del metodo de la section 14.2. 

1. •& 4y dx + 3x dy, donde C es el cuadrado cuyos vertices 
son(0,0),(l,0),(l, l)y (0, 1). 

2. <& y 2 dx + x 2 dy, donde Ces el cuadrado del ejercicio 1. 

3. •& 2xy dx - x 2 y dy, donde C es el triangulo cuyos verti- 
ces son (0, 0), (1, 0) y (0, 1). 

4. La integral de line a del ejercicio 3, donde C es el triangulo 
cuyos vertices son (0, 0), (1, 0) y (1, 1). 



5. j> x 2 y dx - y 2 x dy, donde C es la circunferencia x 2 + 
y! = 1. 

6. -i (x 2 - y 2 ) dx + 2xydy, donde C es la circunferencia 

x 2 + y 2 = 1. 

7. La integral de linea del ejercicio 5, donde C es la curva 
cerrada que consiste del arco de 4y = x 3 de (0, 0) a (2, 2) 
y el segmento de recta de (2, 2) a (0, 0). 

8. La integral de linea del ejercicio 6, donde C es la curva 
cerrada del ejercicio 7. 
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En los ejercicios 9 a 20, utilice el teorema de Green para eva- 
luar la integral de linea. 

9. 4> (x + y) dx + xy dy, donde C es la curva cerrada deter- 

c i. 

rainada por el eje x, la recta x = 2 y la curva Ay - x J . 

10. & y 2 dx + x 2 dy, donde C es la curva cerrada determina- 
te 

da.por ej eje x, la recta x — 1 y la curva y = x, 

11. ^ (-x 2 + x) dy, donde C es la curva cerrada determi- 

c 
nada por la recta x - 2y = y la parabola x = 2y 2 . 

12. & (x 2 + y) dx, donde C es la curva cerrada determinada 

C 7 

por el eje x y la parabola y = 4 - x . 

13. ^ cos y dx + cos x dy, donde C es el rectangulo cuyos 
vertices son (0, 0), ( I a, 0), ( I a, I a) y (0, I a). 

14. ^ e JC+J ' dx + e*"^ dy, donde C es la circunferencia x 2 + 
y 2 = 4. 

15. ^ (sen 4 x + e 2x ) dx + (cos 3 y - e y ) dy, donde C es la 
curva x 4 + y 4 = 16. 

16. ^ x sen y dx - y cos x dy, donde C es el rectingulo cuyos 
vertices son (0, 0), ( 1 a, 0), ( \ K, x -k) y (0, ~ n). 

17. ^ 2 dx - tan" 1 x dy, donde C es la elipse 4x 2 + 

25y 2 = 100. 

18. & e y cos x dx + e y sen x dy, donde C es la curva x 6 + 
y 4 = 10. 

19. ^ (e* - x 2 y)dx + 3x 2 ydy, donde Ces la curva cerrada 
determinada por y = x 2 yx = y 2 . 

20. ^ tan y dx - x tan 2 y dy y donde C es la elipse x 2 + 
4y 2 = 1. 

En los ejercicios 21 a 26, emplee el teorema 14.4.2 para 
calcular el area de la region. 

21. La region limitada por el cuadrilatero cuyos vertices son 

(0,0),(4,0),(3,2)y(l,l). 

22. La regi6n cuya frontera es la circunferencia x 2 + y 2 - a 2 . 

23. La regi6n limitada por las grificas de y = x 2 y y = -Jx . 

24. La region acotada por la parabola y = 2x 2 y la recta 
y = 8x. 

25. La regi6n limitada por la hipocicloide cuyas ecuaciones 
parametricas son 

x = a cos 3 1 y = a sen 3 1 

donde a > y < t < In. 

26. La region acotada inferiormente por el eje x y superior- 
mente por un arco de la cicloide que tiene ecuaciones 
parametricas 

x = t - sen / y = 1 - cos t < t < 2n 

En los ejercicios 27 a 30, verijique el teorema de la divergencia 
de Gauss en el piano y el teorema de Stokes en el piano para 
FyR. 

27. F(x, y) = 3xi + 2yj y R es la regi6n acotada por la 
circunferencia x 2 + y 2 = 1. 

28. F(x, y) = 3yi - 2xj y R es la regi6n limitada por 

x 2 ' 3 + y 2 / 3 = 1. 



29. F(x, y) = x 2 i + y 2 j y R es la regi6n acotada por la elipse 
4x 2 + 25y 2 = 100. 

30. F(x, y) = y 2 i + x 2 j y R es la regi6n limitada por la 



circunferencia x 2 



+ y 



2 _ 



4. 



En los ejercicios 31 a 34, utilice el teorema de Green para 
calcular el trabajo total realizado al mover una vez un objeto 
en el sentido contrario al giro de las manecillas del reloj alre- 
dedor de la curva C si el movimiento es causado por el cam- 
po de fuena F(x, y). Suponga que el arco se mide en metros y 
lafuerza en newtons. 

31. Ces la elipse x 2 + 4y 2 - 16; 

F(x,y) = (3x + y)i + (4x - 5y)j. 

32. Ces la circunferencia x 2 + y 2 = 25; 

F(x,y) = (e x + y 2 )i + (x 2 y + cosy)j. 

33. C es el triangulo cuyos vertices son (0, 0), (2, 0) y (0, 2); 

F(x,y) = (e x2 + y 2 )i + (e y2 + x 2 )j. 

34. C consiste de la mitad superior de la elipse 

9x 2 + 4y 2 = 36 y el intervalo [-2, 2] sobre el eje x; 

F(x,y) = (xy + y 2 )i + xyj. 

En los ejercicios 35 a 38, determine la intensidad (o tasa) de 
fluencia (oflujo) delfluido que sale de la regidn R limitada por 
la curva C si F es el campo de velocidad del fluido. Suponga 
que la velocidad se mide en centimetros por segundo y el area 
de R en centimetros cuadrados, 

35. F(x,y) = (y 2 + 6x)i + (2y - x 2 )j; C es la elipse 

x 2 + 4y 2 = 4. 

36. F(x,y) = (5x - y 2 )i + (3x - 2y)j; C es el triangulo 
rectangulo cuyos vertices son (1, 2), (4, 2) y (4, 6). 

37. F(x,y) = x 3 i + y 3 j; C es la curva determinada por la 
circunferencia x 2 + y 2 = 1, 

38. F(x, y) = xy 2 i + yx 2 j; C es la curva determinada por la 
circunferencia x 2 + y 2 = 9. 

En los ejercicios 39 a 42, F es el campo de velocidad de un 
fluido alrededor de la curva cerrada C, donde el movimiento 
alrededor de C se efectua en el sentido contrario al giro de las 
manecillas del reloj. Emplee el teorema de Stokes en el piano 
para calcular <£> F ■ T ds y del resultado determine, cual de 
los siguientes enunciados es correcto; (i) la circulacion del 
fluido es en el sentido contrario al giro de las manecillas del re- 
loj; (ii) la circulacion delfluido es en el sentido del giro de las 
manecillas del reloj; (Hi) F es irrotacional 

39. F(x, y) = 4yi + 6xj; C es el triangulo cuyos vertices 
son (0, 0), (3, 0) y (3, 5). 

40. F(x,y) = 8yi + 3xj; Ces la elipse 4x 2 + 9y 2 = 1. 

41. F(x, y) = sen 2 xi + cos 2 yj; C es la curva determinada 
por la elipse 9x 2 + y 2 = 9. 

42. F(x, y) = y 3 i + x 3 j; C es la curva determinada por la 
circunferencia x 2 +y 2 = 25. 

43. Demuestre que j> N(x, y) dy = II ^— dA si R es la re- 
gion definida por r 

R = {(x,y) \c £ y < d, gl (y) < x < g 2 (y)} 

donde g y y g 2 son suaves. 
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VpfiUpVj) 




{u„ v.) 



FIGURA 1 



El concepto de integral de superficie es una extensi6n del concepto de in- 
tegral de linea en tres dimensiones. Se inicia el estudio de las integrates de 
superficie al considerar una region cerrada en el piano xy. Denote esta re- 
gion por £), en lugar de R, a fin de evitar confusiones con la funcion definida 
por R(x, y, z) empleada posteriormente en la discusion. Suponga que S es 
una superficie que se encuentra sobre D y que tiene la ecuacion z - f(x, y), 
donde /y sus primeras derivadas parciales son continuas en D. Entonces, si 
cres la medida del area de la superficie S, por el teorema 13.3.4 se tiene 



-h 



//(*. y) 



+ f y 2 (x,y) 



+ \dxdy 



(1) 



Se puede generalizar la integral de (1) si se considera una funcion G de las 
tres variables x, y y z, donde G es continua sobre S. Se procede de manera 
semejante a la discusion de la seccion 13.3 que precede al teorema 13.3.4. 
Sea A una particion de la region D en subregiones rectangulares, donde el 
j-esimo rectangulo tiene las dimensiones de medidas A^ y A,-y, y un area de 
medida A ( A. Sea («,, v^) cualquier punto del *-esimo rectangulo, y considere 
el piano tangente a la superficie en el punto Q(u iy v h /(w ( , v,-)) de S. Pro- 
yecte verticalmente hacia arriba el /-esimo rectangulo en el piano tangente, 
y sea A,cr la medida del area de esta proyeccion. Vea la figura 1 . El numero - 
A ( cr es una aproximacion de la medida del area correspondiente a la por- 
cion de la superficie ubicada sobre el /-esimo rectangulo. En la seccion 13.3 

se demostro que 

_„^ _ „ ^ 



A i° - ifx 2 ( u i* 
Si se forma la suma 



Vf) + /y ("i. v y ) + 1 A ( A 



^£p{u h v b f{u i9 vi)) A,- a 



y se toma el limite de esta conforme la norma de la particion tiende a 
cero, se tiene 



lim 

INI-o 



Ypiu^iJ^v^^a 



(3) 



Este limite se denomina integral de superficie de G sobre S y se denota 
mediante 



\\ 



G(x,y,z)da 



A fin de obtener una formula para evaluar esta integral de superficie, se 
sustituye de (2) en (3) y se obtiene 



lim Y G(u b v b f(u h v^) Jf x 2 (u h Vi) + f y 2 (u it Vi) + 1 A t A 
Este limite es una doble integral sobre la region D del piano xy. De modo que, 



Gfay,z)da 






. 



I 

= (T dx, y,J(x, VA Z (*> y) + /y 2 U. y) + 1 dA (4) 
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Si G(x, y,z) = t , entonces (4) se transforma en 



!!*>=$ &^ 



+ fy(x,y) + \dA 



S D 

Al comparar esta ecuacion con (1), se observa que para esta G la integral de 
superficie de G sobre S proporciona la medida del area de la superficie S. 

Para la integral de superficie de (4), z = f(x, y) es una ecuacion de la 
superficie S que se proyecta sobre la region D del piano xy. Si una ecuacion 
de la superficie S es de la forma y = g(x, z) y S se proyecta sobre la re- 
gion D del piano jcz, y si g y sus primeras derivadas parciales son conti- 
nuas en D, entonces 



\l 



G(x> y, z) da 



G(x, g(x, z). z)^g x 2 (x,z) + g 2 (x,z) + \ dA 



(5) 



Ademas, si una ecuacion de la superficie S es de la forma x = h(y, z) y 
S se proyecta sobre la region D del piano yz, y si h y sus primeras deri- 
vadas parciales son continuas en D, entonces 



\\ 



G(jc,y>z)diJ 



= I G(Hy, zX y, z) jh y T (y, z) + h*(y, t) + 1 dA 



(6) 




► EJEMPLO I 



Evalue la integral de superficie 



I 



donde S es la portion del cono x 2 + y 2 = z 2 ubicada entre los pianos 
z = lyz = 2. 

Solution La figura 2 muestra la superficie S y la proyeccion de 5 sobre 
la region D del piano xy. La region D est£ limitada por las dos circunfe- 
rencias de radios 1 y 2, y cuyos centros estan en el origen, Al despejar z de 
(0- 2, 0) j a ecuacion de S, donde z > 0, se obtiene z = ^x 2 + y 2 . Por tanto, 



f{x,y) = ^Jx 2 + y 2 f x (x 9 y) = 



J 



x z + y z 



f y (x,y) = 



4^^7 



De (4), con G(jc, v, z) = * 2 z 2 se obtiene 
[I x 2 z 2 da = II x 2 (x 2 +y 2 ) 



5 D 



JC 2 + V 2 



JC 2 + V 2 



+ 1<*A 



\\ 



jc 2 (jc 2 + v 2 ) V2^A 



Se evalua la integral doble empleando coordenadas polares. Con x = r cos 0, 

* 2 + v 2 = r 2 y dA = rdr dflsetiene 
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x 2 z 2 da= 42 {r 2 cos 2 0)^(r dr dG) 



-In r 2 
= V2 | I cos 2 Or 5 drdO 



= V2 



21V2 



4 

2W2T 



2* 



s 2 0^ 



1 + cos 2d 



</0 



n , sen 20 

4 r + ~^~ 



In 
JO 



21* 4 

" V2 

Si la medida de la densidad superficial en el punto (jc, y, z) de la super- 
ficie S es p(x, y, z)> y si M es la medida de la masa de S, entonces 



M= JJ t**** 



z)da 



(7) 




FIGURA 3 



w EJEMPLO 2 Calcule la masa de la portion del piano x + y + 
Z = 1 que se encuentra en el primer octante si la densidad superficial en 
cualquier punto (jc, y, z) de la superficie es kx 2 kilogramos por metro cua- 
drado, donde k es una constante. 

Solucion La figura 3 muestra S, la cual es la superficie del piano dado en 
el primer octante, la region Z), que es la proyeccion de S en el piano xy. Si se 
despejazenlaecuaciondelplanoseobtienez = 1 - x - y. De esta manera, 

f(x 7 y) = 1 - x - y f x (x 7 y) - -1 f y (x y y) = -1 

De (7), con p{x, y, z) = kx 2 , si M kilogramos es la masa de la superficie, 
entonces 



M = 



kx 2 da 



kx 2 4f x 2 {x,y) + f y 2 {x,y) + 1 dA 



kx 2 V(-l) 2 + (-1) 2 + 1 dA 

1 rl-jc 



= Sk 



Jo Jo 



x 2 dydx 



= V3*i [x^i dx 



Jo 



- V3JH (x 2 - x 3 )dx 
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= V3* 




<«* v i> 



FIGURA 4 



4 



Conclusion: La masa es -^ V3 fc kilogramos. 4 

Ahora se presentara una aplicacion de las integrates de superficie para 
determinar el flujo de un fluido. Sea F el campo de velocidad de un fluido 
definido por 

F(x,y t z) = M(x t y,z)i + N(x,y,z)j + R(x y y,z)k 

Ademas, suponga que el fluido fluye a traves de la superficie 5 cuya ecua- 
ci6n es z = f(x, y), la cual se encuentra sobre la region D del piano xy. 
Tambien suponga que/y sus primeras derivadas parciales son continuas en 
D. En cada punto de 5 existen dos vectores normales unitarios a 5. El vector 
normal unitario que tiene la componente k positiva se denomina vector nor- 
mal superior unitario y el que tiene la componente k negativa recibe el 
nombre de vector normal inferior unitario. 

Co mo en la discusion anterior a la ecuacion (2), tome una particidn de 
la region D que consiste de n subregiones rectangulares. Elija un punto 
(u h v,-) en el i-6simo rectangulo. Proyecte verticalmente hacia arriba el 
t-esimo rectangulo sobre el piano tangente a la superficie 5 en el punto 
Q(ui, Vj, f(u h v,-)) y sea A,cr, dado por (2), una aproximacion de la medida 
del area de esta proyeccion. Otra vez refierase a la figura 1 . Ahora sea N, 
el vector normal superior unitario a 5 en el punto Q y sea F,- el vector velo- 
cidad del fluido en Q. La cantidad del fluido que atraviesa la proyeccion 
por unidad de tiempo esta dada aproximadamente por el volumen del 
paralelepfpedo que tiene una base de area A,cr unidades cuadradas y una 
altura de longitud F ( • N; unidades. Refierase a la figura 4. La medida del 
volumen del paralelepfpedo es F, • N,- A,cr. La cantidad total de fluido 
que atraviesa 5 por unidad de tiempo esta dada aproximadamente por 

£f,- • N,A,-<T 

r'=l 

Al tomar el limite de esta suma conforme n crece sin limite y cada A,cr se 
aproxima a cero, se obtiene la integral de superficie 



S 



F-Nrfcr 



(8) 



la cual se denomina flujo de F a traves de 5. 

Con el fin de evaluar la integral de superficie (8), se escribe la ecuacion 
de 5 en la forma g(jc, y, z) = 0, donde 

g(x, y,z) = z - fix, y) 

Del teorema 12.7.2, un vector normal unitario de la superficie definida por 
g(x, y,z) = es 



N = 



IIVsll 
-fx(x>y)i 



f y (x, y)j + k 



^f x 2 (x,y) + f y 2 (x,y) + 1 
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FIGURA 5 



De modo que 



JJ,.™.JJ(M***«,.($iMl})* 



■if 



-Mf x - Nf y + R 

if? + fy 2 + 1 



(Jf x 2 + fy 2 + 1) dA 



Por tanto, se concluye que 



J ¥ - N da = [ I (-AfA - W/y + «)rfA 

S D 



(9) 



donde N es un vector normal superior unitario. Si N es un vector normal in- 
ferior unitario (donde la componente k es negativa), entonces se tiene 



j F - N da = Jj (M& + A/, - R)dA 



. 



(10) 




Esta formula se demuestra de manera semejante a la empleada al deducir (9). 

W EJEMPLO 3 El campo de velocidad de un fluido esta dada por 
V(x,y f z) = yi - Jcj + 8k 

y la superficie S es la porcion de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 9 ubicada sobre 
la region D del piano xy acotada por la circunferencia x 2 + y 2 = 4. 
Calcule el flujo de F a traves de 5. 

y Solution La figura 5 muestra la superficie 5 y la region D del piano 
xy. Al despejar z de la ecuacion de la esfera, con z > 0, se obtiene 



z = ^9 - x 2 - y 2 . Por tanto, 

f(x,y) = ^9- x 2 - y 2 f x = 



^ 



x 2 - y 2 



fy = 



-y 



> " x 2 - y 2 



f = -- 
/x z 



f = -I 



Ida 



De la definicidn de flujo se tiene 

flujo de F a travel de S = F • N < 

s 
Del campo de velocidad dado, M = y,N = -xyR~%. Por tanto, de (9), 

flujo de F a travel de S = (-Mf x - Nf y + R) dA 



-8 [->(-$-<-« B)- 

1 



<M 



= 8 <M 
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FIGURA 6 



Como D es la region limitada por la circunferencia x 2 + y 2 = 4, en- 
tonces A = 4n. Asi, 

flujo de F a travel de S = 8(4;r) 
= 32^ 

Conclusion: La intensidad de fluencia (tasa de flujo) a traves de S es 
32 n unidades cubicas de volumen por unidad de tiempo. 4 

Suponga que S es una superficie cerrada, como lo son los paralelepi- 
pedos rectangulares, las esferas y los elipsoides. Cuando se utiliza (8) para 
calcular el flujo de F a traves de una superficie cerrada, se elige N como 
un vector normal saliente unitario, el cual es un vector normal cuya di- 
rection es hacia afuera del solido limitado por la superficie. En particular, 
si S es un elipsoide, como el mostrado en la figura 6, se considera que S 
consiste de una susperficie superior S\ y una superficie inferior S 2 , como 
se indica en la figura. En tal caso el flujo de F a travel de 5 es 



F • N da = ¥ • N, da + ¥ • N 2 da 



Para la integral de superficie a traves de S h N] es un vector normal su- 
perior unitario y para la integral de superficie a travel de S 2 , N 2 es un 
vector normal inferior unitario. 




FIGURA 7 



W EJEMPLO 4 EL campo de velocidad de un fluido esta dado por 

¥(x,y 9 z) = 5zk, y Ses la esfera x 2 + y 2 + z 2 - 16. Calcule el flujo de F 
a travel de S si la longitud se mide en centfmetros y el tiempo en horas. 

Solution La figura 7 muestra la esfera y la region D del piano xy, la 
cual es el circulo limitado por la circunferencia x 2 + y 2 - 16, Como 
V(x,y,z) - 5zk,Af = 9 N = OyR = 5z. El flujo de Fa traves de 5 es 



¥*Nda= ¥-N x da+ F-N 2 rfa 



(11) 



donde S) es la mitad superior de la esfera y S 2 es la mitad inferior. Para Si, 
Nj es un vector normal superior unitario y una ecuacion de S\ es 

z 



= ^16 - x 2 



r 



. Asi, f(x, v) = ^16 - x 2 - v 2 . De (9), 



F • N, da = [-Mf x - Nf y + R] dA 



-\\ 



5zdA 



= 5 II Jit 

D 

I 

o Jo 



y 2 dA 



Vl6 - r 2 rdrdB 
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^r^ a6 " r2)3/2 i 

dB 

Jo 



dB 



320 
3 

640- 



Para S 2 , N 2 es un vector normal inferior unitario y una ecuaci6n de S 2 es 
z = - A /16 - x 2 - y 2 .Portanto,/(x,;y) = ~V 16 ~ x 2 - y 2 .De(10), 



F • N 2 da = [Mf x + Nf - R] dA 



-5zdA 



= 5 ^W 1 x 2 - y 2 dA 



De igual modo que en el calculo del flujo de F a traves de S\, se tiene 



F-N 2 ^cr - !fn 



En consecuencia, de (1 1), 



\\ 



¥7 xt j_ 640 .640 

1280 _ 



Conclusion: La intensidad de fluencia (tasa de flujo) del fluido a travel 
de la esfera es —^ n cm 3 /hr. A 

El concepto de flujo no se limita solo a campos de velocidad de fluidos. 
Por ejemplo, si F es un campo electrico, entonces la integral de superficie (8) 
es un flujo electrico, y si F es un campo magnetico, entonces dicha inte- 
gral es un flujo magnetico. La integral de superficie (8) tambi^h puede 
representar un flujo de calor. 



EJERCICIOS 14.5 



En los ejercicios 1 a 14, evalue la integral de superficie 
\\ G(x, y, z) do para G y S. 

1. G(jc, y, z) = z\ S es la semiesfera x 2 + y 2 + z 2 = 4 
que se encuentra por arriba del piano xy. 

2. G(x,y,z) = jc; S es la porci6n del piano x + y + 
z = 1 del del primer octante. 

3. G(x, y, z) = x + 2y - z\ S es la porcion del piano jc + 
y + z = 2 del primer octante. 

4. G(x, y, z) = z\ S es la porcion del piano 2x + 3y + 
z = 6 del primer octante. 

5. G(jc, y, z) = xyz\ S se define como en el ejercicio 4. 



6. 



G(jc, y, z) = jc 2 ; S es la porcion del cilindro jc 2 + 
y 2 = 1 ubicado entre el piano xy y el piano z - 1 en el 
primer octante. 

G(x, y, z) = jc; S es la porcion del cilindro z ~ x 2 del 
primer octante limitada por los pianos coordenados y los 
pianos jc = 1 y y = 2. 

G(jc, y, z) = y; S es la porcion del cilindro z = 4 - y 2 
del primer octante limitada por los pianos coordenados y 
el piano jc - 3. 



9. G(jc, y, z) - z 2 ', S es la porcion del cono jc 
que esta entre los pianos z = 1 y z 



■2 + y 2 



= 2. 
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10. G(x, y, z) = xyz\ S es la porci<5n del cono x 2 + y 2 = z 
que se encuentra entre los pianos z ~ 1 y z = 2. 

11. G(x, y,z) - x + y; S es la porci<5n del piano 4x + 3y + 
6z ~ 12 del primer octante. 

12. G(x, y, z) - -<jx 2 + y 2 + z 2 ; 5 es la porcion del cono 
x 2 + y 2 = z 2 ubicada entre el piano xy y el piano z = 2. 

13. G(jc, y, z) - xyz; S es la porcion del cilindro x 2 + 
z 2 — 4 que se encuentra entre los pianos y ~ \yy = 3. 

14. G(x,y,z) = x 2 \ S es la semiesfera x 2 + y 2 + z 2 ~ 9 
que esta" por arriba del piano xy, Sugerencia: la integral 
de superficie es impropia. Vea el ejemplo 7 de la seccion 
13A 

En los ejercicios 15 a 20, calcule la masa de la superficie S si 
la densidad superficial en cualquier punto (x, y, z) es p(x, y, z) 
kilogramos por metro cuadrado. 

15. 5 es la parte de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 4 ubicada por 
arriba de la region limitada por circunferencia x 2 + 
y 2 — 1; p(x, y, z) — k-^jx 2 + y 2 + z 2 , donde k es una 



16. 5 es la porcion del piano 3x + 2y + z ~ 6 del primer 
octante; p(x,y, z) = y + 2z. 

17. 5 es la porci<3n del paraboloide z = 9 - x 2 - y 2 que se 
encuentra por arriba del piano xy\ p(x, y, z) = 
1/^4jc 2 + 4y 2 + 1. 

18. S es la semiesfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 que esta debajo del 
piano xy\ p(x, y, z) = x 2 + y 2 . Consulte la sugerencia 
del ejercicio 14. 



+ y 2 ~ z 2 ubicada entre los 



y 2 z 2 . 



19. 5 es la porcion del cono x 2 
pianos z = 2yz — 3;p(x,y,z) 

20. 5 es la porcion de la esfera x 2 + y 2 .+ z 2 = 16 del pri- 
mer octante; p(x,y, z) = k z 2 , donde jfces una constante. 

En los ejercicios 21 a 24 calcule el flujo de ¥ a traves de la 
superficie S donde ¥(x, y, z) proporciona el campo de velo- 
cidad de unfluido. 



21. 



22. 



23. 



F(jc, y, z) = x\ + y\ + zk; 5 es la porcion del piano 

3x + 2y + z = 6 del primer octante. 

F(jc, y, z) esta" definido del mismo modo que en el ejerci- 
cio 21; 5 es la porcion de la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 1 
ubicada por arriba de la region del piano xy acotada por 
la circunferencia 4x 2 + 4y 2 = 1. 



+ 2 *j -i- 5 k; 5 es la parte de la esfera 

16 que se encuentra sobre la region del 

2 _ 



F(jc, y, z) - ~2yi 
x 2 + y 2 + z 2 - 
piano xy limitada por la circunferencia x 2 + y 2 — 9 

24. F(jc, y, z) = 3xi + 3yj + 6zk; 5 es la porcion del pa- 
raboloide z = 4 - x 2 - y 2 ubicada por arriba del 
piano xy. 

Suponga que FU, y, z) — x 2 \ + xyj + 2zk y 5 es el 
cubo del primer octante limitado por los pianos coorde- 
nados y los pianos x = \,y = \ y z = 1> Calcule el flujo 
de F a travds de 5 evaluando seis integrates de superficie, 
una para cada cara del cubo. 

Si F(jc, y, z) - 3xi + y 2 j + yzk y S es el cubo del ejer- 
cicio 25, calcule el flujo de F a traves de 5 evaluando 
seis integrates de superficie, una para cada cara del cubo. 



25. 



26. 



14.6 TEOREMA DE LA DIVERGENCE DE GAUSS Y TEOREMA 
DE STOKES 

Las dos formas vectoriales del teorema de Green, el teorema de la diver- 
gencia de Gauss en el piano y el teorema de Stokes en el piano, pue- 
den generalizarse a tres dimensiones. Una exposicion rigurosa de estos 
teoremas pertenece a un curso de Calculo avanzado. Sin embargo, en esta 
seccion se proporcionara una breve introduccion a estos teoremas. 



14,6.1 Teorema de la diveraencia de Gauss 



St&n MyNyR ftmcicmes de las tres variables x, y y z, y suponga que 
tienen primeras derivadas pare tales continuas en una bola abierta B de 
/? 3 . Sea S una superficie cerrada y suave a trozos eontenida en B, y sea 

£ la region limitada por S, Si i. 

-■ > ■■■-■>..:;. 

¥(x,y lZ ) = &&*& + N{x,y,ztt + «*,>.«)k 
y N es tin vector norma) sallente unitario de S, entonces 



\\ ,.„,.. jjj , 



divFdV 






:■ 
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Este teorema afirma que el flujo de F a travel de la frontera S de una 
region E de /? 3 es la integral triple de la divergencia de F sobre E. La 
demostraci6n de este teorema esta m&s alia - del alcance de este libro. En el 
ejemplo siguiente se verifica este teorema para una F y una S particulars . 

W EJEMPLO 7 Utilice el teorema de la divergencia de Gauss para 
resolver el ejemplo 4 de la seccion 14.5. 

Solucion F(jc, y, z) = 5zk y S es la esfera x 2 + y 2 + z 2 = 16. Del 
teorema de la divergencia de Gauss, el flujo de F a travel de 5 es 

(J F-Ndc - [[I diwFdV 

S E 

Como F(jc, y, z) = 5zk, div F = -t-(5z); esto es, div F = 5. De este modo, 
F-Nda = 5 III dV 

S E 

Debido a que el volumen de E es el vo lumen de una esfera de radio 4, se tiene 



II F-N^a = 5[|/r(4) 3 ] 




/(U0.0) 



FIGURA 1 



Al comparar la solucion del ejemplo anterior con la del ejemplo 4 de la 
seccion 14.5, se observa como el teorema de la divergencia de Gauss sim- 
plifica el calculo de una integral de superficie. 

► EJEMPLO 2 Si F(jc,v,z) = x 2 y\ + y 2 \ + xzK y S es el 
cubo del primer octante limitado por los pianos jc= 1, y = 1 y z = l,ylos 
pianos coordenados, calcule el flujo de F a traves de 5. 

Solucion El cubo se muestra en la figura 1 . El flujo de F a traves de S es 
F'N^a 

5 

Al calcular esta integral de superficie directamente se tendrian que evaluar 
seis integrales de superficie, una por cada cara del cubo. Si se aplica el teo- 
rema de la divergencia de Gauss con 

divF= jL ( , 2y) + jL (y2) + |. U2) 



= 2xy + 2y + x 



se tiene 



F-N^<7 = divF^V 

5 E 

Jo Jo Jo 



(2xy + 2y + x)dzdydx 



1 1 30 CAPITULO 1 4 INTRODUCCION AL CALCULO DE CAMPOS VECTORIALES 



-IT- 

Jo Jo 



(2xy + 2y + x) dy dx 



[xy 2 + y 2 + xy] ] Q dx 
Jo 



(2x + \)dx 



= x< + *j 

= 2 

Conclusion: La tasa de flujo del fluido a traves de S es 2 unidades ciibicas 
de volumen por unidad de tiempo. A 

La segunda forma vectorial del teorema de Green, conocida como 
teorema de Stokes en el piano, afirma que 



j*-T«=Jl 



F-Tds = rot F • k dA 

D 

donde C es una curva cerrada simple y suave a trozos de R 2 y D es la region 
limitada por C. A continuation se extendera este teorema al espacio tridi- 
mensional. 



1 4.6.2 Teorema de Stokes 



Seaii M, N y R funeiones de las tres variables x> y y z> y suponga que 
tieneri primeras derivadas parciales continuas en una boia ahierta B de 
R^. Sea iS^ una superfieie stfave a trozos contenida en B y C una curva 
cerrada, simple y suave a trozos que es la rrontera de S. Si 

F(*> % z) = Mix, y; z)\ + N(x, y t z)j + R(x % y t z)k 

y si N es un vector normal saliente unitario de S> y T es un va^tor 
tangente unitario de C donde s unidades es la langttud de aico mecBda 
a partJr de un punto particular ^ de Chasta P, entonces 



i F ' jds -\\ 



■ 



rot F • N da 




El teorema de Stokes afirma que la integral de linea de la compo- 
nente tangencial de un campo vectorial F alrededor de la frontera C de una 
superfieie 5 puede calcularse evaluando la integral de superfieie de la com- 
ponente normal del rotacional de F sobre S. El teorema 14.6.2 se ha res- 
tringido a superficies para las cuales N es un vector normal saliente de S. Un 
enunciado completo del teorema de Stokes, que involucra superficies orien- 
tadas y para las cuales puede definirse adecuadamente un vector normal 
unitario N, puede encontrarse en un texto de Calculo avanzado. La demos- 
tracion de este teorema tambien puede hallarse en dicho texto. 

La figura 2 muestra una superfieie S, con la curva C como frontera, a la 
cual se aplica el teorema 14.6.2. Una ecuacion de 5 es de la forma 
z = f{x, y), donde las primeras derivadas parciales de / son continuas en 
la region D, que es la proyeccion de S en el piano xy. La curva C es la pro- 
yeccion de C en el piano xy, y D y C satisfacen las condiciones del teorema 
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de Green. El sentido positivo a lo largo de C es el mismo que el sentido po- 
sitive) a lo largo de C, el cual es contrario al giro de las manecillas del reloj. 
La figura 2 tambie'n muestra representaciones de N y T. 

Otra forma de la ecuacion del teorema de Stokes se obtiene al escribir 
dR en lugar de T ds en la integral de linea de La izquierda. De modo que, 



i T """l 



rotF-Nrfa 



(1) 




z=I 



FIGURA 3 



W EJEMPLO 3 Sea F el campo de fuerza definido por 

¥(x,y,z) = - 4yi + 2zj + 3jck 

y sea R(/) = 3 cos /i + 3 sen /j + k una ecuacion vectorial de C. Su- 
ponga que 5 es la portion del paraboloide z = 10 - x 2 - y 2 ubicada arri- 
ba del piano z - 1. Verifique el teorema de Stokes para estas F, Cy S al 



determinar cada una de las expresiones siguientes: (a) 

(b)^)F*T£&;(c) M m¥-Nda, 



\WF-Tds;(c) 



i 



F- 4R; 



Solucion La figura 3 muestra la superficie S y la region Z), la cual es la 
proyeccion de 5 en el piano xy. La regi6n D esta limitada por la circun- 
ferencia jc 2 + y 2 = 9. La curva C, la cual es la frontera de S y es la cir- 
cunferencia con centro en (0, 0, 1) y radio 3, del piano z = 1 . 
(a) La curva C tiene la siguiente ecuacion vectorial: 

R(0 = 3 cos t\ + 3 sen rj + k < t < In 
Asf, 

R'(0 = -3 senri + 3 cos rj 
Por tanto, 



(2) 



(3) 



-I 



F(R(0)-R'(0* 



c 

2k 



(-12senfi + 2j + 9 cos tk) • (-3 sen t\ + 3costj)dt 



■L 
-i 



(36 sen 2 / + 6 cos t) dt 



1 - cos It 



= 18 - 9sen2r + 6 

= 36k 



dt + 6 

r 

o 



Jo 



cos t dt 



(b) Para calcular w F • T ds, se obtiene una ecuacion vectorial de C que 



tenga a s como pardmetro, donde s es la longitud de arco medida a partir 

ds 
dt 



del punto donde / = 0. Como -j- f = \\ R'(0 || , de (3) se tiene 

ds 
dt 



ds = ^sen 2 / + 9 cos 2 / 



= 3^/sen 2 / + cos 2 / 
= 3 
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Por tanto, s = 3t + k, y puesto que s = cuando t = 0, entonces 
k = 0. De esta manera, 

s = 3f 
De (2) con t = 3 s, se obtiene 

R(s) = 3cos|si + 3sen|sj + k < s < 6k 
Debido a que T(s) - D s R(s), se tiene 

T(s) = -sen^i + cosjsj < s ^ 6k 
En consecuencia, 



«>F-T<fc= I F(R(j)) • T(j) <fc 



(-12 sen jsi + 2j + 9 cos^k) • (-sen j^i + cosjsj) ds 



o 

6^ 



(12 sen 2 ^s + 2 cos i 1 s)ds 



■I 
-I 

s— 5- ds + 2 \ 

o Jo 

]6?r 



COS 3 S^S 



= 36;r 
(c) Primero se calculara rot F. 



rotF = 



i j k 

jL jL i_ 

dx dy dz 

-Ay 2z 3x 



= -2i 



3j + 4k 



De donde, 



rot F • N da = (-21 - 3 j + 4k) • N dc 



s s 

A fin de evaluar esta integral de superficie se aplica (9) de la seccion 
14.5 ya que N es un vector normal superior unitario. El campo vectorial 
es -2i - 3 j + 4k; por lo que M = -2, N = -3 y R = 4. Puesto que 
una ecuacion de la superficie es z = 10 - x 2 - y 2 , entonces 



fix, y) = 10 - x 2 - y 2 f x (x, y) = -2x f y {x, y) 



-2y 



Por tanto, 



rotF-N^a = [-(-2)(-2jc) - (-3)(-2>) + 4] dA 



■S 



(-4x - 6y + 4)dA 
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(2, 0, 0) 




f f 

(-4rcos - 6rsen 6 + 4)rdrdd 

Jo Jo 
= I - | r 2 cos 9 - 2r 3 sen + 2r 2 I <*0 

Jo 



(-36 cos 0- 54 sen + 18) d0 

JO _2^ 

= -36 sen 6 + 54 cos 6 + 180 1 

= 36/r 



Jo 



Los resultados de los incisos (a), (b) y (c) son iguales a 36 /r. De modo 
que asi se ha verificado el teorema de Stokes para estas F, C y 5. ^ 



Utilice el teorema de Stokes para evaluar la in- 



► EJEMPLO 4 

tegral de linea 



F-T ds 



si F(jc, y, z) - xz\ + xy} + y 2 k y C es la frontera de la superficie que 
consiste de la portion del cilindro z = 4 - x 2 del primer octante deter- 
minada por los pianos coordenados y el piano y = 3. 

Solution La figura 4 muestra la superficie S y la curva C, que es su 
frontera, compuesta por C], C2, C 3 y C4. Del teorema de Stokes, 



i* "**-!! 



rotF *T do 



rotF = 

De modo que, 

F-T ds 



i j k 

A _^ i_ 
dx dy dz 
xz xy y 2 

= 2yi + xj + yk 



WF-Tds = (2yi + xj 



+ yk) • N da 



Como N es un vector normal superior unitario, se calcula el valor de la in- 
tegral de superficie aplicando (9) de la secci6n 14.5. Debido a que el campo 
vectorial es 2yi + Jtj + yk, entonces M = 2y, N - x y R = y. Una 
ecuacion de S es z = 4 - x 2 . Por tanto, 

fix, y) = 4 - x 2 f x (x, y) = -2x f y (x, y) = 

En consecuencia, se tiene 



D 

-I 



[-(2y)(-2x) - xQO) + y] dA 



(4xy + y)dA 



1 134 CAPITULO 14 INTRODUCCION AL CALCULO DE CAMPOS VECTORIALES 



La regi6n D esta* acotada por el rectangulo del piano xy delimitado por los 
ejes x y y, y las rectas x = 2 y y - 3. Por tanto, 



FTds 



2 r3 



(4xy + y) dy dx 
Jo Jo 

= I (18* + i)dx 
Jo 



9x 2 + U 



I 



= 45 



EJERCICIOS 14.6 



En los ejercicios 1 a 4, verifique el teorema de la divergencia 
de Gauss para F y S. 

1. ¥(x,y,z) = 2zk;Ses la esfera jc 2 + y 2 + z 2 = 1. 

2. F{x, y, z) - jti + yj + zk; S es la esfera x 2 + y 2 + 
z 2 = 9. 

3. F(jc, y, z) = xy\ + jcyj; S es eJ cubo delimitado por los 
pianos coordenados y los pianos jc=l,y=lyz=l. 

4. F{x, y, z) = 4jci - 2yj + zk; S es la frontera de la re- 
gion limitada por el paraboloide z = x 2 + y 2 y el piano 
z - 4. 

En los ejercicios 5 a 8, paraF y S del ejercicio indicado de la 
seccion 14.5, calcule el flujo de ¥ a traves de S median te el 
teorema de la divergencia de Gauss. 

5. Ejercicio 2 1 6. Ejercicio 22 
7. Ejercicio 25 8. Ejercicio 26 

En los ejercicios 9 a 16, utilice el teorema de la divergencia de 
Gauss para evaluar la integral de superficie jj F ■ N da para 
FyS. s 

9. F(x, y, z) = x 2 yzi + xy 2 z} + xyz 2 k; S es el cubo del 
primer octante limitado por los pianos coordenados y los 
pianos jc = l,y = 1 y z - 3. 

10. F(jc, y, z) — 6jci + 3yj + 2^k; S es el tetraedro cuyos 
vertices son el origen y los puntos (3,0,0), (0, 1,0) y 
(0, 0, 2). 

11. F(jc, y, z) = xi + yj + zk; 5 es la esfera x 2 + y 2 + 

12. F(x, y, z) - x i + yj + z k; 5 es la frontera de la regitfn 
limitada lateralmente por el cilindro x 2 + y 2 ~ 9, 
inferiormente por el piano xy y superiormente por el 

piano z ~ 4. 



13. 



14. 



+ y 2 j + z 2 k; 



y 2 } + 



S es la superficie del 
S es la superficie del 



F(jc, y. z) = x 2 i 
ejercicio 12. 
F(jc, y, z) ~ x 2 \ + 
ejercicio 11, 

IS. F(x, y, z) = 2jci + 2yzj + 3zk; S es la frontera de la 
regi6n acotada por los pianos coordenados y el piano 

x + y + z ~ 1. 



xi + yj + zk 

16. F(x,y, z) - — 2 2 2 ; ^ es ^ a fro nt era de la region 

exterior de la esfera jc 2 + y 2 + z 2 = 1 que se encuentra 

dentro de la esfera x 2 + y 2 + z 2 - 4. 
En los ejercicios J 7 a 22, verifique el teorema de Stokes para 
FyS. 

17. F(jc, y, z) ~ y 2 '\ + x 2 j + z 2 k; S es la semiesfera x 2 + 
y 2 + z 2 = 1 que se encuentra arriba del piano xy. 

+ y 2 } + z 2 k; S es la semiesfera x 2 + 
1 que esta debajo del piano xy. 
y 2 i + xj + z 2 k\ S es la porcidn del parabo- 



18. F(x, y, z) = x 2 



y + z 

19. F{x,y,z) 



2 _ 



loide z = x + y ubicado por debajo del piano z — 1. 

20. F(x, y, z) - xy\ + y 2 j + 2k; 5 es la superficie del ejer- 
cicio 19. 

21. F(jc, y, z) = -3yi + 3jcj + 2k; 5 es la porcion del piano 
z = 1 dentro del cilindro jc 2 + y 2 = 9. 

22. F(jc, y, z) = 2zi + 3jcj + 4zk; 5 es la porci6n del para- 
boloide z = 4 - x 2 - y 2 que se encuentra arriba del 
piano xy. 

En los ejercicios 23 a 28, utilice el teorema de Stokes para eva- 
luar la integral de linea y F ■ T ds para F y C. 

23. F(jc, y, z) = 4yi + 3zj + jck; C es el triangulo cuyos 
vertices son ( 1 , 0, 0), (0, 1 , 0) y (0, 0, 1 ). 

24. F(jc, y, z) = (y - Jc)i + (jc - z)j + (jc - y)k; C es el 
triangulo cuyos vertices son (2, 0, 0), (0, 2, 0) y (0, 0, I). 

25. F(jc, y, z) = -yi + jcj + zk; C es la circunferencia jc 2 + 
y 2 = 4 del piano jcy. 

26. F(jc, y, z) = yzi + Jcyj + jczk; C es el cuadrado cuyos 
vertices son (0, 0, 0), (2, 0, 0), (0, 2, 0) y (2, 2, 0). 

27. F(jc, y, z) = (2y + sen" 1 jc)i + e y2 j + (x + ln(z 2 + 4))k; 
C es el triangulo con vertices en (1,0,0), (0, 1,0) y 
(0, 0, 2). 

28. F(jc, y, z) = (2z - e x )\ + (x 3 + sen v)j + (v 2 - tan z)k; 
C tiene la ecuaci<5n R(f) = cos fi + sen fj + k, 
< t < 2k. 

29. Explique por que el teorema de la divergencia de Gauss y 
el teorema de Stokes son versiones tridimensionales del 
teorema de Green. 
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► SUGERENCIAS PARA LA REVISION DEL CAPITULO 14 



1. Establezca una condition que pueda emplearse para deter- 
mmar si un vector del piano es un gradiente. lnvente un 
ejemplo. 

2. Realice la sugerencia 1 para un vector de tres dimensiones. 
lnvente un ejemplo. 

3. £,Que es un campo vectorial! lnvente un ejemplo de un 
campo vectorial en el piano y otro en tres dimensiones. 

4. £,Que es un campo vectorial conservador (o conservative) 
y que es una funcion potencial para un campo vectorial 
consevador? lnvente un ejemplo de cada uno. 

5. Defina el rotacional de un campo vectorial en tres dimen- 
siones. lnvente un ejemplo. 

6. Defina la divergencia de un campo vectorial en tres di- 
mensiones. lnvente un ejemplo. 

7. Establezca un truco nemot£cnico, que involucre la no- 
tation de determinantes, para calcular rot F. lnvente un 
ejemplo. 

8. £,C6mo se calcula el trabajo realizado por un campo de 
fuerza sobre una particula que la desplaza a lo largo de una 
curva? lnvente un ejemplo. 

9. £,Que es una integral de lineal lnvente un ejemplo de una 
integral de linea expresada tanto con la notation de la 
forma diferencial como con la notaci6n vectorial. 

10. i,Que significa que una integral de linea sea independiente 
de la trayectoria! lnvente un ejemplo. 

11. Enuncie un teorema que proporcione condiciones para que 
una integral de linea de un campo vectorial del piano sea 
independiente de la trayectoria. lnvente un ejemplo. 

12. Realice la sugerencia 1 1 para una integral de linea de un 
campo vectorial en tres dimensiones. 



13. Establezca la formula del teorema fundamental de la inte- 
gral de linea que proporciona el valor de una integral de 
linea independiente de la trayectoria. lnvente un ejemplo 
para el piano y otro para el espacio tridimensional. 

14. Enuncie el teorema de Green, 

15. lnvente un ejemplo que muestre como se aplica el teorema 
de Green para evaluar una integral de linea. 

16. Enuncie un teorema que proporcione un metodo para 
calcular el area de una regi6n plana limitada por una curva 
cerrada, simple y suave a trozos. lnvente un ejemplo. 

17. Enuncie el teorema de la divergencia de Gauss para el 
piano. lnvente un ejemplo que muestre como este teorema 
relaciona el flujo con la divergencia de un campo vectorial 
en el piano. 

18. Enuncie el teorema de Stokes para el piano. lnvente un 
ejemplo que muestre como relaciona este teorema la circu- 
lation y el rotational de un campo vectorial en el piano. 

19. iQui es una integral de superficie? lnvente un ejemplo, 

20. ^Como puede calcularse la masa de una superficie me- 
dian te una integral de superficie? lnvente un ejemplo. 

21. £C6mo se aplican las integrales de superficie para calcular 
el flujo de un campo vectorial a travel de la superficie? 

22. Enuncie el teorema de la divergencia de Gauss en tres 
dimensiones. lnvente un ejemplo que muestre c6mo rela- 
ciona este teorema el flujo y la divergencia de un campo 
vectorial en tres dimensiones. 

23. Enuncie el teorema de Stokes en tres dimensiones. lnvente 
un ejemplo que muestre como relaciona este teorema la 
circulation y el rotacional de un campo vectorial en tres 
dimensiones. 



► EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 14 



En los ejercicios 1 a 4, determine si el vector es un gradiente, y 
si lo es, obtenga una funcion que tenga ese gradiente. 

1. 2xe x2 \nyi + — j 

y 

2. (e x tan y - sec y)i - sec y(x tan y - e x sec y)j 

Ujt + 2) 2 x 2 ) x + z J \(x + z) 2 z 2 ) 

4. y(cosjt - zsen;c)i + z(cosjc + seny)j 

- (cos y - y cos jc)k 

En los ejercicios 5 y 6, obtenga un campo vectorial conserva- 
dor que tenga como una funcion potencial a la funcion f. 

5. (a)/(jr,y) = 2x 2 y + 3xj 3 ; 
(b) f(x, y,z) = xe y - yze y . 



6. (a) f{x, y) = e x cos y + x sen y; 

«»/( W )= xl - J 2 + tJ . 

En los ejercicios 7 a 10, demuestre que el campo vectorial F es 
conservador, y despues obtenga una funcion potencial 

2y 2 t , 4xy 



7. F(*,y) 



^i 



I + 4x 2 y 4 1 + 4x 2 y* 

8. F(*,y.*) = (6* - 4y)i + (z - 4*)j + (y - 8z)k 

9. F(jc, y, z) = z 2 sec 2 jci + 2ye 3z } + Qy 2 e 3z + 2z tan x)k 

10. F(jc, y) = (y sen x - sen y)i - (x cos y + cos jc)j 
En los ejercicios 11 a 14, calcule rot F y div F. 

11. F(jc,y,z) = e yz \ + e xz \ + e xy k 

12. F(jc, y) = senyi + senjek 
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13. ¥(x,y) = 

14. ¥(x,y,z) 



2x 



y z x 



En los ejercicios 15 a 22, evalue la integral de linea sobre la 
curva C. 

15. l c F'dVL;V(x,y) = 3y\ - 4jcj; 
C:R(r) - 2t 2 '\ - rj, < t < 1. 

16. \ c ¥ • dR;¥(x,y) = (jc + y)i + (y - jr)j; 
C:R(r) = r 3 i + f 2 j del punto (8, 4) al punto(l, 1). 

17. \ c (2x + 3y)dfx + xydy; 

C: R(r) = 4 sen ri - cos rj, < / < ±n. 

18. J c (2jc + y)dx + (x - 2y)dy\C.x 2 + y 2 - 9. 

19. \ c y 2 dx + z 2 dy + x 2 dz\ 

C:R(r) = (r - l)i + (/ + l)j + r 2 k,0 < t < 1. 

20. \ c xe y dx - xe z dy + e z dz\ 

C:R(r) = ri + r 2 j + r 3 k,0 < t < 1. 

21. J c F* dVL\¥(x,y,z) = 3xyi + (4y 2 - xz)} + 6zk; 

C: la ciibica alabeada R(r) = ri + r 2 j + r 3 k, < r < 1. 

22. J c F • dR; ¥(x, y, z) = 2jci + 3>>i + zk; C: la h&ice circu- 
lar R(r) = 2 cos ri + 2 sen rj + rk, < r < 2tt. 

En los ejercicios 23 a 30, demuestre que el valor de la integral 
de linea es independiente de la trayectoria, de spues calcule el 
valor en cualquier forma conveniente. En cada ejercicio C 
es cualquier curva suave a trozos desde el punto A hasta el 
punto B. 

23. \ c 2xe y dx + x 2 e y dy\A es (1, 0) y B es (3, 2). 

24. J I- - yjdx + (-^2 ~ Jc)dy;Acs(0, l)yfles(6,3). 

25. \ c F'dR; 

¥(x, y) - (cos y - y cos x) i - (sen x + x sen y) j 

Aes(0, ^p)yfies(p,0). 

26. J C F*^R; 

F(jr f y) = {2xy - 2y)\ + (x 2 - 2x + 3y 2 )y 
Aes(2,-l)y5es(3,2). 

27. \ c 3y dx + (3x + 4y) dy - 2z dz\ A es (0, 1, -1) y B 
es (1,2,0). 

28. J z sen y dx + xz cos y dy + x sen y dz\ A es (0, 0, 0) y 
fles(2, 3, \n). 

29. J c F- dR; 

Aes(2,-1, l)yfles(4, 2,-2). 

30. \ c F • dR; F(jc, y, z) = (2xy + 3yz)i + 

(x 2 - 4yz + 3xz)} + (3jcv - 2>> 2 )k; 

Aes(0, 2, l)yfles(l,-l,4). 



En los ejercicios 31 a 34, utilice el teorema de Green para 
evaluar la integral de linea. 

31. j> (3x + 2y) dx + (3x + y 2 ) dy, donde C es la elipse 
16;t 2 + 9y 2 - 144. 

32. v ln(y + 1) dx - — ~ dy, donde Ces la curva cerrada 
>c ' v + 1 

determinada por la curva Vjc + Y? = 2 y los interva- 
los [0, 4] en los ejes xy y. 

33. y e x sen y dx + e x cos y dy, donde C es cualquier curva 
cerrada y suave. 

34. j> (x 2 - >' 3 ) dx + (y 2 + x 3 ) dy, donde C es la circun- 
ferencia x 2 + y 2 = 1. 

£n /o5 ejercicios 35 y 36, utilice el teorema 14,4.2 para 
calcular el area de la region. 

35. La region limitada por la parabola v = x 2 y la recta 

y = x + 2. 

36. La region acotada por las dos parabolas y - x 2 y 
x 2 = 18 - v. 

En /os ejercicios 37 a 40, calcule el trabajo total efectuado a I 
mover un objeto a lo largo de C si el movimiento es causado 
por el campo defuerza F. Suponga que el arco se mide en me- 
tros y lafuerza en newtons. 

37. F(jc, y) = 2x 2 y\ + (x 2 + 3y)y, C: el arco de la parabola 
y = 3x 2 + 2x +- 4 desde (0,4) hasta (1,9). 

38. F(jc, y) = xy 2 \ - x 2 yy, C: el arco de la circunferencia 

x 2 + y 2 = 4 desde (2,0) hasta (0,2). 

39. F(jc, y, z) = (xy - z)\ + yj + zK C: el segmento de 
recta desde el origen hasta el punto (4, 1 , 2). 

40. ¥(x,y, z) = xyzi + e y \ + (x + z)k; 
C:R(r) = 3ri + r 2 j + 2rk;0 < t < 3. 

En los ejercicios 41 y 42, verifique los teoremas de la diver - 
gencia de Gauss y de Stokes en el piano para F y R. 

41. F(jc, y) - 4y\ + 3xj y R es la region limitada por 

X 213 + y 2(3 = L 

42. F(jc, y) - 3;c 2 i + 4y 2 j y R es la region acotada por la 
elipse 9jc 2 + 16v 2 = 144. 

En los ejercicios 43 y 44, emplee el teorema de Green para 
calcular el trabajo total realizado al mover un objeto en el 
sentido contrario al del giro de las manecillas del reloj una 
vez alrededor de C si el movimiento es causado por el campo 
de fuerza Ffo y). Suponga que el arco se mide en metros y la 
fuerza en newtons. 

43. C es la circunferencia x 2 + y 2 = 4; 
¥(x,y) = (xy 2 + cos:c)i + (jc 2 + e y )y 

44. C es la elipse 9jc 2 + y 2 = 9; 

¥(x,y) = (2x~ 3y)\ + (x + 2y)y 

En los ejercicios 45 y 46, calcule la tasa deflujo (o intensidad 
de fluencia) de un fluido fuera de la region R limitada por C 
si ¥(x, y) es el campo de velocidad del fluido. Suponga que la 
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velocidad se mide en centimetros por segundo y el area de R 
en centimetros cuadrados. 

45. F(jc, y) - (Ax - 3y)i + (5y - 4jc 2 )j; C es el triangulo 
rectangulo cuyos vertices son (0, I), (0, 4) y (4, 4). 

46. F(*,y) = (y 2 + 12*)i + {Ay - * 2 )j; C es la elipse 

jc 2 + Ay 2 = 16. 

47. Obtenga el valor de ia integral de Iinea 



J c * + v 



dr + 



jr 2 + y 2 



dy 



si C es el arco de ia ciirwnferencia x 1 + y 2 - 4 desde 
(V2, V2)hasta(-V2, >/2). 



48. Aplique el teorema de Green para calcular el area del 
cuadrilatero cuyos vertices son los puntos (0, 0), (3, 2), 
(l,5)y(-2, 1). 

49. Evalue la integral de superficie \\xy da, donde S es la 

s 
porcion del piano 3* + 2v - z ~ del primer octante 

y que se encuentra debajo del piano z = 6. 

50. Calcule la integral de superficie \\x 2 do, donde S es la 

porcion del cilindro jc + y l - 1 del primer octante li- 
mitada por el piano xy y el piano z = 1. 

51. Determine la integral de superficie \\x do, donde S es la 

, s 
porci6n del cilindro z - 9 - x l del primer octante limita- 

da por los pianos coordenados y el piano y = 2. 

52. Evalue la integral de superficie \\xyz do, donde 5 es la 

s 
porcidn del cilindro y 2 + z 2 = 9 ubicada entre los 
pianos x — 1 y x ~ A. 

53. Calcule la masa de la porcion de ia esfera x 2 + y 2 + 
z 2 = 4 del primer octante si la densidad superficial en 
cualquier punto (jc, y, z) de la supercie es kz 2 kilogramos 
por metro cuadrado, donde k es una constants 

54. Determine la masa de la semiesfera x 2 + y 2 + z 2 - A 
que se encuentra arriba del piano xy si ia densidad super- 
ficial en cualquier punto (x, y, z) de la superficie es (4 - z) 
kilogramos por metro cuadrado. Sugerencia: la integral de 
superficie es impropia, Consulte el ejempio 7 de la sec- 
cion 13.4. 

55. Un embudo tiene la forma de la porcitfn del cono 
x 2 + y 2 = z 2 que esta entre los pianos z = 1 y z = 4. 
Si la densidad superficial en cualquier punto (jc, y, z) de 
la superficie es (10 - z) kilogramos por metro cuadrado, 
obtenga la masa del embudo. 



5ti. Suponga que la superficie S es parte de la esfera jc 2 + 
y 2 + z 2 = 9 que se encuentra por arriba de la region D 
del piano jcy limitada por la circunferencia Jt 2 + y 2 - 1. 
Si el campo de velocidad de un fluido esja determinado por 

F(jc, y,z) - -yi + jcj + 3k 

calcule el flujo de F a traves de S. 

57. El campo de velocidad de un fluido esui definido por 

F(jc,y,z) = 2xi + 2yj + 3zk 

y la superficie S es la porcion del paraboloide z = 4 - 
x 2 - y 2 ubicada arriba del piano jcy. Calcule el flujo de F 
a travel de S. 

58. Verifique el teorema de la divergencia de Gauss si 

F(jc, y,z) = ^zi y S es la esfera x 2 + y 2 + z 2 ~ A. 

En los ejercicios 59 y 60, emplee el teorema de la divergencia 
de Gauss para calcular la integral de superficie \\ F * N do 
para F y S. s 

59. F(jc, y, z) - 2x\ + yj + 2zk; 5 es la frontera de la re- 
gion limitada lateralmente por el cilindro x 2 + y 2 - 16, 
inferiormente por el piano jcy y superiormente por el pia- 
no z - 2. 

60. F(jc, y, z) - x 2 \ + y 2 j + z 2 k; S e s la front era de la re- 
gi6n limitada por el cono z = ■/? + y 2 y el piano 
z = 1. 

En los ejercicios 61 y 62, verifique el teorema de Stokes para 

FyS. 

61. F(x, y, z) - z\ + Ax} + 2zk; S es la porcidn del para- 
boloide z = 9 - x 2 - y 2 ubicada arriba del piano xy. 

62. F(jc, y, z) = *yi + yzj + *zk; S es la semiesfera jc 2 + 
y 2 + z 2 ~ 16 que esti arriba del piano jcy. 

En los ejercicios 63 y 64, utilice el teorema de Stokes para 
evaluar la integral j F ■ T ds para ¥ y C. 

63. F(jc,y,z) = (z + \n(x 2 + l))i + cos(y - * 2 )j + 

(3y 2 - e z )k; 
C: R(r) = cos ri + sen rj + k, < t <> 2k. 

64. F(jc, y, z) = -2yi + 3jcj + zk\ C es la circdnferencia 
x 2 + y 2 ~ 1 del piano jcy. 

En los ejercicios 65 y 66, demuestre la identidad si f es una 
funcion real y V es unafuncion vectorial. 

65. div(/V) = V/ • V + /div V 

66. rot(/V) = V/X V + /rotV 
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En este apendice se encuentran en forma concisa los 
conocimientos previos al estudio del Calculo nece- 
sarios para una mejor comprension de este libro. 
La habilidad para resolver ecuaciones y desigual- 
dades es crucial en Calculo; por esto, en la seccion A. 1 se 
tratan aspectos relativos al conjunto de los numeros rea/es 
entre el los las relaciones de orden, los intervalos y el valor 
absolute. 

La geometria analitica es fundamental para el estudio 
del Calculo. Los conceptos elementales de esta rama de las 
matematicas tales como el si sterna de coordenadas carte- 
sianas rectangulares, la distancia entre dos puntos y punto 
medio de un segmento, asi como los de grafica de una 
ecuacion y simetria de una grafica, se presentan en la 
seccion A. 2. 

La seccion A.3 esta dedicada al estudio de la recta. 
Aqui se muestran algunas formas de sus ecuaciones y los 
conceptos sobre paralelismo y perpendicularidad. 

En la seccion A.4 se inicia el analisis de las secciones 
conicas (o corneas) con el estudio de la parabola y sus 
propiedades, mientras que en la seccion A.5 se aborda la 
circunferencia. Con el objeto de obtener las ecuaciones 
generates de las conicas, se ha destinado la seccion A. 6 a 
la traslacion de ejes. En las secciones A.7 y A.8 se tratan 
las elipses e hiperbolas, respectivamente. 

En la seccion A, 9 se estudian las funciones trigono- 
metricas de manera general, es decir, definidas en la 
circunferencia unitana. 

En la seccion A. 10 se analiza la ecuacion ge- 
neral de segundo grado en dos variables y se es- 
jdia la rotacion de ejes. Estos dos temas estan 
ligados debido a que una ecuacion del tipo 
mencionado representa una conica, o conica 
degenerada, cuyo eje principal no es paralelo 
a ninguno de los ejes coordenados. A fin de 
eliminar el termino en xy de una ecuacion de 
esta clase y de que el eje principal de la conica sea 
paralelo a alguno de los ejes coordenados, es necesario 
rotar los ejes mediante un angulo conveniente. 

El estudio de las fracciones parciales, indispensable 
para ciertas manipulacipnes en Calculo integral, se pre- 
senta en la seccion final de este apendice, en el A. 1 1 . 
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A.1 NUMEROS REALES Y DESIGUALDADES 






El sistenia numerigo real console d^-uit coi^ urtfo.fi? de eleinettnos^denimina- 
dos numeros reales y dos operdciotfes flatofodas adidon y multiplication, 
denotadas por los sfmbolos + y s reispectivamente. Si a y b son elementos del 
co nj unto R, a + b indica la suma 4e a y b, y a • b (o. ab) represents su 
producto. La operacion sustraccion se define mediante la ecuacion 

a - b - a + {-b) 

donde -b denota el negation de b el cual es el numero para el que 
b + (-b) = 0. La operacion division se define mediante la ecuacion 

a -h b = a • iT 1 b * 

donde b~ { representa el reciproco de b, que es el numero para el cual 
b-b~ l = 1. 

El si sterna numerico real puede describirse completamente mediante 
un conjunto de axiomas (la palabra axioma se emplea para indicar una propo- 
sicion formal que se considera verdadera sin demostracion). Con base en estos 
axiomas se pueden deducir las propiedades de los niimeros reales de las que se 
obtienen las conocidas operaciones algebraicas de adicion, sustraccion, 
multiplicacion y division, asi como los conceptos algebraicos de resolucion 
de ecuaciones y factorizacion, entre otros. 

Las propiedades que pueden obtenerse como consecuencias logicas de los 
axiomas se denominan teoremas. En los enunciados de la mayoria de los teo- 
remas se presentan dos partes: la parte del "si", llamada hipotesis, y la parte del 
"entonces", denominada conclusion. El argumento que verifica un teorema 
recibe el nombre de demostracion (o prueba). Una demostracion consiste en 
mostrar que la conclusion se infiere de la supuesta verdad de la hipotesis. 

Un numero real es positivo, negati vo o cero, y cualquier numero real puede 
clasificarse como racional o irracional. Un numero racional es aquel que 
puede expresarse como la razon de dos numero enteros. Esto es, un numero 
racional es de la forma p/q, donde p y q son niimeros enteros y q & 0. Los 
niimeros racionales consisten de: 

Los niimeros enteros (positivos, negati vos y cero) 

. . . , -5, -4, -3, -2, -I, 0, 1, 2, 3, 4, 5, . . . 

Las fracciones positiyas y negati vas, tales,como 

2 _4 83 

7 5 5 

Los numeros decimales finitos positivos y negati vos, por ejemplo, 

2 36 = ~ — -0 003251 = - 3 ^* 

z.*) l0Q U.UU3Z3J 1000000 

Los numeros decimales in finitos period i cos positivos y negati vos, 
tales como 

0.333 . . . = | -0,549549549 . . . = -ft 

Los numeros reales que no son racionales se denominan numeros irra- 
cionales. Estos son los numeros decimales infinitos no periodicos positi- 
vos y negativos, por ejemplo, 
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V3 = 1.732... n = 3.14159... 

En ocasiones se utilizara notacion y terminologfa de conjuntos. La idea 
de conjunto se emplea extensivamente en matematicas y'se considera un 
concepto bdsico, del que : no se presenta una definicion formal Se puede 
decir que un conjunto es una coleccion de objetos, y los objetos de un con- 
junto se denominan elementos. Si cada elemento de un conjunto 5 es tam- 
bien un elemento de un conjunto T, entoces se dice que 5 es un subconjunto 
de r. ErfCalculo se tratar& con el conjunto R de los mimeros reales. Dos 
subconjuntos importantes de R son el conjunto N de los numeros naturales 
(o enteros positivos) y el conjunto Z de los numeros enteros. 

Se utilizara el simbolo G para indicar que un elemento especifico perte- 
nece a un conjunto. En consecuencia, se puede escribir 8 G N, lo cual se lee 
"8 es un elemento de AT. La notaci6n a, b G 5 expresa que tan to a como b 
son elementos de 5. El simbolo ^ se lee "no es elemento de". Asi, j £ A^se 
lee " | no es elemento de N". 

Un par de Haves, { }, empleado junto con palabras o simbolos, puede 
describir un conjunto. Si S es el conjunto de los numeros naturales menores que 
6, puede escribirse el conjunto 5 como 

{1,2,3,4,5} 

Tambi£n puede expresarse el conjunto 5 como 

{x, tales que x es un ntimero natural menor que 6} 

donde el simbolo x se denomina variable. Una variable es un simbolo que se 
emplea para representar cualquier elemento de un conjunto dado. 

El conjunto 5 tambien se puede expresar por medio de la notacion por 
construction como sigue, donde se emplea una barra vertical en lugar de las 
palabras tales que: 

[x | x es un niimero natural menor que 6} 

lo cual se lee "el conjunto de todas las x tales que x es un numero natural menor 
que 6". 

Dos conjuntos A y B se dice que son iguales, lo que se escribe como 
A = B, si A y B tiene elementos identicos. La union de dos conjuntos A y fi, 
denotada por A U B y que se lee "A union B'\ es el conjunto de tbdos los 
elementos que estan en A o en B, o en ambos. La intersection de A y B, deno- 
tada por A C\ B y que se lee "A interseccion B'\ es el conjunto de s61o 
aquellos elementos que estfin tanto en A como en B. El conjunto que no 
contiene elementos recibe el nombre de conjunto vacio y se denota por 0. 
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Considere los siguientes 
conjuntos A = {2,4,6, 8, 10, 12}, B = {1,4, 9, 16} y C = {2, 10}. 
Entonces 

A U B = { I, 2, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 16} A fl B - {4} 

B U C = {1,2,4,9, 10, 16} ' BHC=0 4 

Los elementos del conjunto R puedeh ordenarse mediante una relaci6n 
denotada por los simbolos < (lease "menor que") y > (lease "mayor que"), 
los cuales se definen a continuacion. 
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A. 1.1 Dcfinicion de < y > 



Dados a, b € R t 

(i) a < b si y sdjo si b - a es positivo; 
(ii) a > b siysisiosi a - fres positivo. 



t> EJEMPLO ILUSTRAT1VO 2 

(a) 3 < 5 porque 5 - 3 = 2, y 2 es positivo. 

-6 — ¥—10) = 4, y 4 es positivo. 



(b) -10 < -6 porque w \ *^ ■ — r, 3 -r ^ r ,n, 

(c) 7 > 2 porque 7-2 = 5y5es positivo. 

(d) -2 > -7 porque -2 - (-7) = 5, y 5 es positivo. 

(e) | > | porque | - § = ^ , y ^ es positivo. 



Ahora se definirdn los simbolos < (lease "es menor que o igual a") 
y > (lease "es mayor que o igual a"). 



A, 1-2 Definition d< 



Dados a, b e R, 

(i) a £ b si y solo si a < b o a - b\ 
(U) a £ b siys6Iosi a > b o a = b. 

Las proposiciones a < b, a > b, a <, b y a > b se denominan desi- 
gualdades. En particular, a < b y a > bse llaman desigualdadesestrictas, 
mientras que a < fcya > fcrecibenelnombrededesigualdadesnoestrictas. 

De la definicion de < y >, 

a > si y s6Eo si a es positivo 
a < si y solo si a es negativo 

El teorema siguiente proporciona algunas porpiedades de las desi- 
gualdades. Estas propiedades pueden demostrarse utilizando los axiomas 
del conjunto R y las definiciones anteriores. 



A. 1.3 Teorema Propiedades de < y > 



Dados a^fec^d G fi t 

(i) si a > y b > 0, entonces a + b > 0; 

(U) si a > y b > 0, entonces ab > 0; 

(III) si a < b y & < t\ entonces a < c; (propiedad transit] va) 

(iv) si a < b t entonces a + c < b + c; 

(v) si a < b y c < 4, entonces a + <?<£>+■ rf; 

(vj) si a < b y c > 0, entonces ac < be; 

(vti) si a < b y c < 0, entonces ac > be. 



La propiedad (i) anterior establece que la suma de dos numeros positi- 
vos es positiva, y la propiedad (ii) establece que el producto de dos numeros 
positivos es positivo. 
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i ' EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

(a) Si x < 5 y 5 < v, entonces, por la propiedad (hi), x < y. 

(b) Six < 3?, entonces, por la propiedad (iv), x + 4 < y + 4. Por ejemplo, 
3 < 9; de modo que 3 + 4 < 9 + 4 o, equivalentemente, 7 < 13. 
Ademas, si a: < y, entonces x - 11 < y - 11. Por ejemplo, 3 < 9, 
por lo que 3—11 <9— llo, equivalentemente, -8 < -2. 

(c) Si x < 8 y y < -3, entonces, de la propiedad (v), jc + y < 8 + (-3); 
esto es, x + y < 5. 

(d) Si x < v, entonces, de la propiedad (v), Ix < 7 v. Por ejemplo, como 
5 < 8, entonces 7 ■ 5 < 7 • 8 o, equivalentemente, 35 < 56. 

(e) Como 4 < 6, y si z < 0, entonces, de la propiedad (vii), 4z > 6z. Por 
ejemplo, como 4 < 6, entonces 4(-3) > 6(-3) o, equivalentemente, 
-12 > -18. 4 

La propiedad (vi) establece que si los dos miembros de una desigualdad 
se multiplican por un numero positivo, entonces el sentido de la desigual- 
dad no se altera, mientras que la propiedad (vii) establece que si los dos 
miembros de una desigualdad se multiplican por un numero negativo, en- 
tonces el sentido de la desigualdad se invierte. Las propiedades (vi) y (vii) 
tambi6n se cumplen para la division en vista de que al dividir los dos miem- 
bros de una desigualdad entre un numero d(d * 0) equivale a multipli- 
carlos por \/d. 

Se dice que un numero x esta entre aybsia<xyx<b. Esto se 
puede expresar como la desigualdad continua a < x < b. Otra desigual- 
dad continua es a < x < b la cual significa que a < x y x < b. Ademds 
de 6stas, otras desigualdades continuas son a<x<bya<x<b. 



w EJEMPLO I Exprese los siguientes conjuntos con la notacion 
de conjuntos y uno o mas de los simbolos <, >, < y >: (a) el conjunto de 
todas las x tales que jc esta entre -2 y 2; (b) el conjunto de todas las / tales 
que At - 1 es no negativo; (c) el conjunto de todas las y tales que v + 3 
es positivo y menor que o igual a 15; (d) el conjunto de todas las z tales que 
2z es mayor que o igual a -5 y menor que -1. 

Solution 

(a) = {jc|-2 < jc < 2} (b) = {t\4t ~ 1 > 0} 

(c) = {y|0 < y + 3 < 15} (d) = U|-5 < 2z < -1} < 

A continuacion se presentara una interpretacion geomStrica del con- 
junto R de los niimeros reales al asociarlos con puntos de una recta hori- 
zontal denominada eje. Se elige un punto, llamado origen, para representar 
el numero 0. Se selecciona arbitrariamente una unidad de distancia. Despues, 
cada nume-ro entero positivo n se representa por el punto situado a n uni- 
dades a la derecha del origen, y cada numero entero negativo -n se repre- 
senta por el punto ubicado a una distancia de n unidades a la izquierda del 
origen. A estos puntos se les conoce como puntos unidad y se designan 
mediante los niimeros con los cuales se asbcian. Por ejemplo, 4 se representa 
por el punto que esta 4 unidades a la derecha del origen, y -4 se representa por 
el punto ubicado a 4 unidades a la izquierda del origen. La figura 1 muestra 
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los puntos unidades que representan a y los primeros doce numeros 
enteros positivos y sus correspondientes enteros negativos. 



: -10 -5 5 10 

FIGURA 1 

Los numeros rationales se asocian con puntos del eje de la figura 1 al 
dividir los segmentos cuyos erttremos son puntos que representan numeros 
enteros sucesivos. Por ejemplo, si el segmento de a 1 se divide en siete partes 
iguales, el extremo derecho de la primera subdivision se asocia con ]-, el 
extremo derecho de la segunda se asocia con 2, y asi sucesivamente. El punto 
asociado con el numero y esta a tres septimos de la distancia del punto uni- 
tario 3 al punto unitario 4. De manera semejante, un numero racional nega- 
tivo se asocia con un punto situado a la izquierda del origen. La figura 2 
muestra algunos puntos asociados con numeros rationales. 

-♦ — + » » + ♦-*— t w — +♦ + + » — ♦ — ♦ — ♦-► 

-4 -?-3 -| -2 -f-1-J 01 Jl i 2 1 3 ? 4 . 
FIGURA 2 

Las construcciones geom&ricas pueden utilizarse para determinar puntos 
que corresponden a ciertos numeros irracionales, tales como V5, V3, V5, 
etcetera. Consulte los ejercicios 35 y 36. Los puntos que corresponden a otros 
numeros irracionales pueden determinarse empleando aproximaciones deci- 
males. Por ejemplo, el punto que corresponde al numero Trpuede aproximarse 
empleando algunos de los digitos de la representaci6n decimal 3.14159. . . . 

Todo numero irrational puede asociarse con un unico punto del eje y 
cada punto que no corresponde a un numero racional puede asociarse con un 
numero irrational. Este hecho esta" garantizado por el axioma de completez 
(axioma 8.2.9), cuyo enunciado se presenta en la secci6n 8.2 debido a que 
se requiere cierta terminologfa presentada y discutida ahi. De esta manera, 
existe una correspondencia uno a uno entre el conjunto R y el conjunto de los 
puntos de un eje. Por esta raz6n, al eje horizontal se le conoce como recta 
numerica real (recta real o eje real). Como los puntos de esta recta estan 
identificados con los numeros que representan, se utiliza el mismo simbolo 
para representar el numero y el punto. 

> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 Considere el conjunto 
[x |-6 < x < 4}. Este conjunto esta representado en la recta numerica real 
de la figura 3. El corchete en 4 indica que el 4 pertenece al conjunto, y el pa- 
r£ntesis en -6 indica que -6 no estd en el conjunto. ^ 

-I — I — I — h-( — | — I — I— I — I — | — I — I — l — ]— f-> 

-10 -6-5 4 5 

{jc|-6 < x < 4} 

FIGURA 3 

El conjunto de los numeros x que satisfacen la desigualdad a < x < b se 
denomina inter valo abierto y se denota por (a, b). Por tanto, 

(a t b) = {x\a < x < b] 
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FIGURA 4 



FIGURA 5 



FIGURA 6 



FIGURA 7 



FIGURA 8 



FIGURA 9 



El intervalo cerrado de a a b es el intervalo abierto (a, b) junto con los 
dos extremos del segmento a y b, y se denota por [a, b]. Asi, 

[n, M - [x\a =£ x £ b) 

La figura 4 muestra el intervalo abierto (a, b), y la figura 5 presenta el 
intervalo cerrado [a, b]. 

El intervalo semiabierto por la izquierda es el intervalo abierto 
(a, b) junto con el extremo derecho b. Este intervalo se denota por (a, b]; 
de modo que 

GjU] - [x\a < x £ f>] 

Se define el intervalo semiabierto por la derecha de manera similar y 
se denota por [a, b). Asi, 

\a*b) = [x\ a £ x < b) 

El intervalo (a, b] se muestra en la figura 6, y el intervalo [a, b) se presenta 
en la figura 7. 

Se utilizara" el sfmbolo + oo (infinito positivo o mas infinito) y el simbolo 
-oo (infinito negativo o menos infinito); sin embargo, tenga cuidado en no 
confundir estos simbolos con numeros reales, ya que no cumplen las propie- 
dades de dichos numeros. Asi, se tienen los siguientes intervalos: 

{a t -too) = {jt|jt > a] 

(r*Kb) - [x\x< b) 

[a, +oo) = [x\x £ a) 

(~^b) = [*]* *b] 

(-eo^+oo) = R 

La figura 8 muestra el intervalo (a, +oo), mientras que la figura 9 presenta 
el intervalo (-oo, b). Observe que (-oo, +oo) representa el conjunto de todos 
los numeros reales. 

Para cada uno de los intervalos (a y b), [a, b\> [a, b) y (a, b] los numeros a 
y b se denominan extremos del intervalo. El intervalo cerrado [a, b] con- 
tiene a los dos extremos, mientras que el intervalo abierto (a, b) no contiene 
a ninguno de sus extremos. El intervalo [a, b) contiene a su extremo iz- 
quierdo pero no al derecho, y el intervalo (a, b] contiene a su extremo 
derecho pero no al izquierdo. Un intervalo abierto puede considerarse como 
el intervalo que no contiene a sus extremos; por el contrario, un interva- 
lo cerrado puede considerarse como el intervalo que contiene a todos sus 
extremos. En consecuencia, el intervalo [a, +oo) se considera como un in- 
tervalo cerrado porque contiene a su rinico extremo a, De forma semejante, 
(-oo, b] es un intervalo cerrado, en tanto que (a, +oo) y (-oo, b) son abiertos. 
Los intervalos [a, b) y (a, b] no son abiertos ni cerrados. El intervalo 
(-oo, +oo) no tiene extremos, y se considera tanto abierto como cerrado. 

w EJEMPLO 2 Muestre el conjunto sobre una recta num^rica real 
y exprese el conjunto en notacion de intervalos. 



(a) {x 
(c) {x 
(e) {x 



-7 < jc< -2} (b) [x 

x < -5 o x > 5} (d) {x 

x < 0} U [x\x > 3] 



x > 1 y x < 10} 
jc > 2) PI [x\x < 9} 
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| I I [ i | I — h ) | | | |» Solucion Las figuras 10(a), (b), (c), (d) y (e) muestran los conjuntos sobre 

la recta numerica real, respectivamente. Con la notacitfn de intervalos, se tiene 

(a) U|-7 < x< -2} = [-7,-2) 

(b) {x\x > 1 y x < 10} = (1, 10) 

(c) (jcJjc < -5 o jc > 5} = .!(-<* -5] U [5, +oo) 

(d) {jc|jc > 2} fl (jc|jc < 9] = [2,9) 

(e) [x\x < 0) U (jc|jc > 3} = (-oo,0) U [3,+oo) 4 



-10 -7 -5 -2 

{jc|-7<jc<-2} 
(a) 

I 1 I ( I I 1-1 I 1 M )> 
1 5 10 

{jc|jc> 1 y jc< 10} 
(b) 



<l ] I I I 1 1 I I M [ l> 

-5 5 

(jc|jc<-5 o x>5) 

(c) 

I I I I [ I I I I I I ) l» 
2 5 9 10 

{jc|jc^2J n (jc|jc<9} 
(d) 



I I I ) i I [ I 



-+► 



3 

{jc|jc < 0} u {jc|jc>3} 

(e) 



FIGURA 10 



W EJEMPLO 3 Muestre el intervalo sobre la recta real y utilice la 
notacion de conjuntos y los simbolos de desigualdad para expresar: (a) (-2, 4); 

(b) [3, 7]; (c) [1, 6); (d) (-4, 0]; (e) [0, +oo); (f) (-oo, 5). 

Solucion Los intervalos se muestran en la recta real de las figuras 1 1 (a), 
(b), (c), (d), (e) y (f ), respectivamente. Con la notacion de conjuntos se tiene 

(a) (-2,4) = {x\-2 < x < 4} (b) [3, 7] = {jc | 3 < x < 7} 

(c) [1,6) = {jc 1 1 < x < 6} (d) (-4,0] = (jc|-4 < x < 0) 

(e) [0, + oo) = {jc I jc > 0} (f) (-oo,5) = {x\x < 5} 4 

El concepto de valor absolute de un numero se emplea en algunas 
definiciones importantes del Calculo. 



I 1 I I ( 1 M I 1 ) M> 
-5 -2 4 5 

(-2,4) 

(a) 



I 1 I 1 [ i i 1 ] 



+-h 



3 5 7 

13,7] 

(b) 



10 



I I [ I I I I ) l » 

1 5 6 

[1,6) 

(c) 

I 1 1 I ( I I I ] I I I l> 
-5-4 

(-4,0] 
(d) 

1 I I [ I I I 1 l> 


[0, + oo) 

(e) 

< l I 1 I I I I I I ) I 1 1> 
5 

(-oo t 5) 

(f) 
FIGURA 11 



A, 1.4 Definition de valor absolute 



Si a es un numero real, entonces el valor absolute de a. de not ado por | a j , 
es a si a es no negative y es -a si a es negativo. Con simbolos se escribe 



a - 



si a > 
si a < 



D> EJEMPLO ILUSTRATI VO 5 Si en la definicion anterior se 
toma a como 6, y -6, se tiene, respectivamente, 

|6| = 6 1 | = | -6 1 = -(-6) 

-6 4 

El valor absoluto de un numero puede considerarse como su distancia 
(sin tener en cuenta el sentido, a la derecha o a la izquierda) desde el origen. 
En particular, los puntos 6 y -6 estan cada uno a seis unidades del origen. 

De la definicibn de valor absoluto, se tiene 



\a-b\ = 



a - b 



si a - b > 



{-{a - b) s\a - b < 
o, equivalentemente, 



k-%| 



a - b 

b- Q 



si a £ b 

<ui < b 



En la recta numerica real, | a - b | unidades puede interpretarse como 
la distancia entre a y b sin tener en cuenta el sentido. Refierase a la figura 12. 
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■ <* 



a 7 >b 



)^\a } -b\=-(a l -b)^*~ \a 2 -b\=a 2 -b -^ 
-* * * 



FIGURA 12 



-a < x< a 




FIGURA 14 



-K-f 



i*i>« 



-a 



FIGURA 15 



W EJEMPLO 4 Muestre en la recta real los puntos que correspon- 
den a los numeros -10, -7, -5, -3, 0, 3, 5, 7 y 10, Calcule la distancia entre w 
y v en los siguientes casos: (a) w = 10, v = 3; (b) w = 3, v = 7; (c) w = 5, 
V- -3?(d)« = -7,-v =*0;i&)u = -3,v = -5; (f) u = -10, v = -7. 

Solution La figura 1 3 muestra en la recta real los puntos que correspon- 
den a los numeros dados. En cada inciso la distancia entre uyves \u - v | 
unidades: 



(a) |« - v| = | 10 - 3| 

= 7 
(c) \u - v| = |5 - (-3)| 



(e) 



= 8 

v| - |-3 - (-5)| 

= |2| 

= 2 



(b) 



(d) 



(f) 



\u - v = 



|3 - 


7| 


|-4| 




4 




|-7 - 


-0| 


M 




7 




|-10 


- (-7) 


1-3 1 





= 3 



-♦-H — I » I » 



-10 



-7 



— *-H — t— ♦- 
-3 



4 — I » 1 » 



-♦— I — I— ♦-► 
7 10 



FIGURA 13 



Ahora se trabajara con desigualdades que contienen valores absolutos. 
La desigualdad \x\ < a, donde a > 0, establece que en la recta numerica 
real la distancia del origen al punto x es menor que a unidades; esto es, 
-a < x < a. Consulte la figura 14. La desigualdad | jc | > a y donde a > 0, 
indica que en la recta real la distancia del origen al punto jc es mayor que a 
unidades; esto es, jc > a o x < -a. Refierase a la figura 15, A continuacion 
se establecen estos dos resultados formalmente. La flecha doble <=> se utili- 
za aqui y a lo largo del texto para indicar que la proposici6n anterior al sim- 
bolo y la proposici6n posterior son equivalentes. A si, 



|jc|<o <=> -a < x < a donde a > 

jjf [ >a e* x > a o x < -a donde a > 



(1) 
(2) 



Recuerde de algebra que el simbolo 4a , donde a > 0, esta definido co- 
mo el unico numero no negativo x tal que jc 2 = a. Se lee 4a como "la rafz 
cuadrada principal de d\ Por ejemplo, 

V4 = 2 V0 = ^=| 

Nota: 4~4 * -2 aunque (-2) 2 = 4, debido a que 44 denota solo la rafz 
cuadradaposi/iva de 44 . La rafz cuadrada negativa de 4 se representa por - 44 . 

Como se tratardn unicamente numeros reales en Calculo, 4a no esta" 
definida si a < 0. 

De la definicion de 4a se deduce que 

4^ = |jc| 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 

V52 = |5| 
= 5 
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Las propiedades del valor absoluto dadas en el teorema siguiente son 
utiles en Calculo. 



A, 1.5 Teorema 



SfWfyb . <= /romances fo^g ^ 

(I) \ub\ = \ja\\b\. ,r, 



Demostracion de (i) 

\ab\ = VW 

La demostracion de (ii) es similar. 

En Calculo, con frecuencia se desea reemplazar una desigualdad por otra 
equivalente y mas simple, como se muestra en el ejemplo siguiente. 

W EJEMPLO 5 Muestre que la desigualdad 

| (3x + 2) - 8 | < 1 es equivalente a | x - 2 \ < \ 

Solution Las desigualdades siguientes son equivalentes: 

| (3* + 2) - 8 | < 1 

| 3x - 6 | < 1 

I 3(jc - 2) < 1 



|3||x 
3|jc 



2 
2 
U-2 



< 1 

< 1 

< i 



En el teorema siguiente, denominado desigualdad del tridngulo (o 
triangular), y sus dos corolarios dados en el teorema A. 1.7, se emplean 
regularmente en la demostracion de teoremas del Calculo. 



A. 1.6 Teorema La desigualdad del tridngulo 



Dados a,b € A.entonces 

\a + b\z\a[ + \b\ 

Demostracion Por la definicion de valor absoluto, a = | a | o 

a = - | a | ; asf 

-\a\ < a < \a\ 
Ademas, 

-\b\^b<\b\ 

De estas dos desigualdades continuas y la propiedad (v) del teorema A. 1 .3, resulta 

-(\a\ + \b\) < a + b < \a\ + \b\ 
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En consecuencia, de la proposition (1) con < en lugar de <, se tiene 

|a + fc|<|a| + |fc| ■ 

En el ejemplo ilustrativo siguiente se muestra el contenido de la de- 
sigualdad del triangulo para cuatro casos particulars . 



t> 


EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 


Si a = 


= 3yfc = 


4, 


entonces 




\a + b\ = |3 + 4| \a\ 


+ \b\ 


= 1 3 1 


+ |4| 








= M 




= 3 + 


'4 








= 7 




= 7 










Si a = -3 y b = 4, entonces 














\a + b\ = |-3 + 4| \a\ 


+ I*J 


= h3 


l| + |4| 








= |i| • 




= 3 + 


4 








= i 




= 7 










Si a = 3 y b = -4, entonces 














|a + *| = |3 + (-4)| \a\ 


+ |*| 


= |3| 


+ |-4| 







fl + * = 



1 I =3+4 

= 1 =7 

Si a = -3 y & = -4, entonces 

-3 -+(-4)| |a| + M = |"3| + |-4| 

|-7| =3+4 

= 7 



= 7 



En cada caso | a + fc | ^ | a | + | 6 | 



A- 1,7 Teorema 



Sean a, b BR, entonces 



(ii) 



a -b\ & \a\ + \b 
a\-\b\ s\a- b 



.... 

Demostracion de (i) 

\a-b\ = \a + (~b)\ $ \a\ + |H>)| = \a\ + \b\ 
Demostracion de (ii) 

\a\ = \(a - b) + b\ <\a - b\ + |fc| 
De este modo, al restar | b | de los dos miembros de la desigualdad, se tiene 

U- N< la -b\ m 



EJERCICIOSA.l 



En los ejercicios 1 y 2, acomode los elementos del subconjunto 
dado de R en el mismo orden que suspuntos correspondientes de 
la recta numerica real de izquierda a derecha. 

1. {-2,3,21,5,-7, 2, V2,-2,-V5,-10,0, J,-f,-l} 

2. {^,/r, -8,-V2,3,-V3,4, f , ~§, 1.26, i/r} 

£n /os ejercicios 3 a 6, utilice la notacion de conjuntos y uno o 
mas de los simbolos <, >, < y > para denotar el conjunto. 



3. (a) El conjunto de todas las x tales que x es mayor que -9 y 
menor que 8; (b) el conjunto de todas las y entre -12 y -3; 
(c) el conjunto de todas las z tales que Az - 5 es negativo. 

4. (a) El conjunto de todas las x entre -5 y 3 ; (b) el conjunto de 
todas las y tales que y es mayor que o igual a -26 y menor 
que -16; (c) el conjunto de todas las Stales que St - 4 es 
positivo. 

5. (a) El conjunto de todas las x tales que 2x + 4 es no negati- 
vo; (b) el conjunto de todas las r tales que r es mayor que o 



A.1 NUMEROS REALES Y DESIGUALDADES 1149 



igual a 2 y menor que 8; (c) el conjunto de todas las a tales 
que a - 2 es mayor que -5 y menor que o igual a 7. 

6. (a) El conjunto de todas las s tales que 2s + 3 es no positi- 
vo; (b) el conjunto de todas las jc tales que 3jc es mayor que 
10 y menor que o igual a 20; (c) el conjunto de todas las stales 
que 2z + 5 est£ entre -1 y 5, incluyendo estos numeros. 

En los ejercicios 7 a 14, haga lo siguienter(i) muestre el Conjunto 
sob re la recta real; (ii) represente el conjunto por medio de no- 
tation de intervalos; (Hi) describa el conjunto en palabras, de 
manera semejante a la description de los ejercicios 3 a 6. 



7. (a) {x 

8. (a) U 

9. (a) {x 
(b){x 

10. (a) {jc 
(b)U 

11. (a) {x 
(b)U 

12. (a) {jc 
(b)U 

13. (a) [x 
"(b) \x 

14. (a) [x 
<b){* 



jc > 2} 

x < 8} 

x > 2 y jc < 12} 

x < -4 o jc > 4} 

jc > -5 y jc < 5} 

jc < 3 o jc > 6} 

x > 2} (1 {jc| jc < 12} 

x < -4} U {jc|jc > 4} 

x > -5} Pi {jc|jc < 5} 

jc < 3} U {jc|jc > 6} 

jc > -4} fl (jc I jc < 0} 

jc < 0} U {jc]* < 7} 

x > -8) H {jc|jc < 0} 

x > 2} U {jc|jc > 10} 



(b) [jc|-4 < jc < 4} 
(b) {*|3 < jc < 9] 



En los ejercicios 15 a 18, muestre el interyalo sobre la recta 
numerica real y utilice la notation de conjuntos y stmbolos de 
desigualdad para denotar elintervalo indicado. 

15. (a) (2, 7) (b) [-3, 6] 
<c)(-5,4] <d)[-10,-2) 

16. (a) (-5, 5) (b)[l,9] * 
(c) [-8, 3) (d) (-7, 0] 

17. (a) [3, +oo) (b)(-oo,0] 
(c) (-4, +oo) (d)(-oo, +00) 

18. (a) (-oo, -2] (b)(-l, + oo) 
(c) (-oo t i0) (d)[0,+«>] 

En los ejercicios 19 y 20, determine el valor absoluto en cada 
inciso. 



19. (a) |7| 

(c) | 3 - V3 ! 

20. (a) | i | 

(c) U-2| 



<b)HI 
(d) | V3 - 

(b) | -8 | 
(d) 3 - n 



3| 



En los ejercicios 21 a 24, muestre lospuntos que corresponden a 
uyv sobre la recta real y de spues calcule la distancia entre ellos. 



21. (a) u = 8, v = 2 
(c) u = 8, v = -2 

22. (a) « = 6, v - 4 
(c) u = 6, v = -4 

2t, y t > 
2t, y t < 0' 



(b) u = -8, v = 2 

(d) « = -8, v - -2 

(b) u = -6, v = 4 

(d) u = H5, v = -4 



23. (a) u = t, v 
(b) u = t, v 



24. (a) u - u v = -/, y / > 

(b)H=i,v= J/,yK0 

En /oi ejercicios 25 a 30, demuestre que las dos desigualdades 
son equivalentes. 



25. 
26. 
27. 
28. 
29. 
30. 



| (2c - 3) - 9| < 1; |jc - 6| < i 
|(2x + 3) - l| < 1; | jc + 6|< i 
|(fc-5) - l|<i; U - 2| < 1 
\(5x-2)-3\<b\x- 1|<^ 
|(I^-5)+7|<I; |* + 4|< J 
|(I*- 1) + 2|< J; U + 4|<f 



31. 


(a) a 


= 


5yij = 


= 7 




(Ofl 


= 


-5 y b 


= 7 


32. 


(a)fl 


= 


\y* 


_ i 

~ 3 




(C)fl 


= 


{y> 


_ 1 

" 3 



En los ejercicios 31 y 32, verifique la desigualdad del tridngulo 
para los valores deayb. 

(b) a = 5 y b = -7 

(d) a = -5 y b = -7 

(b)a = -£ y * = i 

(d)fl = 4 y 6 = -I 

En los ejercicios 33 y 34, utilice la desigualdad del tridngulo 
para demostrar la proposicidn indicada. 

33. Si | x - 1 | < i y | y + 1 | < i , entonces 

34. Si | jc - 1 | < i y | y - 1 | < ± , entonces 



•y <' 



12- 



35. Para determinar el pun to de la recta numerica real que co- 
rresponde al numero 42 y utilice la construction indicada 
en la figura adjunta: desde el punto 1 , se dibuja un segmento 
de recta perpendicular al eje. Al unir el extremo superior de 
este segmento con el origen se forma un triangulo rectan- 
gulo. La longitud de la hipotenusa de este triangulo es 42 
unidades. Este hecho se deduce del teorema de Pitagoras,- 
el cual establece que c 2 tiene el mismo valor que a 1 + b 2, 
donde c unidades es la longitud de la hipotenusa, y a uni- 
dades y b unidades son las longitudes de los otros dos lados. 
Despu^s se dibuja un arco de la circunferencia que tiene 
su centra en el origen y radio 42; el punto donde este arco 
intersecta al eje es V2. Utilice este mdtodo para deter- 
minar el punto correspondiente a VI . 




36. Determine el punto de la recta real que corresponde al nu- 
mero irrational VlO. Sugerencia: consulted ejercicio 35. 
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A.2 COORDENADAS Y GRAFICAS DE ECUACIONES 



FIGURA 1 



(ordenada) 




P(x, y) 



(abscisa) 



FIGURA 2 



(-4,5), 



-i I » I 1 III - 



(-6, 0) 



• d,2) 

l » I I ■ 
(2,0) 

(0.-4) 



► (8, 5) 



I I 1 I l> x 



(9,-7), 



FIGURA 3 



segundo cuadrante 



tercer cuadrante 



primer cuadrante 



cuarto cuadrante 



La creation de lageometria analitica se atribuye a Rene Descartes (1596-1 650), 
matema*tico y filosofo francos. En su libro Geometria, publicado en 1637, 
Descartes establecio la union Sel algebra y de la geometria mediante un. sistema 
de coordenadas cartesianas rectangulares (llamado asi en su honor). Este 
si sterna de coordenadas utiliza pares ordenados de numeros reales. 

Dos numeros reales cualesquiera form an un par, y cuando el orden en que 
aparecen los numeros es significante, se le denomina par ordenado. Si x es el 
primer mimero real y y es el segundo, este par ordenado se denota por (jc, y). 
Observe que el par ordenado (5, 2) es diferente del par ordenado (2,5). 

El conjunto de todos los pares ordenados de numeros reales recibe el 
nombre de piano numerico, el cual se denota por /? 2 , y cada par ordenado 
(jc, y) es un punto del piano numerico. De la misma forma en que /?, el con- 
junto de los numeros reales, se identifica con los puntos de un eje (espacio 
unidimensional), puede identificarse R 2 con los puntos de un piano geome- 
trico (espacio bidimensional). Para ello se eligen dos rectas en el piano 
geometrico, una horizontal, llamada eje x, y la otra vertical, denominada 
eje y. El punto de intersection de los ejes x y y recibe el nombre de origen, 
y se denota por O. Por lo comiin, las unidades de m edition a lo largo de los 
dos ejes es la misma. Se establece que el sentido positivo del eje jc es hacia 
la derecha del origen, y el sentido positivo del eje y es hacia arriba del 
origen. Refierase a la figura 1 . 

Ahora se asociara un par ordenado de numeros reales (jc, y) con un punto 
del piano geometrico. En el punto x del eje horizontal y en el punto y del eje 
vertical, se dibujan segmentos de recta perpendiculares a los ejes respectivos. 
La intersection de estos dos segmentos de recta perpendiculares es el punto P 
asociado con el par ordenado (jc, y). Consulte la figura 2. El primer mimero x del 
par se denomina abscisa (o coordenada jc) de /\ y el segundo mimero y se lla- 
ma ordenada (o coordenada v ) de P. Si la abscisa es positi va, P estara a la dere- 
cha el eje y; y si es negativa, P se hallara a la izquierda del eje y. Si la ordenada 
es positi va, P estara arriba del eje jc, y si es negativa, P se hallard debajo del eje 
jt. La abscisa y la ordenada de un punto reciben el nombre de coordenadas 
cartesianas rectangulares del punto. Existe una correspondencia uno a uno 
entre los puntos de un piano geometrico y R 2 ; esto es, a cada punto le corres- 
ponde un unico par ordenado (jc, y), y cada par ordenado (jc, y) esta asociado con 
un tinico punto. Esta correspondencia uno a uno se denomina sistema coor- 
denado cartesiano rectangular. La figura 3 ilustra un sistema coordenado 
cartesiano rectangular con algunos puntos indicados. 

A los ejes x y y se les llama ejes coordenados. Estos dividen al piano en 
cuatro partes denominadas cuadrantes. El primer cuadrante es aquel en el que 
las abscisas y las ordenadas son positi vas, es decir el cuadrante superior 
derecho. Los otros cuadrantes se numeran en sentido contrario al giro de las 
manecillas del reloj, por lo que el cuarto cuadrante es el cuadrante inferior 
derecho. Vea la figura 4. 

Debido a la correspondencia uno a uno, se identifica R 2 con el piano 
geometrico. Por esta razdn a un par ordenado (jc, y) se le llama tambien punto. 

A continuation se discutira el problema de calcular la distancia entre 
dos puntos de R 2 . Si A es el punto (jcj, y t ) y B es el punto (jc 2 , y^) (es decir, A 
y B tiene la misma ordenada pero diferente abscisa), entonces la distancia 
dirigida de A a B se denota por AB y se define como 



FIGURA 4 



AB - x 2 ~ x x 
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A(3,4) 



B(9, 4) 



AB = 6 
(a) 



» i m i i i 



(-8, 0) 



(6,0) 



AB =14 
(b) 



B(l,2) 



A(4, 2) 



AB = -3 
(c) 



FIGURA 5 



ZX-2,4) f 



-- |C(l t -2) 



00,-8) 



C(-2, -3) 



+-►* 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Refierase a las_figuras 5(a), 
(b) y (c). Si A es el punto (3, 4) y B es el punto (9, 4), entonces AB = 9 - 3; 
esto es, AB = 6. Si A es el punto (-8, 0) y B es el punto (6, 0), entonces AB = 
§ - (-8); es deck, AB - 14. Si A es el punto (4, 2) y # es el punto (1,2), en- 
tonces AB = 1 - 4;estoes, AB = -3. Se observa que Ai? es positiva si # estd 
a la derecha de A, y AB es negativa si B se encuentra a la izquierda de A. ^ 

Si C es el punto (x v y { yy D es el punto (x v y 2 ), entonces la distancia 
dirigida de C a D f denotada por CD, se define por 



CD = y 2 - y { 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Refierase alas figuras 6(a) y 
(b). Si Ces el punto (1,-2) yZ)es el punto (1,-8), entonces CD = -8 - (-2); 
esto es, CD = -6. Si C es el punto (-2, -3) y D es el punto (-2, 4), enton- 
ces CD = 4 - (-3); es decir, CD = 7. El numero CD es positivo si D esta por 
arriba de C, y CD es negativo si D se encuentra debajo de C. A 

Observe que el termino distancia dirigida indica tanto la distancia 
como el sentido (positivo o negativo). Si solo interesa la longitud del seg- 
mento de recta entre los punto P x y P 2 sin considerar el sentido, entonces se 
emplea el termino distancia no dirigida. La distancia no dirigida dcP ] aP 2 
se denota por | P^P 2 \ , la cual es un numero no negativo. Si se utiliza la pala- 
bra distancia sin el adjetivo dirigida o no dirigida, debe entenderse que se 
hace referenda a la distancia no dirigida. 

Ahora se obtendra una formula para calcular la distancia | P^P 2 | si 
P x (x v y } ) y P 2 (x 2 , y 2 ) son dos puntos cualesquiera del piano. Se empleara el 
teorema de Pitagoras de la geometria plana, el cual se enuncia a continuacion. 
Consulte la figura 7. 



A.2. 1 Teorema EI teorema de Pitagoras 



En un triangulo rectangulo, st a y b son las longitudes de los lados 
pcrpendiculares y c es la longitud de la hipotemisa, entonces 



CD = -6 


CD = 7 


(a) 


(b) 


FIGURA 6 






FIGURA 7 



La figura 8 muestra a P } y P 2 en el primer cuadrante y el punto R(x 2 , y^). 
Observe que | P X P 2 \ es la longitud de la hipotenusa del triangulo rectangulo 
P X RP 2 . Del teorema de pitagoras, se tiene 



I P P I 2 

I r l r 2 I 



\P*R\ 



mv- 



\p x p 2 \ = V|^| 2 + \RP 2 \ 2 



\p ] p 2 \ = V(^2 - *i) 2 + (y 2 - y\) 2 

En esta f6rmula no se considera el simbolo ± frente al radical debido a que 
| P X P 2 | es un numero no negativo. La formula se cumple para todas las posi- 
ciones posibles de P x y P 2 en los cuatro" cuadrantes. La longitud de la hipote- 
nusa siempre es | P { P 2 [ , y las longitudes de los catetos siempre son | P^R \ y 
| RP 2 1 . En consecuencia, se tiene el teorema siguiente. 
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P 2 i x V ?2> 



y 2 -yi 



^Ui.yi)' 




FIGURA 8 



/V*i*?i) 



^2^1 > 



FIGURA 9 



jy*!.?,) 



I^IH^.I 



P 2 (* 2 ,y 2 ) 



FIGURA 10 



A. 2*2 Teorema La formula de la distantia 



La distancia entre dos puntos P } (x v y^y P^x^y^ est£ determinada por 

Si Pj y P 2 estan en la misma recta horizontal, como en la figura 9, en- 
tonces y 2 = Vj y 



\Pf 2 \ = V(*2 ~ *l) 2 + 02 

<=> |/^| - \x 2 - *j| (porque V^" = |^ j; 

Ademas, si P { y P 2 estan en la misma recta vertical, como se muestra en la 
figura 10, entonces jc 2 = x { y 



« I TO = l>2">ll 

A continuaci6n se obtendran las f6rmulas para determinar el punto 
medio de un segmento de recta. Sea M(jc, y) el punto medio del segmen- 
to de recta de P x (x v y x ) a P 2 (x 2 , y 2 )- Consulte la figura 1 1 . Como los triangu- 
los P { RM y MTP 2 son congruentes, entonces 



\P } R\ = \MT\ y \RM\ = \TP 2 \ 



Asf, 



2x = x ] + x 2 
v _ *i + *2 



y - y\ = yi~ y 

2v = y l + y 2 

y ,yjJLyi 



De este modo se ha demostrado el teorema siguiente. 



A. 2.3 Teorema Formulas del punto medio 



Si M(x, y) es cl punto medio del segmento de recta de Pfa^f]) a 
P 2 (*2* yi)> entonces 



x -s 



y = 



. y\ + yi 




/»,(*!» y,) R(x, y] ) S(x 2 ,y } ) 



FIGURA 11 



En la deduccibn de las formulas, se supuso que x 2 > x ] y y 2 > y v Las 
formulas tambi£n se cumplen al considerar cualquier otro orden de estos 

P 2 (* 2 >y 2 ) numeros - 

yi-y 

► EJEMPLO 1 

del segmento de recta dt 

un sistema coordenado y demuestre que | AM | - | MB \ . 

Solution 

(a) Si M es el punto (jc, y), de las f6rmulas del punto medio, se tiene 



x _/t t(x y) ^ EJEMPLO I (a) Determine las coordenadas del punto medio M 
y~y\ 1 del segmento de recta de A(5, -3) a B(-\ , 6). (b) Ubique los puntos A, My Ben 
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B(-l,6) J ' 




5 - 1 



y = 



-3 + 6 



,4(5,-3) 



10 



I I - I I , 



-10 



FIGURA 13 



Tabic 1 














X 


-2 


-1 





1 


2 


3 


y=3x-2 


-8 


-5 


-2 


1 


4 


7 




De modo que M es el punto (2, |). 

(b) La figura 1 2 muestra los puntos A,Myfl. De la f6rmula de la distancia se 
obtiene 

\AM\ - 7(2 - 5) 2 + (| + 3) 2 |fflS| = 7(-l - 2) 2 + (6 - f) 2 



= V^¥ 



1VT3 



= V^ 



1^ 



Portanto, \AM\ = \MB\. < 

Se ha mostrado como el sistema coordenado cartesiano puede emplear- 
se para obtener hechos geom6tricos mediante algebra. Ahora se mostrara" 
como dicho sistema permite asociar una grdfica (un concepto geometri- 
co) con una ecuacion (un concepto algebraico). 

Una ecuacion algebraica en dos variables x y y es un enunciado en el 
que se establece que dos expresiones en x y v son iguales. Cuando x y v se 
sustituyen por numeros especfficos, por decir a y b 3 entonces el enunciado 
que resulta puede ser verdadero o falso. Si es verdadero, entonces el par 
ordenado (a, b) se denomina soluctfn de la ecuacion. 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 



Considere la ecuaci6n 



y = 3jc 



(1) 



donde (x, y) es un punto en R 2 .Six se sustituye por 2 en la ecuacion, se ob- 
serva que v es igual a 4; asi, el par ordenado (2, 4) es una solucion de esta 
ecuacion. Si cualquier numero se sustituye por x en el miembro derecho de 
(1), se obtiene un valor correspondiente para v. Por tanto, (1) tiene un mi- 
mero ilimitado de soluciones. Las soluciones que se obtienen de la tabla 1 
son (-2, -8), (-1, -5), (0, -2), (1, 1), (2, 4) y (3, 7). < 



A. 2. 4 Definition de la grafica de una ecuacion 



La grifica de una ecuaridn en R 2 es et conjunto de todos los puntos de 
R 2 cuyas ctx>rdenadas son soluciones de la ecuacidn. 



Debido a que la ecuaci6n (1 ) tiene un numero ilimitado de soluciones, su 
grafica consiste de un ntimero infinito de puntos. Los seis puntos proporciona- 
dos por la tabla 1 y mostrados en la figura 13, parecen estar sobre un recta. De 
hecho, aprendera" en la seccion A. 3 del apendice que cada solucion de la 
ecuacion (1) corresponde a un punto sobre una recta, y reciprocamente, las 
coordenadas de cada punto de la recta satisfacen (1). Por tanto, la recta es la 
grafica de la ecuacion. Esta grdfica se muestra en la figura 14, donde las puntas 
de flecha indican que la recta continua en los dos sentidos. Las coordenadas de 
cualquier punto (*, v) de la recta satisfacen (1 ), y las coordenadas de cualquier 
punto que no pertenece a la recta no satisfacen la ecuacion. 
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-[2, 121 por [-8,8] 
y = 3* - 2 

FIGURA 15 



Recuerde, de la section del principio del libro titulada Preparation para 
el estudio del Cdlculo, que se indico que las graTicas se obtendrfan en dos 
formas: (i) a mano, donde se utilizan los terminos dibuje la grdfica; (ii) en una 
calculadora grafica o graficadora, donde se indica trace la grdfica. 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

y = 3jc - 2 



La grdfica de la ecuacion 



trazada en el rectangulo de inspection de [-12, 12] por [-8, 8], se muestra en la 
figura 15* Compare las figuras 14 y 15, las cuales muestran la misma recta. 4 




[-9,9} por [-6,6} 
, = * 2 -3 

FIGURA 16 




D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 

y = x 2 - 3 



La grafica de la ecuacion 



trazada en el rectangulo de inspection de [-9, 9] por [-6, 6], se muestra en 
la figura 16. ^ 

La grafica de la ecuaci<5n del ejemplo ilustrativo 5 es una parabola. Las 
parabolas se estudian con detalle en la section A.4 del apendice. 

La mayoria de las graficadoras pueden trazar graTicas para mas de una 
ecuaci<5n en el mismo rectangulo de inspection. Esto se realiza en el ejemplo 
siguiente. 



► EJEMPLO 2 

y 2 = Ax 



(a) Dibuje la grafica de la ecuaci<5n 



localizando en un sistema coordenado los puntos para los cuales x es igual a 0, 
1 , 2, 3 y 4 y uniendo estos puntos mediante una curva. (b) Trace las graTicas 
de las dos ecuaciones 

y = 24x y y = -24x 

en el mismo rectangulo de inspection, (c) ^Por que" son identicas las curvas 
obtenidas en los incisos (a) y (b)? 

Solution 

(a) Como y 2 es no negative los valores de x estan restringidos a mimeros no 
negativos. Para cada valor positivo de x existen dos valores de y. La tabla 
2 proporciona los valores de y cuando x es igual a 0, 1 , 2, 3 y 4. Al locali- 
zar y unir los puntos cuyas coordenadas son los valores x y y de la tabla 
se obtiene la grafica dibujada en la figura 17. 



Tabla 2 




















X 





1 


1 


2 


2 


3 


3 


— *" "" 

4 


4 


y 2 = 4x 





2 


-2 


2V2 


-2V2 


2V3 


-2V3 


4 


-4 



(b) En la graficadora se consideran 

Vj = l4x y v 2 = -24x 
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[-6,61 por [-4,4] 

y\ = 2 V* y y 2 = ~ 2 V* 
FIGURA 18 



\ J 









-6, 6] por [-2, 6] 
y = ABS(x) 

FIGURA 19 




FIGURA 20 



►(-3,2) 



• (-3,-2) 



(3,2). 



(3,-2). 



y se trazan las graficas de estas dos ecuaciones en e] mismo rectangulo de 
inspeccion de [-6, 6] por [-4, 4], como se muestra en la figura 18. 
(c) La ecuacion y 2 = 4x es equivalente a las dos ecuaciones y = l4x y 
y = -2V* . Por tanto, latuni6n.de la$ graficas de y^y y 2 trazadas en £1 
inciso (b) es la misma que la grafica <Jibujada en e] inciso (a). <t 

La-durtfe del ejemplo 2 tambien es una parabola. 



W EJEMPLO 3 (a) Trace la grafica de la ecuacion y = \x\ 
(b) Dibuje la grafica de la ecuacion del inciso (a). 

Solution 

(a) El calculo del valor absoluto de un niimero se efectiia internamente en la 
graficadora y en la mayoria de las calculadoras se denota por ABS. Sea 

y = ABS(x) 

y trace la grafica en el rectangulo de inspeccion de [-6, 6] por [-2, 6], 
mostrada en la figura 19. 

(b) De la definicion de valor absoluto de un niimero, 



six > 
si x < 



La tabla 3 proporciona algunos valores de x y y que satisfacen la ecua- 
cion, y la grafica se muestra en la figura 20, la cual concuerda con la fi- 
gura 19. 



Tabla 3 
















X 





2 


3 


4 


I -2 


-3 


-4 


y=\*\ 





2 


3 


4 


I 2 


3 


4 



FIGURA 21 



La simetria es una propiedad de las graficas, especialmente util cuando 
se dibujan las graficas de ciertas ecuaciones. 



A.2. 5 Definicion de simetria de dos puntos 



Se dice que los dos puntos P y Q son simetricos con respecto a una recta 
si y s6\o si la recta es Ea bisectriz perpendicular (mediatriz) del segmento 
PQ. Dos puntos P y Q se dicen simetricos con respecto a un tercer 
pun to si y solo si el tercer punto es el punto medio del segmento PQ. 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 6 Los puntos (3, 2) y (3, -2) 

son simetricos con respecto al eje x, los puntos (3, 2) y (-3, 2) son simetricos 
con respecto al eje y, y los puntos (3, 2) y (-3, -2) son simetricos con res- 
pecto al origen. Refierase a la figura 21 . ^ 

En general, los puntos (jc, y) y (jc, -y) son simetricos con respecto al 
eje x; (jc, y) y (~x, y) son simetricos con respecto al eje v; y (x, y) y (-jc, -y) 
son simetricos con respecto al origen. 
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A. 2. 7 Definition de simetria de una grafka 



La graTica de una ecuacion es simetrica coo respecto a una recta I si y 
sdio si para cada punto P de la gr&fica existe un punto Q tambien de la 
graTica tal que P y Q son sime'tricos cofi respecto a la recta t. La graTi- 
ca de una ecuaci6n es simftrita con respecto a un punto R, si y solo si 
para cada punto P de la grSfica existe un punto S tambien de la gr&fica 
tal que P y S son sime*tricdg con respecto al punto R. 




FIGURA 22 



La figura 22 muestra una grfifica simetrica con respecto al eje x, la fi- 
gura 23 presenta una grafica simetrica con respecto al eje y, y la figura 24 
muestra otra grafica simetrica con respecto al origen. 

De la definition de simetria de una graTica, se deduce que si un punto 
(*, y) estfi en una grafica simetrica con respecto al eje x, entonces el pun- 
to (jc, -y) tambien debe estar en la grafica. Si los puntos (x, y) y (x, -y) estan 
en la grafica, entonces la grafica es simetrica con respecto al eje x. Por tanto, 
las coordenadas del punto (*, -y) asi como las del punto (x, y) deben satisfa- 
cer la ecuaci6n de la grfifica. En consecuencia, la grafica de una ecuacion en 
x y y es simetrica con respecto al eje x si y solo si se obtiene una ecuacion 
equivalente cuando y se sustituye por -y en la ecuacion. De esta forma, se 
ha demostrado el inciso (i) del siguiente criterio de simetria. Las demostra- 
ciones de los incisos (ii) y (iii) son semejantes. 




FIGURA 23 



FIGURA 24 



A.2.7 Teorema Criterios de simetria 



La graTica de una ecuacion en x y y es 

(i) simetrica con respecto ai eje x si y solo si se obtiene una ecuacion 

equivalente cuando se sustituye y por -y en la ecuacion; 
(ii) simemca con respecto al eje v si y s6io si se obtiene una ecuacion 

equivalente cuando se sustituye x por -jc en la ecuacion; 
(iii) simetrica con respecto al origen si y solo si se obtiene una ecuacidn 
equivalente cuando se sustituye jr por -x y y por -y en la ecuacion. 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 7 Refierase a la grafica de la 
figura 1 6, la cual es simetrica con respecto al eje y, y cuya ecuaci6n es 

y = x 2 - 3 

Si jc se reemplaza por -jc, se obtiene la ecuacion 

y = i-x) 2 - 3 

<=> y = x 2 ~ 3 ^ 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 8 La grafica dibujada en la fi- 

_>. x gura 17 es simetrica con respecto al eje jc, y su ecuacion es 

y 2 = Ax 
Al sustituir y por -y en esta ecuacion, se obtiene 

(-y) 2 = 4x 

<=> y 2 = 4x 4 
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[-10, 10] por [-10, 10] 



FIGURA 25 



► EJEMPL0 4 



Verifique la simetria de la graTica cuya ecuacioires 



2 A 



Despues trace su grafica. 

Solucion Se verificard la simetria. Si x se reemplaza por -x y y se 
sustituye por ~y en la ecuaci6n dada, se tiene 

-y = \(~x) 3 

<=> y = Ijc 3 



EJERCICIOS A.2 



Por tanto, por el criterio de simetria (iii), la graTica es simetrica con respecto al 
origen. La graTica no es simetrica con respecto al eje x ni con respecto al eje y 
como se puede verificar al aplicar los criterios de simetria (i) y (ii). 

La grafica de la ecuacion dada, trazada en el rectangulo de inspecci6n de 
[-10, 10] por [-10, 10], se muestra en la figura 25. Observe la simetria con 
respecto al origen. A 



En los ejercicios 1 y 2, localice el punto P en un sistema coor- 
denado cartesiano rectangular y determine el cuadrante en el 
que se encuentra. 

1. (a) P(3,7) (b)P(-4,-6) 
(c) P(2,-5) (d)P(-l,4) 

2. (a) P(5,6) (b)P(8,-l) 
(c) P(-7, -2) (d) P(-9, 3) 

En los ejercicios 3 a 8, localice el punto P y cada uno de los 
puntos siguientes en un sistema coordenado cartesiano rec- 
tangular, (a) El punto Q tal que el segmento de recta de P a Q 
sea perpendicular al eje x y bisecado por dicho eje. Proporcio- 
ne las coordenadas de Q. (b) El punto R tal que el segmento de 
recta de P a R sea perpendicular al eje y y bisecado por este 
eje. D4 las coordenadas de R. (c) El punto S tal que el segmen- 
to de recta de P a S sea bisecado por el origen. Proporcione 
las coordenadas de S. (d) El punto Ttal que el segmento de recta 
de P aT sea perpendicular a la recta a 45° que pasa por el ori- 
gen y biseca los cuadrantes primero y tercero, y que biseque al 
segmento PT. De las coordenadas de T. 

3. 

6. 

En los ejercicios 9 y 10, haga lo siguiente: (a) determine las 
coordenadas del punto medio M del segmento de recta deAa B; 
(b) localice los puntos A, M y B en un sistema coordenado 
cartesiano rectangular y demuestre que | AM | = | MB | . 



(1,-2) 


4. P(-2,2) 


5. P(2,2) 


(-2, -2) 


7. P(-l,-3) 


8. P(0,-3) 



9. A(-4,7)ytf(l,-3) 



10. A(3,4)y5(4,-3) 



En los ejercicios 11 y 12, dibuje el tridngulo que tiene vertices 
en A, B y Cy calcule las longitudes de los lados. 

11. A(4,-5),B(-2,3),C(-1,7) 

12. A(2,3),B(3,-3),C(-l,-t) 

13. Una medians de un triangulo es un segmento de recta tra- 
zada desde un v6rtice hasta el punto medio del lado opues- 
to. Calcule la longitud de las medianas del triangulo cuyos 
vertices son A(2, 3), B(3, -3) y C(-l, -1). 

14. Calcule las longitudes de las medianas del tridngulo que 
tiene vertices A (-3, 5), £(2, 4) y C(-l, -4). 

15. Demuestre que el triangulo cuyos vertices son A(3, -6), 
fl(8, -2) y C(-l, -1) es un triangulo rectangulo. Sugeren- 
cia: utilice el reciproco del teorema de Pitagoras. 

16. Determine los puntos medios de las diagonales del cuadri- 
Mtero cuyos vertices son (0, 0), (0, 4), (3, 5) y (3, 1 ). 

17. Demuestre que los puntos A(-7, 2), £(3, -4) y C(l, 4) son 
los vertices de un triangulo is6sceles. 

18. Demuestre que los puntos A (-4, -1), B(-2, -3), C(4, 3) y 
D(2, 5) son los vertices de un rectangulo. 

19. Demuestre que los puntos (-3,2), (L-2) y (9,-10) son 
colineales utilizando la formula de la distancia. 

20. Determine si los puntos (14, 7), (2, 2) y (-4, -1) son coli- 
neales empleandoja formula de la distancia. 

21. Demuestre que los puntos A(6, -13), 5(-2, 2), C(13, 10) y 
£>(21,-5) son los vertices de un cuadrado. Calcule la lon- 
gitud de una diagonal. 
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22. Si un extremo de un segmento de recta es el punto (-4, 2) y 
el punto medio del segmento es (3,-1), determine las coor- 
denadas del otro extremo del segmento. 

2£. La E ab6cisa de uri punto es r-6, y su distancia dfssde el punto 
(1, 3) es ^74. Obtenga Ja ordenada del punto. 

24. Dados los dos puntos A(-3,'4) y 5(2, 3), determine las 
eoordenadas de un punto P en la recta que pasa por Ay By 
que no se encuentra entre A y B tal que (a) la cjisiancia de P 
a A sea el doble que la de P a B y (b) la distancia de P a B 
sea el doble que la de P a A. 

En los ejercicios 25 a 32, haga lo siguiente: (a) verifique la 
simetria de la grdjica de la ecuacion (i); (b) dibuje la grdfica de 
la ecuacion (i); (c) trace las grdficas de las ecuaciones (ii) y (in) 
en el mismo rectdngulo de inspeccion; (d) compare las curvas 
obtenidas en los incisos (b) y (c). 




3 V* 
\4~x 



(ill) y = -3V^ 
(ill) y = -±V^ 



(ii) y = 2V^ 



(ii) y = 



-a/9 -jc* 
x" - 4 (ii) y 
(iii) y= -V* 2 - 4 
32. (i) y 2 = x 2 - 16 (ii) y = V* 2 
(iii) y = -V*2 - 16 



Vi - 


JC* 


V9- 


- JC* 


V* 2 


- 4 



16 



En los ejercicios 33 y 34, dibuje la grdfica de la ecuacion. 

33. (a)y = |jc- 2| (b)y = |jc + 2| 

(c)y = |jc| - 2 (d)y - |jc| + 2 



34. (a)y = 2|jc-3| 
(c)y = 2 jc| -6 



(b)y = 2|jc + 3| 
(d)y = 2|jc| + 6 



En los ejercicios 35 a 38, verifique la simetria de la grdfica a]e 
la ecuacion y despues trace la grdfica. 



35. (a) y = jc 3 
(c) y - ±* 3 

36. (a) y = 2jc 3 
(c) y = i* 3 

37. (a) y = 2jc 4 
(c)y 

38. (a)y 
(c)y 



4* 
4jc 4 



(b)y = -jc 3 

(d>y- -{jc 3 
(b)y = -2jc 3 
(d)y=-I* 3 
(b)y = -2jc 4 
(d)y = ~\x A 
(b)y = -4jc 4 
(d)y = -{jc 4 



En los ejercicios 39 a 44, trace las grdficas de las ecuaciones de 
coda ejercicio en el mismo rectdngulo de inspeccidn. 



39. y 



,y = (x + 2) 2 , y = (x 

r 2 v _ r 2 j. o „ _ ^2 



2)^y = (jc -4) 2 

= jc 2 - 4 
4jc z 



41. y = jc 2 , y = 2* 2 ,y = - 2x 2 ,y 

42. y = jc 2 ,y = {jc 2 , y= -£jc 2 , y = \x 2 

43. y = |jc|,y = |jc| + 3,y = |jc| - 3, 

y = \x\-4 

44. y = |*|,y = J jc + 3|,y = |* - 3|, 

y = k-4| 

45. Describa en que" son similares las graficas del ejercicio 39 
y en que son diferentes. Haga lo mismo para las graficas 
del ejercicio 41. 

46. Siga las instrucciones del ejercicio 45 para las grdficas de 
los ejercicios 40 y 42. 

47. Siga las instrucciones para el ejercicio 45 para las graficas 
de los ejercicios 43 y 44. 

48. Utilice las definiciones de simetria para explicar por que 
una grafica simetrica con respecto a los dos ejes coorde- 
nados tambien es sim6trica con respecto al origen. 



A.3 RECTAS 



Suponga que el costo de alquiler de un avion de una plaza, de una aerolinea 
privada, es de $3 10 por el avion y el piloto, mas 75 centavos por milla de vuelo. 
Si y dolares es el costo de un viaje de jc millas, entonces 

y = 0.75jc + 310 

La figura 1 muestra la grafica de esta ecuacion trazada en el rectangulo de 
inspeccion de [0, 1 200] por [0, oOO], con una escala de 1 00 en los ejes. La graTica 
parece ser una recta. En el teorema A.3.4 se establece que la grafica de una 
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[0, 1200] por [0, 800] 
y= 0.75* +310 

FIGURA 1 




yi ->i 



•*u 2 .y,) 



FIGURA 2 



ecuacion de este tipo es una recta. Observe que para cada incremento de L00 
unidades en x, y se incrementa en 75 unidades, o, equivalentemente, por 
cada unidad de incremento en x, y se incrementa en 0.75 unidades. De este 
modo, la razon de cambio en yal eambio en x es la constafite 0.75; Esta razoii 
constant© se denomina pendiente de la recta. A cotitinuacion se obtendra 
una definicion formal de la pendiente de una recta. 

Sean / una recta no vertical* y P t (x lt y } ) y P 2 (x 2 , y 2 ) dos puntos dis- 
tintos cualesquiera de /. La figura 2 muestra esta recta. En la figura, R es el 
punto (jc 2 , yj), y los puntos j P v P 2 y R son vertices de un triangulo rec- 
tangulo; adem£s, P { R = x 2 - x l y RP 2 = y 2 - y v El numero y 2 - y x 
mide el cambio en las ordenadas de P x a P 2 , y puede ser positivo, negativo 
o cero. El numero x 2 - x^ mide el cambio en las abscisas de P^ a P 2 , y 
tambien puede ser positivo o negativo. Como la recta / no es vertical, 
x 2 x v y por tanto, x 2 - x l no puede ser cero. Sea 



_ yi - y\ 



*2 



(1) 



El valor de m calculado a partir de esta ecuacitfn es independiente de la elec- 
ci6n de los dos puntos P { y P 2 de /. A fin de mostrar esto, suponga que se 
eligen dos puntos diferentes Pi(x v y x )y P 2 (x 2 , y 2 ) de la recta /, y se calcula 
un numero m a partir de ( 1 ) 

- _ n - y\ 

m = — =- 

x 2 - JC, 

Se probara" que m - m. Refierase a la figura 3, Los triangulos P X RP 2 y P^P 2 
son semejantes; por lo que las longitudes de los lados correspondientes son 
proporcionales. Por tanto, 

y_i - |i _ yi - y\ 

X 2 - X\ x 2 - X] 

o bien, 




FIGURA 3 



Asi, el valor de m calculado a partir de (1) es el mismo numero sin importar cuales 
dos puntos de / se eligieron. Este numero m se denomina pendiente de la recta. 



A. 3.1 Definicion de la pendiente de una recto 



Si FjCjcj, >!> y P 2 (x 2l y 2 ) son dos puntos cualesquiera de la t&M l f la 
cual no es para I e la al eje v, entonces la pendiente de I, denoted* por in, 
e$t£ determinada por 

X 2 -Xy 

Al multiplicar ambos miembros de la ecuacion anterior por x 2 - x v 
se obtiene 

?2 " y\ - m ( x i ~ x 

De esta ecuacitfn se deduce que si se considera una particula que se mueve a 
lo largo de una recta, el cambio en la ordenada de la partfcula es igual al 
producto de la pendiente y el cambio en la abscisa. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Si / es la recta que pasa por 
los puntos P } (2, 1) y P 2 (4, 7) y m es la pendiente de /, entonces 
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FIGURA 4 




FIGURA 5 




FIGURA 6 



= 3 

Refierase a la figura 4. Si una particula se mueve a lo largo de la recta /, el 
cambio en la ordenada es 3 veces el cambio en la abscisa. Esto es, si la 
particula esta en P 2 (4, 7) y la abscisa se incrementa una unidad, entonces 
la ordenada se incremental en 3 unidades, y la particula estara en P 3 (5, 10). 
De igual manera, si la particula estd en ^(2, 1) y la abscisa se disminuye en 
2 unidades, entonces la ordenada se disminuird en 6 unidades, y la particula 
estara en P 4 (0, -5). 4 

Si la pendiente de una recta es positiva, entonces conforme la abscisa 
de un punto de la recta se incrementa, la ordenada se incrementa tambi^n, tal 
como se muestra en la figura 5. En la figura 6 se presenta una recta cuya 
pendiente es negativa. Para esta recta, conforme la abscisa de un punto de la 
recta se incrementa, la ordenada disminuye. 

Si una recta es paralela al eje x, entonces y 2 = y { , de modo que la 
pendiente es cero. Si una recta es paralela al eje y, entonces x 2 = jc p por lo 

que la fraccion ^ ¥i carece de significado debido a que no puede divi- 

x 2 - x x 
dirse entre cero. Por esta razon, las rectas paralelas al eje y se excluyen de la 
definicion de pendiente. Por tan to, la pendiente de una recta vertical no 
estd definida. 



W EJEMPLO 1 Para cada par de puntos, dibuje la recta que pasa 
por ellos y determine su pendiente: (a) A(3, 7) y 5(-2, -4); (b) A (-2, 5) y 
B(2, -3); (c) A(-3, 4) y 5(5, 4); (d) A(5, 3) y 5(5, -1). 

Sol UC i6n Las rectas se muestran en las figuras 7(a)-(d). Al calcular 
la pendiente se obtiene 

-3-5 



(a) m = 



-2-3 

-11 
-5 

n 

-5 



(b) m = 



(-2) 



(c) m 



_ 4-4 



4 

- -2 



5 

= 
8 

= 



(-3) 



(d) Como la recta es vertical, la pendiente no esta definida. Si se intenta 
emplear la definicion para calcular la pendiente, se obtendra cero en el 
denominador. 4 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 



(a) 



(b) 



Suponga que una recta contiene al punto P(5, 2) y su pendiente es |. 
Para determinar otro punto de la recta, se inicia en P y como la pendiente 
es |, se desplaza 4 unidades a la derecha y 3 unidades hacia arriba. 
Entonces se tiene el punto 2(9, 5), que tambien estd en la recta. La recta 
se dibuja de modo que pase por los puntos P y Q, como se muestra en 
la figura 8. 

Si una recta pasa por el punto P(5, 2) y tiene la pendiente negativa - 1 , se 
obtiene otro punto de la recta desplazandose, a partir de P, 4 unidades 
a la derecha y 3 unidades hacia abajo. Esto proporciona el punto 
g(9, -1). La figura 9 muestra la recta que pasa por P y Q. 4 
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A(3, 7) 




I I I I I ► x 



fl(-2, -4) 




FIGURA 8 




FIGURA 9 



(a) 



A(-2, 5) 



■J— I — I — I — h- ► Jf 




A(-3, 4) 



5(5, 4) 



H — (— I — I — h-> X 



m = 
(C) 



En la seccion A.2 del apendice se definio la grafica de una ecuacion. 
Ahora se explicara lo que se entiende por ecuacion de una grafica. 



A. 3.2 Definition de ecuacion de una grafica 



Una ecuacion de una grafica es una ecuacitfn que es aatisfecha por las 
coordenadas de aquellos, y s61o aquellos, puiitos de la grafica. 

A partir de esta definicion, se deduce que una ecuacion de una grafica 
tiene las siguientes propiedades: 

1. Si un punto P(x, y) esta en la grafica, entonces sus coordenadas satisfacen 
la ecuacion. 

2. Si un punto P(x, y) no esta en la grafica, entonces sus coordenadas no 
satisfacen la ecuacion. 

A fin de obtener la ecuacion de una recta, se emplea el hecho de que un 
punto P { (x x , y x ) y la pendiente m determinan solo una recta. Sea P(x, y) 
cualquier punto de la recta diferente de f ,. Entonces, como la pendiente de 
la recta que pasa por P { y P es m, de la definicion de pendiente, se tiene 

y ~ y\ 



X - X] 

« y - y l = m(x - x { ) 



5 *- 



l l l — l — h- 



-5 



A(5, 3) 



B(5,-l) 



pendiente indefmida 
(d) 
FIGURA 7 



Esta ecuaci6n se denomina forma punto-pendiente de la ecuacion de la 
recta. Esta forma proporciona la ecuacion de la recta si se conocen un punto 
P x (x v y x )de la recta y la pendiente de la misma. 

: EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 Con el fin de obtener una 

ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(6, -3) y fl(-2, 3), primero se 
calcula m. 

m 3 - (-3) 
m = ~^6 

-8 

- _3 

— 4 
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Al emplear la forma punto-pendiente de la ecuacion de la recta con A como 
Pp resulta 

. ... ... r ..y- (-3) = -\(x -6) 

' )■■■■ --'"■i 4y + 12 s^3rf + IS ' 

3* + 4y - 6 =0 ' * 

Si se considera 5 como P^ en la forma punto-pendiente, se obtiene 

,, j - 3 = -\[x - {-!)] 
Ay - 12 = -3jc - 6 
3jc + Ay - 6 = 

la cual, por supuesto, es la misma ecuacion obtenida anteriormente 4 

Si en la forma punto-pendiente se elige el punto particular (0, b) (es de- 
cir, el punto donde la recta intersecta al eje y) como el punto (jc^), se tiene 

y - b = m(x - 0) 

^> y = mg ± b 

El ntimero b y la ordenada del punto donde la recta corta al eje y, se 
llama intercepcion y (u ordenada al origen) de la recta. En consecuencia, 
la ecuacion anterior recibe el nombre de forma pendiente-intercepci6rt 
de la ecuaci6n de la recta. Esta forma es especialmente litil debido a que 
expresa de manera explicita la coordenada y de un punto de la recta en ter- 
minos de su coordenada x. 



Determine la pendiente de la recta que tiene la 



► EJEMPL0 2 

ecuacion 

6x + 5y - 7 = 

Sol UC i6n Al resolver la ecuaci6n para y, se obtiene. 
5y =-6jc +7 

y = -f, + I 

Esta ecuacion esta en la forma pendiente-intercepcion, donde m = -| y 
b = | . Por tanto, la pendiente es - 1 . 4 

Como la pendiente de una recta vertical no esta definida, no se puede 
aplicar la forma punto-pendiente para obtener su ecuacion. Eh lugar de esta 
forma se utiliza el teorema siguiente, el cual tambien proporciona una ecuacion 
de una recta horizontal. 



A. 3,3 Teorema 



(1) Una ecuacion de la recta vertical que dene intercepcion x igual a a es 
x = a 

(li) Una ecuacion de la recta horizontal que tkne intercepcion y igual 

sab ts 

y = b " 
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y x = a 



(0,0) 



FIGURA 10 



y = b 



i0.b) 



FIGURA 11 



Demostracion 

(i) La figura 10 muestra la recta vertical que intersecta al eje x en el punto 
(a, 0). Esta recta consta de aquellos puntos del piano y solo aquellos que 
tienen la misma abscisa a. De este modo, P(x, y) es cualquier punto de la 
recta si y solo si 

x = a 

(ii) La recta horizontal que intersecta al eje y en el punto (0, b) se muestra 
en la figura 1 1 . Para esta recta, m = 0. Por tanto, de la forma pendiente 
intercepci<5n, una ecuacion de esta recta es 

y = b m 

Se ha mostrado que una ecuacion de una recta no vertical es de la forma 
y = mx + b, y una ecuacion de una recta vertical es jc = a. Como cada una 
de estas ecuaciones es un caso especial de una ecuaci<5n de la forma 



Ax + By + C = 



(2) 



donde A, B y C son constantes y A y B no son cero simultaneamente, se 
deduce que cada recta tiene una ecuacion de la forma (2). El reciproco de 
este hecho se presenta en el teorema siguiente. 



A. 3. 4 Teorema 



La graTiea de la ecuacion 
Ax + By + C = 
donde A t By C son constantes, y Ay B no son ambas cero, es una recta. 




FIGURA 12 



La demostraci6n de este teorema se deja como ejercicio. Vea el ejercicio 5 1 . 

Como la grdfica de (2) es una recta, esta ecuacion se denomina 
ecuacion lineal; y es la ecuacion general de primer grado en jc y y. 

A fin de trazar una recta en la graficadora, primero se escribe la 
ecuacion en la forma punto-pendiente, como se hizo con la figura 1. Para 
dibujar a mano una recta, solo se necesita determinar las coordenadas de dos 
puntos de la recta, localizar los puntos y despu£s dibujar la recta. Cuales- 
quiera dos puntos seran suficientes, pero por conveniencia, usualmente se 
eligen los puntos donde la recta corta a los ejes. 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

que tiene ecuacion 
4jc - 3y = 6 



Con el fin de dibujar la recta 



primero se obtiene la intercepcion x igual a a y la intercepcion y igual a b. Para 
ello, se sustituye en la ecuacion por y y se obtiene a = |. Al reemplazar 
por x resulta b - -2. Asi, se tiene la recta que se muestra en la figura 12. A 

Una aplicaci6n de la pendiente se presenta en el teorema siguiente. 



A. 3. 5 Teorema 



Si / 1 y U son dos rectas no verticales diferentes que tiene pendien tcs m x y 
wi 2 i fe&pectivamente, entonces l { y l^ son paralelas si y sdlo si m l = m 2 * 
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Demostracion Sean las ecuaciones de l x y / 2 , respectivamente, 

y = m x x + b x y y = m 2 x + b 2 

m X + ^2 

'i kefi6ra*ie a la figura 13, la cual muestra las dos rectas que intersectan al eje y 

en los puntos 2^(0, £>]) y Z? 2 (0, £» 2 ). La recta vertical x = 1 intersecta a l x en 
r ™, e j p U ntqLAj(l, m x + /? t ), y a / 2 en el punto A 2 (\, m 2 + b 2 ). Entonces 

\b x b 2 I = ^ 2 " b i y l^i^l = ( m 2 + ^2) ~ ( m i + ^1) 

Las dos rectas son paralelas si y solo si las distancias verticales \B X B 2 | y 
\A X A 2 I son iguales; esto es, l x y l 2 son paralelas si y solo si 




FIGURA 13 



b 2 - b x = (m 2 + b 2 ) - (m x + £>j) 



^1 = m 2 "** ^2 



( 1 



m \ = m 2 
Asi, /j y l 2 son paralelas si y solo si m x = m 2 . 



OC-1,7) 




C<2,-5) 
fi(3,-6) 



[> EJEMPLO ILUSTRATIVO 5 Sean /, la recta que pasa por 
los puntos A(l, 2) y 5(3, -6), y m 1 la pendiente de l x \ y sean / 2 la recta que 
pasa por los puntos C(2, -5) y £>(-l, 7), y m 2 la pendiente de / 2 . Consulte la 
figura 14. Entonces 

m - -6-2 





= 


7 - 


(-5) 


2 


-1 


- 2 




= 


t2 
-3 





= -4 



= -4 



FIGURA 14 



Como m x = m 2 , entonces, por el teorema A.3.5, l x y / 2 son paralelas. 4 

Dos puntos distintos cualesquiera determinan una recta. Tres puntos 
diferentes pueden.o no estar en una recta. Si tres o mas puntos estan en la 
misma recta se les llama colineales. En consecuencia, tres puntos A, B y C 
son colineales si y solo si la recta que pasa por los puntos A y B es la misma 
que la que pasa por los puntos B y C. Como la recta que pasa por A y B y la 
recta que pasa por B y C contienen al punto 5, ellas seran la misma recta 
si y solo si sus pendientes son iguales. 



w EJEMPLO 3 Determine por medio de pendientes si los puntos 
A(-X -4), 5(2, -1) y C(7, 2) son colineales. 

Solution Si m x es la pendiente de la recta que pasa por ,4 y B, y m 2 es 
la pendiente de la recta que pasa By C, entonces 



«.= 2 

3 
5 



1 - (-4) 
(-3) 



(-D 



7-2 



En consecuencia, m x = m 2 . Por tanto, la recta que pasa por A y B y la recta 
que pasa por By C tienen la misma pendiente y contienen al punto comun B. 
Asi, ellas son la misma recta, y por tanto, A, B y C son colineales. ^ 
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A continuation se demostrard un teorema acerca de las pendientes de 
dos rectas perpendiculares. 




FIGURA 15 



A.3. 6 Teorema 



Dos r&ktas no vfcrticates { , y c J 2 'ique tienen pendientes m x y m^, respeg- 
tivamente;. son perpendicular si ys61o si m^ - -I. \ * *■ 

Demostracion Considere los ejes coordenados de modo que el origen 
coincida con el punto de intersection de l x y l 2 . Vea la figura 15. Puesto que 
las rectas /j y l 2 no son verticales, las dos rectas intersectan a la recta 
x - 1 en los puntos P { y P 2 , respectivamente. Las abscisas de P { y P 2 son 
iguales a 1. Sea y la ordenada de P v Como /j contiene a los puntos (0, 0) y 
(1, y) y su pendiente eswij, entonces 

y - 

Asi, y - m v De manera semejante, se muestra que la ordenada de P 2 es 
m 2 . Del teorema de Pitagoras y de su reciproco, el triangulo P x OP 2 es un 
tridngulo rectangulo si y solo si 



\OP, 



\op 2 \ 2 = l^l 2 



Al aplicar la formula de la distancia, se obtiene 



\OP t 



|2 _ 



= (1 - 0) 2 + (m x - 0) 2 \OP 2 \ 2 = (1 - 0) 2 + (m 2 - 0) : 



(3) 



- m2 



= 1 + m 2 



= 1 + m 2 2 



= n,2 



D 2 + (m. 



m,) 2 



2m l m 2 + m 2 



Si se sustituye en (3), se puede concluir que P x OP 2 es un triangulo rec- 
tangulo si y s61o si 

2 - 2m x m 2 + m 2 



1 + m { 2 + 1 + m 2 2 = m^ 



2 = —2m x m 2 



H m 2 



-1 



Como la condition m ] m 2 = -1 equivale a 
1 1 



ni^ 



m x 



el teorema A.3.6 establece que dos rectas no verticales son perpendiculares 
si y solo si la pendiente de una de ellas es el reciproco negativo de la pen- 
diente de la otra. 



W EJEMPLO 4 Dada la recta / que tiene la ecuacion 

5x + Ay - 20 = 

obtenga una ecuacion de la recta que pasa por el punto (2, -3) y es (a) para- 
lela a /, y (b) perpendicular a /. 

Sol UC i6n En primer lugar se determina la pendiente de / al escribir su 
ecuacion en la forma pendiente-intercepci6n. Si se resuelve la ecuacion 
para y se tiene 
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Ay = -Sx + 20 

y = -jx + 5 

La penjdiente de / es el coeficiente de x, el cual es - f . 

(a) La f) pendiente.;de una recta paralela a / es tambien -^. Como la recta 
requerida contiene al punto (2, -3), se emplea la forma punto- pendiente, 
de donde resulta 

y - (-3) - -|(x - 2) 
4j + 12 = -5x + 10 

5* + Ay + 2 = 

(b) La pendiente de una recta perpendicular a / es el reciproco negativo de 
- 1 , el cual es ~ . De la forma punto-pendiente, una ecuacion de la recta 
que pasa por (2, -3) y que tiene pendiente | es 

y - (-3) = l(x - 2) 
5j + 15 = Ax - 8 
4.x - Sy - 23 = < 




H 1 1 1 hfJC 



FIGURA 16 



w EJEMPLO 5 Demuestre por medio de pendientes que los cua- 
tro puntos A(6, 2), 5(8, 6), C(4, 8) y D(2, 4) son vertices de un rectangulo. 

Solution Consulte la figura 16, donde /j es la recta que pasa por A y 5, l 2 
es la recta que pasa por B y C, / 3 es la recta que pasa por D y C, y / 4 es la recta 
que pasa por A y D; m^ m 2 > m 3 y m 4 son sus pendientes respectivas. Entonces 

~ _ 6 - 2 „, _ 8 - 6 „. _ 8-4 „, _ 4 - 2 



8 

= 2 



4 - 

_I 

2 



" 4 
- 2 



4 

2-6 

_1 
2 



Como m l = m 3 , /j es paralela a / 3 ; y debido a que m 2 - m 4 , l 2 es paralela 
a l 4 . Puesto que m ] m 2 = -1, /j y / 2 son perpendiculares. Por tanto, el cua- 
drilatero tiene sus lados opuestos paralelos y un par de lados adyacentes 
perpendiculares. En consecuencia, el cuadrilatero es un rectangulo. 4 



EJERCICIOS A.3 



En los ejercicios I a 6, dibuje la recta que pasa por los puntos A 
y By determine la pendiente de la recta. 



1. (a) A(l,4),fl(6,5) 

2. (a) A(5, 2), B(~ 2, -3) 

3. (a) AK3),8(0,0) 

4. (a) A(7,0) f B(0 t -6) 

5. (a) A(l,5),fl(-2,5) 

6. (a) A(3,-5),fl(3,4) 



(b) A(2, -3), B(-4, 3) 

(b) A(-4, 2), *(8, 5) 

(b) A(l,l),B(-f,2) 

(b) A(-},l),fl(J,-l) 

(b) A(-2.1, 0.3), 5(2.3, 1.4) 

(b) A(5.2, -3.5), £(-6.3,-1.4) 



En los ejercicios 7y8, dibuje la recta que pasa por el punto P y 
tiene pendiente m. 



7. (a) P(3,4),m 
.8. (a) P(4,3),m 



(b) P(-l,6),« = 
(b) P(2,-5),m 



En los ejercicios 9 a 20, obtenga una ecuacion de la recta que 
satisfaga las condiciones dadas. 

9. (a) La pendiente es 4 y pasa por el punto (2, -3); 
(b) pasa por los dos puntos (-1, -5) y (3, 6). 

10. (a) La pendiente es -2 y pasa por el punto (-4, 3); 
(b) pasa por los dps puntos (3, I) y (-5, 4). 

11. (a) La pendiente es - 2 y la intercepcion y es igual a I; 
(b) la pendiente es 2 y la intercepci6n jt es igual a - 1 . 
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12. (a) La pendiente es | y la intercepci6n y es igual a -4; 
(b) la pendiente es -2 y la intercepci6n jc es igual a 4. 

13. (a) Pasa por el punto (1, -7) y es paralela a! eje jc; 
(b) pasa por el punto (2, 6) y es paralela al eje y. 

14. (a). Pasa por el punto (-5, 2) y es paralela al eje jc; 
(b) pasa por el punto (-3, -4) y es paralela al eje y. 

15. (a) La intercepci6n jc es igual a -3 y la intercepci6n y 
es igual a 4; (b) pasa por el origen y biseca al angulo entre 
los ejes en los cuadrantes primero y tercero. 

16. (a) La intercepci6n jc es igual a 5 y la intercepci6n y es 
igual a -6; (b) pasa por el origen y biseca al angulo entre 
los ejes en los cuadrantes segundo y cuarto. 

17. Pasa por el punto (-2, 3) y es paralela a la recta cuya 
ecuacion es 2jc - y - 2 - 0. 

18. Pasa por el punto (1,4) y es paralela a la recta cuya 
ecuacion es 2jc - 5y + 7 — 0. 

19. Pasa por el punto (2, 4) y es perpendicular a la recta cuya 
ecuaci6n es jc - 5y + 10 = 0. 

20. Pasa por el origen y es perpendicular a la recta cuya 
ecuaci6n es 2jc - 5y + 6 = 0. 



En los ejercicios 21 a 24, obtenga tanto la pendiente como la 
interception y de la recta que tiene la ecuacion dada. Dibuje 
la recta. 



21. (a) jc + 3y - 6 = 

22. (a) 8jc - 4y = 5 

23. (a) 7jc - 8y = 

24. (a) jc = 4y - 2 



(b) 4y - 9 = 

(b) 3? - 5 = 

(b) x = 6 - 2y 

(b) 4x = 3y 



En los ejercicios 25 y 26, obtenga una ecuacidn de la recta que 
pase por los dos puntos indicados, y exprese la ecuacidn en la 
forma pendiente -interception; dibuje la recta. 

25. (1,3) y (2,-2) 26. (3,-5) y (1,-2) 

27. Compruebe que las rectas que tienen ecuaciones 3jc + 
5y + 7 = y 6jc + 10y - 5 = son paralelas; dibuje 
sus graTicas. 

28. Demuestre que las rectas que tienen ecuaciones 4jc - 
3y + 12 = y 8jc - 6y + 15 = son paralelas; y 
dibuje sus graficas. 

29. Pruebe que las rectas que tienen ecuaciones 2jc - 3y + 
6 = 0y3jc + 2y-12 = son perpendiculares; dibu- 
je sus graficas. 

30. Demuestre que las rectas que tiene ecuaciones 2y = 1 - 5jc 
y 5y = 2x + 20 son perpendiculares; dibuje sus graficas. 

31. Obtenga el valor de k tal que las rectas cuyas ecuaciones 
son 3jc + 6ky = 7 y 9kx + 8> = 15 sean paralelas. 

32. Determine el valor de k tal que las rectas cuyas ecuacio- 
nes son 3Jbc + 8 v = 5 y 6v - 4kx = -1 sean perpen- 
diculares. 



En los ejercicios 33 a 36, determine por medio de pendiente s si 
los puntos son colineales. 

33. (a) (2, 3), (-4, -7), (5, 8) 
(b) (2, -I), (1,1), (3, 4) 

34. (a) (4, 6>, (1,2), (-5, -4) 
' (b) (-3; : 6M3,2),(9,-2) 

35. (a) (2, 5), (-1,4), (3, -2) 
(b) (0,2), (-3,-1), (4, 6) 

36. (a) (-1,2), (7, 4), (2,-1) 
(b) (4, -9), (4, 1),(4,-S> 

37. Demuestre por medio de pendientes que los cuatro puntos 
(0, 0), (-2, 1), (3, 4) y (5, 3) son los vertices de un paralelo- 
gramo (cuadril&tero cuyos lados opuestos son paralelos). 

38. Compruebe mediante pendientes que los cuatro puntos 
(-4, -1 ), (3, | ), (8, -4) y (2, -9) son los vertices de un tra- 
pecio (cuadrilatero con un par de lados opuestos paralelos). 

39. Pruebe por medio de pendientes que los tres puntos (3, 1), 
(6, 0) y (4, 4) son los vertices de un triangulo rectangulo, 
y calcule el area del tri&ngulo. 

40. Demuestre mediante pendientes que los puntos (-6, 1), 
(-4, 6), (4, -3) y (6, 2) son los vertices de un rectangulo. 

41. El fabricante de un articulo de primera necesidad tiene un 
costo total que consiste de un costo general semanario de 
$3 000 y un costo de producci6n de $25 por unidad. (a) Si 
jc unidades se producen por semana y y d61ares es el costo 
total semanario, escriba una ecuaci6n que involucre a jc y 
y. (b) Dibuje la graTica de la ecuaci6n del inciso (a), 

42. El costo total de un fabricante consiste de un costo de $20 
por unidad manufacturada y un costo general de produc- 
ci6n diario fijo. (a) Si el costo total de producci6n de 200 
unidades en un dia es de $4 500, determine el costo general 
diario fijo. (b) Si se producen jc unidades por dia y v d61ares 
es el costo total diario, escriba una ecuaci6n que contenga a 
x y y. (c) Dibuje la grafica de la ecuaci6n del inciso (b). 

43. Haga el ejercicio 42 si el costo de production es .$ 30 por 
unidad, y el costo total de produce i6n de 200 unidades en un 
dfaesde$6 600. 

44. La graTica de una ecuaci6n que relaciona la temperatura en 
grados Celsius y la temperatura en grados Fahrenheit es 
una recta. El agua se congela a 0° Celsius y 32° Fahrenheit, 
y hierve a 100° Celsius y 212° Fahrenheit, (a) Si y grados 
Fahrenheit corresponden a jc grados Celsius, escriba una 
ecuacion que contenga a x y y. (b) Dibuje la graTica de 
la ecuaci6n del inciso (a), (c) /,Cu&l es la temperatura 
Fahrenheit que corresponde a 20° Celsius? (d) ^Cual es la 
temperatura Celsius que corresponde a 86° Fahrenheit? 

45. Obtenga la ordenada del punto cuya abscisa es -3 y es 
colineal con los puntos (3, 2) y (0, 5). 

46. La ecuaci6n 



a b 
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donde a y b son las intercepciones xyy, respectivamente, es 
la forma interception (o sime tried) de la ecuaci6n de una 
recta. Explique como puede obtenerse esta forma a partir 
de la forma punto-intercepci6n y de la relation entre la 

pendiente y las intercepciones, 

;*<*«■ ■ • ..., (:F 

47. Si se conocen las coordenadas de los tres vertices A, ByCde 
un tridngulo, explique como obtendria la eeuaci6n de la 
mediana que va desde A hastael lado quepasa jpK>r By C. 

48. Para el triangulo del ejercicio 47, explique c6mo obtendria 
una ecuaci6n de la altura trazada desde A feasta el lado 
que pasa por By C. 



49. Aplique la explicaci6n del ejercicio 47 para obtener ecua- 
ciones de las tres medianas del triangulo que tiene vertices 
en (3, -2), (2, 4) y (-1,1). 

50. Aplique la explicaci6n del ejercicio 48 para obtener ecua- 
ciones de las tres alturas del triangulo del ejercicio 49. 

51. Demuestre el teorema A. 3. 4: La grafica de la ecuacion 
Ax + By + C = 0, donde A, B y C son constantes y A y 
B no son ambas cero, es una recta. Sugerencia: considere 
dos casos, B * y B = 0. Si B * 0, pruebe que la ecua- 
ci6n corresponde a una recta que tiene pendiente -AJB e 
intercepci6n y igual a -CJB. Si B = 0, muestre que la 
ecuaci6n corresponde a una recta vertical. 



A.4 PARABOLAS 




FIGURA 1 



En la seccion A.2 se presentaron las parabolas. Las graficas de las figuras 1 6 
y 17 de esa seccion son parabolas. Estas curvas tienen muchas aplicaciones 
importantes. Por ejemplo, se emplean en el diseno de espejos parabolicos, 
reflectores y faros de automovil. La trayectoria de un proyectil es una pa- 
rabola si se considera que el movimiento se lleva a cabo en un piano y se 
desprecia la resistencia del aire. Los arcos tiene algunas veces apariencia 
parabolica; y los cables de un puente colgante puede n pender en forma 
de parabola. Las antenas para la recepcion de senales de televisi6n prove- 
nientes de satelites son tambien de forma parab61ica. 

En la definicion de una parabola se hace referenda a la distancia de un 
punto a una recta. Se entiende por tal distancia la longitud del segmento de 
recta perpendicular del punto a la recta. Consulte la figura 1, donde | PQ \ es 
la distancia de P a la recta /. 



A.4. 1 Dei in icion de parabola 



Una parabola es el conjunco de todos \o& puntos de un piano que 
equidistan de un pumo fijo y una recta fija. El punto fijo se denomina 
foco T y la recta fija se llama directrix 

A continuacion se deducira una ecuacion de una parabola a partir de la 
definicion. Para que esta ecuacion sea lo mas simple posible, se elige el eje y 
perpendicular a la directriz de modo que contenga al foco. El origen se toma 
como el punto sobre eje y a la mitad de la distancia entre el foco y la direc- 
triz. Observe que se han elegido los ejes (no la parabola) de manera espe- 
cial. Refi6rase a la figura 2. 

Sea p la distancia dirigida OF. El foco es el punto F(0, p), y la directriz 
es la recta que tiene la ecuacion y = -p. Un punto P(x, y) est£ en la parabola si 
y solo si P equidista de F y de la directriz. Esto es, si Q(x, -p) es el pie de la recta 
perpendicular de P a la directriz, entonces P esta en la parabola si y solo si 



\FP\ - \QP\ 



Como 



\fp\ = V* 2 + (y - p) 2 



\qp\ = V(* - x) 2 + (y + p) 2 
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el punto P esta en la parabola si y solo si 



Q(x-p) 



V* 2 + (y ~ P) 2 = V(y + p) 1 
Al elevar al cuadrado los dos miembros de la ecuacion, se obtiene 

x 2 + y 2 - 2py + p 2 = y 2 + 2py + /? 2 
x 2 = Apy 

Este resultado se establece formalmente en el teorema siguiente. 



x 2 - Apy, p>0 

FIGURA 2 



directriz 




r 2 = Apy, p < 
FIGURA 3 



A.4.2 Teorema Ecuacion de una pardbala 



Una ecuacidn de una parabola cuyo foco esti en (0, p) y riene como 
su directriz a ta recta y = -pt% 

X 2 = 4py 

En la figura 2, /? es positivo; sin embargo, p puede ser negativo debido 
a que es la distancia dirigida OF. La figura 3 muestra una parabola para la 
cual/? < 0. 

De las figuras 2 y 3 se observa que para la ecuacion x 2 = Apy la pa- 
rabola abre hacia arriba si p > 0, y abre hacia abajo si p < 0. La recta que 
pasa por el foco y es perpendicular a la directriz se denomina eje de la para- 
bola. El eje de las parabolas de las figuras 2 y 3 es el eje y. La interseccion de 
la parabola con su eje se llama vertice, el cual, por supuesto, esta a la mitad 
de la distancia entre el foco y la directriz. El vertice de las parabolas de las fi- 
guras 2 y 3 es el origen. 



4 


y 




1 f"T — i — i — i — >■ 


1 1 1 — P"^T^ 

-5 °. 


5 


directriz 


X >=-! 



x 2 = lOy 
FIGURA 4 




FIGURA 5 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 



La grafica de la ecuacion 



= lOy 



es una parabola cuyo vertice esta en el origen y cuyo eje es el eje y. Como 
Ap = 10, p = | > 0, por lo que la parabola abre hacia arriba. El foco se 
encuentra en el punto F(0, j), y la ecuacion de la directriz es y = -|. 
Dos puntos de la parabola son (5, j) y (-5, |). Estos puntos son los extre- 
mos de la cuerda que pasa por el foco y es perpendicular al eje de la-parabola. 
Esta cuerda se denomina lado recto (latus rectum) de la parabola. En el 
ejercicio 41 se le pedira que demuestre que la longitud del lado recto de una 
pardbola es | Ap \ . Cuando se dibuja una parabola, es titil localizar los extre- 
mos del lado recto. La figura 4 muestra la parabola, el foco, la directriz y el 
lado recto. A 

La parabola de la figura 4 junto con los tres puntos P h P 2 y P3 se mues- 
tran en la figura 5. Como la definition de una parabola establece que cual- 
quier punto de la parabola equidista del foco y de la directriz, entonces 



l^i I = \Q\P 



\ i 1 1 



\FP, 



= \Q2 P 2\ 



\FP^ 



= IG3P3I 



EJEMPLO I 

x 2 = -8y 



Dibuje la parabola cuya ecuacion es 



y determine el foco, una ecuacion de la directriz y los extremos del lado recto. 
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x 1 = -8y 
FIGURA 6 



t F I J 7T* ! " ■ 1 ^* 1 I I i i I 



[-9, 9] por [-2, 101 



FIGURA 7 




Solucion La grafica es una parabola cuyo vertice esta en el origen. y 
cuyo eje es el eje y. Como Ap = -8, p = -2, y ya que p < 0, la par&bola 
abre hacia abajo. El foco esta en el pun to F(0, -2), y una ecuacion de la di- 
rectriz es y = 2. Los extremos del lado recto son (4, -2) y (-4, -2). Estos 
puntos se obtienen al sustituir -2 por y en la ecuacion de la parabola y resol- 
ver la ecuacion para jc. La parabola se presenta en la figura 6, la cual 
tambien muestra el foco y la directriz. ^ 

Por supuesto, se puede verificar la parabola del ejemplo 1 trazando la 
grafica de la ecuacion y - - 1 x 2 en la graficadora. 

w EJEMPLO 2 Obtenga una ecuacion de la parabola que tiene su 
foco en (0, 3) y como su directriz la recta y = -3. Trace la parabola. 

Solucion Puesto que el foco esta sobre el eje y y esta tambien por 
arriba de la directriz, la pardbola abre hacia arriba y p = 3. El vertice es el 
origen. Una ecuacion de la parabola es de la forma x 2 = Apy, con Ap = 12. 
Asi, la ecuacion pedida es 

x 2 = 12v 

A fin de trazar la parabola, se escribe la ecuacion como y = -^x 2 . Consulte 
la figura 7. ^ 

w EJEMPLO 3 Un espejo parabolico tiene una profundidad de 
12 cm en el centro y el diametro en la parte superior del espejo mide 32 cm. 
Obtenga la distacia del vertice al foco. 

Solucion Refierase a la figura 8. Se eligen los ejes coordenados de 
modo que la parabola tenga su vertice en el origen, su eje coincida con el eje v, 
y abra hacia arriba. Por tanto, una ecuacion de la parabola es de la forma 

x 2 = Apy 

dondep centimetros es la distancia del vertice al foco. Como el punto (16, 12) 
esta en la parabola, sus coordenadas satifacen la ecuacion, por lo que se tiene 

16 2 = 4/>(12) 

P= l i 
Conclusion: La distancia del vertice al foco es ~ cm. ^ 



ecuacion 

y 2 



Algunas parabolas tiene ejes horizontals. La parabola que tiene la 
cion 



7jc 



y 2 - Apx, p > 

FIGURA 9 



es un ejemplo. Esta ecuacion es de la forma 

v 2 = Apx 

la cual puede obtenerse a partir de la ecuacion x 2 = Apy al intercambiar x y 
v. Una parabola que tiene la ecuacion v 2 = Apx tiene su vertice en el origen, 
el eje x como su eje y su foco esta en el punto F(p, 0); una ecuacion de su 
directriz es jc = -p. Sip > 0, la parabola abre hacia la derecha, como en la fi- 
gura 9, y si p < la parabola abre hacia la izquierda, como en la figura 10. 
Estos resultados se resumen en el teorema siguiente. 
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4px, p<0 



FIGURA 10 



A. 4, 3 Teorema Ecuacion de una parabola 



Una ecuacitfn de una parabola cuyo foco esta en (p, Q) y tiene ccmo 
su directriz a la recta jt = -p es 

J 2 = 4/MT 



Trozo de una parabola 



A fin de trazar la graTica de una ecuacidn de la forma y 2 - 4px: 

1. Resuelva para y considerando Ja rafz cuadrada en los dos miembros 
de la ecuacidn, obieniendose las dos ecuaciones 



y = ^4px 



y y = ~4*P* 



2. La uni6n de las giaficas de estas dos ecuaclones proporciona la gra- 
fica de 

y 2 = 4px 




► EJEMPLO 4 

y 2 = Ix 



Dibuje la parabola cuya ecuacion es 



y determine el foco, una ecuacion de la directriz y los extremos del lado 
recto. Verifique la grafica al trazarla en la graficadora. 

Solution La ecuacion dadaesde la forma y 2 = 4pjc; portanto, elorigen 
es el vertice y el eje x es el eje de la parabola. Como 4p = 7, p - ~ > 0;de 
modo que la parabola abre hacia la derecha. El foco esta en el punto F( ^ , 0) 
y una ecuacion de la directriz es x = - - A . Para determinar los extremos del 
lado recto, se considera x 



= 7 en la ecuacion, de donde se obtiene 

4 



2 _ 49 



y = ±-: 



Por tanto, los extremos del lado recto son (~, n -) y ( J, -|). En la figura 1 1 se 
presenta la parabola, tambien se muestran el foco y la directriz. 
A fin de trazar la parabola, se obtienen las graficas de 

y - ~JTx~ y y = --\flx 
en el mismo rectangulo de inspecci6n 4 



EJERCICIOS A.4 



En los ejercicios I a 16, para la parabola que tiene la ecuacion 
dada, obtenga (a) el vertice, (b) el eje, (c) el foco, (d) una ecua- 
cion de la directriz y (e) los extremos del lado recto. Dibuje 
la parabola. 



1. x 
3. x 



Ay 
-16>> 



8? 
-\2y 



5. 


x 2 - y = 


7. 


y 2 = \2x 


9. 


y 2 = -8jc 


11. 


y 2 - 5x = 


13. 


3x 2 + Sy = 


15. 


2y 2 - 9x = 



6. x 2 - 2y = 



8. 


y 2 = ~6x 


10. 


2 

y — x 


12. 


y 2 + 3x = 


14. 


2jc 2 + 5y - 


16. 


3y 2 - 4jc = 
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En los ejercicios 17 a 22, trace la parabola que tiene la ecuacion 
indicada. 



-Ax A 



17. 


(a) y = 


Ax 1 




(c) x = 


Ay 1 


18. 


(a) y = 


2x 2 




(c) JC = 


2y 2 


19. 


(a) y = 


^ 2 




(c) * = 


\y 2 


20. 


(a) y = 


i* 2 



(b) y 

(d) x = -4y 2 
-2* 2 
"2y 2 



- 1 V 2 



(C) X = 

21. (a) x 2 - 16y = 



(c) y 2 



16jc - 



22. (a) 4jc 2 - 3y = 
(c) 4y 2 - 3jc = 



(b) y 
(d) x 
(b) y 



<d) x = -{y 2 

(b) y = -l* 2 

(d) x = -ly 2 

(b) jc 2 + 16y = 

(d) y 2 + 16jc - 

(b) 4jc 2 + 3y = 

(d) Ay 1 + 3jc = 



En los ejercicios 23 a 36, obtenga una ecuacion de la parabola 
que tiene las propiedades dadas. Dibuje la parabola y des- 
pues verifique la grafica trazdndola en la graficadora. 

23. Foco (0, 4); directriz, y - -4 

24. Foco (0, -2); directriz, y = 2 

25. Foco (0, -5); directriz, y - 5 = 

26. Foco (0,-1); directriz, 2y - 1 = 

27. Foco (2, 0); directriz, jc = -2 

28. Foco (1,0); directriz, jc = -1 

29. Foco (- 1 , 0); directriz, 5 - 3jc = 

30. Foco (-|,0); directriz, 2jc -3 = 

31. Venice en el origen; abre hacia arriba; pasa por el punto (6, 3). 

32. Vertice en el origen; abre hacia abajo; pasa por el punto 
(-4, -2). 

33. Vertice en el origen; directriz, 2jc = 3. 

34. Vertice en el origen; directriz, 2y + 5 - 0. 

35. Vertice en el origen; el eje y es su eje; pasa por el punto (-2, 4). 

36. Vertice en el origen; el eje jc es su eje; pasa por el punto (-3, 3). 

En los ejercicios 37 a 40, resuelva el problema verbal y obten- 
ga una ecuacidn de una parabola como modelo matemdtico de 
la situacidn. Complete el ejercicio, escriba una conclusion. 

37. Un telescopio refractante tiene un espejo parabolico para el 
cual la distancia del vertice al foco es de 30 pie. Si el dia- 
metro de la parte superior del espejo es de 64 pulg, ^cual es 
la profundidad del espejo en el centro? 

Espejo parabdlico 



"■JJOfl* 




38. Un arco parab61ico tiene una altura de 20 m y un ancho de^ 
36 m en la base. Si el vertice de la parabola esta" en la parte 
superior del arco, ^a que altura sobre la base tiene un ancho 
de!8m? 



20 m 




39. Uno de los cables de un puente colgante pende en forma de 
parabola cuando la carga esta uniformente distribuida de ma- 
nera horizontal. La distancia entre las dos torres es de 150 m, 
los puntos de soporte del cable estan 22 m arriba de la carre- 
tera, y el punto mas bajo del cable esta 7 m sobre dicha ca- 
rretera. Determine la distancia vertical de la carretera al cable 
de un punto que se encuentra a 15 m de la base de una torre. 



22 m 



15 m 22 m 




40. Suponga que el agua que fluy e del extre mo de un tu bo , el cual 
se encuentra a 25 pie del suelo, describe una curva para- 
b61ica, de modo que el vertice de la parabola es el extremo 
del tubo. Si en un punto 8 pie debajo del tubo el flujo de 
agua en su trayectoria curva se localiza a 10 pie de distan- 
cia de la recta vertical que pasa por el extremo del tubo, 
£qu6 tan alejado de esta recta llega el agua al piso? 



25 pie 




64 pulg. 



41. Demuestre que la longitud del lado recto de una parabola 

es | Ap | , 

42. Obtenga una ecuacion de la parabola cuyo vertice este' en el 
origen y para la cual los extremos del lado recto sean (-8, 4) 
y(8,4). 

43. Los extremos del lado recto de una parabola son (5, Jk) y 
(-5, k). Si el vertice de la parabola esta en el origen y la 
parabola abre hacia abajo, obtenga (a) el valor de k; (b) una 
ecuacion de la parabola. 

44. Obtenga todos los puntos de la parabola y 2 = 8* tales 
que el foco, el punto mismo y el pie de la perpendicular 
dibujada desde el punto a la directriz sean los vertices de 
una triangulo equil£tero. 

45. Trace las graficas dey = jc 2 yy=jc 4 . Explique por que 
la graTica de la primera ecuaci6n es una parabola y por 
qu6 la grafica de la segunda ecuacion no lo es. Utilice la 
definici6n de parabola en la explicaci6n. 
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A.5 CIRCUNFERENCIAS 



En la seccion anterior aprendi6 que las parabolas se representan median te 
ecuaciones de segundo grado que solo contienen un termino de segundo 
grado. Otra curva que tiene ecuaciones de segundo grado es la circunferencia, 
pero estas ecuaciones contienen dos terminos de segundo grado^uno en la 
variable x y el otro en la variable y. 




FIGURA 1 




A.5.1 Definition de circunferencia 



Una circunferencia es el tronjunto de todos ios puntos de un piano que 

equidistan de un punto fijo. El punto fijo se denomina centro de la circun- 
frrencia, y a la distancia constants se le llama radio de la circunferencia. 

Con el fin de obtener una ecuacion de la circunferencia que tiene centro 
en C(h, k) y radio r, se utiliza la formula de distancia. Refie>ase a la figura 1. El 
punto P(jc, y) esta en la circunferencia si y solo si \PC\ = r; esto es, si y 
solo si 



V(* " hY + (y - ty = r 
Esto es cierto si y solo si 

(x - h) 2 + (y - k) 2 = r 2 (r > 0) 

Esta ecuacion es satisfecha por las coordenadas de aquellos puntos y solo 
aquellos que se encuentran en la circunferencia. Este resultado se establece 
en el teorema siguiente. 



A.5. 2 Teorema Ecuacion de una circunferencia 



Una ecuacidn de la circunferencia con centro en el punto C(h, k) y radio 
res 

(jf - h) 1 + {y - k) 1 - r 1 



Si el centro de una circunferencia esta en el origen, entonces h = 
y k = 0; por tanto, su ecuacion es 

x 2 + y 1 = r 1 

Tal circunferencia se muestra en la figura 2. Si el radio de una circunferencia 
es 1, se le llama circunferencia unitaria. 

Si se conocen el centro y el radio de una circunferencia, entonces la 
circunferencia puede dibujarse con ayuda de un compas. 



Trazo de una circunferencia 



Para trazar la circunferencia que tiene eeuaci6n 

x 1 + y 1 = r 2 
1. Se resuelve esta ecuaci6n para y y se obtiene 
y = Vr 2 - x 



FIGURA 2 



y y - -Vr 2 - x* 

La grafica de cada una de estas ecuaciones es una semici rcunf erencia. 
2. Se trazan estas dos semicircunferencias en el mismo rectangulo de 
inspeccion, obteniendose a si Ja circunferencia deseada. 
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[-7.5, 7.5] por [-5, 5] 



y = V16 - x 2 y y-- Vl6 - jc 2 
FIGURA3 



S(4, 5) 




4 1 — I 1 1 — ► x 



FIGURA4 




[-7.5,7.5] por [-2,8] 



y = 4 + V9 + 2jc 



y y = -V9 + 2JK - : 

FIGURA5 



La grafica de la ecuacion 



EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

x 2 + y 2 = 16 

es la circunferencia con centro en el origen y radio 4. Al resolver esta ecua- 
cion para y se obtiene 



y = Vl6 - x 2 y y - -V16 - x 2 

Al trazar estas dos semicircunferencias en el mismo rectangulo de inspection, 
se obtiene la circunferencia mostrada en la figura 3. 4 

W EJEMPLO 7 Obtenga la ecuacion de la circunferencia que tiene 
un diametro con extremos en A (-2, 3) y B(4, 5). Trace la circunferencia. 

Solution El punto medio del segmento de A a B es el centro de la 
circunferencia. Vea la figura 4. Si C(h, k) es el centro de la circunferencia, 
entonces 

2 2 

= 1 = 4 

Por tanto, el centro esta en C(l, 4). El radio de la circunferencia puede 
calcularse como I CA I o | CB I . Si r — I CA I , entonces 



r = V(l + 2) 2 + (4 - 3) 2 

= Vio 

Por tanto, una ecuacion de la circunferencia es 

{x - l) 2 + (y - 4) 2 = 10 

x 2 + y 2 - 2* - 8y + 7 = 

A fin de trazar la circunferencia, primero se resuelve la ecuacion para y 
considerandola como una ecuacion cuadratica en y : 



r 



%y + (x 2 - 2x + 7) = 



De la formula cuadratica, donde a = i,b = -8 y c = x 2 - 2x + 7, resulta 



-fr + Vfr 2 - 4ac 
2a 



-(-8) ± J(-8)2 - 4(l)(x 2 - 2x + 7) 



2(1) 



= 8 ± V64 - 4x 2 4- 8x 
2 

^ 8 ± V36 + 8jc ^ 4 * 2 
2 



28 



= 8 ± 2V9 + 2jc - x 2 
2 



=f 4 ± V9 + 2jc - jc 2 
Si se trazan en el mismo rectangulo de inspection las graficas de 

y = 4 4- 49 + 2x - x 2 y y = 4 - V9 + 2x - x 2 
se obtiene la circunferencia mostrada en la figura 5. 
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La ecuacion (x - h) 2 + (y - k) 2 = r 2 se denomina forma cenixo- 
radio* de la ecuacion de una circunferencia. Si se eliminan los parentesis y 
se reducen los terminos semej antes se tiene 



x 



2 . , ; 2 



+ y 2 - 2hx - 2ky + (h 2 + k 2 - r 2 ) = 



Al considerar D = -2/z, E = -2k y F - h 2 + k 2 - r 2 , esta ecuacion se 
transforms en 

x 2 + y 2 + Dx +.Ey + F = 

la cual se denomina forma general de la ecuacion de una circunferencia. 
Puesto que toda circunferencia tiene centro y radio, su ecuacion puede expre- 
sarse en la forma centro-radio , y en consecuencia, en la forma general, como 
se hizo en el ejemplo 1. Si se inicia con una ecuacion de una circunferencia en 
la forma general, esta puede expresarse en la forma centro-radio completando 
los cuadrados. El ejemplo siguiente muestra el procedimiento a seguir. 

W EJEMPLO 2 Obtenga el centro y el radio de la circunferencia 
que tiene la ecuacion 

x 2 + y 2 + 6x - Ay - 23 = 

Solution La ecuacion dada puede escribirse como 

U 2 + 6jc) + (y 2 - Ay) = 23 

Si se completan los cuadrados de los terminos entre par6ntesis al sumar 9 y 4 
en ambos miembros de la ecuacion, se tiene 

(x 2 + 6x + 9) + (y 2 - Ay + 4) = 23 + 9 + 4 
(x + 3) 2 + (y - 2) 2 - 36 

La ecuacion anterior esta en la forma centro-radio; de modo que es una 
ecuacion de una circunferencia con centro en (-3, 2) y radio 6. 4 

Algunas ecuaciones de la forma 



tienen graficas que no son circunferencias. Suponga que cuando se comple- 
tan los cuadrados se obtiene 

U - h) 2 + {y - k) 2 = d donde d < 

No hay valores reales de x y y que satisfagan esta ecuacion; asi, la ecuacion 
no tiene grafica. En este caso se establece que la grafica es el conjunto 
vacio. Consulte el ejercicio 32. 

Si cuando se completan los cuadrados se obtiene 

(x - h) 2 + (3? - k) 2 = 

los unicos valores reales de x y y que satisfacen esta ecuacion son x = h 
y y = k. De este modo, la grafica cojista del simple punto (/i, k). Refierase 
al ejercicio 31. 

La definicion de la recta tangente a una curva general en un punto de la curva 
requiere del concepto de limite. Sin embargo, para una circunferencia la defi- 
nicion de geometrfa plana establece que una recta tangente en un punto P de 
una circunferencia es la recta que intersecta la circunferencia en solo un punto. 



*N. del T. Esta forma tambien se conoce como canonica o estdndar. 
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(jc -3) 2 + (y - l) 2 

FIGURA 6 



25 




[-10, 20] por [-5,15] 



y = 


1 + V 25 - (* - 3 ) 2 ' 


y = 


1 - V25-U - 3) 2 y 




y = ~|* + f 




FIGURA 7 



► EJEMPL0 3 

circunferencia 



jc 2 + y 



Obtenga una ecuacion de la recta tangente a la 

2 - 6x - 2y - 15 = 



en el punto (6, 5). Trace la circunferencia y la recta tangente en el mis mo 
rectangulo de inspecci6n. 

Solucion Se escribe la ecuacion de la circunferencia en la forma cen- 
tro-radio al completar los cuadrados: 

(jc 2 - 6x) + (y 2 - 2y) = 15 
(x 2 - 6x + 9) + {y 2 - 2y + 1) = 15 + 9 + 1 
(jc - 3) 2 + (y - l) 2 - 25 

De esta ecuaci6n, el centro es C(3, 1) y el radio es 5. La figura 6 muestra la 
circunferencia y una porcion de la recta tangente en J P(6, 5). Si m\ es 
la pendiente de la recta que pasa por C y P, entonces 

m - 1^1 

= 1 

3 

De geometria plana, se sabe que la recta tangente es perpendicular a la recta 
que pasa por C y P. Por tanto, si m 2 es la pendiente de la recta tangente, 
entonces 



r^ffti 



m 2 (4) = "I 



En consecuencia, de la forma punto-pendiente de la ecuacion de la recta que 
pasa por (6, 5) con pendiente - f , se tiene como la ecuacion requerida 

y - 5 = -\(x - 6) 
Ay - 20 = -3jc + 18 
3* + Ay - 38 = 

La figura 7 muestra la circunferencia y la recta tangente trazadas en el 
mismo rectangulo de inspecci6n. A 



EJERCICIOS A.5 



En los ejercicios I a 8, dibuje la grdfica de la ecuacion. 

1. (a) y = V4 - x 2 (b) y 

(c) x 2 + y 2 = 4 



-VT 



2. (a) y = V25 - x 2 
(c) x 2 + y 2 = 25 

3. 9* 2 + 9y 2 - 1 

4. 4* 2 + 4y 2 = I 



(b) y = -V25 - x 2 



5. (x - 3) 2 + (y + 4) 2 = 16 

6. (.r + l) 2 + (y - 5) 2 = 36 

7. (jc + 4) 2 + y 2 = 1 

8. x 2 + (y - If = 9 

En los ejercicios 9 a 14, trace la grdfica de la ecuacion. 

9. x 2 + y 2 = 36 10. x 2 + y 2 = 16 
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11. 4jc 2 + 4? 2 = 81 

13. (x + 2) 2 + (? - 3) 2 

14. (x - 4) 2 + (? + I) 2 



12. 9jc 2 + 9y 2 = 49 
100 

64 



£n /<?£ ejercicios 15 a 20, obtenga una ecuacidn de la circun- 
ferencia con ceritro C y radio r. Exprese la ecuacidn en la 
forma centro-radio y en la forma general. Trace la circunfe- 
rencia. 



15. C(4,-3),r = 5 
17. C(-5,-12),r = 3 
19. C(0, 7), r = 1 



16. C(0, 0), r = 8 
18. C(-l, l),r = 2 
20. C(-3,0),r = 4 



£/? fos ejercicios 21 a 24, obtenga una ecuacidn de la circun- 
ferencia que satisface las condiciones dadas. Trace la circunfe- 



21. Elcentro estaen (1, 2) y pasaporel punto (3,-1). 

22. El centra esta en (-3, 4) y pasa por el punto (2, 0). 

23. Un diametro tiene extremos en (3, -4) y (7, 2). 

24. Un diametro tiene extremos en (-1, -5) y (4, -6). 

En los ejercicios 25 a 30, obtenga el centro y el radio de la 
circunferencia. Dibuje la circunferencia. 

25. x 2 + y 2 - 6x - 8? + 9 = 

26. x 2 + y 2 - IOjc - 10? + 25 = 

27. x 2 + y 2 + 2x + 10? + 18 = 

28. x 2 + y 2 + 6x - 1 - 

29. 3x 2 + 3? 2 + 4? - 7 = 

30. 2x 2 + 2? 2 - 2x + 2? + 7 = 

31. Demuestre que la grafica de 



es un punto. 

32. Demuestre que la grafica de 

x 2 + y 2 + 8jc - 6? + 30 = 
es el conjunto vacio. 

En los ejercicios 33 a 38, determine si la grafica es una circunfe- 
rencia, un punto o el conjunto vacio. 

33. x 2 + y 2 - 2x + 10? + 19 = 

34. x 2 + y 2 + 2x - 4? + 5 = 

35. x 2 + y 2 - IOjc + 6? + 36 = 

36. 4jc 2 + 4? 2 + 24jc - 4? + 1 = 

37. 2x 2 + 2? 2 - 2x + 6? + 5 = 

38. 9x 2 + 9? 2 + 6jc - 6? + 5 = 



En los ejercicios 39 a 42, obtenga una ecuacidn de la recta 
tangente a la circunferencia en el punto P. Trace la circunferen- 
cia y la recta tangente en el mismo rectdngulo de inspeccidn. 

39. x 2 + y 2 = 25;/>(-4, 3) 

40. 16* 2 + 16? 2 = 25;P(J,-L) 

41. x 2 + y 2 - 4x + 6? - 12 = 0; TO, 1) 

42. x 2 + y 2 + \4x - 8? - 35 = 0;P(-l.-4) 

43. Utilice geometria analitica para demostrar que un angulo 
inscrito en una semicircunferencia es un angulo recto. 

44. Utilice la geometria analitica para demostrar que una recta 
que parte desde el centro de cualquier circunferencia que 
biseque a cualquier cuerda, es perpendicular a la cuerda. 

45. iQut desigualdad, que relaciona a D, E y F, debe cumplirse 
para que la ecuacidn 

x 2 + y 2 + Dx + Ey + F = 

sea una circunferencia. 

46. A partir del origen se dibujan cuerdas de la circunferencia 

x 2 + y 2 + 4x - 

Demuestre que el conjunto de los puntos medios de estas 
cuerdas es una circunferencia. 

47. La circunferencia circunscrita a un triangulo es la circunfe- 
rencia que contiene los tres vertices del tridngulo. Dados los 
tres vertices del triangulo, explique c6mo puede determi- 
narse el centro y el radio de la circunferencia circunscrita. 




48. Utilice la explicacion del ejercicio 47 para obtener el centro 
y radio de la circunferencia circunscrita al triangulo que 
tiene vdrtices en (-3, 2), (4, -I) y (5, 2). 

49. Describa el conjunto de puntos (jc, ?) de R 2 para los que 

(a) x 2 + ? 2 <; 1 (b) I < x 2 + ? 2 < 4 

(c) x 2 + ? 2 > 4 

50. Utilice el hecho de que ab ~ si y solo si a = 0o£ = 
para escribir una ecuacidn de cada una de las siguientes 
graficas: (a) la grafica que consiste de todos los puntos de 
cualquiera de las dos circunferencias que tienen su centro en 
el origen y una tiene radio 2 y la otra radio 3 ; (b) la graTica que 
consiste del origen y todos los puntos de la circunferencia 
unitaria cuyo centro es el origen. 



1178 APENDICE 



A.6 TRASLACION DE EJES 



La forma de una grafica no es afectada por la posicion de lbs ejes coorde- 
nados, en cambio su ecuacion si. Por ejemplo una circunferencia de radio 3 
y centro en el punto (4, - 1 ) tiene la ecuacion 

(jc - 4) 2 + (y + l) 2 = 9 

Sin embargo, si se eligen los ejes coordenados de modo que el origen este en 
el centro, la misma circunferencia tiene la ecuacion mas simple 



1 


B' 


. 


<*. y) 
p (*', y') 


Bi 


► -14 


► 


---• 






(h,k) 


A'\ 




0' 


O 






A 



FIGURA 1 



Si pueden elegirse los ejes a voluntad, generalmente se hara en tal forma 
que las ecuaciones sean lo mas simples posible. Sin embargo, si los ejes estan 
dados puede ser deseable encontrar ecuaciones mas sencillas de una grafica par- 
ticular relativa a un sistema diferente de ejes. Si estos ejes diferentes se eligen 
paralelos a los ejes dados, se dice que se ha realizado una traslacion de ejes. 

En particular, considere que los ejes jc y y se trasladan a los nuevos ejes x' 
y y' que tienen origen (h y k) con respecto a los ejes dados. Tambien considere 
que los numeros positivos se encuentran en el mismo lado del origen de los ejes 
jc' y y\ como en los ejes xy y. Consulte la figura 1 . Un punto P del piano que 
tiene coordenadas (jc, y) con respecto a los ejes coordenados dados tendra 
coordenadas (x\ y') con respecto a los nuevos ejes. A continuacion se obten- 
dran las relaciones entre estos conjuntos de coordenadas. Para ello, se dibu- 
jan dos rectas que pasen por P, una paralela a los ejes y y y' y la otra paralela 
a los ejes xy x\ Sean A y A ' los puntos de interseccion de la primera recta con 
los ejes jc y jc', respectivamente, y B y B' las intersecciones de la segunda recta 
con los ejes y y y\ respectivamente. Estas rectas se muestran en la figura 1. 

Con respecto a los ejes jc y y, las coordenadas de P son (jc, y), las 
coordenadas de A son (jc, 0) y las de A ' son (jc, k). Como AP = AP - A A, 

y' = y - k 

Con respecto a los ejes jc y y, las coordenadas de B son (0, y) y las de B' son 
(h, y). Debido a que BT = BP - BB\ 



Estos resultados se establecen formalmente en el teorema siguiente. 



A.6, 1 Teorema Ecuaciones para ia trosiocion 
de ejes 



Si (*, y) represeiitan at punio P con respecto a un sistema de ejes dado, y 
(x\ y') es una representacidn de P despu6s de que Jos ejes se traslad&ron 
a un nuevo origen de coordenadas {ft, k) con respecto a los ejes dados, 
ententes 



x* ~ x - h y y' = y - k 






W EJEMPLO I Dada la ecuacion 

jc 2 + y 2 - 4jc + 6y - 3 = 
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(jc - 2) 2 + (y + 3) 2 = 16 
FIGURA 2 





(y - k) 2 = 4p(x - h) 
FIGURA 4 



traslade los ejes de modo que la ecuacion de la grafica con respecto a los ejes 
x' y y' no contenga terminos de primer grado. 

Solution Se escribe la ecuaci6n dada como 

(x 2 - Ax) + (y 2 + 6y) = 3 

Si se completan los cuadrados de los terminos entre parentesis al agregar 4 y 
9 en ambos miembros de la ecuacion, se tiene 

( x 2 - 4jc + 4) + (y 2 + 6y + 9)= 3 + 4 + 9 
(x - 2) 2 + (y + 3) 2 = 16 

Si se considera jc' = jc - 2 y y' = y + 3, se obtiene 

x' 2 + y' 2 = 16 

La grafica de esta ecuacion con respecto a los ejes x' y y' es una circunferencia 
con su centro en el origen y radio 4. Debido a las sustituciones de jc' por x - 2 y 
y' por y + 3, el resultado es una traslacion de ejes al nuevo origen (2, -3), la 
grafica de la ecuacion dada con respecto a los ejes x y y es una circunferencia 
con centro en (2, -3) y radio 4. Este resultado concuerda con la discusion 
acerca de las circunferencias en la seccion A.5 de este ap£ndice. La figura 2 
muestra la circunferencia junto con los dos sistemas de ejes. 4 

Ahora se aplicara la traslacion de ejes a fin de obtener la ecuacion general 
de una parabola que tiene su vertice en el punto (h, k) y su eje vertical u 
horizontal. En particular, considere que el eje es vertical. Se toman los ejes x' 
y y' de modo que el origen este" en V(h, k). Consulte la figura 3. Con res- 
pecto a los ejes x'y y\ una ecuacion de la parabola de esta figura es 

x' 2 = 4py' 

Con el proposito de obtener una ecuacion de esta parabola con respecto a los 
ejes jc y y, se considera x' = x - h y y' = y ~ k, lo cual proporciona 

(jc - h) 2 - 4p(y - k) 

En la figura 4, el eje de la parabola es horizontal y el v&tice se en- 
cuentra en V(h, k). Mediante un argumento similar, su ecuacion con respecto 
a los ejes jc y y es 

(y - k) 2 = 4p(x - h) 

De este modo, se han obtenido las formas estdndar de las ecuaciones 
de las parabolas, las cuales se establecen formalmente en el teorema siguiente. 



A.6. 2 Teorema Formas estandar de las ecuaciones 
de las parabolas 



Si p cs la distancia dirigida del vgrticc al foco de una parabola, una 

ecuacion de esta parfbola, con vertice en (/t, k) y eje vertical, es 

(x - hf ~ 4p(y - k) 
Una parflfoola con el mismo veitice y con su eje horizontal tiene la ecuacion 
(y - k) 2 = 4p{x - A) 
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La grafica de cualquier ecuacion cuadratica de la forma 

y = ax 2 + bx + c 



(1) 



donde a, b y c son constantes y a * 0, es una parabola cuyo eje es vertical. 
Esta proposition puede probarse al mostrar que (I) es equivalente a una 
ecuacion de la forma 

(x - hf = 4p(y - k) 

Se le pedira que realice esto en el ejercicio 49. La ecuacion del ejemplo 
siguiente es un caso especial de (I) donde a = -\,b — lye = 6. 



directriz 




► EJEMPLO 2 

y = -\* 2 + Jt + 6 



Dada la parabola que tiene ecuacion 



(x - 2) 2 = ~^y - 
FIGURA 5 



determine el vertice, una ecuacion del eje, el foco y los extremos del lado 
recto. Dibuje la parabola a partir de estas propiedades, y verifique la grafica 
en la graficadora. 

Solucion La ecuacion dada es equivalente a 

4y = -x 2 + 4x + 24 
x 2 - 4jc = -4y + 24 

Si se completa el iuadrado del lado izquierdo al sumar 4 a cada miembro, 
resulta 

x 2 - 4jc -t- 4 = -4y + 24 + 4 
(x - 2) 2 = ~4y + 28 
(x - 2) 2 - -My ~ 7) 

Esta ecuacion es de la forma 

(jc - h) 2 = 4p(y - k) 

en donde /i = 2, Jt = 7 y p = -1. Por tan to, su grafica es una parabola 
con vertice en (2, 7), y su eje es vertical. Asi, el eje tiene la ecuacion 
x = 2. Como p < 0, la parabola abre hacia abajo. Ademas, el foco es el 
punto del eje a 1 unidad debajo del vertice; por lo que el foco se encuentra 
en (2, 6). Debido a que la longitud del lado recto es | 4p | = 4, sus extre- 
mos estan 2 unidades a la derecha e izquierda del foco, por lo que se en- 
cuentran en (4, 6) y (0, 6). 

La figura 5 muestra la parabola dibujada a partir de estas propiedades. 
En la graficadora se obtiene esta misma grafica. ^ 

Si jc y y se intercambian en (I), se tiene la ecuacion 

x = ay 2 + by + c (2) 

La grafica de cualquier ecuacion de esta forma es una parabola cuyo eje 
es horizontal. Este hecho puede verificarse .al probar que (2) es equivalente 
a una ecuacion de la forma 

(y - k) 2 - 4p(x - h) 
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Cv + 2) 2 = I(*-3) 
FIGURA 6 




FIGURA 7 




► EJEMPL0 3 

rabola cuya ecuacion es 

x = 2y 2 + &y + 11 



Siga las instrucciones del ejemplo 2 para la pa- 



Solucion La ecuacion dada es equivalente a 

2y 2 + 8 v = x - 1 1 
2(y 2 + Ay) = x - 1 1 

A fin de completar el cuadrado de la expresion entre par^ntesis del miem- 
bro izquierdo, se suma 4 a y 2 + Ay, En realidad se agrega 8 al miembro iz- 
quierdo; de modo que tambien se suma 8 al miembro derecho, y se obtiene 

2(y 2 + Ay + 4) = jc - 11 +8 



,2 = 



2(v + 2) : 
(y + 2) 2 = A(jc 



3) 



Esta ecuacion es de la forma 

(y - k) 2 = Ap(x - A) 

con h = 3,k = -2yp= ^. Por tanto, la parabola tiene su vertice en 
(3, -2), su eje es la recta horizontal y = -2, y como p > 0, la parabola abre 
hacia la derecha. Debido a que el foco esta a | de unidad a la derecha del verti- 
ce, dicho foco se encuentra en el punto ( ^» ~2). La longitud del lado recto es 
| Ap | = | ; de modo que los extremos del lado recto estan a \ de unidad por 
arriba y debajo del foco, por lo que se encuentran en ( " , - \ ) y ( ~ , -|). 

En la figura 6 se muestra la parabola dibujada a partir de estas propie- 
dades. Para trazar la parabola en la graficadora, primero se escribe la ecua- 
cion dada como 

2v 2 + 8v + (11 - x) = 

y despues se resuelve para v en terminos de jc mediante la formula cuadratica 
con a - 2, b = 8 y c = (1 1 - jc), obteniendose dos valores para y: 



v = -2 + i V2jc - 6 y > = -2 - | V2jc - 6 

Cuando se trazan las graficas de estas dos ecuaciones en el mismo rectan- 
gulo de inspeccion, se obtiene la parabola de la figura 6. 4 

En los dos ejemplos siguientes, se aplica la traslacion de ejes a otras 
dos graficas. 



W EJEMPLO 4 A partir de la grafica de y - \ x \ y una traslaci6n 
de ejes conveniente, obtenga la grafica de v = | jc - 4 | - 6. 

Solucion La grafica dev = [jc| se muestra en la figura 20 de la seccion 
A. 2 del ap^ndice. Aquf se reproduce en la figura 7. La ecuaci6n 

v = |jc - 4| - 6 
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FIGURA 9 




i t i M I ► x 



es equivalente a 

y + 6 = |jc - 4| 
A fin de obtener la grafica de esta ecuacion se considera 

jc' = jc-4 y y' — y + 6 

De esta manera, se han trasladado los ejes al nuevo origen (4, —6), y la ecua- 
cion se transforma en y' — | x' | . La grafica de esta ecuacion con respecto a 
los ejes x' y y' es la misma que la grafica de la figura 7 con respecto a los 
ejes x y y. De este modo se obtiene la grafica mostrada en la figura 8. ^ 

W EJEMPLO 5 Utilice la grafica de y = ^x 3 del ejemplo 4 de la 
seccion A.2 del apendice junto con una traslacion de ejes adecuada para 
obtener la grafica de la ecuacion 

y = \{x + 5) 3 + 3 

Solucion La figura 9 muestra la grafica de y = |* 3 . La ecuacion 

y = {{x + 5) 3 + 3 
equivale a 

y - 3 = l(x + 5) 3 

Con el proposito de obtener la grafica de esta ecuacion, se consideran 

jc' = jc + 5 y y' = y - 3 

De esta manera se han trasladado los ejes al nuevo origen (-5, 3), y la ecua- 
cion se transforma eny' = ^jc' 3 . La figura 10 muestra la grafica de esta 
ecuacion con respecto a los ejes x' y y'. Es la misma que la grafica de la 
figura 9 con respecto a los ejes xy y. A 



FIGURA 10 



EJERCICIOS A.6 



En los ejercicios J a 4, traslade los ejes de modo que la ecua- 
cion de la grafica con respecto a los nuevos ejes no contenga 
terminos de primer grado. Trace los ejes originales y los 
nuevos. Dibuje la grafica. 



1. 

2. 
3. 
4. 



+ y 2 + 6x + Ay = 



2jc 



x 2 + y 2 



x 2 + y 2 + x 
x 2 + y 2 



Sy + 1 

2y + 1 = 

IOjc + Ay + 13 = 







En los ejercicios 5y6, traslade los ejes de modo que la ecuacion 
de la grafica con respecto a los nuevos ejes x'yy' no contenga 
tirmino de primer grado en x' y tampoco tirmino constante. 
Trace los ejes originales y los nuevos. Dibuje la grafica. 

5. x 2 - Ax - Sy - 28 = 6. x 2 + Ax + ly = 

En los ejercicios 7 y 8,-traslade los ejes de modo que la ecua- 
cion de la grafica con respecto a los nuevos ejes x'yy' no conten- 
ga tirmino de primer grado eny'y tampoco tirmino constante. 
Trace los ejes originales y los nuevos. Dibuje la grafica. 
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7. y 2 + < 

8. 2y 2 - 



+ ly + 
- Ay - 



En los ejetvidos 9 n para las parabolas dadas, determine 
(a) i-t vert ice. (b) --iv cion del eje, (c) elfoco, (d) una ecua- 
cion de la direct ■,: } tos extremos del lado recto, (f) Dibuje 
la parabola a purir d \stas propiedades y verifique la grdfica 
en la grafi vr' 

^2 



9. >' = ' i 

11. > ' = - +■ Ax - 5 
13. x = - 6y 

5. x 2 - m- - Ay + 13 = 
*. y 2 + A* + 12y = 

a- - - ^x 2 + Ax - 5 



Ax 

x 2 +■ 6* - 2 

»2 



23. 



-2y 2 



2^ 

8y 



10. y 

12. j, 

14. x = 

16. x 2 

18. y 2 

20. y = i,* 2 + {X 

22. JC = 2>' 2 + 10ry + 3 

24. *=-iv 2 - ^y-2 



r + 1 

4* + 8y + 28 = 

12* - 14y + 25 = 



/.j/ , ejercicios 25 a 28, trace la parabola que tiene la ecua- 
cion dicada. 

25. y 2 - Ax - 2y + 9 = 

26. 4y 2 - jc + 16y + 12 = 

27. 5>> 2 - 4jc + lOy + 17 = 

28. 3y 2 +■ 8jc - 12y + 20 = 

En los ejercicios 29 a 46, haga lo siguiente: (a) dibuje la grdfi- 
ca de la primer a ecuacion; (b) de la grdfica obtenida en el in- 
ciso (a) y una traslacion de ejes adecuada, dibuje la grdfica de 
la segunda ecuacion. (c) Verifique las grdficas de los incisos 
(a) y (b) trazdndolas en el mismo rectdngulo de inspeccion. 

29. y = \x\\y = \x - 2\ 

30. y = \x\;y = \x + 3| 

31. y = \x\;y =|*|+3 



32. 
33. 
34. 
35. 
36. 
37. 
38. 
39. 
40. 
41. 
42. 
43. 
44. 
45. 
46. 
47. 



48. 
49. 

50. 

51. 



y = \x\;y = \x\ - 2 

y = \x\\y = \x + A\ - 5 

y = \ x \-y = \ x - l| + 6 

y = x 3 ;y = (x - A) 3 

2y = -jc 3 ;2y + 2= -x 3 

y 



3 ;y = (x + l) 3 + 1 



2y- 

y = 

y = 



— r 3 ' 2v = — i 



2y = -(x - Ay + A 



-jx;y = V* - 2 +4 
Vjc;y = V* + 3 - 2 



r 2., 



y = x*;y = (x - A) 1 
y = x 2 ;y = (x + 3) 2 
y - x 2 ;y = jc 2 + 3 
y = jc 2 ;y = jc 2 - 4 
3, = x 2 ;y = (x + l) 2 - 5 
y = x 2 \y = (jc - 2) 2 + 1 
Dada la parabola de ecuacion 
y — ax 2 + bx + c 

con fl^O, obtenga las coordenadas del v&tice. 

Determine las coordenadas del foco de la parabola del ejer- 
cicio 47. 

Muestre que la ecuacion y = ax 2 + bx + c es equivalen- 
te a una ecuacion de la forma (jc - h) 2 = Ap(y - k) al 
resolver la segunda ecuacion para y. 

Si una parabola tiene su foco en el origen y el eje x como 
su eje, demuestre que dicha parabola debe tener una 
ecuacion de la forma y 2 ~ Akx +■ Ak 2 , k * 0. 

(a) Muestre que la ecuacion y = x 2 + bx + cpuedeescri- 
birse en la f orma y = (x - h) 2 + k. (b) Explique como se 
dibuja la grafica de y = (x - h) 2 + k a partir de la grafica 
de y = jc 2 . En la explicacion invente un ejemplo particular. 



A.7 ELIPSES 



A fin de referirse al aspecto geometrico de las secciones conicas, se debe 
considerar que un cono tiene dos mantos, cada uno extendiendose indefi- 
nidamente. Una porci6n de un cono circular recto de dos mantos se muestra 
en la figura 1 . Se denomina generatriz (o elemento) del cono a una recta 
que este contenida completamente en el cono. Todas las generatrices de un 
cono contienen el punto V llamado vertice. 

Una elipse se obtiene como una seccion conica si el piano cortante no 
es paralelo a ninguna generatriz, en cuyo caso el piano cortante intersecta a 
cada generatriz como en la figura 2. Un caso especial de la elipse es la 
circunferencia, la cual se forma si el piano cortante intersecta a cada genera- 
triz y tambien es perpendicular al eje del cono. Refierase a la figura 3. A 
continuacion se definira una elipse como un conjunto de puntos del piano. Al 
final de esta seccion se demostrara que esta definicion es una consecuencia 
de considerar a la elipse como seccion de un cono. 
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Generatrices 



** Manto superior 



Manto inferior 



Generatrices 



FIGURA 1 




Elipse 



FIGURA 2 



A, 7,1 Definition de elipse 



Una elipse es et conjunto de puntos de tin piano tales que la suma de 
sus dixtancias desde dos punto fijos es constante. Cada punto fijo se 
denomina foco. 

Considere 2c como la distancia no dirigida entre los focos, donde c > 0. 
Para obtener una ecuacitfn de una elipse, se elige el eje x como la recta que pasa 
por F y F\ de modo que el origen sea el punto medio del segmento entre F y F\ 
Vea la figura 4. Los focos Fy F'tienen coordenadas (c, 0) y (-c, 0), respectiva- 
mente. Si 2a es la suma constante referida en la definici6n, entonces a > c 
y el punto P(x, v) de la figura 4 es cualquier punto de la elipse si y solo si 



|FP| + \F'P\ = 2a 



Como 



\FP\ = VU " c) 2 + y 2 y \F'P\ = J(x + c) 2 + y 2 
P estd en la elipse si y solo si 



Vo 



c) 2 + y 2 + ^(jc + c) 2 + y 2 = 2a 



Con objeto de simplificar esta ecuaci6n, es necesario eliminar los ra- 
dicales y realizar algunas manipulaciones algebraicas, lo cual se le pedir£ 
que haga en el ejercicio 35. Al efectuar esto, se obtiene 



x 2 y L 



&2 

donde b 2 = a 2 - c 2 . El teorema siguiente establece este resultado formal- 
mente. 



A, 7. 2 Teorema Ecuacion de una elipse 



Si 2a es la constante referida en la deftnicitfn de la e J ipse, si los focos se 
encuentran en (c, 0) y (-c t 0) y si tP- = a 2 * c 2 , entonces una ecuacion 
de la elipse es 



x 2 

— + — 



«:-i 




A fin de dibujar la elipse, primero observe de la ecuaci6n que la graTica 
es simetrica con respecto a los dos ejes. Si se sustituye y por en la ecua- 
cion, se obtiene jc = ±a y y si se reemplaza jc por 0, se obtiene y = ±b. Por 
tanto, la grafica intersecta al eje jc en (a, 0) y (-a, 0) y corta al eje y en 
(0, b) y (0, -b). Como b 2 = a 2 - c 2 , se deduce que a > b. Consulte la 
figura 5 y refierase a ella conforme lea el parrafo siguiente. 

La recta que pasa por los focos se denomina eje principal. Para esta elipse 
el eje jc es el eje principal. Los puntos de intersecci6n de la elipse con su eje 
principal se llaman vertices. Asi, para esta elipse los v6rtices estan en V(a, 0) 
y V'(-a, 0). El punto del eje principal que se encuentra a la mitad de la distancia 
entre los dos vertices recibe el nombre de centre El origen es el centro de esta 
elipse. El segmento del eje principal entre los dos vertices se denomina eje 
mayor, y su longitud es 2a unidades. Para esta elipse el segmento del eje v entre 
los puntos (0, b) y (0, -b) se llama eje menor. Su longitud es lb unidades. 

Una elipse recibe el nombre de conica central en contraste con una 
parabola, la cual no tiene centro debido a que solo tiene un vertice. 
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P(x, y) 



-9- 



i-c, 0) 



(c,0) 



FIGURA 4 





y 


J 


i 


(0,b) 




V 'U 


f\v 


(-a, 0)\(-c, 0) 


(c <yU o) x 


(0. -b) 





^ + ^r = 1 



FIGURA 5 



► EJEMPLO I 



Para la elipse que tiene la ecuacion 



x 2 

— + 
25 



16 



= 1 



obtenga los vertices, los extremos del eje menor y los focos. Dibuje la 
elipse y muestre los focos. 

Solution Como la ecuacion es de la forma 

el centro de la elipse est£ en el origen y su eje principal es el ejex Debido a que 
a 2 = 25 yb 2 = 16, a = 5yb = 4. Por tanto, los vertices se encuentran en 
V(5, 0) y V(-5, 0), y los extremos del eje menor estan en 5(0, 4) y /?'(0, -4). 
A fin de determinar los focos, se resuelve la ecuacion b 2 = a 2 - c 2 para 
c con a 2 = 25 y b 2 = 16. De este modo, puesto que c > 0, 

16 = 25 - c 2 

c 2 = 9 
c = 3 

Por tanto, los focos se encuentran en F(3, 0) y F'(-3, 0). 

Como una ayuda al dibujar la elipse, se determina un punto del primer 
cuadrante al sustituir 3 por x en la ecuacion y resolverla para v. Por su- 
puesto, cualquier otro valor de x entre y 5 puede emplearse. Por la simetrfa 
se tienen puntos correspondientes en los otros tres cuadrantes. La figura 6 
muestra la elipse y los focos. 4 





(0, 4)' 


B 






vl 


r 




F 


V 


>.o)T 


(-3*0) o 

(o^4T 




(3,0) 


/(5,0) 



25 16 
FIGURA 6 




(0, -4) 



(5,0) 



\FP\ 



\F'P\ = 10 



jc 2 v 2 

25 16 

FIGURA 7 



Observe de la definicion de elipse que si P es cualquier punto de la 
elipse del ejemplo 1 , entonces \FP\ + \ FT | - 10. En la figura 7 se ha to- 
rnado P en el segundo cuadrante. 

Con objeto de trazar la elipse en la graficadora, puede hacerse lo mismo 
que se hizo en la seccion A. 5 del apendice para las graficas de las circunferen- 
cias. Esto es, se considera la ecuacion de la elipse como cuadrdtica en v y se 
resuelve para esta variable a fin de obtener dos ecuaciones que definen a y 
como dos funciones de x. 

t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Al resolver la ecuacion de 
la elipse del ejemplo 1 para v, primero se multiplican los dos miembros de la 
ecuacion por 400, por lo que se tiene 

16.x 2 + 25v 2 = 400 

25v 2 = 400 - 16* 2 
16(25 



25y 2 

»2 



x 2 ) 



y 2 = i|(25 -jc 2 ) 



±|V25" 



En el mismo rectangulo de inspeccion de la graficadora se trazan las grafi- 
cas de 



y. = \ V25 - x* 



-!V25 - x 2 



'i -3"- - y >2 : 5 

para obtener la elipse que se muestra en la figura 6. 
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- 48 pies 
FIGURA 8 
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En la section A.9 del ap6ndice se explica otro metodo para trazar una 
elipse en la graficadora. Este metodo emplea ecuaciones parametricas de ta 
elipse que contienen funciones trigonometricas. 

Las trayectorias de muchos cometas y las orbitas de los planetas y sa- 
telites son elipses. Algunas veces los arcos de puentes tienen forma eliptica, y 
tambien se utilizan las elipses en los engranajes de algunas maquinas. Una 
aplicacion de la elipse en arquitectura se tiene en las llamadas galerias del 
susurro, en donde se utiliza su propiedad reflexiva. En estas galerias las 
bovedas tienen secciones transversales que son arcos de elipses con focos 
comunes. Una persona ubicada en un foco F puede escuchar el susurro de 
otra colocada en el foco F' debido a que las ondas sonoras originadas por 
el murmurador de F' chocan contra la boveda y son reflejadas por esta al 
oyente ubicado en F. Un ejemplo famoso de estas galerias del susurro se 
encuentra bajo la cupula del Capitolio en Washington D. C. Otro ejemplo 
mas es el Tabernaculo Mormon en Salt Like City. 

w EJEMPLO 2 Un arco en forma de semielipse mide 48 pie de 
ancho en la base y tiene una altura de 20 pie. ^Que tan ancho es el arco a una 
altura de 10 pie sobre la base? 

Solucion La figura 8 muestra un dibujo del arco y los ejes coordenados, 
los cuales se han elegido de modo que el eje x yace a lo largo de la base y el 
origen se encuentra en el punto medio de la base. Entonces, la elipse tiene su 
eje principal sobre el eje x, su centro en el origen, a — 24 y b — 20. Asi, 
una ecuacion de la elipse es 

576 + 400 

Sea 2x pies la medida del ancho del arco a la altura de 10 pie sobre la 
base. Por tanto, el punto (Jc, 10) esta en la elipse. De modo que 



576 



= L 



100 
400 
x 2 = 432 

x = 12 V3 



Conclusion: A la altura de 10 pie sobre la base, el ancho del arco mide 

24 V3 pie. 4 

Si una elipse tiene su centro en el origen y su eje principal sobre el 
eje y, entonces una ecuacion de la elipse es de la forma 

a 2 b 1 



esta ecuacion se obtiene al intercambiar x y y en la ecuacion 
a 2 + b 2 

^> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Puesto que para una elipse 
a > b, se deduce que la elipse que tiene ecuacion 

25 



x_ 
16 



\y- 



i 
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tiene su eje principal sobre el eje y. Esta elipse tiene la misma forma de la 
elipse del ejemplo 1. Los vertices se encuentran en (0, 5) y (0, -5), los extre- 
mos del eje menor estan en (4, 0) y (-4, 0), y los focos se encuentran en 
(0, 3) y (0, -3). La figura 9 muestra esta elipse. ' ^ 

Suponga que el centro de una elipse esta en el punto (h, k) en lugar del 
origen, y que el eje principal es paralelo a uno de los ejes coordenados. 
Entonces, mediante una traslaci6n de ejes, de modo que el punto (h, k) sea el 
nuevo origen, una ecuacion de la elipse es 

,'2 



a* 



XL 
b 2 



= 1 



si el eje principal es horizontal, y 

'2 



= 1 



a 2 b 2 

si el eje principal es vertical. Comox' = x - h y y' = y - k, se tienen las 
formas estandar siguientes para las ecuaciones de las elipses. 



A.7.3 Teorema Formas estandar de las ecuaciones 
de tas elipses 



Si el centra de una elipse esta en (h> k) y la distancia entre los vertices es 
la, entonces una ecuacion da la elipse es de la forma 



si el eje principal es horizontal, y 

a 1 b 1 

■ 
si el eje principal es vertical. 






(i> 



(2) 



.... ... 



Al desarrollar {x - h) 2 y (y - k) 2 y simplificar, se pueden escribir 
cada una de las ecuaciones (1 ) y (2) en la forma 



Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 



(3) 



donde A y C tienen el mismo signo. En el ejemplo siguiente se comienza 
con una ecuacion en esta forma y se completan los cuadrados a fin.de expre- 
sarla en alguna de las formas estandar. 



W EJEMPLO 3 Demuestre que la graTica de la ecuacion 

25jc 2 + 16y 2 + 150jc - 128y - 1119 = 

es una elipse. Determine el centro, una ecuacion del eje principal, los ver- 
tices, los extremos del eje menor y los focos. Dibuje la elipse y verifique la 
grafica en la graficadora. 

Solution Con objeto de escribir la ecuacion dada en una de las formas 
estandar, se comienza por completar los cuadrados en x y y. Al hacerlo se tiene 

25(x 2 + 6x) + 16(y 2 - 8y) = 1119 
25(jc 2 + 6x + 9) + 16(y 2 - 8y + 16) = 1119 + 225 + 256 
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FIGURA 10 



25(x + 3) 2 + 16(y - A) 2 



1600 



25(jc + 3)2 16(y - 4)2 = 
1600 1600 



(* _+ 3)2 + (y_ 



4) 2 



64 
Esta ecuacion es de la forma 



100 



= 1 



(y 



Dl + iL 



h) 2 _ 



*>2 



= 1 



(fl > b) 



donde (/i, A;) es (-3, 4), a 2 = 100 y b 2 = 64. Por tanto, la grafica es una 
elipse cuyo centro se encuentra en (-3, 4) y cuyo eje principal tiene la 
ecuacion x = -3. Como a - 10 y b = 8, los vertices estan en V(-3, 14) 
y V(-3,-6), y los extremos del eje menor se encuentran en B(5, 4) y 
iT(-ll, 4). Para determinar los focos se emplea la ecuacion b 2 - a 2 - c 2 
con c > 0, de donde resulta 

64 = 100 - c 2 
c 2 = 36 
c = 6 

De esta forma, los focos estan en F(-3, 10) y F'(-3, -2). Al localizar algu- 
nos puntos mas (en particular donde la elipse intersecta a los ejes x y y) se 
obtiene la elipse que se muestra en la figura 10. 4 

En los ejemplos ilustrativos siguientes tambien se tienen ecuaciones 
de la forma (3). 



Suponga que (3) es 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

6x 2 + 9y 2 - 24* - 54y + 115 = 
la cual puede escribirse como 

6(x 2 - 4x) + 9(y 2 - 6y) = -115 

Al completar los cuadrados en x y y y se tiene 

6(x 2 - Ax + 4) + 9(y 2 - 6y + 9) = -115 + 24 + 81 
6(jc - 2) 2 + 9(y - 3) 2 = -10 

Puesto que el miembro derecho de esta ecuaci6n es negativo y el miem- 
bro izquierdo es no negativo para todos los puntos (jc, y), la grafica es el 
conjunto vacio. *4 



i 



\> EJEMPLO ILUSTRATIVO 4 

6* 2 + 9y 2 - 24* - 54y + 105 = 
puede expresarse como 

6(* - 2) 2 + 9(y - 3) 2 = 
su grdfica consiste del punto (2, 3). 



Debido a que la ecuacion 
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Se puede demostrar en general que la grafica de cualquier ecuacion de la 
forma (3) es una el ipse, como en el ejemplo 3, un punto o el conjunto vacfo. 
Cuando la grafica consiste de solo un punto o es el conjunto vacfo, como en 
los ejemplos ilustrativos 3 y 4, se dice que la elipse es degenerada. 

Observe que (3) es el caso especial de la ecuacion general de segundo 
grado en dos variables 



Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 



(4) 



donde B = y AC > (esto es, A y C tienen el mismo signo). 

Las conclusiones de la discusion anterior se resumen en el teorema 
siguiente. 




(-2,2 + 3-75) 




A. 7.4 Teorema 



Si en la ecuaci6n general de segundo gradp <4) t B = y AC > T 
entonces la grafica es una el ipse, un punto o el conjunto vacfo. 

El caso degenerado de una elipse, un punto, se obtiene como una seccion 
conica si el piano cortante contiene al vertice del cono pero sin contener a 
ninguna generatriz. Consulte la figura 1 1 . 

SiA = Cen (3), entonces la ecuacion se transformaen 

Ax 2 + Ay 2 + Dx + Ey + F = 
de la cual, al dividirse entre A, resulta 



-x + 



iy + 



= o 



En la seccion A. 5 del apendice se dijo que la grafica de esta ecuacion es una 
circunferencia, un punto o el conjunto vacfo. Esta proposicion concuerda con 
el teorema A. 7. 4 debido a que una circunferencia es una forma lfmite de 
una elipse. Este hecho puede demostrarse al considerar la ecuacion que rela- 
ciona a, by c para una elipse: 

b 2 - a 2 - c 2 

De esta ecuacion se observa que si c = 0, entonces b 2 = a 2 , y en con- 
secuencia, la forma estandar de la ecuacion de una elipse se convierte en 



(x 






= i 



*=> (x - h) 2 + (y 



k) 2 = a 2 



la cual es una ecuacion de una circunferencia con centro en (ft, k) y 
radio a. Ademas, cuando c = 0, los focos coinciden con el centro de la 
circunferencia. 

w EJEMPLO 4 Obtenga una ecuacion de la elipse que tiene focos 
en (-8, 2) y (4, 2), para la cual la constante referida en la definicion es 18. 
Dibuje la elipse. 

Solution El centro de la elipse esta~a la mitad de la distancia entre los 
focos y es el punto (-2, 2). La distancia entre los focos de la elipse es 2c, y la 
distancia entre (-8, 2) y (4, 2) es 12. Por tanto, c = 6. La constante referida en 
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(-10, 0) 




{-a, 0) 




la definici6n es 2a; de modo que 2a = 1 8 y a = 9. Como b 2 = a 2 - c 2 , 
entonces 

b 2 = 81 - 36 
fc 2 = 45 
ft - 3V5 

El eje principal es paralelo al eje x\ en consecuencia, una ecuacion de la 
elipse es de la forma 

(x - h)2 (y - k)2 
a 2 + b 2 

Debido a que el punto (h, k) es el punto (-2, 2), a = 9yb = 3 V5 , la ecuacion 
requerida es 

(x + 2)2 (y - 2)2 = 
81 + 45 

Esta elipse se muestra en la figura 12. ^ 

Algunas elipses son casi circulares, lo cual ocurre cuando los focos 
estan muy pr6ximos entre si. Otras elipses son "aplastadas" lo cual sucede 
cuando los vertices y los focos estan muy cerca unos de otros. La forma de 
una elipse (su "redondez" o "aplastamiento") esta determinada por la 
excentricidad, la cual se define formalmente a continuation. 



A. 7. 5 Definition de la excentricidad de una elipse 



La excentricidad e de una elipse es la razon de la distancia no diri- 
gida entre los focos a la distancia no dirigida entre los vertices; esto es, 





^F 


i 


i 


vv: 




^^ V >* 


a,0N 







^.a.0) 



e = 0.95 
(c) 

FIGURA 13 



Puestoquec 2 - a 2 - b 2 , entonces c < a;portanto, < e < 1. Cuan- 
do los focos estan muy proximos entre si\ e estd muy cerca de cero, y la for- 
ma de la elipse es muy parecida a una circunferencia. Vea la figura 13(a), 
que muestra una elipse para la cual e = 0.3. Si a permanece fija, entonces 
conforme e se incrementa, el aplastamiento de la elipse tambien aumenta. 
Las figuras 13(b) y 13(c) muestran elipses con excentricidades de 0.7 y 
0.95, respectivamente, cada una con el mismo valor de a como en la figu- 
ra 13(a). Las formas limite de la elipse son una circunferencia de diametro 
2a y un segmento de recta de longitud 2a. 

Como se prometi6, ahora se demostrard que la definicion de elipse como 
conjunto de puntos de un piano se deduce de la definicion de elipse como seccion 
conica. Esta demostracion, a veces llamada demostracion del cono de helado, 
fue presentada en 1 822 por el matematico belga G. P. Dandelin (1794-1847). 
RefiSrase a la figura 14, la cual muestra un manto de un cono que tiene vertice en 
O y un piano cortante que intersecta al cono en una elipse. En el cono se 
encuentran inscritas las dos esferas S\ y S 2 . La esfera S] es tangente al cono a lo 
largo de la circunferencia Cj, y es tangente al piano cortante en el punto F { . La 
esfera 5 2 es tangente al cono a lo largo de la circunferencia C 2 , y es tangente al 
piano cortante en el punto F 2 . Los pianos de las circunferencias C t y C 2 son pa- 
ralelos. Se demostrara que F\ y F 2 son los focos de la elipse al probar que si P es 
cualquier punto de la elipse, entonces | PF X \ + | PF 2 \ es una constants Para 
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Esfera 5 




Circunferencia C\ 



FocoF, 



Foco F- 



Circunferencia C 1 



Elipse 

P 
Esfera S 7 



demostrar esto, se dibuja la recta que pasa por los puntos O y P de la super- 
ficie del cono. Los puntos Q\ y Q 2 son las intersecciones de esta recta cen 
las circunferencias C\ y C 2 , respectivamente. Como PF\ y PQ\ son dos rectas 
tangentes a la esfera S x trazadas desde P, se deduce que 

l^i I = I^Gil 
Tambien PF 2 y PQ 2 son dos rectas tangentes a la esfera S 2 trazadas desde P. Asf, 

M = \PQ 2 \ 

Por tanto, 

l^i I + 1^1 = \PQ\\ + \P(k\ 



FIGURA 14 



Observe que | PQ\ \ + \ PQ 2 \ — \ Q\Q 2 \ , la cual es la distancia medida a lo 
largo de la superficie del cono entre los pianos paralelos de las circunferen- 
cias C\ y C 2 . Esta distancia sera la misma para cualquier otra eleccion del 
punto P de la elipse. Por tanto, | PF\ | + | PF 2 | es una constante, y F\ y F 2 
son los focos de la elipse. 



EJERCICIOS A.7 



En los ejercicios 1 a 16, para la elipse que tiene la ecuacion 
indicada, determine (a) el centro, (b) el eje principal, (c) los 
vertices, (d) los extremos del eje menor y (e) los focos. (f) Dibuje 
la elipse ymuestre los focos. Verifique la grdfica en la graficadora. 



25 



21 

9 



^i + zl = i 

100 64 



/- - 1 



*' 4 + 16 " 4 * 25 " 169 

5. 9jc 2 + 25y 2 = 900 6. 4x 2 + 9y 2 = 36 

7. 9x 2 + y 2 - 9 8. 25jc 2 + 4y 2 - 100 

9. 4x 2 + 9y 2 - 16jc - 18? - 11 = 

la. x 2 + 4y 2 - 6x + $y - 3 = 

11. 4jc 2 + y 2 + 8jc - 4y - 92 = 

12. 2x 2 + 2? 2 - 2x + 18? + 33 = 

13. 4x 2 + 4y 2 + 20jc - 32? + 89 = 

14. 25jc 2 + ? 2 - 4? - 21 =0 

15. x 2 + 3? 2 - 4x - 23 = 

16. 2jc 2 + 3? 2 - 4x + 12? + 2 = 

£n /e>£ ejercicios 17 y 18, determine si la grdfica de la ecuacion 
es una elipse, un punto o el conjunto vacio. 

17. 4jc 2 + ? 2 - 8jc + 2? + 5 = 

18. 2x 2 + 3? 2 4 8jc - 6? + 20 - 

En los ejercicios 19 a 28, obtenga una ecuacion de la elipse que 
tiene las propiedades indicadas y dibuje la elipse. Verifique la 
grdfica en la graficadora. 

19. Vertices en (- 1 , 0) y ( | , 0), y un foco en ( | , 0). 

20. Focos en (-5, 0) y (5, 0) y para la cual la constante referida 
en la definicion es 20. 



21. Focos en (0, 3) y (0, -3) y para la cual la constante referida 
en la definicion es 6 V3 . 

22. Centro en el origen , sus focos sobre el eje jc t la longitud del 
eje mayor es 3 veces la longitud del eje menor, y pasa por 
el punto (3, 3). 

23. Vertices en (2, 0) y (-2, 0), y pasa por el punto (-1, \ V3 ). 

24. Vertices en (0, 5) y (0, -5), y pasa por el punto (2, - -§ V3 ). 

25. Centro en (4, -2), un vertice en (9, -2) y un foco en (0, -2). 

26. Un foco en (2, -3), un vertice en (2, 4) y el centro sobre el 
ejeje. 

27. Focos en (- 1 , - 1 ) y (-1 , 7), y la longitud del semieje mayor 
es de 8 unidades. 

28. Focos en (2, 3) y (2, -7), y la longitud del semieje menor es 
dos tercios de la longitud del simieje mayor. 

En los ejercicios 29 a 32, resuelva el problema verbal y no ol- 
vide escribir una conclusion. 

29. El techo de un vestfbulo de 10 m de ancho tiene la forma 
de una semielipse de 9 m de altura en el centro y 6 m de 
altura de las paredes laterales. Determine la altura del techo 
a 2 metros de Cualquier pared. 
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30. La orbita de la Tierra alrededor del Sol es de forma eliptica, 
con el Sol en uno de los focos y un semieje mayor de longitud 
de 92.96 millones de millas. Si la excentricidad de la elipse 
es 0.0167, determine (a) la distancia minima de la Tierra al 
Sol y (b) la mayor distancia posible entre la Tierra y el Sol. 

Suponga que la orbita de un planeta tiene la forma de una 
elipse con un eje mayor cuya longitud es de 500 millones de 
kilometres. Si la distancia entre los focos es de 400 millones 
de kilometres, obtenga una ecuacion de la orbita. 

El arco de un puente es de forma semielfptica y tiene una 
amplitud horizontal de 40 m y una altura de 1 6 m en su cen- 
tre. ^Que* altura tiene el arco a 9 m a la derecha o izquierda 
del centre? 



31. 



32. 




33. A fin de trazar la elipse definida por la ecuacibn 4x 2 + 
9y 2 = 36, utilice el procedimiento siguiente y explique 
por que funciona: primero determine los puntos de intersec- 



34. 



35. 



cion de la elipse con los ejes coordenados. Obtenga los 
focos sobre el eje jc empleando un compas, con centre .en 
uno de los puntos de interseccidn con el eje y y radio 3. 
Despues clave una "chinche" en cada foco. Tome una cuer- 
da de longitud 6 y ate cada uno de sus extremos a una chin- 
che. Apoye un lapiz contra la cuerda y haga que se tense, 
deslice el lapiz manteniendo tensa la cuerda y trace la elipse. 

Utilice un procedimiento semejante al del ejercicio 33 para 
trazar la elipse cuya ecuacion es 16jc 2 + 9y 2 — 144. Ex- 
plique por que" funciona el procedimiento. 

Demuestre que la ecuacion 



^(x - c) 2 + y 2 + ^(x + c) 2 + y 2 - 2a 
puede simplificarse y expresarse como 



a 2 + b 2 



= 1 



donde b 2 = a - c . 
36. Para la elipse cuya ecuacion es 

(x - hY , (y - k) 2 _ 
a 2 + b 2 ~ 

donde a > b > 0, obtenga las coordenadas de los focos 
en terminos de h,k,ay b. 



A.8 HIPERBOLAS 




Hiperbola 
FIGURA 1 



Cuando un piano cortante de un cono es paralelo a dos generatrices, dicho 
piano intersecta los dos mantos del cono y la seccion conica que se obtiene 
es una hiperbola, la cual se muestra en la figura 1. La definicion de hiper- 
bola como un conjunto de puntos de un piano puede deducirse a partir de 
su definicion como seccion conica. La demos trac ion, es semejante a la utili- 
zada para la elipse en la seccion A.7 del apendice, e implica una esfera en 
cada manto del cono. 



A.8. 1 Definicion de hiperbola 



Una hiperbola es un conjunto de puntos del piano tales que el valor 
absolute de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos es cons- 
tan te. Los dos puntos fijos se denominan focos, 

A fin de obtener una ecuacion de una hiperbola se comienza, como se 
hizo con la elipse, considerando la distancia entre los focos como 2c, donde 
c > 0. Despues se elige el eje x como la recta que pasa por los focos F y 
F'. Consulte la figura 2. Los puntos (c, 0) y (-c, 0) son los focos F y F\ 
respectivamente. Sea la la constante referida en la definicion. Se puede 
demostrar que c > a. El punto (*, y) de la figura 2 es un punto de la hiperbo- 
la si y s61o si 



\FP\ 



\F'P\ - la 



Como 



\FP 



- J(x 



cY + y 2 



\F'P\ = ^](x + c) 2 + 



J 
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P(x.y) 




4 * v 


F (-c, 0) ° 


F(c,0) 



FIGURA 2 



P esta en la hiperbola si y solo si 



c) 2 + y 2 - ^j(x - c) 2 + y 2 \ = la 
o, equivalentemente, sin las barras de valor absoluto, 

c) 2 + y 2 ~ 4(x + c) 2 + y 2 - ±2a 



<jr* 



Esta ecuacion puede simplificarse al eliminar los radicales y efectuar algu- 
nas manipulaciones algebraicas. Se le pedira que haga esto en el ejercicio 43. 
La ecuacion que resulta es 

*L - Z! =: i 

a 2 b 2 
donde b 2 - c 2 - a 2 . Asi, se tiene el teorema siguiente. 




(-C 0) 



■ Z- = 1 



FIGURA 3 



A.8. 2 Teorema Ecuacion de una hiperbola 



Si 2a es la constante referida en la definici6n, si los focos estin en (c t 0) 
y (-c f 0), y si ti 2 - c 2 - a 2 , entonces una ecuacion de la hiperbola es 






*1 _ lL - l 
^ 2 " fr 2 " 









Ahora se mostrara como se dibuja esta hiperbola, la cual se presenta en la 
figura 3. Observe de la ecuacion que la grafica es simetrica con respecto a los 
ejes x y v. Como con la elipse, la recta que pasa por los focos se denomina eje 
principal. Asi, para esta hiperbola el eje x es el eje principal Los puntos donde 
la hiperbola intersecta al eje principal se llaman vertices y el punto que se en- 
cuentra a la mitad de la distancia entre los vertices recibe el nombre de centro. 
Para esta hiperbola los vertices estdn en V(a, 0) y V'(-a 9 0) y el centro se 
encuentra en el origen. El segmento V'V del eje principal se denomina eje 
trans verso y su longitud es la unidades. 

Al sustituir por x en la ecuacion de la hiperbola se obtiene la ecuacion 
y 2 = -b 2 , la cual no tiene soluciones reales. En consecuencia, la hiperbola no 
intersecta al eje y. Sin embargo, el segmento de recta que tiene sus extremos en 
los puntos (0, -b) y (0, b) se llama eje conjugado, y su longitud es 2b unidades. 
Si se resuelve la ecuacion de la hiperbola para v en terminos de x; se tiene 



v = ±^V* 2 - a 1 
J a 

De esta ecuacion se concluye que si \x\ < a, no existe valor real para v. Por 
lo que no existen puntos (jc, y) de la hiperbola para los cuales -a < x < a. 
Tambten se observa que si \x\ > a, entonces a v le corresponden dos valores 
reales. Asi, la hiperbola tiene dos ramas. Una rama contiene al v6rtice V(a, 0) 
y se extiende indefinidamente hacia la derecha de V. La otra rama contiene al 
vertice V'(~a, 0) y se extiende indefinidamente hacia la tzquierda de V. 

Como en el caso de la elipse, debido a que la hiperbola tambi£n tiene 
un centro se le llama conica central. 



► EJEMPLO I 



cuya ecuacion es 
9 16 



y 2 _ 



Determine los vertices y focos de la hiperbola 
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£i_r = i 

9 16 
FIGURA 4 



Dibuje la hiperbola y muestre los focos. 
Solution Como la ecuacion es de la forma 

£1-^ = 1 
a 2 b 2 

el centro de la hiperbola esta en el origen y el eje principal es el eje x. De- 
bido a que a 2 = 9 y b 2 ~ 16, entonces a ~ 3 y b = 4. Por tanto, los 
vertices se encuentran en V(3, 0) y V(~3, 0). El numero de unidades de la 
longitud del eje transverso es 2a = 6, y el numero de unidades del eje 
conjugado es 2b = 8. Como b 2 = c 2 - a 2 , con c > 0, se tiene 



16 
„2 _ 



-16 + 9 

= 25 

= 5 



En consecuencia, los focos estan en F(5, 0) y F r (-5, 0). La hiperbola dibu- 
jada junto con los focos se muestra en la figura 4. ^ 




De la definicion de la hiperbola, si P es cualquier punto de la hiperbola 
del ejemplo 1, entonces ||FP| - |^'^|| = 6. Consulte las figuras 5(a) y 
(b); en (a) P esta en el segundo cuadrante y | FP \ - \ F'P | = 6; en (b) P esta 
en el cuarto cuadrante y \F'P\ - \FP\ = 6. 

W EJEMPLO 2 Obtenga una ecuaci6n de la hiperbola que tiene un 
foco en (5, 0) y los extremos de su eje conjugado se encuentran en (0, 2) y 
(0,-2). 

Sol UC ion Como los extremos del eje conjugado se encuentran en (0, 2) 
y (0, -2), b - 2, el eje principal coincide con el eje x, y el centro esta en el 
origen. En consecuencia, una ecuacion de esta hiperbola es de la forma 

*L - t. = 1 
a 2 b 2 

Debido a que un foco se encuentra en (5, 0), c = 5, y como b 2 = c 2 - a 2 , A 
entonces a 2 = 25 - 4, Asi, a = V2l y una ecuacion de la hiperbola es 




F'P 



FP 



(b) 






FIGURA 5 



21 4 
Si en la ecuacion 

£i _ f. = 1 
a 2 b 2 

se intercambian x y y, se obtiene 
P _ ^ = 1 

la cual es la ecuacion de una hiperbola que tiene su centro en el origen y su 
eje principal coincide con el eje y. 



. EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 



La ecuacion 



x 2 
16 



= 1 
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FIGURA 6 



puede obtenerse a partir de la del ejemplo 1 al intercambiar x y y. La grafica 
de esta ecuaci6n es una hip6rbola que tiene su centro en el origen, el eje y como 
su eje principal, sus vertices en K(0, 3) y V(0, -3) y su focos en F(Q, 5) y 
F'(Q, -5). La figura 6 muestra la hiperbola y sus focos. 4 

Como se hizo con las circunferencias y con las elipses en las secciones 
A. 5 y A. 6, respectivamente, se puede trazar una hiperbola en la graficadora. 
Primero se define y como dos funciones de jc, las cuales se obtienen al re- 
solver la ecuaci6n de la hiperbola para y. Sin embargo, como con la elipse, 
es facil trazar la grafica de la hiperbola a partir de sus ecuaciones param6- 
tricas, el metodo se explica en la seccion A.9 del apendice. 

En la ecuacion estandar de una elipse, se sabe que a > b.S'm embargo, 
para una hiperbola no existe una desigualdad general que relacione a a y b. 
Por ejemplo, en el ejemplo 1, donde a = 3 y b = 4, a < b; pero en el 
ejemplo 2, donde a = V2T y b = 2, a > b. Ademas, a puede ser igual 
a b, en este caso la hiperbola se denomina equilatera. La hiperbola equi- 
latera cuya ecuacion es 

x 2 - y 2 = 1 

se conoce como hiperbola unitaria. 

RefiSrase a la figura 7, la cual muestra la hiperbola que tiene la ecuacuaci6n 

£i _ Zl - 1 




a 2 b 1 
FIGURA 7 



Las rectas diagonales punteadas son las asintotas de la hiperbola. En las sec- 
ciones 1.7 y 3.7, se estudiaron asintotas verticales, horizontales y oblicuas de 
una grafica, y se presentaron las definiciones formales, las cuales implican el 
concepto de limite. Sin embargo, intuitivamente puede establecerse que si la 
distancia no dirigida entre una grafica y una recta se hace mas pequena (sin 
llegar a ser cero) conforme | x | o \y\ se hacen cada vez mas grandes, entonces 
la recta es una asintota de la grafica. 

Observe en la figura 7 que las diagonales del rectangulo cuyos vertices 
se encuentran en (a, b)> (a, -£), (-a, b) y (-a, -b) pertenecen a las asintotas 
de la hiperbola. Este rectangulo se denomina rectangulo auxiliar; sus lados 
tienen longitudes de 2a y 2b. Los vertices de la hiperbola son los puntos de 
interseccion del eje principal y el rectangulo auxiliar. Una grafica bastante 
buena de una hiperbola puede obtenerse dibujando primero el rectangulo 
auxiliar. Las asintotas se tienen al prolongar las diagonales del rectangulo. 
Despu^s, por cada v^rtice se dibuja una rama de la hiperbola empleando las 
asintotas como gufas. Observe que como a 2 + b 2 = c 2 , la circunferencia 
que tiene su centro en el origen y pasa por los vertices del rectangulo auxi- 
liar tambien pasa por los focos de la hiperbola. 



Determine los vertices de la hiperbola cuya 



► EJEMPLO 3 

ecuaci6n es 

x 2 - V - 16 
Dibuje la hiperbola y muestre el rectangulo auxiliar y las asintotas. 



Solution La ecuacion dada es equivalente ; 



16 



y± - 
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16 4 
FIGURA 8 



Por tanto, la hiperbola tiene su centro en el on gen, y su eje principal es el eje 
jc. Como a 2 = 16 y b 2 = 4, entonces a - 4 y b = 2. Los vertices se en- 
cuentran en V(4, 0) y V'(-4, 0), y los lados del rect&ngulo auxiliar tienen 
longitudes de 2a = 8 y 2b = 4. La figura 8 muestra el rectangulo auxiliar 
y las asintotas. Estas asintotas se utilizan como guias para dibujar la hiper- 
bola, la cual se muestra en la figura. ^ 

Se puede utilizar un truco nemotecnico para obtener las ecuaciones de 
las asintotas de una hiperbola. Por ejemplo, para la hiperbola que tiene la 



y 
b 2 



ecuacion -y - 77 = U se sustituye el miembro derecho por cero, 
obteniendose 



±- - *- = 
a 2 b 2 

Al factorizar, esta ecuaci6n se transforma en 

(M)(M) = » 

que es equivalente a las dos ecuaciones 

y 

u u 

a J 

las cuales son las ecuaciones de las asintotas de la hiperbola dada. 



1=0 y * + ^ = 



a b 



I ' EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 

del ejemplo 3 es 



Una ecuacion de la hiperbola 



£1-Z1 = i 
16 4 

A fin de obtener las ecuaciones de las asintotas se sustituye el miembro de- 
recho por cero, por lo que se obtiene 



16 



= 



Xw)- 



_ y 

2 

y = o 

2 



* + y 

4 2 



= 



J 



Suponga que el centro de una hiperbola esta en (h, k) y que su eje prin- 
cipal es paralelo a uno de los ejes coordenados. Entonces, por medio de una 
traslacion de ejes, de modo que el punto (h, k) sea el nuevo origen, una ecua- 
cion de la hiperbola es 



1L 
b 2 



= I 



si el eje principal es horizontal, y 



x *• 

b 2 
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si el eje principal es vertical. Si se sustituye jc' por jc - h y y' por y - k, se 
obtienen las siguientes formas estandar de las ecuaciones de las hiperbolas. 



A. 8, 3 Teorema Formas estandar de las ecuaciones 
de las hiperboias 



Si el centro de una hiperbola se encuentra en (h,k}y la distancia entre los 
vertices es 2a, entonces una ecuacl6n de la hipeibola es de la forma 

(jc - ft) 2 Cv - k) 2 



= 1 



si el eje principal es horizontal, y 

(y - k) 2 (x - h) 2 



a 2 b 2 

si el eje principal es vertical. 



= I 



Al desarrollar (jc - h) 2 y ( v - k) 2 y simplificar, se piede escribir cada 
una de estas ecuaciones en la forma 



Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 



(1) 



donde A y C tienen signos opuestos. El ejemplo siguiente presenta una 
ecuaci6n de esta forma. 



vu, i) 

_l — ^ — i — i — (_► x 




(y - 2) 2 (x - l) 2 _ 



9 4 

FIGURA 9 



= 1 



► EJEMPLO 4 

9x 2 - Ay 2 - l&c 



Muestre que la grafica de la ecuaci6n 

16y + 29 = 



es una hiperbola. Obtenga el centro, una ecuacion del eje principal y los ver- 
tices. Dibuje la hiperbola y muestre el rectangulo auxiliar y las asintotas. 

Solution Se comienza completando los cuadrados en x y y. Asi\ 

9(x 2 - 2x) - A(y 2 + Ay) = -29 
9(x 2 - 2x + 1) - 4(y 2 + Ay + 4) = -29 + 9 - 16 
9(x - l) 2 - 4(y + 2) 2 = -36 



(y - 2) 2 u - I) 2 _ 



= 1 



Esta ecuacion es la de una hiperbola cuyo centro esta" en ( 1 , -2) y cuyo eje 
principal es la recta vertical que tiene ecuacion jc = 1. Como a 2 = 9 y 
b 2 = 4, entonces a = 3 y b = 2. Los vertices se encuentran en el eje 
principal a 3 unidades arriba y debajo del centro; ellos estan en V(l, 1) 
y V'(l,-5). El rectangulo auxiliar tiene lados de longitudes 2a = 6 y 
2b = 4; este se muestra en la figura 9 junto con las asintotas y la hiper- 
bola. < 

En el ejemplo ilustrativo siguiente se tiene otra ecuacion de la forma ( 1 ). 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 3 

4* 2 - 12y 2 + 24* + 96y - 156 = 



La ecuacion 
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Dos rectas que se intersectan 
FTGURA 10 



puede escribirse como 

4(x 2 + 6x) - 12(y 2 - 8y) = 156 
y al completar los cuadrados en x y y se tiene 

4(x 2 + 6x + 9) - \2(y 2 - 8y + 16) = 156 + 36 - 192 

4(x + 3) 2 - \2(y - 4) 2 = 

(x + 3) 2 - 3(y - 4) 2 = 

[(x + 3) - (y - 4)][(x + 3) + (y - 4)] = 

jc + 3 - V3(y - 4) = y Jt + 3 + (y-4) = 

las cuales son ecuaciones de dos rectas que pasan por e] punto (-3, 4). 

Se puede demostrar en general que la grafica de cualquier ecuacion de la 
forma (1) es una hipeYbola o dos rectas que se intersectan. Los resultados del 
ejemplo 4 y del ejemplo ilustrativo 3 son casos particu lares de este hecho. 

La ecuacion ( 1 ) es el caso especial de la ecuacion general de segundo 
grado en dos variables 



Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 



(2) 



donde 5 = y AC < (es decir, Ay C tienen signo opuesto). 

El teorema siguiente resume las conclusiones de la discusi6n anterior. 



A.8*4 Teorema 



Si en la ecuaci6n general de segundo grado (2). B - y AC < 0, 
entonce& la grafica es una hip£rbola o dos rectas que se intersectan. 

El caso degenerado de la hiperbola, dos rectas que se intersectan, se 
obtiene como una seccion conica si el piano cortante contiene al v6rtice y dos 
generatrices del cono, como se muestra en la figura 10. 




(>' + If (-c + 5) 2 



1 
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W EJEMPLO 5 Los vertices de una hiperbola se encuentran en 

(-5, -3) y (-5, -1), y los extremos de su eje conjugado estan en (-7, -2) y 
(-3, -2). Obtenga una ecuacion de la hiperbola y las ecuaciones de las asin- 
totas. Dibuje la hiperbola y las asintotas. 

Solution La distanciaentre los vertices es 2a; por tan to, 2a = 2ya - 1. 
La longitud del eje conjugado es 2b; de modo que 2b = 4 y b - 2. Debido a 
que el eje principal es vertical, una ecuacion de la hiperbola es de la forma 

) 2 (x - h) 2 

a A 



(y - k ) 2 



b 2 



= i 



El centra (h, k) esta la mitad de la distancia entre los vertices y, por tanto, se 
encuentra en el punto (-5, -2). En consecuencia, una ecuacion de la hi- 
perbola es 



(y + 2) 2 (x + 5) 2 



= 1 
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Al sustituir el miembro derecho por cero, a fin de obtener las ecuacio- 
nes de las asintotas, se tiene 



JL2_£±5J(Z±2 + £±5J =0 



y + 2 = j(x + 5) y y + 2 -- 



Ux + 5) 



La hiperbola y las asintotas se muestran en la figura 11. 




-V2 
(b) 



H-a, 0) 



(«,0) 



e = 2 
(C) 

FIGURA 12 




FIGURA 13 



Como con la elipse, la forma de una hiperbola esta determinada por su 
excentricidad, definida de igual manera que para la elipse, esto es, si e es 
la excentricidad de una hiperbola, entonces 



Sin embargo, para una hiperbola e > I. Esto es una consecuencia de 
que c > a, debido a que para una hiperbola 

c 2 = a 2 + b 2 (3) 

A partir de esta ecuacion, cuando a - &, se obtiene c = 42a. Por lo que la 
excentricidad de una hiperbola equilatera es V2. Consulte la figura 12(b). 
Si e se aproxima a I, mientras que a permanece fija, entonces c se aproxi- 
ma a a y, de la ecuacion (3), b se aproxima a 0, por lo que la forma de la 
hiperbola se hace "flaca" en torno a su eje principal. La figura 12(a) mues- 
tra una hiperbola con e = 1.05 y el mismo valor de a como en la figura 
12(b). Si e se incrementa conforme a permanece fija, entonces c y b se 
incremental y la forma de la hi-perbola se hace "gorda" en torno a su eje 
principal Refierase a la figura 12(c), la cual presenta una hiperbola con 
e - 2 y el mismo valor de a como en las figuras 12(a) y 12(b). 

La propiedad de la hiperbola dada en su definicion constituye la base de 
varios sistemas de navegacion. Estos sistemas estan constituidos por una red 
de pares de radiotransmisores en posiciones fijas y a una distancia conocida 
entre si. Los radiotransmisores envian senales de radio que son recibidas por 
un navegante. La diferencia de tiempo de llegada de las dos senales determi- 
nan la diferencia 2a de las distancias con relacion al navegante. Asi, se sabe 
que la posicion del navegante se encuentra en algun punto a lo largo de un 
arco de una hiperbola cuyos focos estan en las posiciones de los radiotrans- 
misores. Se determina un arco, y no ambos, debido al retraso de la senal de 
los radiotransmisores que integran el sistema. El procedimiento se repite 
para un par diferente de radiotransmisores y se determina otro arco de hi- 
perbola que proporciona la posicion del navegante. El punto de interseccion 
de los dos arcos hiperbolicos es la posicion real del navegante. Por ejem- 
plo, en la figura 13 suponga que un par de radiotransmisores se localizan en 
los puntos T\ y S\ y las senales desde este par determinan el arco hiper- 
bolico A\. Otro par de radiotransmisores ubicados en los puntos T2 y S 2 
determinan, a pai de sus senales, el arco hiperbolico A^ Entonces, la in- 
terseccion de A 1 y A 2 es la posicion del navegante. 

La hiperbola posee una propiedad de reflexion que se emplea en el di- 
seno de ciertos telescopios. Las hiperbojas tambien se utilizan en la guerra 
para localizar la artillerfa enemiga mediante el ruido de sus disparos, este 
mStodo se denomina localization acustica. Algunos cometas se desplazan 
en orbitas hiperbolicas. Si una cantidad varia inversamente con respecto a 
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otra, tales como la presion y el volumen en la ley de Boyle para un gas 
ideal (PV = k), la graTica correspondiente a esta variacibn es una hiperbola, 
como se vera en la secci6n A. 10 del ap£ndice. 



EJERCICIOS A.8 



En los ejercicios 1 a 6, para la hiperbola que tiene la ecuacidn 
indicada, determine (a) el centro, (b) el eje principal, y (c) los 
vertices, (d) Dibuje la hiperbola y muestre losfocos. 



1. — - ^- = 1 

64 36 


2. £i - £ = i 

4 4 


3. >i - JEi = , 
25 144 


+ V 2 x 2 
4. Z- - — = 1 
16 9 


5. 9x 2 - Ay 2 = 36 


6. 25y 2 - Ax 1 = 



100 



En los ejercicios 7 a 20, para la hiperbola cuya ecuacidn se in- 
dica, obtenga (a) el centro, (b) el eje principal, y (c) los vertices, 
(d) Dibuje la hiperbola y muestre el rectdngulo auxiliar y las 
asintotas. 



7. — - >— = 1 
25 16 



= 1 



8. 


x 2 y l _ x 

9 25 


0. 


y 2 *2 
100 49 



900 



* 4 16 

11. 25v 2 - 36jc 2 

12. 4jc 2 - 9y 2 = 144 

13. x 2 - y 2 + 6x - Ay - 4 = 

14. 9y 2 - Ax 2 + 32* - 36y - 

15. 9x 2 - I6y 2 + 54jc - 32y 

16. 9y 2 - 25jc 2 - 50* - 12y - 106 = 





64 = 
- 79 = 



17. 3y 2 

18. 2x 2 



Ax 2 -%x~ 2Ay - 40 
y 2 + \2x + 8y - 6 = 







19. Ay 2 - 9X 2 + 16? + 18* = 29 

20. Ax 2 - y 2 + 56jc + 2y + 195 = 

En los ejercicios 21 a 26, obtenga las ecuaciones de las asinto- 
tas de la hiperbola del ejercicio indicado. 

21. Ejercicio 7 22. Ejercicio 10 
23. Ejercicio 13 24. Ejercicio 16 
25. Ejercicio 19 26. Ejercicio 18 

En los ejercicios 27 a 36, obtenga una ecuacidn de la hiperbola 
que satis face las condiciones senaladas y dibujela, 

27. Vertices en (-2, 0) y (2, 0), y eje conjugado de longitud 6. 

28. Focos en (0, 5) y (0, -5), y un v£rtice en (0, 4), 

29. Centro en el origen, sus focos sobre el eje y, y pasa por los 
puntos (-2, 4) y (-6, 7). 

30. Extremds del eje conjugado en (0, -3) y (0, 3), y un foco en 

(5, 0). 

31. Un foco en (26, 0) y como asintotas las rectas X2y = ±5jc. 

32. Centro en (3, -5), un vgrtice en (7, -5) y un foco en (8, -5). 



33. Centxoen(-2,-l),unverticeen(-2, 1 l)y unfocoen(-2, 14). 

34. Focos en (3, 6) y (3, 0), y pasa por el punto (5, 3 + | V5 ). 

35. Focos en (-1, 4) y (7, 4), yta longitud del eje trans verso es |. 

36. Un foco en (-3 - 3 Vl3, 1), las asintotas se intersectan en 
(-3, 1) y una asintota pasa por el punto ( 1, 7). 

37. Los vertices de una hiperbola se encuentran en (-3, - 1 ) y 
(-1,-1) y la distancia entre los focos es 2V5. Obtenga 
(a) una ecuacion de la hiperbola, y (b) las ecuaciones de 
las asintotas. 

38. Los focos de una hiperbola estan en (2, 7) y (2, -7), y la 
distancia entre los vertices es 8 V3 . Obtenga (a) una ecua- 
cion de la hiperbola, y (b) ecuaciones de las asintotas. 

39. Obtenga una ecuacidn de la hiperbola cuyos focos son los 
vertices de la elipse lx 2 + llv 2 = 77y cuyos vertices son 
los focos de esta elipse. 

40. Obtenga una ecuacidn de la elipse cuyos focos estan en los 
vertices de la hiperbola 1 Ijc 2 - 7v 2 = 77y cuyos vertices 
son los focos de esta hiperbola. 

41. El costo de production de un atticulo es $12 menos en un 
punto A que un punto B, y la distancia entre A y B es de 
1 00 km. Suponga que la ruta de entrega del producto es una 
linea recta y que el costo de entrega es de 20 centavos por 
unidad por kilometro, determine la eurva en cualquier pun- 
to al cual pueda surtirse el articulo desde A o B al mismo 
costo. Sugerencia: considere los puntos Ay Ben (-50, 0) y 
(50, 0), respectivamente. 

42. Dos estaciones LORAN (long-range navigation, es decir, 
navegacidn de largo alcance) Ay B estan situadas en una 
linea recta este-oeste y A esta a 80 mi al este de B. Un avi6n 
vuela en una linea recta ubicada a 60 mi al norte de la recta 
que pasa por A y B. Se envian senales simultaneamente 
desde A y B, y la senal de A llega al avion 350 us (350 mi- 
crosegundos) antes que la senal de B. Si las senales viajan 
a razon de 0.2 mi/us, localice la position del avion por 
medio de la definicidn de una hiperbola. 

43. Demuestre que la ecuacion 



VU - c) 2 + y 2 - j(x + c) 2 + y 2 = ±2a 



puede simplificarse y expresarse como 

£i _ z! - i 

a 2 b 2 

donde b 2 - c 2 - a 2 

44. Para una hiperbola la excentricidad e es mayor que 1, y 
para una elipse < e < 1 , Explique por que" la excentrici- 
dad de una parabola es igual a 1 . 
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A.9 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 




FIGURA 1 



A* 




Es posible que hay a estudiado trigonometria en algun curso anterior al de 
Calculo; sin embargo, en esta seccion se presenta una breve revision de las 
func iones trigonometric as debido a su importancia en Calculo. 

En geometria, un angulo se define como la union de dos rayos, denomina- 
dos lados, que tienen un origen o extremo comun, llamado vertice. Cualquier 
angulo es congruente a algun angulo cuyo v6rtice este* en el origen y tenga un 
lado, denominado lado inicial, que coincida con la parte positiva del eje x. De 
dicbo angulo se dice que esta en la position estandar. La figura 1 muestra un 
angulo A OB en la posicion estandar con OA como lado inicial. El otro lado, OB, 
recibe el nombre de lado terminal. El angulo AOB puede generarse al rotar el 
lado OA hasta el lado OB, y bajo tal rotacion el punto A se desplaza, sobre la 
circunferencia cuyo centra esta" en O y tiene radio | O A | , hasta el punto B. 

Al tratar con angulos de tria^igulos, a menudo la medida de un angulo se da 
en grados. Sin embargo, en C&lculo se estudian las funciones trigonom&ricas de 
niimeros reales, y estas se definen en t^rminos de medidas en radianes. 

La longitud de un arco de una circunferencia se emplea para definir la 
medida en radianes de un dngulo. 



A, 9,1 Definition de medida en radianes 



Sea AOB un angulo en posickin estandar y | OA \ ± L Si s unidades es 
la longitud de un arco de la circunferencia reconido por un punto A 
conforms el lado inicial se rota hasta el lado terminal OB, ia medida en 
radianes, u del angulo AOB esta dada por 

t = s si la rotaci6n se efectua en sentido comrario a] giro de las 
manccillas del reloj 

y 

I = -s si la rotacitfn se efectua en el raismo sentido del giro de las 
manecillas del reloj 



(c) 



D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 Del hecho de que la medi- 

da de la longitud de la circunferencia unitaria es 2;r, puede determinarse la 
medida en radianes de los angulos de las figuras 2(a) -(f), 6stas son ~7t, \k, 



\% ix, 



•\7ty -K, respectivamente. 



En la definicidn A.9.1, puede haber mas de una revoluci6n completa en 
la rotacion de OA, como se muestra en el ejemplo ilustrativo siguiente. 




La figura 3(a) muestra 



EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 

un angulo cuya medida en radianes es ~k y la figura 3(b) presenta un angu- 
lo cuya medida en radianes es - -j k. A 

Un dngulo formado por una revoluci6n completa, de modo que OA 
coincida con OB, tiene una medida en grados de 360 y una medida en radianes 
de 2k, En consecuencia, se tiene la siguiente correspondencia entre medidas 
en grados y medidas en radianes (donde el simbolo ~ indica que las medicio- 
nes dadas son para el mismo angulo o para angulos congruentes): 
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360° ~ 2/rrad 
De esto se deduce que 



180° ~ /rrad 



1° ~ 



1 
180 



/rrad 



lrad ~ 



180° 

K 

57°18' 



Observe que el simbolo ~ antes de 57° 1 8 ' indica que 1 rad y aproximadamen- 
te 57° 18' son medidas para el mismo angulo o para angulos congruentes. 

A partir de esta correspondencia la medida de un angulo puede conver- 
tirse de un sistema de unidades a otro. 

W EJEMPLO J Obtenga: (a) la medida en radianes equivalente a 
162°; (b) la medida en grados equivalente a -^n. 

Solution 



(a) 162° - 162- -r^rad 



(b) A^ rad _ a„. m 



162° 



£;rrad 



£ /rrad ~ 75° 




Tablal 



Medida en grados Medida en radianes 

30 Iff 



45 Iff 

4 

60 Iff 

90 
120 
135 

150 
180 
270 
360 






ff 
2ff 



La tabla 1 proporciona las medidas correspondientes en grados y ra- 
dianes de ciertos angulos. 

A continuation se definiran las funciones seno y coseno de cualquier 
numero real. 



A. 9. 2 Definition de seno y coseno de un numero real 



Suponga que f es un ntimero real. Coloquc un angulo que mida i ra- 
dianes en posicitfn estandar y sea P la intersection del lado terminal 
del angulo y la circunferencia uniiaria cuyo centra es el origen. Si P es 
el punlo {x t y\ entonces la funci6n seno esta" definida per 



sen I = y 

y la funcitin 

cos l = x 



esta definida por 









. 



De esta definition, sen t y cos t estan definidas para cualquier valor de /. 
Por tanto, el dominio del seno y del coseno es el conjunto de todos los numeros 
reales. La figura 4 muestra el punto (cos t, sen /) cuando < t < -it, mientras 
que la figura 5 presenta el punto (cos t, sen t) cuando — \n < t < -n. 



x, y) - (cos t t sen t) 




(x, y) = (cos t, sen t) 




FIGURA 4 



FIGURA 5 
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Tabla 2 



FIGURA 6 



/ 


senr 


cos t 








1 


i* 


i 

2 


^V3 


J* 


1V2 


iVi 


h« 


1V3 


1 

2 


i« 


1 





!« 


|V3 


l 

2 


i« 


IV2 


-{VI 


i« 


1 

2 


-1V3 


tt 





-1 


I* 


-1 





2>r 





1 



El valor mas grande que estas funciones pueden tener es 1 y el valor mas 
pequeno es -1 . Se demostrara despues que las funciones seno y coseno to- 
man todos los valores entre -1 y 1, y de este hecho se deduce que el 
contradominio de las dos funciones es [-1, 1]. 

Para ciertos valores de r, el seno y el coseno se pueden obtener facilmente 
a partir de una figura. En la figura 6 se observa que sen = y cos 0=1, 
sen ~n = ~ 4l y cos \n - x - 42, sen ±n = 1 y cos ±n = 0, sen n = 
y cos n — -1, sen \k = -1 y cos "~n = 0. La tabla 2 contiene estos valo- 
res y algunos otros que se utilizan con frecuencia. 

Una ecuaci6n de la circunferencia unitaria que tiene centro en el ori- 
gen es x 2 + y 2 = 1. Como x = cos t y y = sen t, se infiere que 



sen' t + 



cos 2 t = 1 



(1) 



Observe que sen 2 t y cos 2 t significan (sen t) 2 y (cos t) 2 , respectivamente. 
La ecuaci6n (1 ) es una identidad debido a que es valida para cualquier numero 
real t. Esta identidad se denomina identidad pitagorica fundamental y 
muestra la relacion entre los valores de seno y coseno, ademas, puede emplearse 
para calcular uno de ellos cuando el otro se conoce. 

Las figuras 7 y 8 presentan angulos que tienen una medida negativa de 
-t radianes y angulos correspondientes que tienen una medida positiva de t 
radianes. En estas figuras observe que 

sen(-f) = -sen t y co&(-t) - cos t 

Estas ecuaciones se cumplen para cualquier numero real t porque los puntos 
donde los lados terminales de los angulos (que tienen medidas de t y -t 
radianes) intersectan a la circunferencia unitaria tienen abscisas iguales y 
ordenadas que difieren solo en signo. En consecuencia, estas ecuaciones son 
identia'ades. A partir de estas identidades se infiere que el seno es una fun- 
cion impar y el coseno es una funci6n par. 

De la definicion A.9.2 se pueden obtener las siguientes identidades: 



&tn(t + 2n) - sen* y cos(r + 2n) = cos* 



(2) 



La propiedad del seno y del coseno establecida en las ecuaciones (2) 
recibe el nombre de periodicidad. 




(*-y) 



FIGURA 7 



A. 9. 3 Definicion de funcion periodica 



Se dice que una funei6n/es periodica si enisle un ndmem real posit ivo 
p tal que siempre que x m.€ en el dominio de/, entonces x + p tambten 
estar^ en el dominio de/ y 

M + p) = M 

A! valor mas pequeilo del numero real positivo p se le llama period o 
de/. 



Compare esta definicion con las ecuaciones (2). Ya que puede demostrar- 
se que 2;res el menor valor del numero real positivo/? que tiene la propiedad 
de que sen(r + p) - sen t y cos{t + p) = cos t, el seno y el coseno son 
funciones periodicas con periodo 2iz\ es decir, siempre que el valor de la va- 
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(*, -y) 



FIGURA 8 



riable independiente t se incremente en 2k, el valor de cada una de las fun- 
ciones se repetira. Debido a la periodicidad del seno y del coseno, estas" 
funciones tie-nen aplicaciones importantes en relation con fenomenos que 
se repiten periodicamente, tales como el movimiento ondulatorio, corriente 
electrica alterna, vibraciones, oscilacion de pendulos, ciclos en los negocios 
^ x y ritmos biol6gicos. 

w EJEMPLO 2 Utilice la periodicidad de las funciones seno y 
coseno asi como los valores de sen t y cos /, donde < t < 2k, para deter- 
minar el valor exacto de cada una de las siguientes expresiones: (a) sen j n\ 

(b) cos \k\ (c) sen X j-K\ (d) cos(-1k). 

Solucion 

(a) sen ~k~ sen(~K + 2 • 2k) (b) cos n -n = cos(|;r + 2k) 



Wi 



_ l 
2 



(c) sen ^k = sen(f ;r + 3 • 2k) (d) cos {-\x) = cos[|* + (-1)2*] 



= sen |* 
= -1 



= -H3 



A continuaci6n se definiran las otras cuatro funciones trigonometricas 
en terminos de seno y coseno. 



A, 9. 4 Definicion de las funciones tangente, cotangente, 
secante y cosecante de un numero real 



Las funciones tangente y secante estan definidas por 

sen t 



tanr = 



cos t 



COS* 



para todos los numeros reales tales que cos t * 0. 

La funciones cotangente y cosecante estan definidas por 



cot I = 



cos / 
sen / 



CSC I - — — 

sen / 



para todos los numeros reales tales que sen f * 0. 

Las funciones tangente y secante no estan definidas cuando cos t = 0. 
Por tanto, el dominio de estas funciones es el conjunto de los numeros reales 
excepto los numeros de la forma ^k + kK, donde k es cualquier mimero 
entero. De manera semejante, como cot t y esc t no estan definidas cuan- 
do sen t = 0, el dominio de las funciones cotangente y cosecante es el 
conjunto de los numeros reales excepto los numeros de la forma kK, donde 
k es cualquier numero entero. 

Es posible demostrar que la tangente y la cotangente son funciones 
periodicas con periodo k\ es decir, 

tan(f + k) = tan t y cotff + n) = cot f 



Ademas, las funciones secante y cosecante son periodicas con periodo 2k; 
por tanto, 
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sec(* + 2x) - sec r y csc(f + 2rt) - esc t 

Al emplear la identidad pitagorica fundamental ( 1 ) y la definicion A. 9.4, 
se obtienen otras dos identidades importantes. Una de estas identidades se 
obtiene al dividir los miembros de ( 1 ) entre cos 2 /, y la otra se deduce al dividir 
ambos miembros de (1) entre sen 2 t. Asi, 



sen 2 / + cos 2 / 



1 



sen z / , cos z / 



1 



cos 2 / cos 2 / cos 2 / sen 2 / sen 2 / sen 2 / 

tan 2 * + I = scc a r y 1 + cot 2 f = csc 2 r 



Estas dos identidades tambien se llaman identidades pitagoricas. 

Otras tres identidades importantes que se obtienen a partir de la defini- 
cion A.9.4 son las siguientes: 



sen f esc t = 1 



cos t sec t — 1 



tan t cott = 1 



Estas tres identidades, las tres identidades pitagoricas y las dos identidades 
de la definicion A.9.4 que definen a la tangente y la cotangente constituyen 
las ocho identidades trigonometricas fundamentals. Estas, asi como otras 
f6rmulas de trigonometria, se resumen al final del libro. 

Se han definido las funciones trigonometricas con dominios de mime- 
ros reales. Sin embargo, existen aplicaciones importantes de las funciones 
trigonometricas para las cuales los dominios son conjuntos de angulos. Para 
esto, se define una funcion trigonometrica de un angulo 6 como la funci6n 
correspondiente del numero real /, donde / es la medida en radianes de 6. 



A. 9. 5 Definicion de los funciones trigonometricas 
de un angulo 



Si 0es un Angulo cuya medida cs / radianes, entonces 

sen = sen t cos B - cos t tan & = tan t 

cot $ - cot* sec $ - sec t esc = esc I 



Cuando se considera una funcion trigonometrica de un angulo, con fre- 
cuencia se utiliza la medida del dngulo en lugar de 6. Por ejemplo, si la 
medida en grados del angulo 6 es 60 (o, equivalentemente, la medida en 
radianes de 6 es | k), entonces en lugar de sen 6 puede escribirse sen 60° o 
sen | k. Observe que cuando la medida de un angulo se presenta en grados, 
el sfmbolo correspondiente de grados se escribe. Sin embargo, cuando dicho 
simbolo no se expresa, se considera la medida del angulo en radianes. 
Por ejemplo, cos 2° significa el coseno del a^igulo cuya medida en grados 
es 2, mientras que cos 2 denota el coseno del angulo cuya medida en radia- 
nes es 2. Esto es consistente con el hecho de que el coseno de un angulo que 
tiene una medida de 2 radianes es igual al coseno del numero real 2. 

Ahora se explicara como las ecuaciones parametricas que contienen 
funciones trigonometricas pueden emplearse para trazar elipses e hiperbolas 
en la graficadora. 

A fin de trazar la elipse 



^T + ^r = 1 



b 2 



(3) 
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se utilizan las ecuaciones parametricas 

x = a cos / y y - b sen t 

A fin de demostrar que estas ecuaciones representan la elipse, se elimina el 
parametro t de las ecuaciones. Primero se escriben las ecuaciones como 

x v 

— = cos / y f = sin t 

a b 

Al elevar al cuadrado los dos miembros de cada una de las ecuaciones y 
sumando, se tiene 

X 1 V 2 9 ■ 

^ + * = cos^ / + sin z t 
a 2 b 2 



la cual es la ecuacion (3). 




[-6, 6] por [-4, 41 
x = 5 cos t y y ~ 4 sen / 

FIGURA 9 



W EJEMPLO 3 Trace la elipse del ejemplo 1 de la seccion A. 7 del 
apendice empleando ecuaciones parametricas. 

Solucion Una ecuaci6n cartesiana de la elipse es 

25 + 16 
Por otro lado, las ecuaciones parametricas de la elipse son 

x - 5 cos t y y = 4 sen t 

En la graficadora, en modo parametrico, se permite que t tome todos los nu- 
meros del Lntervalo cerrado [0, 2k]. La figura 9 muestra la grafica trazada 
en el rectangulo de inspeccion de [-6, 6] por [-4, 4] con f step = 0.05. Com- 
pare esta grafica con la de la figura 6 de la seccion A. 7 del apendice, la cual 
se obtuvo a mano. 4 

Con objeto de trazar la elipse cuyo eje principal es horizontal, se utili- 
zan las ecuaciones parametricas 

x = a cos t + h y y = b sen t + k 

En el ejercicio 34, se le pedira que demuestre que estas son ecuaciones pa- 
rametricas de la elipse representada por la ecuacion cartesiana 

(x - h) 2 (y - k) 2 
a 2 b 2 

Si el eje principal es vertical, se emplean las ecuaciones parametricas 

x = b cos t + h y v = a sen t + k 

A fin de trazar la hiperbola cuya ecuacion cartesiana es 

(x - h) 2 (v - k) 2 _ 



b 2 



1 
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se utilizan las ecuaciones paramitricas 

x = asect + h y y = bXant + k 

donde t esta" en el intervalo [0, 2ff]. Este m6todo se basa en la identidad 
sec 2 t - tan 2 t = 1. RefieTase al ejercicio 43. Si la hiperbola tiene la ecua- 
cion cartesiana 

(y - W (x - ftp 

a2 + ^2 
entonces se emplean las ecuaciones parameTricas 

x = b tan t + h y y = a sec / + k 
Consulte el ejercicio 44. 



\y 



/T\ 



[-8, 10] por [-8, 4] 
2 tan t + 1 y y = 3 sec /■ - 2 

FIGURA 10 



^ EJEMPLO 4 Trace la hiperbola del ejemplo 4 de la seccion A. 8 
del apdndice empleando ecuaciones param6tricas. 

Solucion Una ecuacion cartesiana en forma estandar de esta hiperbola es 

(y + 2) 2 _ (x - lp 
9 4 

Las ecuaciones parametricas de esta hiperbola son 

jc = 2 tan f + 1 y _y = 3secf-2 

La figura 10 muestra la graTica de estas ecuaciones parametricas trazada en 
el rectdngulo de inspeccidn de [-8, 10] por [-8, 4] para t en el intervalo ce- 
rrado [0, In] con r step = 0.05. Compare esta graTica con la de la figura 9 de 
la seccion A. 8 del apendice, la cual se obtuvo a mano. ^ 



EJERCICIOS A.9 



En los ejercicios ly2 t obtenga la medida equivalente en radianes. En los ejercicios 5 a 12, determine el valor de funcion exacto. 



1. 


(a) 60° 


(b) 


135° 


(c) 


210° 


(d) -150° 


5. 


(a) 


sen i/r 


(b) 


COS Iff 




(e) 20° 


(f) 


450° 


(g) 


-75° 


(h) 100° 




(c) 


sen (- \ ff) 


(d) 


COS Iff 


2. 


(a) 45° 


(b) 


120° 


(c) 


240° 


(d) -225° 


6. 


(a) 


cos j/r 


(b) 


sen iff 




(e) 15° 


(f) 


540° 


(g) 


-4H U 


(h) 2° 




(c) 


cos (- I ff) 


(d) 


4 

sen (-2/r) 


En 


los ejercicios 3 


y4, 


obtengc 


la medida equivalente en grados. 


7. 


(a) 


cos |/r 




(b) 


sen 2/r 

4 


3. 


(a) Iff rad 




(b) 


|/rrad 




(c) j /rrad 




(c) 


cos 3/r 


(d) 


sen (-5ff) 




(d) -^/rrad 




(e) 


Irad 




(f) 3 /rrad 


8. 


(a) 
(0 


sen |/r 
sen 7/r 


(b) 

(d) 


cos (-Iff) 
cos (- 1 ff) 




(g) -2 rad 




(h) 


X/rrad 


























9. 


(a) 


tan Iff 


(b) 


cot iff 


4. 


(a) i/rrad 




(b) 


4ffrad 




(c) |/rrad 












6 






3 




w 4 




(c) 


sec (-/r) 


(d) 


CSC Iff 




(d) -5/rrad 




(e) 


|rad 




(f) -5 rad 


10. 


(a) 


cot Iff 


(b) 


tan Iff 




(g) ji /rrad 




(h) 


0.2 rad 








(c) 


CSC (-1^) 


(d) 


sec ff 
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11. (a) sec (-i«) 

(c) tan |ff 

12. (a) esc (-|ff) 
(c) tan A tt 

En los ejercicios 13 a 20, 
nes seno, coseno, secante 
sen t, cos t, sec t y esc t, 
el valor defuncion exacto. 



(b) esc \n 
(d) cot (-Iff) 
(b) sec |ff 
(d) cot In 

utilice la periodicidad de las funcio- 
y cosecante asi como los valores de 
cuando < t < 2ff, para calcular 



13. 


(a) 


sen \n 

4 


(b) 


cos %n 

4 




(c) 


sec %n 

4 


(d) 


csc ~n 

4 


14. 


(a) 


sen -^ff 




(b) 


cos ~n 






(c) 


sec i? ff 




(d) 


csc ~n 


15. 


(a) 


sen (- 1 ff) 


(b) 


cos (- | ff) 




(c) 


sec(-jff) 


(d) 


csc (- 1 ff) 


16. 


(a) 


sen (-fa) 


(b) 


cos(-fff) 




(c) 


sec(-fff) 


(d) 


csc(-fff) 


17. 


(a) 


sen 8ff 


(b) 


cos lOff 




(c) 


sec In 


(d) 


csc 9ff 


18. 


(a) 


sen ^ff 


' (b) 


cos |ff 




(c) 


sec yff 


(d) 


CSC |ff 


19. 


(a) 


sen (- jff) 


(b) 


cos (- 1 ff) 




(c) 


sec (-Jiff) 


(d) 


csc (- 1 ff) 


20. 


(a) 


sen (-8ff) 


(b) 


cos (-lOff) 




(c) 


sec (-In) t 


(d) 


csc (-9ff) 



En los ejercicios 21 a 24, utilice la periodicidad de lasfuncio- 
nes tangente y cotangente asi como los valores de tan ty cot t, 
cuando < t < n, para calcular el valor de funcion exacto. 



21. (a) tan \n 



22. (a) tan |ff 
(c) tan(-ia) 

23. (a) tan Jiff 
(c) tan(-5f) 

24. (a) tan(-^ff) 
(c) tan 1 Iff 



(b) cot ^ff 
(d) cot(-fff) 
(b) cot \n 
(d) cot (-iff) 
(b) cot Jiff 
(d) cot(-fff) 
(b) cot(-liff) 
(d) cot J^ff 



En los ejercicios 25 a 30, obtenga todos los valores de t en el 
intervalo [0, 2ff] que satisfagan la ecuacidn. 



25. (a) sent = 1 
(c) tan t = 1 

26. (a) senf= - 1 
(c) tan t = - 1 



(b) cosr = -1 

(d) sec t = 1 

(b) cos t = 1 

(d) csc t = 1 



(b) cos t = 

(d) cot t = 

(b) cos t = - i 

(d) seer = 2 

(b) cosf = i 

(d) csc/ = 2 



(b) cosf = i^2 
(d) cotr = iV3 



27. (a) sen t = 
(c) tanr = 

28. (a) sen t = i 
(c) COW - ] 

29. (a) senr= -i 
(c) coW= -1 

30. (a) senf= -iV2 
(c) tanr= -iV3 

31. ^Para qu6 valores de t en [0, 2ff), (a) tan t no esta definido, 
(b) csc / no esta definido? 

32. ^Para que valores de t en [0, a), (a) cot t no esta definido, 
(b) sec t no esta definido? 

33. ^Para que valores de t en [ff, 2ff), (a) cot t no esta definido, 
(b) sec t no esta definido? 

34. Demuestre que la elipse cuya ecuacion es 

(x - ft) 2 (y - W _ 
a 2 b 2 

tiene las ecuaciones parametricas 

x = a cos t + h y y — b sen t + k 

En los ejercicios 35 a 42, escriba las ecuaciones parametricas 
que definen la elipse del ejercicio indicado de la seccion A.7, 
y utilicelas para trazar la elipse. 

35. Ejercicio 1 36. Ejercicio 2 
37. Ejercicio 3 38. Ejercicio 4 
39. Ejercicio 9 40. Ejercicio 10 
41. Ejercicio 1 1 42. Ejercicio 1 4 

43. Demuestre que la hipe>bola cuya ecuacion es 

(x - h) 2 (y - k) 2 _ 
a 2 b 2 

tiene las ecuaciones parametacas 

x-asect + h y y = btant + k 

44. Demuestre que la hip^rbola cuya ecuaci6n es 



(y - k) 2 (x - h) 2 
a 2 b 2 



1 



tiene las ecuaciones parametricas 

x = btant + h y y = a sec r + A: 



En los ejercicios 45 a 52, escriba las ecuaciones parametricas 
que definen la hiperbola del ejercicio indicado de la sec- 
cion A.8, y utilicelas para trazar la hiptrbola. 



45. Ejercicio 1 

47. Ejercicio 3 

49. Ejercicio 13 

51. Ejercicio 17 



46. Ejercicio 2 

48. Ejercicio 4 

50. Ejercicio 14 

52. Ejercicio 18 
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A. 10 ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO 
EN DOS VARIABLES Y ROTACION DE EJES 




En las secciones A. 7 y A. 8 se dijo que la grafica de la ecuacion general de 
segundo grado en dos variables, 



Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 



(1) 



es una elipse o un caso degenerado si B = y AC > 0, y es una hiperbola 
o un caso degenerado si B = y AC < 0. 

Ahora se considerara (1) donde B = y AC = 0. En tal caso A - o 
C = 0, pero no ambas, ya que si los tres niimeros A, B y C son cero, en- 
tonces (1) no seria una ecuacion de segundo grado. Suponga que en (1) 
B = 0, A = y C * 0. Por tan to, (1) se transforma en 

Cy 2 + Dx + Ey + F = (2) 

Si D J= 0, en la seccion A.6 se indico que la grafica de esta ecuacion es 
una parabola, la tercera seccion conica. La parabola se obtiene como una 
seccion conica si el piano cortante es paralelo a una y solo una generatriz 
del cono. Consulte la figura 1. 

En la seccion A.4 del apendice, se definio la parabola como un conjunto 
de puntos de un piano. La demostracion de que esta definicion se deduce de su 
definicion como seccion, conica es semejante a la efectuada para la* elipse. Sin 
embargo, para la parabola se necesita solo una esfera tangente al piano cortante 
en el foco y tangente al cono a lo largo de una circuriferencia. La interseccion 
del piano de la circunferencia y del piano cortante es la directriz de la parabola. 

Los casos degenerados de la parabola, que ocurren si D = en (2), 
son dos rectas paralelas, una recta o el conjunto vacfo. 



La grafica de la ecuacion 




Linea recta 
FIGURA 2 



> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 

Ay 2 - 9 = 
consiste de dos rectas paralelas: 2y - 3 = y 2y + 3 = 0. La grafica de 

9y 2 + 6y + 1 = 
es una recta debido a que la ecuacion es equivalente a (3y + } ) 2 - 0. Como 

2y 2 + y + i = 
no tiene soluciones reates, entonces su grafica es el conjunto vacio. ^ 

Una discusion similar a la anterior se puede realizar si, en (1), B ~ 0, 
C — y A ■* 0. Estos resultados se resumen en el teorema siguiente. 



A. 10.1 Teorema 



En fa ecuaci6n general de segundo grado (I), si B = y si A = y 
C^CoC-OyA^O, entonces su grafica es una de las siguien- 
tes; una parabola, dos rectas paralelas, una recta o el conjunto vacfo. 

El caso degenerado de una parabola, una recta, se obtiene como una 
secci6n conica si el piano cortante contiene al vertice del cono y a solo 
una generatriz, como se ilustra en la figura 2. La parabola degenerada que 
consiste de dos rectas paralelas no puede obtenerse como una seccion plana 
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de un cono a menos que se considere un cilindro circular recto como un 
cono degenerado con su vertice en el infinite Entonces, un piano paralelo a 
las generatrices del cilindro que contenga dos de estas produce las dos rec- 
tas paralelas. 

A partir de los teoremas de las secciones A. 7 y A. 8 del apendice y del 
teorema anterior de esta section, se puede concluir que la grafica de la ecua- 
cion general de segundo grado en dos variables, cuando B = 0, es una coni- 
ca o una conica degenerada. El tipo de conica puede determinarse a partir 
del producto de A y C. De este modo se tiene el teorema siguiente. 



A. 10.2 Teorema 



La grafica de la ecuaci6n 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 

donde Ay Coo son ambos cero, es una c6nica o una c6nica degenerada. 
Si es una conica, entonces [a. grafica es 

(i) una pardboia si A = OoC = f esfco es, AC = 0; 

(ii) una elipse si A y C tienen el mismo signo, es decir, AC > 0; 
(tii) una hip£rhola si A y C tienen signos opuestos, esto es T AC < 0. 

w EJEMPLO I Identifique la grafica de cada una de las siguientes 
ecuaciones, asf como el tipo de c6nica o c6nica degenerada. 

(a) 9x 2 + y 2 - 18jc + 4y + 4 = (b) x 2 + Ay 2 = 

(c) 2jc 2 + \2x - 5y + 28 = (d) x 2 - 4 = 

(e) 3x 2 - 2y 2 + \2x - Ay - 2 = (f) x 2 - Ay 2 = 

Solution En cada inciso, se tiene una ecuacion de segundo grado en 
dos variables. Por tanto, la graTica es una conica o una conica degenerada. 
Del teorema A. 10.2, el producto AC determina la conica. 

(a) Como A = 9 y C = 1, AC = 9 > 0. En consecuencia, la grafica es 
elipse o una elipse degenerada. Al completar los cuadrados, la ecuacion 
puede escribirse como 

(JC _ 1)2+ o-^ = 1 

de modo que la grafica es una elipse, 

(b) Como el unico par ordenado que satisface la ecuacion es (0, 0), la grafica 
es el origen, una elipse degenerada. 

(c) Puesto queC = 0, AC = 0. Por lo que la grafica es una parabola o una 
pardboia degenerada. Si se completan los cuadrados, se puede escribir 
la ecuaci6n como 

(x + 3)2 = f (y - 2) 

la cual es la ecuaci6n de una parabola. 

(d) Debido a que la ecuacion x 2 - 4 = equivale a la ecuaci6n 
{x - 2)(jc + 2) = 0, su grafica consiste de las dos rectas paralelas 
x = 2 y x - -2, una parabola degenerada. 

(e) Como A = 3y C = -2, AC = -6 < 0. Por tanto, la graTica es una 
hiperbola, o una hipe>bola degenerada. La ecuaci6n es equivalente a 

{X + 2)2 (y + 1)2 __ 



4 6 

cuya grafica es una hipSrbola. 
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FIGURA 3 



L 



(f) La ecuacion es equivalente a (jc - 2y)(x + 2y) = 0; de modo que su 
grafica consiste de las dos rectas que se intersectan x = 2y y x = -2y, 
una hiperbola degenerada. - 4 

Ahora se estudiari la grafica de la ecuaci6n de segundo grado en dos 
variables cuando B^t 0, esto es, una ecuacidn que tiene un termino en xy. 
Esta ecuacion se transforma en otra que no contiene termino en xy al rotar los 
ejes coordenados. Mientras que una traslacion de ejes proporciona un nuevo 
sistema de coordenadas cuyos ejes son paralelos a lo ejes jc y y originates, 
una rotacion de ejes origina un sistema coordenado que, en general, sus 
ejes no son paralelos a los del sistema original 

Suponga que se tienen dos sistemas coordenados cartesianos rectan- 
gu-lares con el mismo origen. Sea uno de los sistemas el sistema xy y el otro 
el sistema xy. Ademas suponga que el eje 3c forma un angulo a con el eje jc. 
Vea la figura 3. Por supuesto, el eje y tambi6n formara un angulo a con el 
eje y. En tal caso se dice que el sistema de coordenadas xy se ha rotado un 
angulo a para formar el sistema de coordenadas xy. Un punto P que tie- 
ne coordenadas (jc, v) con respecto al sistema coordenado original tendra 
coordenadas (jc, y ) con respecto al nuevo sistema. A continuation se obten- 
dran las relaciones entre estos dos conjuntos de coordenadas. 

En la figura 3, r denota la distancia no dirigida \OP\ y 6 el angulo 
medido a partir del eje jc hasta el segmento de recta OP. De la figura se ob- 
serva que 

jc = r cos 6 y y - r sen (3) 

Tambien de la figura se tiene 

]c = r cos(0 - a) y y = r sen(0 - a) 

Al emplear las identidades de coseno y seno de la diferencia estas dos 
ecuaciones se transforman en 

x = r cos cos a + r sen sen a 

y 

y = r sen cos a - r cos sen a 

Si se sustituye de la ecuacion (3) en las ecuaciones anteriores, resulta 

3c = jc cos a + v sen a y y = -jc sen a + v cos a (4) 

Al resolver las ecuaciones (4) simultaneamente para jc y y en terminos de jc y 
y (refterase al ejercicio 38), se obtiene 

jc = x cos a - y sen a y y - 3c sen a + y cos a (5) 

Este resultado se establece de manera formal en el teorema siguiente. 



A. 1 0.3 Teorema Formulas para la rotacion de ejes 



Si (jc, v) representa un punto P con respecto a un conjtmto de ejes dado 
y (x t J) es una representacion de P despots de que los ejes sc han ro- 
tado un angulo a t en t once s 



(i) x = x cos a - y sen a y 
(ii). x = x cos a + y sen a y 



y = x sen a + y cos a 
y = -jcsefia + ycosa 
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► EJEMPL0 2 



Dada la ecuacion 



xy = 1 



(a) Obtenga una ecuacion de la grafica con respecto a los ejes xy y despues 
de que estos se han rotado un angulo de |^ rad. (b) Dibuje la grafica y 
muestre los dos sistemas de ejes. 

Solution 

(a) Con a = \xen (i) del teorema A. 10.3, se obtiene 



w 



i - 



y y = 



b 



•H' 



Al sustituir estas expresiones para x y y en la ecuacion jc_y — 1, resulta 



(*'-»♦ A') 



1 



(b) 



£1 - LL = 1 

2 2 

Esta es una ecuacion de una hiperbola equildtera cuyas asintotas son 
las bisectrices de los cuadrantes del sistema 3c y. Asi, la grafica de la 
ecuacion xy = 1 es una hiperbola equilatera que se encuentra en los 
cuadrantes primero y tercero, y sus asintotas son los ejes x y y. Refi6- 
rase a la figura 4, la cual muestra la grafica requerida. ^ 



Del teorema A. 10.1 se sabe que cuando B = 0yAyCno son ambas 
cero, la grafica de (1), la ecuacion general de segundo grado en dos varia- 
bles, es una conica o una conica degenerada. Ahora se demostrara que si 
5/0, entonces cualquier ecuacion de la forma (1) puede transformarse, 
mediante una adecuada rotacion de ejes, en una ecuacion de la forma 



Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F =0 



(© 



donde A y C no son simultaneamente cero. 

Si se rota el sistema xy un dngulo a, entonces para obtener una ecua- 
ci6n de la grafica de (1) con respecto al sistema xy, se sustituye x por 
x cos a - y sen a y y por x sen a + y cos a. De esto resulta 



\v» 1 






dL Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F =0 
donde 

A = A cos 2 a + 5 sen a cos a + C sen 2 









4- 



a +*&r 






5 = -2A sen a cos a + fl(cos 2 a - sen 2 a) + 2C sen a cos a 
C - A sen 2 a - fl sen a cos a + C cos 2 a 



f-^X^&S^ ^ Se desea obtener un angulo a de modo que la rotacion trasforme (1) en una 
C \ v, \ "**5, ) ecuacion de la forma (6). Si se considera la expresi6n para B igual a cero se tiene 



J 



B(cos l a - sen^ a) + (C - /i)(2 sen a cos a) = 
o, equivalentemente, mediante identidades trigonometricas, 

B cos 2a + (C - A) sen 2a = 
Como B ^ 0, entonces se obtiene 



coi2o 



B 
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Asf, se ha demostrado que una rotation de ejes mediante un angulo a que 
satisfaga esta ecuaci6n, transformara (1), la ecuaci6n general de segundo grado 
en dos variables, donde B * 0, en una ecuacion de la forma (6). Ahora debe 
demostrarse que A y C en (6) no son ambas cero. Para demostrar esto, obser- 
ve que (7) se obtiene a partir de (1) al rotar los ejes un dngulo a. TambiSn (1) 
pued^obtenerse de (71al<Dtar los ejes un angulo -a; es decir, en sentido contra- 
rio.Ki X y C en (7) ftiesen simultaneamente cero, entonces las sustituciones 

x - x cos a + y sen a y y — -x sen a + y cos a 

en esa ecuacion daria como resultado la ecuacion 

D(x cos a + y sen a) + E(~x sen a + y cos a) + F =0 

Esta ecuaci6n es de primer grado; y en consecuencia, diferente de (] ) debido a 
que se supuso que al menos B ^ 0. Por tanto, se ha demostrado el teorema 
siguiente. 



A. 10.4 Teorema 



Si B * 0, entonces la ecuactdn 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F - } fyf } AC *0 
puede transformarse en Id ecuacion «^- )>a+z c-*^ 

Ax 2 + Cy 2 + l)x + Ey + F = 
donde ,4 y C no son ambas c lto, al rotar los ejes un angulo a para el cual 



cot2a = 



- A- C 



B 



De los teoremas A. 10.2 y A. 10.4, se infiere que la grdfica de la ecuacion 
general de segundo grado en dos variables es una c6nica o una c6nica 
degenerada. Para determinar qu6 tipo de c6nica es la grafica de una ecua- 
ci6n particular, se examina la expresion B 2 - 4 AC. Se utiliza el hecho de 
que A, B y C de (1), y A , B y C de (7) satisfacen la ecuacion 

B 2 - 4AC = B 2 ~ 4AC (8) 

lo cual puede demostrarse al sustituir las expresiones para A , B y C, dadas 
despues de la ecuacion (7), en el miembro derecho de (8). Se le pedira que 
haga esto en el ejercicio 37. 

La expresi6n B 2 - 4 AC se denomina discriminante y la ecuaci6n (8) 
establece que el discriminante de la ecuacion cuadratica general en dos va- 
riables es invariante bajo la rotation de ejes. 

Si el angulo de rotation se elije de modo qucB - 0, entonces (8) se trans- 
forma en 

B 2 - 4 AC = -4 AC (9) 

Excepto para casos degenerados, al aplicar el teorema A. 10.2, la grafica de la 
ecuaci6n 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 

es una parabola si A C = 0, una elipse si AC > y una hiperbola si A C < 0; 
o, equivalentemente, una parabola si -4 AC = 0, una elipse si -4 A C < y 
una hiperbola si -4 A C > 0. A partir de estos hechos y de la ecuacion (9) 
se deduce que, excepto para casos dege_nerados, la grafica de (1), la ecuaci6n 
general de segundo grado en dos variables, es una parabola, una elipse o una hi- 
perbola, dependiendo de si el discriminante B 2 - 4 AC es cero, negativoo po- 
sitive respectivamente. De este modo se ha demostrado el teorema siguiente. 
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A. 10.5 Teorema 



La graTica dc la ecuacitin 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F ■ 

es una c6nica o una cdnica degenerada. Si la graTica es una ctinica, 

entonces es 

/ v. 

(i) una pardhola si fl 2 - 4AC = 0; 
(ii) um elipse si B 2 - AAC < 0; 
(lii) una hipirboia si B 2 - AAC > 0. 



W CJCMPLO 3 (a) Identifique la grafica de la ecuacion 

\lx 2 - I2xy + 8y 2 - 80 = 

(b) Simplifique la ecuacion mediante una rotacion de ejes. (c) Dibuje la 
grafica de la ecuacion y muestre los dos sistemas de ejes. 

Solution 

(a) De la ecuacion, A = 17,5 = -12 y C = 8. Portanto, 

B 2 - AAC = (-12) 2 - 4(17)(8) 

Co mo B 2 - AAC < 0, del teorema A. 10.5, la grafica es una elipse o 
una elipse degenerada. 

(b) Con el fin de eliminar el termino en xy, se debe elegir un angulo a 
tal que 

cot la - A ~ C 
B 

= 17-8 
-12 

_ _3 
4 

Existe un angulo de medida 2a en el intervalo (0, n) para el cual 
cot 2a = -|. Por tanto, aesta en el intervalo (0, \n). Para aplicar las 
formulas de rotacion de ejes, no es necesario determinar a una vez que 
se obtienen cos a y sen a. Estas funciones pueden determinarse a partir 
del valor de cot la por medio de las identidades trigonometricas 



C0S a= ^ + c 2 os 2a y sena= J 1 = C 2 0S 2a 

Como cot 2a = -\ y < a < \n, se infiere que cos 2a = - j. De 
modo que, 



cos a = J- 5 y sen a = — --5. 



V5 V5 



Al sustituir x = x/V5 - 2y/V5 y v = 2jc/V5 + y/V5 en la ecuacion 
dad, se obtiene 

17(* 2 - 4 */ + 4 ? 2 ) - 12 (2^-3xy + 2^j + g (4* + 4*y + y») _ M = Q 



J 
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\7x 2 - \2xy + 8y 2 - 80 = 
FIGURA 5 



Si se simplifica esta ecuacion se obtiene 

x 2 + 4y 2 = 16 
jc 2 



Z 2 .! 



16 + 4 

Por tanto, la grafica es una elipse cuyo eje mayor mide 8 unidades y su 
eje menor mide 4 unidades. 
(c) A fin de dibujar la elipse se aplica la information obtenida en el inciso (b). 
La figura 5 muestra esta elipse y los dos sistemas de ejes. ^ 

Como se puede ver en el ejemplo anterior, dibujar la grafica de una 
ecuaci<5n de segundo grado, que posee un termino en xy, mediante una rota- 
tion de ejes requiere frecuentemente calculos tediosos. Trazar la grafica de 
una de estas ecuaciones en la graficadora tambi&i puede implicar c£lculos 
complicados cuando primero se expresa y como dos funciones de jc, como se 
muestra en el ejemplo siguiente. 



► EJEMPLO 4 



Trace la grafica de la ecuacion del ejemplo 3. 



Sol UC ion La ecuacion define a y como dos funciones de jr. Para deter- 
minar estas funciones se considera la ecuacion como cuadratica en y y se 
escribe como 

Sy 2 - I2xy + (17jc 2 - 80) = 

De la formula cuadratica con a = 8, b - -\2x y c = \lx 2 - 80, se tiene 

-b ± Vfc 2 - 4ac 



y = 



2a 



-(-12jc) ± V(-12jc) 2 - 4(8)(17jc 2 
2(8) 



80) 



\2x ± 4^160 - 25jc 2 
16 



= 3jc ± V160 - 25jc 2 
4 



En el rectangulo de inspection de [-7.5, 7.5] por [-5, 5] se trazan las grafi- 
casde 



v = 3x + Vl60 - 25jc 2 v v = 3£_ 

y \ A y y 2 



Vl60 - 25jc 2 



con el proposito de obtener la elipse de la figura 5. 



EJERCICIOS A.IO 



En los ejercicios J a 4, identifique la grafica de la ecuacion t 
como el tipo de cdnica o conic a degenerada. 

1. (a) x 2 - Ay 2 - 6jc - 24y - 31 =0 
(b) 4x 2 + y 2 + 8jc - 14y - 47 = 



(c) y 2 + 4x - 8y + 4 = 

(d) x 2 - 16)^ = 

2. (a) 2x 2 + y 2 + Sx - 2y - 9 = 

(b) 2x 2 - 3y 2 + \6x + \2y + 38 = 
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(c)16? 2 + 24? + 9 = 

(d) 4x 2 + 16* - 3? + 19 = 

3. (a) 3jc 2 + 5? 2 + 6x - 20? + 23 = 

(b) 4jc 2 - 5y 2 + [6x + 10? + 111 = 

(c) 2x 2 - \6x - 5y + 22 = 

(d) 9x 2 + 30jc + 29 = 

4. (a) 5? 2 + 4jc + 10? - 3 = 

(b) 3x 2 + ly 2 - 6x + 28? + 37 = 

(c) 2x 2 - 3? 2 - \2x - 6y + 15 = 

(d) 4jc 2 - 9y 2 - 40jc - 54? + 55 = 

En los ejercicios 5 a 8, (a) identifique la grdfica de la ecua- 
cion, (b) obtenga una ecuacion de la grdfica con respecto a los 
ejes xy y despues de rotarlos un dngulo de I n rad, y (c) dibuje 
la grdfica y muestre los dos conjuntos de ejes. 



5. xy = 8 
7. jc 



6. jc? = -4 



2 -y 2 



8 



8. y 2 



x 2 = 16 



En los ejercicios 9 a 16, (a) identifique la grdfica de la ecua- 
cion, (b) e limine el termino en xy mediant e una rotacion de 
ejes, y (c) dibuje la grdfica y muestre los dos conjuntos de ejes. 

9. 24jc? - 7? 2 + 36 = 

10. 4jc? + 3jc 2 = 4 

11. x 2 + 2xy + y 2 - 8* + 8? = 

12. x 2 + jc? + ? 2 = 3 

13. jc? + 16 = 

14. 5jc 2 + 6x? + 5y 2 = 9 

15. 31jc 2 + 10V3jc? + 21? 2 = 144 

16. 6x 2 + 20V3xy + 26? 2 = 324 

En los ejercicios 17 a 26, (a) identifique la grdfica de la ecua- 
cion, (b) simplifique la ecuacion mediante una rotacion y una 
traslacion de ejes, y (c) dibuje la grdfica y muestre los dos con- 
juntos de ejes. 



17. jc 2 + xy + y 2 - 3? 







21. jc 2 + 2x? + ? 2 + jc 

22. 16jc 2 

23. IIjc 2 



19. 17jc 2 - 12jc? + 8? 2 - 68jc + 24? - 12 = 

20. jc 2 - IOjc? + ? 2 + jc + ?+ 1=0 
? - 4 - 

24jc? + 9? 2 - 60jc - 80? + 400 = 
24jc? + 4? 2 + 30jc + 40? - 45 = 

24. 3jc 2 - 4jc? + 8jc - 1 = 

25. 4jc 2 + 4jc? + ? 2 - 6jc + 12 = 

26. jc 2 + 2jc? + ? 2 - x - 3? = 

En los ejercicios 27 a 34, trace la grdfica de la 
ejercicio indicado. 



ecuacion del 



27. Ejercicio 9 

29. Ejercicio 1 1 

31. Ejercicio 17 

33. Ejercicio 2 1 



28. Ejercicio 10 

30. Ejercicio 12 

32. Ejercicio 18 

34. Ejercicio 22 



18. 19jc 2 + 6jc? + ll? 2 - 26jc + 38? + 31 = 



35. Demuestre que la grafica de V* + ^/? = 1 es parte de 
una parabola al rotar los ejes un &ngulo de | n rad. Suge- 
rencia: elimine los radicales de la ecuacion antes de apli- 
car las formulas para rotaci6n de ejes. 

36. Dada la ecuacion (a 2 + b 2 )xy = 1, donde a > y 
b > 0, obtenga una ecuaci6n de la grafica con respecto a 
los ejes jc" y ? despues de rotar los ejes un angulo de 
tan -1 (bja) rad. 

37. Demuestre que para la ecuaci6n general de segundo grado 
en dos variables, el discriminante B 2 - AAC es invariante 
bajo una rotaci6n de ejes. 

38. Obtenga las ecuaciones (5) al resolver las ecuaciones (4) 
para jc y ? en teYminos de jc~ y ?■ Sugerencia: para des- 
pejar jc, multiplique los dos miembros de la primera ecua- 
cion por cos a y los dos miembros de la segunda 
ecuacitfn por sen a, despues reste los miembros correspon- 
dientes de las ecuaciones resultantes. Utilice un procedi- 
miento similar para despejar ?. 

39. La rotacion de ejes no hace ningun cambio en la graTica ni 
en la posicion de la grafica en el piano. Explique cuando 
la rotacion de ejes es una ventaja para dibujar la grafica de 
una ecuacion de segundo grado en dos variables y cuando 
es una desventaja. 



A. 11 FRACCIONES PARCIALES 



Usted ya sabe como combinar dos o mas expresiones rationales a fin de ob- 
tener una expresion rational mediante adicidn o sustraccion. Por ejemplo, 



Ix - 1 



x + 2 



(x + 2)(x - 3) 



En ocasiones es necesario invertir el proceso, es decir, representor una 
expresion racional simple como una suma de dos o mas cocientes simples, 
denominados fracciones rationales. En Calculo se necesita hacer esto a 
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fin de efectuar la operation de integration de algunas funciones racionales. 
Con frecuencia se emplean sistemas de ecuaciones para descomponer una 
expresion racional en fracciones parciales. 

Considere una funcion racional f/definida por 

* - m 

donde P(x) y Q(x) son polinomios. Se asumira que se tiene una fraction 
propia, esto es, una fraction para la cual el grado de P(x) es menor que 
el grado de Q(x). Si se tiene una funcion racional para la cual el grado del 
numerador no es menor que el grado del denominador entonces se tiene una 
fraction impropia, y en este caso se divide el numerador entre el denomi- 
nador hasta que se obtenga una fraction propia. Por ejemplo, 

x 4 - 10*2 + 3* + 1 = x 2 _ 6 + 3* - 23 

x 2 - 4 x 2 - 4 

En general, se tratara un metodo para descomponer una fraction propia de 
la forma P{x)jQ{x) en dos o mas fracciones parciales. Los denominadores 
de las fracciones parciales se obtienen al factorizar Q(x) en un producto de 
factores lineales y cuadraticos. En ocasiones puede ser dificil encontrar es- 
tos factores. Sin embargo, un teorema de algebra establece que un polinomio 
con coeficientes reales puede expresarse como un producto de polinomios 
lineales o cuadraticos con coeficientes reales. 

Despues de que Q(x) se ha factorizado como un producto de factores 
lineales o cuadraticos, el metodo para determinar las fracciones parciales 
depende de la naturaleza de estos factores. Se consideraran varios casos en 
forma separada. 

Caso 1: Todos los factores de Q(x) son lineales, y ninguno se repite. Esto es, 

Q(x) = (a,* + b x )(a 2 x + b 2 ) ■ . . . ■ (a n x + b n ) 
donde ningun par de factores es identico. En este caso se escribe 



Q(x) a x x + b } a 2 x + b 2 ' a n x + b n 

donde Aj, A 2 , . . . , A n son constantes a determinar. Observe que esta ecua- 
cion es una identidad debido a que es verdadera para todos los valores de x 
tales que ningun denominador es cero. El ejemplo ilustrativo siguiente 
muestra un m6todo para determinar los valores de A r 

D> EJEMPLO ILUSTRATIVO 1 A fin de descomponer la 
fraction 

Ix - 1 



x 2 - x - 6 
en fracciones parciales, se factoriza el denominador y se obtiene 
Ix - 1 _ 7jc - 1 



x 2 - x - 6 


(x + 2)(x - 


- 3) 


Por tanto, se tiene 




- 


Ix - 1 


- A 


B 



(x + 2)(x - 3) i""+ 2 T x - 3 (1) 
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La ecuacion (1) es una identidad para todos los valores de x diferentes de 
-2 y 3. Al multiplicar los dos miembros de la ecuaci6n por el MCDn 
(mfnimo comiin denominador), resulta 

Ix - 1 = A(x - 3) + B(x + 2) 

Esta ecuacion tambien es una identidad y es verdadera para todos los va- 
lores de x incluyendo a -2 y 3. Ahora se determinarln las constantes Ay B. 
Al sustituir 3 por x en la ecuacion anterior, se tiene 

20-55 *=> B = 4 
Si se sustituye -2 por x en la misma ecuaci6n, se obtiene 

-15 = -5A <=> A = 3 
Con estos valores de A y /?, se tiene de (1) 

Ix - 1 _ 3 + 4 



{x + 2)(x - 3) x + 2 

Observe que esta ecuaci6n es equivalente a la ecuacion con que se inicio 
esta seccion. ^ 



Descomponga la fracci6n 



► EJEMPLO 1 

x - 1 

jc 3 - x 2 - 2x 

en fracciones parciales. 

Solucion Al factorizar el denominador se obtiene 

x - 1 x - 1 

x* - x 2 - 2x x(x - 2)(x + 1) 

De modo que 

x ~ [ = ^ + _5 + _C (2) 



x(x - 2)(x + 1) x jc-2 x + 1 

La ecuaci6n (2) es una identidad para todos los valores de x diferentes de 0, 
2 y -1 . Si se multiplican los miembros de la ecuacion por el MCDn, resulta 

x - 1 = A(x - 2){x + 1) + Bx{x + 1) + Cx(x - 2) 

Esta ecuacion es una identidad que es verdadera para todos los valores de jc, 
incluso para 0, 2 y -1. A fin de determinar las constantes, primero se susti- 
tuye por x y se obtiene 

- 1 = -2A & A = I 
Al reemplazar 2 por jc, resulta 

1 = 6B <=> B = \ 
Si se sustituye -1 por jc, se tiene 

-2 = 3C <=> C = -f 
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Con estos valores para A, B y C, de (2) se obtiene 

X - 1 _ 2 + 6 j_ _3_ 



*(* - 2)(jc + 1) x x - 2 * + 1 
x - 1 __ 1 + 1 2 



jc(jc - 2)(jc + 1) 2x 6(x - 2) 3(jc + 1) 

Caso 2: Todos los factores de Q(x) son lineales y algunos se repiten. 

Suponga que se tiene (ax + b)P como un factor de Q{x). Entonces se 
dice que ax + b es un factor p -multiple (o de multiplicidad p) de Q(x), y 
a este factor le correspondera" la suma de p fracciones parciales 

A \ ^ *2 + . . . + V' _l A P 



ax + b (ax + b) 2 ' ' ' (ax + fc)^ 1 (or + £)* 

donde A b A 2 , . . . , A p son constantes a determinar. El ejemplo 2 ilustra este 
caso y el metodo para determinar cada A,-. 

^ EJEMPLO 2 Descomponga la fraccion 

x 4 + x 2 + 16* - 12 
* 3 (* - 2) 2 

en fracciones parciales. 

Solution Se escribe la fraccion dada como la suma de fracciones par- 
ciales siguiente: 

* 4 + x 2 + 16* - 12 = A B_ , _C . D £ / 3) 

* 3 (* - 2) 2 * * 2 * 3 * - 2 + (* - 2) 2 

Al multiplicar ambos miembros de (3) por el MCDn, resulta 

* 4 + x 2 + \6x - 12 = A* 2 (* - 2) 2 + Bx(x - 2) 2 + C(x - 2) 2 + Dx\x - 2) + Ex 3 (4) 

Se sustituye por x en esta ecuacion y se obtiene 

-12 = AC « C = -3 
Si se reemplaza 2 por jc en (4) resulta 

40 = 8£ <^> £ = 5 

Con estos valores de C y E en (4) y desarrollando las potencias de los bino- 
mios, se tiene 

jc 4 + x 2 + \6x - 12 = A* 2 (* 2 - 4x + 4) + Bx(x 2 - 4* + 4) - 3(* 2 - 4* + 4) + Dx\x - 2) + 5* 3 

jc 4 + jc 2 + 16* - 12 = (A + D)x 4 + (-4A + fl - 2D + 5)* 3 + (4A - AB - tyx 2 + (45 + 12)* - 12 

Como esta ecuacion es una identidad, los coeficientes del miembro iz- 
quierdo deben ser iguales a los coeficientes correspondientes del miembro 
derecho. Por tanto, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones: 

A + D = 1 
-4A + fl-2D + 5 = 
4A - AB - 3 = 1 
AB + 12 = 16 
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De la cuarta ecuacion, B = 1 . Al sustituir B por 1 en la tercera ecuacion y 
resolver para A, se obtiene A = 2. Con A - 2 en la primera ecuacion resulta 
D = -1 . La segunda ecuacion se emplea para verificar los valores encontrados: 

-44 + B - 2D + 5 = -4(2) + 1 - 2(- 1) + 5 
= 

Por tanto, los valores de las constantes son 

A = 2 fl = 1 C = -3 D = -1 E = 5 
Con estos valores, de (3) se tiene 

x 4 + x 2 + \6x - 12 _ 2 + 1 3 _ 1 5 4 



jc 3 (jc - 2) 2 xx 2 x 3 x - 2 T (jc - 2) 2 

Ca.so J: Todos los factores de Q(jc) son lineales y cuadraticos y ninguno se 
repite. 

Al factor cuadratico ax 2 + bx + c del denominador le corresponde la 
fraccion parcial de la forma 

Ax + B 



ax 2 + bx + c 



Descomponga la fraccion 



► EJEMPL0 3 

x 2 ~ x - 5 

jc 3 + x 2 - 2 

en fracciones parciales. 

Solucion Se pretende factorizar el denominador empleando divisi6n 
sintetica para dividir x 3 + x 2 - 2 entre expresiones lineales de la forma 
jc - r,donderesun factor enterode -2. La division entre jc - 1 es como sigue; 

JJ 110-2 
12 2 



12 2 



Por tanto, jc 3 + jc 2 - 2 = (jc - 1)(jc 2 + 2x + 2). La fraccion dada se es- 
cribe como una suma de fracciones parciales en la forma siguiente: 

jc 2 -jc-5 _ Ax + B + C (5) 



(jc - 1)(jc 2 + 2jc + 2) jc 2 + 2jc + 2 jc - 1 
Al multiplicar ambos miembros por el MCDn, se tiene 

jc 2 - jc - 5 = (Ajc + B)(x - 1) + C(jc 2 + 2jc + 2) (6) 

Se calcula C al sustituir 1 por jc en (6), obteniendose 

-5 = 5C <=> C = -1 
Si se reemplaza Cpor-1 en (6) y se multiplica en el miembro derecho, resulta 
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x 2 - x - 5 = (A - 1)jc 2 + (B - A - 2)x + (-B - 2) 
Al igualar los coeficientes de potencias de x iguales se tiene el sistema 

A - 1 = 1 
B - A - 2 = -1 
-B - 2 = -5 

Por tanto, 

A = 2 y 5 = 3 
Si se sustituyen estos valores de A y B en (5), se obtiene 
x 2 - x - 5 2x + 3 1 



(jc - 1)(jc 2 + 2jc + 2) x 2 + 2jc + 2 jc - 1 

CVz.ro 4; Los factores de Q(x) son lineales y cuadraticos, y algunos de los 
factores cuadraticos se repiten. 

Si ax 2 + bx + c es un factor cuadratico de multiplicidad p de Q(x), 
en tonces al factor (ax 2 + bx + c) p le corresponde la suma de las siguientes 
p fracciones parciales; 

A x x + B x A 2 x + B 2 A p x + B p 



ax 2 + bx + c (ax 2 + bx + c) 2 ' (ax 2 + bx + c)p 



t> EJEMPLO ILUSTRATIVO 2 Si el denominador contiene 
el factor (x 2 - 5x + 2) 3 , se tiene en correspondencia a este factor la suma de 
las fracciones parciales 

Ax + B Cx + D Ex + F 4 

x 2 - 5x + 2 (jc 2 - 5jc + 2) 2 + (jc 2 - 5x + 2) 3 



W EJEMPLO 4 Descomponga la fraccidn 

3jc 4 - 12jc 3 + 4jc 2 + Ujc + 4 
jc(jc 2 - 3jc - 2) 2 

en fracciones parciales. 

Solution La fraccion dada se escribe como la suma de fracciones par- 
ciales siguiente: 

3jc 4 - 12jc 3 + 4jc 2 + Ujc + 4 _ Ax + B Cx + D E m 

jc(jc 2 - 3jc - 2) 2 jc 2 - 3jc - 2 (jc 2 - 3jc - 2) 2 x Kn 

Al multiplicar los dos miembros por el MCDn resulta 
3jc 4 - 12jc 3 + 4jc 2 + Ujc + 4 = jc(Ajc + B)(x 2 - 3jc - 2) + jc(Cjc + D) + E(jc 2 - 3jc - 2) 2 (8) 

Si se sustituye porjc en esta ecuacion, se obtiene 
4 = 4£ ^> E = 1 
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Con E = 1 en (8) y multiplicando los polinomios se tiene 

3jc 4 - 12x 3 + 4jc 2 + IIjc + 4 

= Ax 4 - 3Ajc 3 - lAx 2 + flx 3 - 3£jc 2 - 2Bx + Cx 2 + Dx + x A + 9x 2 + 4 - fa 3 - Ax 1 + 12jc 
= (A + 1)jc 4 + (-3A + £ - 6)x 3 + (-2A - 3B + C + 5)x 2 + {-2B + D + 12)x + 4 



Al igualar los coeficientes de las potencias de x correspondientes se obtie- 
ne el si sterna 



A + 1 = 3 
-3A + B - 6 = -12 
-2A-3fl + C+5 = 4 
-25 + £> + 12 = 11 

Si se resuelve este sistema resulta 

A = 2 B = C=3 D = -1 £=1 

Al reemplazar estos valores en (7) se tiene 

3x 4 - 12x 3 + Ax 1 + llx + 4 _ 2x 



1 



x(x 2 - 3x - 2) 2 



+ 3 * ~ 1 + ± « 

3jc - 2 (x 2 - 3x - 2) 2 x 



Observe que en cada uno de los ejemplos, el numero de constantes a 
determinar es igual al grado del denominador de la fraccidn original que 
se descompone en fracciones parciales. Este hecho siempre ocurre. 



EJERCICIOSA.11 



En los ejercicios J a 10, descomponga la fraccidn en frac- 
ciones parciales. 

12 



3. 

5. 
7. 
9. 



x 2 - 


A 




x - 


1 




x 2 + 


x 




X 


+ 5 




x 2 - 


Ax + 


3 


x 


+ 12 




3x 2 


- 5jc - 


- 2 


3x 2 


+ 3jc 


- 12 



6jc 3 + 5x 2 - 6x 



2. 


2x 2 - jc 


4. 


jc + 15 
x 2 - 9 


6. 


3x 




x 2 + x - 2 


8 


3x - 1 




Ax 2 + 3x - 1 


10. 


2x 2 - 11* -9 


jc 3 - 2x 2 - 3x 



En los ejercicios J J a 14, exprese la fraccidn impropia como 
la suma de un polinomio y fracciones parciales. 



11. 



2jc 3 + 4 



12. 



13 Ax 3 - 8x 2 - IQjc + 30 M 

2jc 2 + jc - 6 



jc 3 + 5 
jc 2 - 1 

6x 3 + jc 2 - 5jc - 7 
3jc 2 - jc - 2 



En los ejercicios 15 a 38, descomponga la fraccidn en frac- 
ciones parciales. 



15. 



3jc 2 + 13 x - 10 



16. 



jc 2 + jc + 1 



17. 
19. 
21. 

23. 
25. 
27. 
29. 
31. 
33. 
35. 
37. 
38. 



jc 2 - IIjc + 6 




(jc + 2)(jc 2 - 4jc + 
3jc + 15 


4) 


(2x 2 - x - l) 2 
jc 3 + 6jc - 4 




(jc - 2) 3 
3jc 2 - jc + 4 




X 3 + X 2 + X 

3x 2 + 2x - A 




x 3 -8 

2jc 2 - Ix + 1 




JC 3 - X 2 + JC - 1 

1U 2 + 1U + 8 




2jc 3 + 8jc 2 + 3x + 
3jc 2 - Ax 


12 


(x 2 + 1)(jc 2 - x - 
x + 6 


1) 


x 4 + 2x 3 + 3x 2 

JC 3 - JC 2 





x 4 + 2x 2 + 1 



18. 
20. 
22. 
24. 
26. 
28. 
30. 
32. 
34. 
36. 



jc 2 + 11 



(jc - 5)(jc 2 + 2jc + 1) 
9jc 3 - 8jc 2 - 4jc + 48 



(jc 2 - 4) 2 



jc 2 + 2 


(jc - 3) 3 


3x + 8 


x 3 + 4jc 


x 2 - 6x + 2 


x 3 + 1 


3x 2 - 9jc + 8 


jc 3 + x 2 + 3x + 3 


3x 2 + 2* + 3 


X 4 + X 3 + JC 2 + JC 


Ax - 3 


x 4 + 2x 3 + 3x 2 


3x 4 + 4 


x A + Ax 2 + A 


x 4 + 2x 2 - 2x - A 



(jc 2 + 3) 3 



X" + x° 



5x 2 - \Ax - 1 



jc 5 - jc 4 + Ax 3 - 4jc 2 + Ax - A 

IIjc - 28 

x 5 + 2x 4 + 2jc 3 + 4jc 2 + jc + 2 
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Estas secciones, designadas mediante el nu- 
mero de la seccion del cuerpo principal del 
texto, contienen discusiones teoricas y algu- 
nas de las demostraciones mas dificiles. 

En el suplemento 1 .5 se presenta un ejemplo sobre 
limites de mayor sofisticacion, tambien se dan aqui 
las demostraciones de los teoremas 1.5.5, 1.5.12, 
1.5.13 y 1.5.16. La prueba del teorema 1.7.4 se 
efectua en la seccion suplementaria 1 7 , mientras que en 
el suplemento 1.10 se demuestra el teorema de estric- 
cion. 

La regla de la cadena, teorema 2.8.1, se prueba 
en la seccion sumplementaria 2.8. 

En el suplemento 4.5 se demuestran dos teoremas 
importantes acerca de la integral indefinida: la integral 
de una suma de funciones y la integral de una funcion 
como la suma de dos integrales que se obtienen al 
dividir el mtervalo de integracion en dos subintervalos. 

Los teoremas 5.1.5 y 5.1.7, que tratan sobre las 
funciones inversas y sus derivadas, respectivamente, se 
prueban en la seccion suplementaria 5.1 . 

En el suplemento 8.2 se demuestran dos teore- 
mas importantes sobre sucesiones monotonas. En la 
seccion suplementaria 8.5 se presenta la proeba del 
teorema 8.5.4 acerca del residuo de una serie al- 
ternante, mientras que en el suplemento 8.8 se 
tratan las demostraciones de dos teoremas so- 
bre series de potencias. 

Los suplementos del capitulo 1 2 presentan 

las demostraciones de algunos teoremas 

acerca de las derivadas parctales, la diferen- 

ciabilidad y el criterio de la segunda deriva- 

da para funciones de dos variables. 
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SUPLEMENTO 1.5 



W EJEMPLO 6 Utilice la definicion de limite para demostrar que 

lim x 2 - 4 

Solucion Como x 2 esta definida para todos los numeros, entonces cual- 
quier intervalo abierto que contenga a 2 satisfara el primer requerimiento de 
la definicion 1.5.1. Se debe demostrar que para cualquier € > existe una 
8 > tal que 

si 0<|jc-2|<<5 entonces \x 2 - 4| < € 

<=> si < | jc - 2 | < <5 entonces |;t-2||;t + 2|<e (4) 

Observe en la conclusion de (4) que, ademas del factor \x - 2 |, se tiene el 
factor \x + 2 | . De modo que, para demostrar (4) se debe imponer una 
restriccion a 8 con el fin de obtener una desigualdad que contenga al factor 
\x + 2 | . Dicha restriccion consiste en elegir el intervalo abierto requerido 
por la definicion 1.5.1 de modo que este intervalo sea (1, 3), lo cual im- 
plica que 8 < 1 . Entonces 

<\x - 2\ < 5 y 8 < 1 
=» < \x - 2| < 1 
=> -1 < x - 2 < 1 
^> 3<;t + 2<5 
=> \x + 2| < 5 

Asi, 

<\x - 2\ < 8 y 5<1 
=> < |jc - 2| < 8 y \x + 2| < 5 
=> |jc - 2\\x + 2\ < 8- 5 

Recuerde que la proposicion (4) es el objetivo, por lo que debe pedirse que 

8 • 5 < € o 8 < €/5 

De esta forma, se han impuesto dos restricciones a 5: 8 < 1 y <5<e/5. Para 
que ambas restricciones se cumplan debe tomarse 8 como el menor de los dos 
numeros 1 y e/5; esto se puede escribir con sfmbolos como 8 = min(l, e/5). 
Si se utiliza esta 8, entonces se tiene el siguiente argumento: 

< |jc - 2| < 8 

=* \ x - 2 \ < I y I* + 2 I < 5 

=> \x - 2||jc +*2| < |-5 
=> | x 2 - 4 | < € 

En consecuencia, se ha demostrado que para cualquier € > la eleccion 
de 8 = min( 1 , €/5) hace verdadera la siguiente proposicion: 



si 



0, < | x - 2 | < 8 entonces | x 2 - 4 | < € 



Esto demuestra que lim x l = 4. 

x->2 
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1.5.5 Teorema 4 de limites Limite de la sum a 
y de la diferencia de dos funciones 



Si Hm f(x) =Ly Hm g{x) = M, entonces 



Km [/W ± g(x)] = L± M 



Demostracion Se probara el teorema con el signo mas. Sean 

•lfm/(jc) = L (5) 



limg(x) = M (6) 

lo que se desea demostrar es que 
lim [f(x) + g(x)] = L + M 

De la definicion 1.5.1, para cualquier € > se debe probar que existe 
una S > tal que 

si < | jc - a | < S entonces | [/(*) + g(x)] - (L + M) \ < € (7) 

Como el limite (5) existe, entonces de la definici6n de limite se in- 
fiere que para - € > existe una 5; > tal que 

si < | x - a | < S { entonces \f(x) - L \ < ]- € 

De manera semejante, de (6), para j e > existe una 3 2 > tal que 

si < | jc - a | < <5 2 entonces | g(x) — Af | < )- € . 

Ahora considere S como el menor de los niimeros 8\ y 5 2 . Por tanto, 
8 < 5] y 5 < <5 2 . De este modo, 

si < \x - a\ < d entonces |/(jc) - L\ < *-€ 

y 

si 0<|jt-<2|<<5 entonces | g(x) - M \ < ]- € 
En consecuencia, si < | jc - a \ < 8, entonces 

\[f(x) + g(x)] - (L + M)\ = |(/(jc) - L) + (g(x) - M)\ 
< \f(x)'- L\ + \g(x) - M\ 

= € 

De esta forma se ha obtenido la proposicion (7), por tanto se ha demos tra- 
do que 

lim [f(x) + g(Jt)] = L + M ■ 
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Se deja como ejercicio la demostraci6ti deJ teorema 4 de limites con eJ 
signo menos (refierase al ejercicio 9 de esta seccibn suplementaria). 

La demostraci6n del teorema 6 de limites (1.5.7) es mds sofisticada 
que la de los teoremas de limites 1-5. Los pasos de la demostracion se indi- 
can en los ejercicios 1 1 y 12 de esta secci6n suplementaria. 



1.5.12 Teorema 



Si a es cualquier nurnero real dilerente de cero* entonces 



Demostracion Se probara el teorema para a > 0. La demostracion 
para a < se deja como ejercicio (consulte el ejercicio 14 de esta sec- 
tion suplementaria). 

Como 1 /jc esta definido para todo jc diferente de cero, entonces el inter- 
valo abierto requerido por la definition 1.5.1 puede ser cualquier interva- 
lo que contenga a a pero que no contenga a 0. Se debe probar que para 
cualquier € > existe una 5 > tal que 



si < I jc - a I < 5 entonces \- - - \ < € (8) 



\x a] 



Como 



- - - 
x a\ 



a - x\ 



ax | 

= I* " a l 
" |a|U| 

= | jc - a\ • — — (yaque a > 0) 
a\ x | 

la proposicion (8) es equivalente a 

si 0<|jc~<2|<<5 entonces | x - a \ • — : — ; < € (9) 

a\x\ 

En la conclusion de (9), ademas del factor \jt~ a\ se tiene como factor el 

cociente — ; — : . Por tanto, para demostrar (9) es necesario restringir <5de modo 

a\x\ x 

que se obtenga una desigualdad la cual contenga al cociente — : — ? . Al elegir el 

a\x\ 
intervalo abierto requerido en la definicibn 1 .5.1 como el intervalo ( [ -a, |a), 

el cual contiene a a pero no al cero, se deduce que S < \a. Entonces 



2 



< I jc - a\ < d y S < \a 

\x - a\ < \a 
-^a < x - a < ~a 

\a < x < \a 



a < | jc | < \a (porquea > 0) 



2" ^ I" 1, I " 2 



-2- < -L < '2 
3a | x | a 
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Ahora bien, 



0<\,-a\<8y - ] L ] <A 



a\x\ a 2 



(11) 



Puesto que el objetivo consiste en obtener | x - a | * — : — : < €", la propo- 

2 a \ x \ 

sicion (11) indica que debe requerirse 8 * — =■ < f , esto es, 8 < ±<a 2 € . De 

este modo, con las dos restricciones sobre 5, se elige 5 = mfn( \a, ~a 2 € ). 
Con esta <5se tiene el siguiente argumento: 



< 


\x-a 


< 


5 




■-*\--Ti 


< 


5 'in 




a\x\ 




a\x\ 




\x - a\ 
\a\ \x\ 


< 


qjc| 


(puesto que a > 0) 




a - x 


< 


a| JC [ 






ax 






1 _ I 

JC a 


< 


5 -^k\ 






I _ J_ 


< 


s-4 

a 2 


(de(10)) 




1 _ 1 

jc <2 


< 


2 a 2 


(debido a que 8 < |a 2 f ) 




JC. tf 


< 


e 





Asf, se ha demostrado que para cualquier € > 0, si 8 = min(^a, ^a 2 0> 



entonces la proposition siguiente es verdadera: 

si0<|jc-a|<5 entonces 
la cual es la proposicion-(8). 



< € 



En la demostraci6n del teorema 1.5.13 se utiliza la siguiente f6rmula, 
donde n es cualquier niimero entero positivo: 

b" = (a - b)(a n ~* + a n ~ 2 b + a n ~ 3 b 2 + . . . + ab n ' 2 + b n ~ x ) (12) 

Esta f6rmula se deduce de 

a(a n ~ l + tf n_2 fc + . . . + ab n ~ 2 + fc n_1 ) = a n + a"" 1 /? + . . . + afc"" 1 

y 

b(a n ~ l + a n ~ 2 b + . . . + ab n ~ 2 + b n ~ { ) = a""^ + . . . + a^" 1 + fc n 
al res tar los tSrminos de la segunda ecuaci6n de los de la primera. 



1.5 J 3 Teorema 



Si a > y n es un numero entero positivo, o si a < y n es un 
nsSmero entero positivo impar, entonces 
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\<ix - 'Aja 



Demostracion Se demostrara el teorema si a > y n es un numero 
entero positive EI caso cuando a < y n es un numero entero positivo 
impar se deja como ejercicio (refierase al el ejercicio 15 de esta section 
suplementaria). 

Como \fx esta definido para todo numero no negativo, el intervalo 
abierto requerido en la definicion 1.5.1 puede ser cualquier intervalo abierto 
que contenga a a y tenga un numero no negativo como extremo izquier- 
do. Se debe probar que para cualquier € > existe una 8 > tal que 

si < \x - a\ < 8 entonces | 'V* - '^fa. \ < € (13) 

A fin de expresar | V* - ^fa\ en terminos de \x - a\ se utiliza (12), 

( x l/« _ fl 1/«)[(.yl/«)«-l + ( x \/nyi-2 a l/n + _ + j C l/«( fl l/«)/i-2 + ( fl l/ H yi-l] 



(jc l/«)n-1 + ( JC l/H)n-2 a l/« + ... + x l/«( a l/«)«-2 + ( a l/n)«-l 

Si se aplica (12) al numerador, se tiene 



\'<\ix - ^a 



x (n-l)/n + x (n-2)/n a l/n + ... + Jc l/n a (n-2)/n + a (n-l)/n 

Al considerar 

|<£(jt)| = | X ("-1>/h + x {n-2)jn a Un + ... + x Mn a {n-2)jn + fl (n-l)/n| 

en la ecuacion anterior se obtiene 

|Vi - ^| = |x-.|- 1 (14) 

l*U)l 

De modo que la proposition (13) equivale a 

si < \x - a | < 8 entonces \x - a\ • — - — < € (15) 

\<f>W\ 

En la conclusion de (15), ademas del factor | x - a | se tiene como factor la 

fraccion —- -. En consecuencia, para demostrar (15) se necesita res- 

\<P(x)\ ' 
tringir 8 de modo que se tenga una desigualdad que contenga esta fraccion. 
Si se elige el intervalo abierto indicado en la definicion 1.5.1 como el inter- 
valo (0, 2a), se requiere que 8 < a. Entonces 



0< \x - a\ < 8 y 8 < a 
\ => -a < x - a < a 



\x ~ a\ < a 
A° => d"-VI» <\<j>(x)\ (puestoquex > 0) 



< x < 2a 



\ 1 1 

\<t>(x)\ < ^^ (16) 
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Ahora bien, 



< \x - a\ < 8 y - — ! — - < 



<f>(x)\ a (n " l)/n 
=> \ x - a \ ■ r—L- < 8 L— (17) 

El objetivo consiste en obtener \x - a | * < € . Asi, la proposicion 

I <t>(x)\ 

(17) indica que se debe requerir 8- — < €, esto es, 8 < d n ~^ n €. 

De modo que se elige 8 - min(a, d n ~^ n €). Con esta 5se tiene el siguiente 
argumento: 

< \x - a\ < 8 



1 ' I* col " I* col 

=> |VS - Va | < 5-r77T 1 (de(14)) 

I0(*)l 

=> I 1[x - ?Ja I < aO-D/ne • - ' (debidoaque^^aC-'^f) 

=> | V* - V^ | <e 

Asf, se ha probado que para cualquier € > 0, si 8 - mfn(a, d n ~ x ^ n €), 
entonces 

si < \x - a\ < 8 entonces | Ifx - tfa \ < € 

la cual es la proposicion (13). ■ 



Si V\mf(x) = Li y lim/(jr) = L^ entonces L t = L 2 

Demostracion Se supondrd que L] * L 2 , y se probara que esta suposi- 
ci6n conduce a una contradicci6n. Como \imf{x) = L h de la definicion 

x — >a 

1 .5. 1 se deduce que para cualquier € > existe una 5j > tal que 

si < \x - a\ < 8] entonces \f(x) - L x \ < € (18) 

Ademas, puesto que lim/(jc) = L 2 , existe una 82 > tal que 

x-*a 

si < \x - a\ < 8 2 entonces | f(x) - L 2 \ < € (19) 

Ahora bien, al expresar L x - L 2 como L\ - f(x) + f(x) - L 2 y aplicar la 
desigualdad del triangulo se tiene 

|Li - J^| = |[L, -/(*)] + [/(*) -IJ I 

< |L, -/(x)| + \f(x) - L 2 \ (20) 
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Asi, de (18), (19) y (20) se puede concluir que para cualquier € > existen 
8\ > y S 2 > tales que 

si < I x - a I < Si y < | x - a \ < S 2 entonces | L x - L 2 \ < € + € (21) 

Si Scs la menor de S\ y S 2 , entonces S < S\ y S < S 2 , y (21) afirma que 
para cualquier € > existe una 5 > tal que 



si < \x - a\ < S entonces | L\ - L^ \ < 2€ 



(22) 



Sin embargo, si € = \\L\ - L 2 \ , entonces (22) afirma que existe una 
S > tal que 

si < \x - a\ < S entonces \L\ - L 2 \ < \L ] - L 2 \ 

Es claro que \Li - L 2 \ no es menor que si mismo. De modo que se tiene 
una contradiccion, por lo que la suposicion hecha al principio es falsa. En 
consecuencia, Lj = L 2 , con lo que se ha demostrado el teorema. ■ 



EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 1.5 



En los ejercicios J a 8, demuestre, aplicando la definition 1,5.1, 
que el numero indicado es el limite, 

1. limjc 2 = 1 

X->1 

2. lim x 2 = 9 

3. lim (x 2 - 3x) = 10 

x— >5 

4. lim (x 2 + 2x - 1) = 7 

5. lim (5 - x - x 2 ) = - 1 

j:-»-3 

6. lim (3 + 2x - x 2 ) = 

7. lim (6jc 2 - L3jc + 5) = 3 

8. lim(4jc 2 - 13jc + 12) = 3 

9. Utilice la definicibn 1.5.1 para demostrar que si 

lim f(x) = L y lim g(jt) = M 

entonces 

lim [f{x) - g{x)\ = L- M 

x—*a 

10. Demuestre el teorema 5 de limites aplicando el teorema 4 
de limites e induccion matematica. 

11. Emplee la definici6n 1.5.1 para demostrar que si 

lim f(x) = L y lim g(x) = 

entonces 

\m[fix) • gix)] = 0, 



Sugerencia: para demostrar que lim [fix) - gix)] = se 

debe probar que para cualquier € > existe una 5 > tal 
que si < | x - a \ < <5, entonces |/(jc) • gix) \ < € . 
Primero demuestre que existe una 5 { > tal que si 
< \x - a\ < 5 V entonces |/(jc) | < 1 + \l\, apli- 
cando la definicion 1.5.1 a lim/(jc) — L con f = 1 y 

x-*a 

5 = 5,,'y despues utilice la desigualdad del triangu- 
lo. Luego, pruebe que existe una <5 2 > tal que si 
< |jc - a\ < <5 2 , entonces \g(x)\ < €/(l + |Z.|) 
aplicando la definicion 1.5.1 a lim gix) ~ 0. Si se toma 5 

como la menor de d { y 5 2 , el teorema se demuestra. 

12. Demuestre el teorema 6 de limites: si lim/(jc) = L y 

limgU) = M, entonces 

\im[fix) • gix)} = LM 
Sugerencia: sea 

fix) * gix) - [fix) - L]g(x) + L[gix) - M] + LM. 

Aplique el teorema 5 de limites y el resultado del ejerci- 
cio 1 1 de esta seccion suplementaria. 

13. Demuestre el teorema 7 de limites aplicando el teorema 6 
de lfmites e induction matematica. 

14. Demuestre el teorema 1.5.12 si a < 0. 

15. Demuestre el teorema 1.5.13 si a < y n es un numero 
entero positivo impar. 
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SUPLEMENTO 1.7 



1 .7.4 Teorema 1 2 de limites 



Si a es un numero real, y si lim f(x) = y lim g(x) = c, donde c es 
una constante diferente de cero, fl entonces 

(i) si c > y si f{x) -» a travel de vaiores positivos de /(*), 

lim &\ = +oo 
(ii> si c > y si /(jc) -> a travel de vaiores negativos de fix), 

lim f± . -~ 
(iii) si c < y si /(jt) — > a -Rave's de vaiores positivos de f(x) f 

(iv) si c < y si f(x) -> a traves de vaiores negativos de fix), 

El teorema tambien es vdlido si "x -* a" se sustituye por "x — > a + p 
o "x -> <r'\ 



Demostracion del inciso (i) Con el proposito de probar que 

lim gl = +oo 
se debe demostrar que para cualquier N > existe una S > tal que 

si < I x - a I < <5 entonces 4t~t > ^ 

fix) 



(7) 



Como lim g(x) = c > 0, si se toma € = ^ c en la definicion 1.5. 1 , se in- 

jr— >a 

fiere que existe una 5\ > tal que 

si < \x - a\ < 5\ entonces | g(x) -- c\ < \c 

<=> si < \x - a\ < 8\ entonces - \ c < g(x) - c < \c 

<=> si § <\x - $\ < 6\ entonces \ c < g(x) < \c 



De modo que existe una 8\ > tal que 

si < | x - a | < S\ entonces g(x) > \ c 



(8) 



Ahora bien, puesto que lim f(x) = 0, entonces para cualquier € > 
existe una 5 2 > tal que x ~ >a 

si < j x - a | < S 2 entonces \f(x) | < € 

Debido a que f{x) se aproxima a cero~ a travel de vaiores positivos de 
f(x), las barras del valor absoluto no son necesarias y pueden ser elimina- 
das; en consecuencia, para cualquier € > existe una 5 2 > tal que 
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< | x - a | < 8 2 entonces < f(x) < € 



(9) 



De las proposiciones (8) y (9) se puede concluir que para cualquier € > 
existen 8] > y 8 2 > tales que 

si < \x - a\ < 81 y < \x - a\ < 8 2 entonces 4^ > ^ 
Portanto, si f = cj(2N) y 8 - mfn(<5 b <5 2 )> entonces 



si < \x - a\ < 8 entonces ^~l > 2 ° 



N 



fix) c/(2N) 
la cual es la proposition (7). De este modo se ha probado el inciso (i). 



EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 1 .7 



1. Demuestre que lim 

cion 1.7.1. *" 2 



(x - iy 



+ 00 usando la defini- 



6. Demuestre el inciso (iv) del teorema 12 de limites (1.7.4). 

7. Demuestre el teorema 1.7.5. 



2. Demuestre que lim- — - 2 = -00 empleando la defi- 8. Demuestre el teorema 1.7.6. 
nicidn 1 .7.2. 9 De muestre el teorema 1 .7/7. 

3. Demuestre el inciso (ii) del teorema 1 1 de limites (1.73). 1Q umce la definici6n , JA para demostrar que 

4. Demuestre el inciso (ii) del teorema 1 2 de limites ( 1 .7.4). 

5. Demuestre el inciso (iii) del teorema 12 de limites (1.7.4). 



lim I = +00 



~ 3 1 3 + x I 



SUPLEMENTO 1.10 



1.10.1 Teorema de estriccion 



Supriga que bs rutieiones f,gyh esttin definidas en algtin intervalo 
abierto / que contienc a a y posiblementc no definidas en a mismo, 
Ademas suponga que/(x) ^ g(x) £ h(x) para todaxde /para tacual 
x ^ a. Tambiin suponga que lim /(x) y lim h{x) existen y son iguales 

x — * a . t — y 13 

a L, Entonces lim g(x) existe y es i gnat a L. 



Demostracion A fin de demostrar que limg(x) = L se debe probar 
que para cualquier € > existe una 5 > tal que 



si < |x - a| < <5 entonces \g(x) - L\ < € 
Se sabe que 

lim f(x) - L y lim h(x) - L 



(19) 



de modo que para cualquier € > existe una 8] > tal que 

si < I x - fl I < 8\ entonces \f(x) - L \ < € 
o si < \x - a\ < 8\ entonces L - € < f(x) < L + € 



(20) 
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y existe una S 2 > tal que 

si < | jc - a | < S 2 entonces | h(x) - L \ < € 
<=> si < | jc - a | < S 2 entonces L - € < h(x) < L + € (21) 

Sea S = mfn(5j, 5^), por lo que S < S\ y S < S 2 . Por tanto, de la pro- 
posicitfn (20) se deduce que 

si < |jc - a | < £ entonces L - € < /(jc) (22) 

y del enunciado (21) se infiere que 

si < |jc - a| < £ entonces h(x) < L + € (23) 

Por hip6tesis se sabe que 

/(jc) <; g(x) <; h(x) (24) 

De las proposiciones (22), (23) y (24), se tiene que 

si < |jc - a | < S entonces L - € < /(jc) ^ g(x) < h(x) < L + € 

Por tanto, 

si < | jc - a | < £ entonces L - € < g(x) < L + € 
<=> si < \x - a\ < S entonces ) g(x) - L | < € 

la cual es la proposicion (19). En consecuencia 

lim g(x) = L m 



SUPLEMENTO 2.8 



Un paso importante de la demostracitfn de la regla de la cadena cpnsiste en 
introducir una nueva funcion F que posee ciertas propiedades utiles. Este 
procedimiento de "inventar" una funcitfn es comtin para los matemancos. 



2*8.1 Teorema La regla de la cadena 



Si la funcJ6n g es diferenciable en x y la funcidn/es diferenciable en 
g{x) t entonces la funcion compuesta/ * g es diferenciable en x y a^demas 

</° *)'(*) =Ag(x))g'(x) * (15) 

Demostracion Sea jc t cualquier niimero real del dominio de g tal que g 
es diferenciable en JC] y/es diferenciable en g(JCj). Considere la funcitfn F 
definida por 



F(t) = 



f(t)-f(g(x i )) 

figixO) 



si r * g(x { ) 
si r = g(x { ) 



(16) 



Entonces 



lim m = lim MiM 



t^g(Xi) 



De (7) de la secci6n 2.1, la funcitfn del miembro derecho de la ecuacitfn 
anterior es igual a /'(#(*i))- Por tanto, 



1284 SECCIONCS SUPLEMENTARIAS 



lim F(t) = /'(£(*])) (17) 

Perode(16), 

fXgOcO) = F(g( Xl )) 
Al sustituir de esta ecuacion en (17) se tiene 
lim WO - F(g( X[ )) 

Por tanto, F es continua en g{x{). Ademds, de (16), 



^*<^v,- r .-f~ f . ^ -... 



Si se multiplican ambos miembros de esta ecuaci6n por t - g{x\), resulta 

fit) - jXgbd) = F(t)[t - g(x { )} si t * g( Xl ) (18) 

Observe que (18) se cumple arin si t = g(x\) debido a que el miembro iz- 
quierdo seria 

v f(g(*\))~ f(g(xO) = 

mientras que el miembro derecho seria 

F(g(xO)[g(xO - *(*,)] = 

Por tanto, la estipulacion en (18) de que t * g{x\) no es necesaria, de modo 
que se puede escribir 

fit) ~ KgixO) = F(t)[t - gix x )] (19) 

Ahora bien, sea h la funcion compuesta / ° g, de este modo 

hix) = f(gix)) (20) 

Entonces, de (7) de la section 2,1 , si el limite existe 

■AT*,) = I™ A( f; (X|> 

x->jtj X -~ X\ 

Al sustituir de (20) en el miembro derecho de esta ecuaci6n se tiene 

h = lim f(g(x))-n g ( X] )) (21) 

jt->jf| X — X\ 

si el limite existe. Al considerar t = g{x) en (19), se infiere que para toda jc 
del dominio de g tal que g(x) pertenezca al dominio de/, 

f(gix)) - figixj) = F{gix))[g(x) - gix { )] 

Si se sustituye de esta ecuaci6n en (21) se obtiene 

Jt-»xi JC — X\ 

y si el limite existe, entonces 

h'ixO = lim F(g(x)) • lim 8(x) Y ~ glXl) (22) 

jc— > jtj jt->j;i X — X\ 



i 
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(23) 



(24) 



Como F es continua en g(xj), 
lim F(g(x)) = F(gLx x )) 

Perode(16), 

*X*C*i» = /'(«(x,)) 
Al sustituir de esta ecuacton en (23) se obtiene 

lim F(g(x)) = fMxO) 

X—*X[ 

Ademds, como g es diferenciable en jcj, 
lim gM ~ * (X|) = *'(*,) 

x-*x\ At — At] 

Si se sustituye de esta ecuacion y de 24 en (22), y se reemplaza h'(x\) por 
(/°S)'C*i),setiene 

(fog)Xx { ) = fXg(x { )) • gXxO 

la cual es la proposicion (15) con X\ en lugar de jr. De esta manera se ha 
demostrado la regla de la cadena. a 



m 



m 



SUPLEMENTO 4.5 



4,5, 1 1 Teorema 



Si las fiinciones / y g son integrables en [a, A], entonces/ + g es inte- 
grate en [a, ft 1 y 

in*) + **>]<** = J mm + J mdx 

Demostracibn Las funciones/y g son integrates en [a, b]\ por tanto, 



sean 



J f(x)dx = M y J «(x)^ = N 

Ja Ja 



A fin de probar que J* [/(*) + g(x)] dx = Al + Af, se debe derffostrar que 
para cualquier f > existe una 5 > tal que para todas las particiones A 
y para cualquier w,- de [x f _ j, jcJ y si || A || < 4 entonces 



£[/(w*) + *(W|)]A i Jt-(M + *) 



< e 



Como 

Af = lim £/(*,)*,* y * - lim £*(w,)M 

iwi->o fit iiAiho g; 

se deduce que para cualquier € > existen Sj > y £ 2 > tales que 
para todas las particiones A y para cualquier w { de [jc,--i, *,*], si || A || < 5] 
y || A || < o" 2 > entonces 



X/(w,)A,jc- * 



<f y 



J«(Wj>A,*- AT 



<! 
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Por tanto, si S — min(£| , ^2), entonces para cualquier € > 0, para todas las 
particiones Ay para cualquier w,de [*,■_!, *,-], si ||A|| < S, 



£ /(w,)A,x - U 



< § + § = € (13) 



X«(w f )A^ - AT 

i = l 

Por la desigualdad del tridngulo se tiene 

(|j/(w,)A,jt - m) + (J^JA,! - Af) 

^ X/K)A,^ - M + £ *(^)A*JC " A 7 

I 1 = 1 1 = 1 

De las desigualdades (13) y (14) resulta 

(i /(w,)A f Jt + J *<Wi)A,*) - (M + W) < f 

Vi=i (=i / 

Del teorema 4.4.4, 

£/<w,)A,* + £s(Wi)A,* = S [/(*"*) + *("/)] A f Jc 



Asi, al sustituir de esta ecuaci6n en (15) se puede concluir que para cualquier 
€ > 0, para todas las particiones A y para cualquier w,- de [jc ( -j, jc ( -], si 
|| A || < 5, donde 5 = min(5i, 5 2 )» entonces 



(14) 



(15) 



£[/(",) + £(w ( )]A ( jc - (M + TV) 



< e 



Esto demuestra que / + g es integrable en [a, fc] y que 



/•* rb rb 

[/(*) + g(x)] dx = f(x) dx + g(. 
Ja Ja Ja 



4.5.1 2 Teorema 



Si la funci6n/es integrable en los inlervalos cemwios [a t b\ t [a y c] y 
[t\H entonces 



I ftx)d*= \ Mdx+ \ f(x)dx 

Ja Ja Jc 



donde a < c < b. 

Demostracion Sea A una particion de [a, b\, Forme la particion A' de 
[a, b] de la manera siguiente: si c es uno de los puntos de la partici6n de A (es- 
to es, c = JC/ para alguna i) entonces A' es exactamente la misma que A. Si c 
no es uno de los puntos de la partici6n de A pero esta" contenido en el 
subintervalo [x,*_i, jc,-]» entonces la partici6n A' tiene como puntos todos los 
puntos de A y, ademds, al punto c. Por tanto, los subintervalos de la parti- 
ci6n A' son los mismos que los de A, con la excepci6n del subintervalo 
[*i_i, *;] de A que se ha dividido en los dos subintervalos [x/_i, c] y [c, jcJ. 
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Si ||A'|| y || A || son las normas de A' y A, respectivamente, entonces 
l|A'N||A|j 

Ahora bien, si en la particion A' el intervalo [a, c] se divide en r subintervalos 
y el intervalo [c, b] se divide en (n - r) subintervalos, entonces del primer 
intervalo, de a a c, se obtiene una suma de Riemann de la forma 

X/("i)A,* 

y del otro, de c a b, resulta una suma de Riemann de la forma 

!/(*,) a,.* 

i = r + l 

Al emplear la definicion de la integral definida y las propiedades de la 
notation sigma resulta 



r 



f(x) dx = || lim n JT f(Wj) A;x 

X /(*>,) A,x + i f(w,)A iX 

i=\ i=r+l 

r n 

= lim Y, f(wi) Asx + lim Y /(w/)A,-jc 



= lim 

II A II-. 



Como < || A' || < II A I) , se puede sustituir || A || -> por ||A'||->0, 
obteniendose 

f b 

f(x)dx= lim X/(w ; )A,* + lim £ /("/) A <* 

J fl Ikll-Oftl ||A'|hO ( .^, 

Si se aplica la definicion de la integral definida al miembro derecho de la 
ecuaci6n anterior se tiene 

f{x)dx = f(x)dx + f(x)dx . 

Ja Ja Jc 



SUPLEMENTO 5.1 

En la section 5.1 se pospusieron las demostraciones de dos teoremas para 
este suplemento, y la demostracion de otro mas para los ejercicios suple- 
mentarios. El primero de estos teoremas es el teorema de la funcion inversa 
para funciones crecientes. 



5.1.5 Teorema (Teorema de la funcion inversa) 



Suponga que la funcion /es continua y cieci-ente en el intervalo cerrit- 
do [a t b]. Entonces P - i 

(i) / tiene una in vers a/^ j definida en [f{a), /( b)] ; 
(ii) f~ l es creciente en [f(a), f{b$& 
(Itt) r x es Continua en [f(a\ f(b)]. 
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Demostracion de (i) Si/es continua en [a, b] y si k es cualquier nume- 
ro tal que f(a) < k < f(b), entonces, por el teorema del valor intermedin 
(1.9.8), existe un numero c en (a, b) tal que /(c) = k. Por tanto, el contra- 
dominio de / es el intervalo cerrado [f(a),f(b)]. Como / es creciente en 
i a -> b],fes uno a uno, por lo que/ tiene una in versa f~ l . Debido a que el do- 
minio de / _1 es el contradominio de/ /" ' esta definida en [/(a), f{b)]. 

Demostracion de (ii) Para probar que/ -1 es creciente en [/(a), fib)] se 
debe demostrar que 

si y x < y 2 entonces f~ l (y\) < f'Kyi) 

donde y x y y 2 son dos numeros de [/(a), f(b)]. Como/ -1 esta definida 
en [f(a), f(b)], existen numeros x\ y x 2 en [a, b] tales que Vj = f(x { ) y 
yi = ftxi)- Por tanto, 

f-Kyi) =f-KKx { )) y r l (y 2 ) = f~ l (f(x 2 )) 
<=> / _1 (>i) = x x y tKyi) = *i (8) 

Si x 2 < x h entonces, como/es creciente en [a, b], f(x 2 ) < f(x\) o equi- 
valentemente, y 2 < y\. Pero y\ < y 2 ; por tanto x 2 no puede ser menor que x\. 

Si x 2 = jcj, entonces, puesto que / es una funcion, f{x\) = f(x 2 ) o, 
equivalentemente, y\ = y 2 , pero esto tambien contradice el hecho de que 
V| < y 2 - P° r tanto, x 2 *= x\, 

Asi, si x 2 no es menor que x^ y x 2 ^ jc b se infiere que JC] < x 2 \ en 
consecuencia, de las dos ecuaciones de (8), f~ x (y\) < f~ x (yi)- De esta 
manera se ha demos trado que f~ l es creciente en [/(a), f(b)]. 

Demostracion de (iii) A fin de probar que/ -1 es continua en el inter- 
valo cerrado [/(a), f(b)] se debe demostrar que si r es cualquier numero del 
intervalo abierto (f(a), /(&)), entonces/ -1 es continua en r,/ _1 es continua 
por la derecha en f(a) y ademas/ -1 es continua por la izquierda en f(b). 

Se demostrara que f~ ] es continua en cualquier numero r del interva- 
lo abierto (f(a),f(b)) mostrando que el teorema L8.6 se cumple en r. Se 
desea probar que para cualquier € > 0, suficientemente pequeiio, para el 
cual/ _1 (r) - 6 y/ _i (r) + 6 esten en [a, b], existe una 8 > tal que 

si \y - r\ < 8 entonces |/~ l (>) ~/" l W| < ^ 

Sea/" l (r) = s. Entonces f(s) - r. Como, de (i), f~ l es creciente en 
[/(a), f(b)]> se concluye que a < s < b, Por tanto, 

a<s~€<s<s+€<b 
Debido a que/es creciente en [a, b], 

f{a) < /(s -€) < r <f(s + O < f(b) (9) 

Sea 8 el menor de los dos numeros r - f(s - €) y f(s + €) - r\ asi, 
8 < r - f{s - €) y 8 < f(s + €) - r o, equivalentemente, 

f(s - €) < r - 8 y r + 8 < f(s + €) (10) 

Si \y - r\ < 8 entonces -8 < y - r < 8 o, de manera equivalente, 

r-8<y<r+8 
De esta desigualdad y de (9) y (10), se tiene que 

si \y - r\ < 8 entonces f(a) < f(s - €) < y < f{s + €) < f(b) 
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Puesto que / ' es creciente en {/(a), fib)], de lo anterior se deduce que 

si \y - r\ < S entonces /-»(/(j - €)) < /"'(y) < /"' (fis + 6)) 

<=> si | j - r| < 5 entonces s - C < f~ l (y) < s + f 

<=> si |y - r| < 5 entonces -€ < / _1 (>0 ~ ^ < € 

<=> si | j - r\ < 8 entonces \f~ l (y) - f~ l (r)\ < € 

Por tanto, / _1 es continua en el intervalo abierto (/(a), fib)). 

En el ejercicio 1 de esta seccion suplementaria se le pediran las de- 
mostraciones de que / _1 es continua por la derecha en fid) y continua por la 
izquierda en f{b). m 

Se le pedira que demuestre los incisos (i)-(iii) del teorema de la fun- 
cion inversa para funciones decrecientes en los ejercicios suplementarios 
2-4, respectivamente. 

Ahora se enunciara el otro teorema cuya demostracion se aplaz6. 



5,1.7 Teorema 



Suponga que la funci6n/es continua y mon<3tona en el imervalo ee~ 
rrado [a, b\ y sea y » fix). Si f'(x) existe y es diferente dc ccro para 
toda x de [a,b], entonces la derivada de la tunc ion inversa/* 1 , definj- 
da porjc = f~* { (y\ esta* dada por 

^ = _I_ 
dy dy 

dx 

Demostracion Como/es continua y monotona en [a, b], entonces por 
los teoremas 5.1.5 y 5.1.6,/tiene una inversa que es continua y mon6tona 
en [fid), fib)] (o [fib), fid)] si fib) < fia)). 

Si x es un numero de [a, b], sea Ajc un incremento de jc, Ajc ^ 0, tal 
que x + Ax pertenece tambien a [a, b]. Entonces el incremento corres- 
pondiente de y est£ dado por 

Av = fix + Ax) - fix) (11) 

Ay ^ ya que Ax ^ y/es monotona en [a, b]\ esto es 

fix + Ax) < fix) o fix + Ax) > fix) en [a, b] 

Si x estd en [a, b] y y = fix), entonces y pertenece a [fid), fib)] (o 
[/(W, /(a)]). Tambien, si x + Ax estd en [a,b], entonces y + Ay per- 
tenecerd a [/(a), /(*>)] (o [fib), fid)]) debido a que y + Ay = /(jc + Ajc) 
por (11). Asi, 

x = f'Ky) y x + Ajc = /"l(y + Ay) 
A partir de estas dos ecuaciones se tiene 

Ajc - f-*(y + Ay) - f^(y) (12) 

De la definici6n de derivada, 

£ = Um f ' Hy + A A y) - frHy) 
ay Ay^o Ay 

Si se sustituye de (1 1 ) y (12) en la ecuaci6n anterior resulta 
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dx = Hm : Ax 

dy Ay-x> f(x + Ax) - f(x) 

y como Ax & 0, entonces 



4± = Hm 1 

dy Ay-,o f(x + Ax) - f(x) 

Ax 



(13) 



Antes de obtener el lfmite de (13) se demostrar£ que con la hip6tesis de 
este teorema Ax — > equivale a Ay — > 0. Primero se probara* que 
lim A* = O.De(12), 

Ay-*0 

A «5f,^ = A B5f [r , (y + A,) -/-•(»] 

Puesto que /~ ! es continua en [f(a),f(b)] (o [/(6), /(a)]), el lfmite del 
miembro derecho de la ecuacion anterior es cero. Asi, 



lim Ajc = 

Av-*0 



(14) 



Ahora se demostrara que lim Ay = 0. De (1 1), 

Ax-*0 



lim Ay = llml/Cx + Ax) -/(*)] 

Ax-*0 Ax-»0 



Como/es continua en [a, b] 9 entonces el lfmite del miembro derecho de la 
ecuaci6n anterior es cero, y por tanto, 

lim Ay = 

A partir de esta ecuaci6n y de (14) se infiere que 

Ax — > si y s61o si Ay — > 

De esta proposicion y aplicando el teorema concerniente al lfmite de un 
cociente a (13), se tiene 



dx 
dy 



1 



lim /<* + A *> - /W 

a.*->o Ajc 



(IS) 



Debido a que / es diferenciable en [a, b], el lfmite del denominador de la 

dy 
ecuaci6n anterior es/'(;e) o, equivalentemente, ~~, De esta forma, 

dx = J_ u 

dy dy 
~di 



EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 5.1 



1. Suponga que la funci6n/es continua y creciente en el in- 2. Demuestre el teorema 5.1.6(i). 



tervalo cerrado [a, b], y considerando vdlidos los teoremas 



3. Demuestre el teorema 5.1 .6(ii). 



5.1.5(i) y 5.1.5(ii) demuestre que/ ' es continua por la 

derecha en f(a) y que es continua por la izquierda en f(b). 4. Demuestre el teorema 5 . 1 .6(iii). 
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SUPLEMENTO 8.2 



8.2.10 Teorema 



Una sucesion mon6tona acotada es convergente. 



Demostraci6n Se demostrara" el teorema para el caso cuando la fund on 
mon6tona es creciente. Considere la sucesi6n [a n \. 

Como [a n ] es acotada, entonces existe una cota superior para la suce- 
si6n. Por el axioma de completez, [a n ] tiene una minima cota superior, 
sea B esta cota. Entonces si € es un numero positivo, B - € no puede ser 
una cota superior de la sucesion debido a que B-€<ByBes\a minima 
cota superior de la sucesi6n. Asf, para algun numero entero positivo N, 



B 



€ < a„ 



(9) 



Como B es la minima cota superior de {o n J, por la definition 8.2.6 se 
deduce que 



a n < B para todo numero entero positivo n 

Debido a que [a n ] es creciente, de la definici6n 8.2.5(i), se tiene 

a n < a n+ j para todo numero entero positivo n 
y por tanto, 



(10) 



De esta proposici6n y de (9) y (10) se infiere que 
si n £ N entonces B-€<a N <a n <B<B+€ 
de donde, 

si n > N entonces B-€<a n <B+€ 
<=> si n > N entonces -f < a„ - B < € 



<=> si n > N entonces 



\a„ 



B\ < € 



Pero por la definici6n 8.2.2, esta proposici6n es la condicion para que 
lim a n = B. En consecuencia, la sucesi6n {a n } es convergente. 

Cuando demuestre el teorema para el caso en que [a n ] es una sucesion 
decreciente, considere la sucesi6n {~a n }, la cual serd creciente, y despues 
aplique el resultado anterior. Se deja como ejercicio detallar esta demos- 
traci6n (consulte el ejercicio suplementario 1). ■ 



8.2.13 Teorema 



Una sucesion mon6tona convergente es acotada. 



Demostracibn Se hard la demostracion para el caso cuando la sucesion 
mon6tona es creciente. Considere ta sucesi6n {a n }. 

A fin de probar que \a n ) es acotada, debe demostrarse que la sucesion 
tiene una cota superior y una cota inferior. Como [a n ] es una sucesion cre- 
ciente, su primer elemento sirve como cota inferior. Solo falta determinar 
una cota superior. 
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Debido a que {a n } es convergente, la sucesion tiene un limite; sea L este t 
limite. Por tanto, lim a n = L, y asi, por la definicion 8.1.2, para cualquier 
€ > existe un numero N > tal que si n es un numero entero y 

si n > N entonces | a n - L \ < € 
o si n > N entonces -€ < a„ - L < € 
<=> si n > N entonces L~€<a n <L + € 

Puesto que [a n ] es creciente, se deduce de la proposicion anterior que 

a n < L + € para todos los enteros positivos n 

Por tanto, L + € servira como una cota superior de la sucesion {a n }. 

Cuando demuetre el teorema para el caso en que {a n } es una sucesion 
decreciente, haga lo sugerido en la demostraci6n del teorema 8.2.10. Conside- 
re la sucesion {-a n }> la cual ser£ creciente, y aplique el resultado anterior. 
En el ejercicio suplementario 2 se le pedira que detalle esta demostracion. ■ 



EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 8.2 



1. Utilice el hecho de que el teorema 8.2.10 se cumple para 2. Demuestre el teorema 8.2.13 cuando {a } es una suce- 

una sucesidn creciente y demuestre que el teorema se sion decreciente de manera semejante a la empleada en el 

cumple cuando {a n } es una sucesidn decreciente. Suge- ejercicio 1. 
rencia: considerela sucesidn {-a n }. 
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8.5.4 Teorema 



Considere la serie altemante ^ d (~l) n+l a n O ^ (—l) n a n , donde 

a n > y a n+l < a n para todos !os numeros enteros positivos n, y 
supongaque lim a n = 0. Si R k es el residuo que se obtiene al aproxi- 
mar la sum a de la serie mediante la suma de los primeros k l€x- 
minos, entonces \R k \ < a k+v 

Demostracion La serie dada converge por el criterio de las series al- 
ternantes. Suponga que los terminos impares de la serie son positivos y que 
los terminos pares son negativos. Entonces de (3), de la demostracion del 
teorema 8.5.2, la sucesion {s 2n } es creciente. De modo que si 5 es la suma 
de la serie dada, entonces 



s 2k *^ S 2lc+2 *^ S 



paratodafc > 1 (11) 

A fin de probar que la sucesion {^ 2rt -i ) es decreciente, se escribe 

S 2n-\ = a \ ~ ( a 2 - a 3> - (^4 " a 5> " * • * " ( fl 2«-2 " a 2n-\) 

Como a n+l < a n , entonces cada cantidad entre pardntesis es positivo. Por 
tanto, puesto que a l > 0, 



En consecuencia, la sucesion {s 2n -\} es decreciente. Asi, 
paratodait > 1 



s < S 2fc+\ *^ S 2fc-\ 



(12) 
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ComoS < s 2k+v 

S - s 2k < s 2k+ i - s 2k = a 2k+{ para toda £ > I (13) 

De (11), s 2k < S. De modo que, 

< S - s 2k para toda £ > 1 
Por tanto, de esta desigualdad y (13), 

< S - s 2k < a 2k+] para toda £ > 1 (14) 

De(ll), -S < -s 2k . De donde, 

s 2k-i ~ $ < s 2k-\ ~ s 2k ~ a 2k para toda £ > 1 (15) 

De(12), 

< s 2k _ { - S para toda & > 1 
Entonces, de esta desigualdad y de (15), 

< s 2k _ x - S < a 2k para toda k > 1 (16) 

Como de la definici6n 8.5.3, R k - S - s k , entonces (14) puede escribir- 
se como 

< R 2k < a 2k+l para toda k > 1 (17) 

y ( 1 6) puede expresarse como 

< ~/?2Jk-i < a 2k P^ 3 toc * a ^ — ' 
Al combinar esta desigualdad y (17) se tiene 

\R k \ <a k+l para toda k > 1 
por lo que el teorema queda demos trado. ■ 



SUPLEMENTO 8.8 



8.8.1 Teorema 



Si ^ c n x rt es una serie de potencias euyo radio deconvergencia es 

+&□ 
R > 0, entonces £ nc n x n ~ l tambien tiene a J? como radio de con- 

vergencia. 

Demostracion Sea x cualquier niimero del intervalo abierto (-/?, /?). En- 
tonces |*| < R. ElijaunniimerojCj talque |*| < |jc 5 | < R. Como \x Y | < /?, 

X c «*i" es convergente. En consecuencia, lim c TJ x i n = 0. De modo 

que si se toma € = 1 en la definition 3.7.1, entonces existe un niimero 
N > tal que 

si n > N entonces | c n x^ " | < 1 
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Sea M el mayor de los numeros l^jjcj, |c 2 jcj 2 |, ^jc^I, • • 
Entonces 

I c n x \ n I — M para todos los enteros positivos n 

Ahora bien, 



l^il-i- 



(7) 



\nc n x-*\ = 



nc„ ■ -pr ■ *i 



c„x t "\ 

hi 



n-\ 



De la ecuacion anterior y de (7), 



< n 



M_ 
I'll 



Si se aplica el criterio de la razon a la serie 



|*1 | n=\ 



(8) 



(9) 



entonces 



lim 



u n+ \ 



lim 


X 


X 



(n + 1)|*|" I*, I"- 1 
|*i|" n\x\ n - { 

lim iii 



< 1 

Por tanto, la serie (9) es absolutamente convergente; de modo que de (8) y 
el criterio de comparacion, la serie ^nc n x n ~ l tambi^n es absolutamente 

n = l 

convergente. Como x es cualquier numero de (-/?, /?), se infiere que si el 
radio de convergencia de ^nc n x n ~ l es /?', entonces /?'>/?. 

n=l 

Para completar la demostraci6n se debe probar que R' no puede ser ma- 
yor que R. Suponga que R' > R, y sea x 2 un numero tal que R < \x 2 \ < R'. 
Puesto que \x 2 \ > R,se deduce que 



^c n x 2 n es divergente 



(10) 



Debido a que \x 2 \ < R\ se infiere que 2^nc n x 2 n es absolutamente con- 

n = l 

vergente. Ademas, 

rt=l n=l 

y del teorema 8.3.6, 

X I nc n x 2 I es convergente (11) 
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Si n es cualquier numero entero positive entonces 

De esta desigualdad, de la proposition (1 1) y del criterio de comparacion se 

concluye que 5^|c n *2 n | es convergente. Por tanto, la serie ^c n x 2 n 

es convergente, lo cual contradice la proposition (10). En consecuencia, la su- 
posicion de que R' > R es falsa. Por tanto, /?' no puede ser mayor que R; y como se 
mostr6 que R' > /?, se deduce que R' - /?, lo cual demuestra el teorema. ■ 



8.8.3 Teorema 



Sea J/^,*" una serie de potendas cuyo radio de convergencia es 
R > 0. Si /es la funcion definida por 

/to=Xv* (12) 

rf-Q 

entonces f(x) existe para toda x del intervalo abierto '(-#, R) y 

Demostracion Sean xy a dos numeros diferentes del intervalo abierto 
(-R, R). La formula de Taylor (formula (2) de la section 8. 1), con n - 1, es 

m = /<«) + ^p (x - a) + -&p- (x - a)2 
De esta f6rmula con/(x) = x n se infiere que para cada entero positivo n, 

x n = a n + ™ n " l (* - a) + |«(/i - lXz fl )"~ 2 (* - a) 2 (13) 

donde z n se encuentra entre ay x para todo entero positivo n. De ( 12), 



f(x)-f(a) = Jc/- £c n a" 

n=0 n=0 

= c o + Z V" " c o " 5>,, a " 

= Z c -tx" " fl "> 

Al dividir entre jc - a (ya que x * a) y emplear (13), se tiene de la ecua- 
cion anterior 

/(X) ~ f(a) = -^~f,c n [na n ~Hx - a) + in(n - l)(z n )"" 2 U - a) 2 l 
Asi, 

/( * y } " f (fl) = S^V-- 1 + ifr - a) J>(n - l)c„(z n ) n " 2 (14) 

n n = 2 



1M6 SKOONiSWPUMiWTAttAS 



Como a esld en (~R,R\ del teorema 8.8.1 se concluye que la serie 

^nc n a n ^ 1 es absolutamente convergente. 

Debido a que tanto a como jc pertenecen a (-/?, /?), entonces existen algun 
nurnerotf > Otalque \a\ < K < R y \x\ < K < /?. Asi, del teorema 8.8.2, 



5>(« - l)c n K»- 2 

es absolutamente convergente. Entonces, puesto que 

\n(n - l)c n (z n ) n - 2 \ < \n(n - l)c n ^- 2 | 
para cada z n se puede concluir, por el criterio de comparaci6n, que 

5> - »)c n ( 2 „)"- 2 



(15) 



es absolutamente convergente. 
De(l4), 

f(X l I f (g) - I «<V*»-' = | (-t - «)I "<« - Dc n (z n )»- 



(16) 



Sin embargo, si £ u n es absolutamente convergente, entonces 

Si se aplica esto al miembro derecho de (16) se obtiene 

f(X l I f a i0) - lnc n a°-< < l|x- a\ + tn(n - l)|cJ| Z J^ 

n-\ ,,=2 

De esta desigualdad y de (15) resulta 

^-f^-Inc,,^ ^ k\* - °\ + 1Ln(n - \)\c n \K»~* (17) 



/(*) - /fa) 
x 



donde < K < R. Como la serie del miembro derecho de (17) es abso- 
lutamente convergente, entonces el limite del miembro derecho, con- 
forme x se aproxima a a, es cero. Por tanto, de (17) y del teorema de 
estricci6n, se tiene 



Km *»> - '<«> 



jr-m X — a 



^nc n a«- 1 

n = \ 

f\a) = X«V n " ! 



y puesto que a puede ser cualquier numero del intervalo abierto (-/?, /?), el 
teorema se ha demostrado. ■ 
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SUPLEMENTO 12.3 



(*o*?o) 




V2U 



FIGURA 1 



12.3.3 Teorema 



Suponga que/es una funckki de las dos variables x y v> definida em un 
disco abierto B((Xq, y^; r) y que/ r / ,/ jy y/ >jr estan defmidas en B, 
Ademis suponga que / yf yx son continuas en fi, latonees 

f xy (xo,y ) ^fyxtx&y^ 

Demosf racion Considere un cuadrado que tenga su centro en (jc , y ) y 
que la longitud de sus lados sea 2 1 h | , con la condici6n de que < 4l \ h | < r. 
Entonces todos los puntos interiores y de los lados del cuadrado estan en el 
disco abierto B (refiSrase a la figura 1). Asf, los puntos (jc + h, y + h), 
(jc + K Jq) y (■*()» ?o + h) estdn en B. Se define A como 

A = f(x + K y + h) - f(x + K y ) - f(x , y + h) + /(x , y ) (13) 

Considere la funci6n G definida por 

G(x) =f(x,y + h)-f(x,y ) (14) 

Entonces 

G(x + h) = f(x + h,y + h) - fix + h, y ) 
Por lo que (13) puede escribirse como 

A = G(x + h) - G(x ) (15) 

De(14), 

G'(x) = f x (x, y + h)- f x ( X> y ) (16) 

Ahorabien,como/ X (jt,;y + h) y f x (x, y ) estan defmidas en B, entonces 
G'(x) existe si x esta en el intervalo cerrado que tiene como extremos a x y 
x Q + h. En consecuencia, G es continua si x pertenece a este intervalo cerrado. 
Por el teorema del valor medio, existe un numero c x entre x y x + hta\ que 



G(x + h) - G(x ) = 



GXc x ) 



(xq + h) 
de donde 

G(x + h) - G(x ) = hG'(c x ) 
Al sustituir de esta ecuaci6n en (15) se tiene 

A = hG\c x ) 
De esta ecuaci6n y reemplazando jc por c } en (16) se obtiene 

A = h[f x (c lf y ^h)-f x (c v y )] 
Ahora, si g es la funcion definida por 

g(y) = f x (c\>y) 

se puede expresar (17) como 

A = h[g(y + h) - g(y )] 
De(18), 

g'(y) = f xy ( c \>y) 



(17) 
(18) 
(19) 
(20) 
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Como/j (C|, y) esta* definida en B, entonces g'(y) existe si > esta* en e] 
intervalo cerrado que tiene como extremos a y y y + h\ en consecuencia, 
g es continua si y pertenece a este intervalo. Por tanto, por el teorema del 
valor medio, existe un numero d } entre y y y + h tal que 

g(y + h) ~ g(y ) = hg\d y ) 

Si se sustituye de esta ecuacion en (19) se obtiene A = h 2 g'{d x )\ por lo que 
de (20), 

A = h2 fxy( c V d \) < 21 > 

para algtin punto (c ( , </,) del disco abierto B. Ahora considere la funci6n <f> 
definida por 

4*y) =/(*o + *•>) -/(*b.>) < 22 > 

de modo que <f>(y + h) = f(x + h,y + h) -f{x ,y + h). Por tanto, (13) 
puede expresarse como 

A = </>(y + h) - 4>(y Q ) (23) 

De (22), 

<f>'(y) = f y (x Q + A. >) - f y (x Q ,y) (24) 

Puesto que, por hip6tesis, cada termino del miembro derecho de (24) 
existe en B, entonces <f>' existe si y esta" en el intervalo cerrado que tiene 
como extremos a y y y + h. Por tanto, <f> es continua en ese intervalo. De 
este modo, por el teorema del valor medio, existe un numero d 2 entre y 
y y Q + h tal que 

<f>(y + h) - <f>(y Q ) = h<f>'(d 2 ) 
De esta ecuaci6n y de (23) y (24), 

A = h[f y (x Q + K d 2 ) - //% d 2 )] (25) 

Ahora considere la funci6n x definida como 

Xto = f y (x d 2 ) (26) 

y escriba (25) como 

A = h[ X (x + h) - X (x )] ' (27) 

De (26), 

X'(x) = f yx (x, d 2 ) (28) 

y por el teorema del valor medio existe un niimero c 2 entre jc y x Q + h tal que 

X(x + h) - x(x ) = hx\c 2 ) 
De esta ecuaci6n y de (27) y (28), 

A = h% x (c 2 ,d 2 ) 
Con esta expresi6n para A y (21 ) se tiene 

h 2 f^c x ,d,) = h% x (c v d 2 ) 
y como h * 0, entonces se puede dividir entre h 2 , lo cual proporciona 

f X y(c v dO=f yx ^d 2 ) (29) 

donde (c v d^)y (c 2 , d 2 ) pertenecen a B. 
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Debido a que Cj y c 2 estdn entre x Q y x + h, se tiene Cj - x + € { h, 
donde 0<f, <l,yc 2 = jc + € 2 h, donde < € 2 < I. De manera si- 
milar, como d x y d 2 estdn entre y y y + h, se tiene d x - y + e 3 /i, 
donde < € 3 < 1, y d 2 = y + € 4 h, donde < € 4 < 1. Al efectuar estas 
sustituciones en (29) resulta 

/^(* + € \ h > y + € 3® = fyx&O + *2*' % + *4*> 

Puesto que / y f son continuas en fl, si se toma el limite de los dos 
miembros de esta ecuacion conforme h tiende a cero, se obtiene 

f xy (x >y ) =f yx (xQ>yo) 
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12.4.4 Teorema 



Sea / una funci6n clc x y y tal que D x f y D 2 f existen en un diseo 
abierto B(Pq, r), donde P$ es el punto {% y ). Si D A f y D 2 f son con- 
tinuas en P , en tonces / es diferenciable en P . 

Demostracion Consulte la figura 1, donde el punto (jc + Ajc, y + Ay) 
esta" en el disco B(P Q \ r). Entonces 

A/Uo^o) = /(*o + Ax ^o + A ?) "/(%%) 

Si se suma y resta/(jt + Ajc, y ) en el miembro derecho de esta ecuaci6n 
se obtiene 

A/(%y ) = [/(*o + A ^>o> " /(*(>■ :YoM + U(Xq + Ax,y + Ay) - f(x + Ax,y )] (9) 



U + A *' 



/(jc + A*, 




U + A*, y + Ay) 
FIGURA 1 

En el piano y = y , y es constante y jc varfa. Como D x f existe en el 
piano y = y , se sabe por el teorema del valor medio que existe algun 
numero c entre jc y jc + Ajt tal que 
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f(x + Ax,y Q ) ~ f(x Q ,y Q ) _ n , , , 

de donde 

/(* + A*,y ) -/U ^o) = (^i/(fJo) dW 

En el piano jc = jc + Ajc, x es constante y y varfa. Puesto que D 2 /existe en 
el piano jc = jc + Ajc, el teorema del valor medio afirma que existe algun 
punto d entre v y v + A v tal que 

f(x + Ax,v + Ay) -/(x + A*,v ) = (Ay)D 2 f(x + Ax,d) 

Si se sustituye de esta ecuacion y de (10) en (9) resulta 

AA*b.> ) = <A')¥ c ^o) + (^y)D 2 f(x Q + Ax,rf) (11) 

Debido a que (jc + Ax, v + A v) esta en #(/q» r )» c est ^ en tre jc y 
x Q + Ajc, y como D^fes continua en P , entonces 



lim A/(c, y«) = D*f(Xfr y n ) 



y como £f est£ entre v y ^ + A v, y D 2 /es continua en P Q , entonces 



Si 



lim Dofixn + Ajc, d) = D f(x a , y n ) 



f, = £>,/(c,v ) - D,/(* ,> ) 



f 2 = D 2 /(* + Ajc, rf) - D 2 /(x , > ) 
entonces de (12) y (13) se obtiene, respectivamente, 



lim 



*\ = ° y 



lim 



f -, = 



(12) 

(13) 
(14) 
(15) 

(16) 



(A*,Ay)-*(0, 0) l (Ax,A>)-K0,O) 

Al sustituir de ( 1 4) y ( 1 5) en ( 1 1 ) se tiene 

A /(Wo) = A xl D \f(*o>yo) + f J + A>[Z) 2 /U ,v ) + e 2 ] 
de donde 

A /(Wo) = D i/^0' >o) Ax + ^M)' ^o) A y + e i A * + f 2 A ? 
De esta ecuaci6n y (16), se cumple la definition 12.4.2; de modo que/es 
diferenciable en (x , v ). ■ 
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1 2,8.5 Teorema Criterio de la segunda derivada 



Sea /una funci6n de dos variables tal que/y sus deriva4as parciales 
de primer y segundo orden son continuas en algun disco abierto 
B((a, b)' t r). Ademas suponga que/ x (a t b) = Oyf y fab) = 0. Sea 

D{a y b) ~ f XJ( (a, h)f yy (a, b) - [f xy {a t b)] 2 

(I) / tiene un valor mfnimo relativo en (arb) si 

£}<*, b) > y f x M> b)>0 (o f yy (a, b) > 0) 
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(ii) / tiene un valor maximo relative en (a, b) si 

B(a y b) > y /„(fl,U < iofyyfab) < 0) 

(iii) /{a, fr) no es un extreme relative^ pero / tiene un punto silla en 
(a v i>,/<a,i>)>si 

DfoM < 

(i v> No se puede concluir nada acerca de los extremes si 

'■Dtab) = 

Demostracion del inciso (i) Con el fin de simplicar la notation se 
define 

D ^y) = /**(*> y)/ yy c*,y) - U X y(x<y)\ 2 

Dado que D(a, b) > yf xx (a, b) > 0, se desea demostrar que f(a, b) es un 
valor minimo relativo de la funcion. Puesto <\uef xx ,f y/ son continuas 
en B((a, b)\ r), entonces D tambien es continua en B. Por tanto, existe un 
disco abierto B'((a, b)\ r'), donde r' < r, tal que D(x, y) > yf xx (x, y) > 
para todo punto (jc, y) de B'. Sean /i y /: constantes, no ambas cero, tales que 
el punto {a + h y b + k) este en B'. Entonces las dos ecuaciones 

x = a + ht y y - b + kt < f < 1 

definen todos los puntos del segmento rectilineo de (a, b) a (a + h,b + k), y 
todos estos puntos estan en B\ Sea F la funcion de una variable definida por 

F(t) = f(a + ht,b + kt) (5) 

Por la formula de Taylor (formula (2) de la secci6n 8.1), 

F(t) = F(0) + F'(0)t + F '£ z) t 2 

donde z esta entre y t. Si t = 1 en esta ecuacion, se tiene 

F(l) = F(0) + F'(0) + ±F'Xz) (6) 

donde < z < 1. Como F(0) = /(a, fc) y F(l) = f(a + h,b + k\ en- 
tonces de (6) se obtiene 

f(a + Kb + k) = /(a,« + F\0) + \F"{z) (7) 

donde < z < 1. 

A fin de calcular F'(0 y F"(i) a parti r de (5) se utiliza la regla de la 
cadena, obteniendose 

F\t) = hf x (a + hub + kt) + kf y (a + ht,b + kt) (8) 

y 

F "W = h 2 f xx + hkf yx + hkf xy + k 2 f yy 

donde cada segunda derivada parcial se evalua en (a + ht, b + kt). Del 
teorema 12.3.3, /^(jc, y) = f yx (x, y) para todo (x, y) de B'. Asi, 

F'W = A 2 /,, + Ihkf^ + fc 2 /„- (9) 

donde cada segunda derivada parcial se evalua en (a + /if, b + kt). Al sus- 
tituir por t en (8) y z por f en (9) resulta 
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F'(0) = hf x (a, b) + jfe/ y ( fl , b) 

= 



F'Xz) = h 2 f xx + 2A*/ xy + * 2 / y . 



donde cada segunda derivada parcial se evalua en (a + hz, b + kz) y don- 
de < z < 1 . Si se sustituyen estos valores de F'(Q) y F"(z) en (7) se obtiene 



f(a + h,b + jfc) -f(a,b) = }(* 2 / xx + 2hk fxy + k2 fyy> 



Jyy/ 



(10) 



Los terminos entre parentesis del miembro derecho de (10) pueden escri- 
birse como 



Asf.de (10), 
/(a + h,b + k)-f(a,b) = £% 



h 2 +2 hk^+ (k M 1 - Ik fytf + k* 

Jxx \ Jxx/ \ JxxJ 



('♦^♦* £i %7 i H 






(11) 



Como/ x f - / 2 evaluado en (a + hz, b + kz) es igual a 

D(a + /iz, 6 + kz) > 

entonces la expresidn entre corchetes del miembro derecho de (11) es po- 
sitive Ademds, puesto qaef xx (a + hz, b + kz) > 0, entonces de (1 1), 

f(a + h,b + k) - f(a, b) > 

En consecuencia se ha demostrado que 

f{a + Kb + k) > /(a, b) 

para cada punto (a + Kb + k)deB ( diferente de (a, b). Por tanto, por la de- 
finition 12.7. l(ii), /(a, b) es un valor minimo relativo de/. ■ 



EJERCICIOS PARA EL SUPLEMENTO 1 2.8 



1. Demuestre el inciso (ii) del teorema 12.8.5. 



2. Demuestre el inciso (iii) del teorema 12.8.5. 
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TABLAS Y FORMULARIOS 



► TABLA DE DERIVADAS 



1. D x (u") = nu n ' x D x u 

2. D x (u + v) = D x u + D x v 

3. D x (uv) = uD x v + vD^h 

£> x (e u ) = e"Z) x u 
D x (a u ) = a u In a D x u 

DJlnu) = -Dm 

u K x 

D x (s£jpw) - cos u D x ir 
D x (cos u) = -sen u D x u 
D^tan u) = sec 2 u D x u 
D x (cot u) = -esc 2 u D x u 
Z) x (sec «) = sec w tan u D x u 
Z) x (csc u) = -esc « cot « D x u 



5. 
6. 
7. 

8. 

9. 
10. 
11. 
12. 
13. 



14. D x (sen _1 «) 



1 



Vi - u z 



,Dm 



15. D x (cos~' u) = 



16. D x (tan" l «) 

17. D x (cot~ l u) : 



■ ^ = _± 



;i - « 2 



= D r « 



1 + u l 



-Dm 



1 + u~ 



7 Dm 



18. D x (sec- f u) 



Dm 



u4u 2 - 1 



19. D x (csc _1 «) = 



= D r « 



u %/« 2 - 1 

20. Z) x (senh u) = cosh « D x « 

21. D x (cosh u) = senh « Z) x « 

22. D x (tanh «) = seen 2 « D x « 

23. D x (coth u) = -csch 2 « D x u 

24. D x (sech«) = -sech u tanh « D x « 

25. D x (csch u) -= -csch « coth u D x u 



► TABLA DE INTEGRALES 



Algunas formas elementales 



1. I du = u 

2. I at 

3. J [/(«) + g(u)]du -- \f(u)du+ \g(u)du 



+ C 
i du =- au + C 



\u n du -= -*■ 

J " + 1 



+ C (n ± -\) 
C 



Formas racionales que contienen a + bu 



• j^u=U a + bU - a ^ a + bU \]+ C 

[ U^Ju = 1 N + 2 _ 2 ^ + + ^2^, + b ,~\ + c 

] a + bu b 3 12 ' 'J 

f-l*' = ' [_«-_ + ln| fl + to|l+ C 
J (a + feu) 2 fc 2 L« + fr« ' 'J 



10. 



f u2d \ = \\a + bu - -«L- -2aln| fl + bu\} + C 
J {a + bu) 2 ^l <* + bu J 

[ udu = JLr a 1_] + c 

J (a + bu) 3 b 2 l2(a + bu) 2 a + bu] 
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1 ]n u 
■ bu) a | a + bu \ 



11. f_* 

J u ( a + 

12. f-j-*. 

13. f^ <*» , .... 

J u(a + bu) 2 a(a + bu) a 2 \ a + bu 



1 _l b i~ \ a + bu , - 
feu) a« a" 1 « 



+ -rln 



+ C 



Formas que contienen ^Ja + bu 

14. J u-sja + bu du = -^-(3feu - 2a)(a + feu) 3 ' 2 + C 

15. u 2 sja + bu du = -J—(\5b 2 u 2 - \2abu + %a 2 ){a + feu) 3 ' 2 + C 
J 105fe 3 

i* f n i , u a 2»"(a + feu) 3 / 2 2an f „_, r- 



+ feu flu 



17. "^ = -A.(feu - 2a) Va + feu + C 
J yfa + bu 3b 2 

18. " rfM = _JL.(3fe 2 u 2 - 4afeu + 8a 2 ) si a + bu + C 
J yja + bu 15fe 3 

10 f "" du _ 2m 71 Va + feu _ 2an f u"~ x 
' J 4^Wu b(2n + 1) b(2n + 1) J V^T 

1 , ~Ja + bu - ~Ja 
f du_ 

J Uyjd + 



du^ 
~bU 



Va + bu + -Ja\ 



+ C si a > 



2 , -i ITT] 
~ r = tan 

__ Va + bu _ b(2n - 3) f flu 

'« - l) J u"- l V^+ 



+ C si a < 



feu a(n - l)u n - ] 2a{ 

bu du 



21. I"— 4L 

J u"V^T 

.. r v« + fe« aw o / , L , f f/« 

22. = 2 Va + o" + « — ===== 

J ■ " J «Va + few 

23 f V' a + *>" ^ = _ (a + feu) 3 / 2 _ fe(2n - 5) f Vfl + feu du 
J u n a(n - \)u n ~ ] 2a(n - 1) J u n ~ l 

Formas que contienen a 2 ± ir 

24. f *L- = I tan" 1 * + C 
J a 2 + u 2 a a 

f-T^T = fln^l + C 

J a 2 - u 2a | m - a | 



25 



- tanh -1 - + C si \u\ < a 
a a ' ' 



26. 



J u 2 -a 



2 2a 



In 



+ C 



- coth' 1 - + C si I u | > a 



--tanh -1 - + C si \u\ < a 



-coth -1 - + C si \u\ > a 
a a 
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Formas que contienen Vw 2 ± a 2 



En las formulas 27 a 38, se puede sustituir 



ln(w + V" 2 + a 2 ) por senh 1 - 

a 

In u + Vm 2 - a 2 por cosh -1 - 



a + V" 



por senh ' - 



27. 



28. 



f , «** - In I ii + V« 2 ± « 2 I + C 



2 <*u - |V« 2 ±a 2 ± ^ In n + Vu 2 + a 2 I + C 



29. | h 2 V« 2 ± a 2 du = £(2h 2 ± a 2 )V« 2 ± a 2 "^r ln M + V« 2 ± a 2 + C 



30. 



31 



32, 



= V" 2 + a 2 ~ a In 



+ V« 2 + a 2 



</w r 



Vw - a - a sec l - + C 



L 2 V^T7 

f Vw 2 ± a 2 ^m Vm 2 ± a 2 , I /"^^ — 2 I 
_ _J «*_ + i n M + ^ H 2 ± a l \ + C 

J U 2 Ml I 

33. f /'" = H V^T^-^ln|« + V^T 

J V^±^ 2 2 ' 

34. f <*« _ _ii B fl + V« 2 +_ja 2 

J u4u^~V~c? 

35. f ; d " 
f </« 



a l \ + C 



- sec" 1 ^ + C 



±a 2 « 



37. f (h 2 ± a 2 ) 3 ' 2 <*« = £(2« 2 ± 5a 2 ) ^Ju 2 ± a 2 + ^™ln|« + Vu 2 ± a 2 I + C 
I 8 oil 

38. f **—- = -» + C 

J (« 2 ±a 2 ) 3 / 2 ±a 2 V« 2 ±a 2 

Formas que contienen V^ 2 - w 2 

39. I 



V^ 1 ^ 2 



= sen" 1 ^ + C 



40. f iJ^J du= H Va 2 - u 2 + ^ sen" 1 * + C 
J ^ 2 a 

41. f u 2 4a^^? du = £(2« 2 - a 2 )V a 2 - u 2 + — sen' 1 ^ + C 
J o a 

42. f ^ ~f du 



= Va - m - a In 



a + Va 2 - m 2 



Va 2 - u 2 - a cosh-' £ + C 
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.j 



yja 2 - u 2 du _ Va 2 - u 2 



44. 



f u 2 du 

J 4^~u 



- sen" 1 - + C 
a 



_ « ^^i? + ^- sen" 1 S + C 
2 2 2 a 



<iu 



45. f_, 



= --In 



a + Va 2 - u 2 



+ C 



-cosh" 1 - + C 



4 6 . f * = -VZZZ 
J « 2 V« 2 -« 2 a " 

47. (a 2 - u : 

48 f ^ = H 

J (a 2 -u 2 ) 3 ' 2 a 2 4a 2 - u 2 



+ C 
< 2 ) 3l2 du = - (f (2« 2 - 5 fl 2 )V« 2 -u 2 + ^ sen" 1 - + C 



+ C 



Formas que contienen 2au - u 2 

49. f 4lau-u 2 du = ^^lau-u 2 + ^-cos-'fl - *) 

50. u 4^au - u 2 du - 



+ C 



2u l - au - 3a 1 



4la 



J- 

51. f 4Uu ~ " 2 dH = V^T^ + «cor'(l - jj ) + C 
52> f jlauy** = _ 2^-u> _ ^-.J, _ j|) + ( 

53. f , d " , -coi-'fl-^t C 



■(-;) 



+ C 



54. f-^ 



dw 



■V? 



a« - «^ + a cos 



'HI 



+ c 



J V2 fl » - « 2 2 2 i «; 

56. f . '" 

J «V2fl" - - 2 

57. f- 
J (2< 



du 
tau - «' 



_4la 



+ C 



u 2 ) 3 / 2 fl 2 V2 flU - U 2 



58. 



[ u du 

J (2au - u' 



2 ) 3 / 2 ayllau- u 2 



+ C 



Formas que contienen funciones trigonometricas 

59. sen udu - -cos u + C 62. cot u du = In | sen u \ + C 

60. cos u du = sen u + C 63, sec udu - In | sec u + tanj* | + C = In | tan ( ± ;r + iu)| + C 

61. tan u du = In | sec u \ + C 64. esc u i 



tdu = In | esc u - cot u\ + C = In] tan I«| + C 
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65. 
66. 

67. 
68. 
69. 
70. 
71. 
72. 
73. 
74. 
75. 
76. 



sec 2 u d« = tan « + C 
esc 2 udu - -cot « + C 

sec « tan h d« = sec h + C 

\ 

esc u cot udu - -esc « + C 

sen 2 udu = i h - | sen 2« + C 



cos 2 udu = \u + | sen 2« + C 

2 4 



tan 2 « d« = tan « - u + C 
cot 2 udu = -cot « - « + C 
sen" « d« 



77. 
78. 
79. 
80. 
81. 
82. 
83. 



cos" udu = -cos" ^senu + 



-Uen"- l «cos« + - — - | sen"" 2 M<iM ** 
n n J 

^ fcos"- 2 « 

1 u - I tan" -2 udu 

cot" udu = i-rcot^'u- cot"" 2 udu 87, 

»-l J 



tan" w d« 



n - 1 



<*« 85. 
86. 



sec" udu 



-J— sec"" 2 u tan u + - — - sec n ~ 2 *udu 
n-\ n - 1 J 

"" 2 «cot«+*^-^ CSC n_2 «^H 
„-l J 



88. 



csc"«d« = CSC 

n - 1 



. sen(m + n)u sen(m - n)u . n 

sen mu sen nudu - — -f ~~ + -tt r - + C 

2(m + n) 2(m - «) 



oosiiiHOOS/iiidu = se " (m + n) " + se " (m " ">" + C 
2(m + n) 2(m - n) 



. cos(m + n)« cos(m - n)u , ^ 

sen mu cos nudu = -7 f xr r~ + C 

2(m + n) 2(m - n) 



u sen udu = sen u - u cos w + C 

h cos m d« = cos u + u sen u + C 

u 2 sen udu = 2m sen « + (2 - m 2 ) cos « + C 

m 2 cos udu - 2u cos « + (« 2 - 2) sen « + C 

h" sen udu ~ -«" cos h + n h"~ ' cos u du 

u n cos m d« = u n sen « - « «"" ' sen « d« 



1 m n j sen m ucos" + t u , m - 1 f ™_ 2 „ 

sen" 1 « cos" udu ~ + S en m * u cos" u 

J m + n m + n J 

sen m + 1 ucos" -1 u , n - 1 f m „_2 j 

_ + sen m u cos /. x M ^ H 

m + rt m + n J 



Formas que contienen funciones trigonometricas inversas 

93. sec~ ! udu- usee" 1 u - In « + V« 2 - 1 + C 
= « sec" 1 « - cosh~ ! u + C 

94. esc" 1 udu - u esc" 1 « + In \u + V« 2 - 1 + C 
91. tan" 1 udu = u tan" 1 w - In Vl + w 2 + C 



89. sen" 1 udu ~ u sen" 1 h + Vl - " 2 + C 

90. cos" 1 udu - u cos" 1 « - Vl - « 2 + C 



h esc « + cosh « + C 



/ 



92. cot" 1 udu = ucot" 1 u + InVl + u 2 + C 



Formas que contienen funciones exponenciales y logaritmicas 



1 du = ^ M + C 



95. L% 

96. |a u 

97. ue a du = e a {u - 1) + C 



"du= ■*- +C 



98. «"^ u rf« = u n e u - « L"" 1 ^ 

99. (u"a"du= ^^-^L L.-1 
J , In a In a J 

00. f £*=__£: + _i_ f^ 

J u n (/1 - l) w "- ! /1 - 1 J u"~ 



a u d« + C 
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101. 



103. 



I a u c 

J h" 

lnu 

r « n+i 

u" In u</u = -H [(n 

J (i + I) 2 



102. I In u du = u In u - u + C 



In a f a^ 

n - 1 J u n 



+ l)lnu - 1] + C 



L I _^_ - in I lnu I + C 
J w lnu 



105. e flU sen nu du 



(a sen nu *- n cos nu) + C 



106. e au cos nu </u = (a cos nu + n sen nu) + C 



Formas que contienen funciones hiperbolicas 



i 



107. senh udu - cosh u + C 



108. cosh udu = senh u + C 



109. 



110. 



111. 



I 

tanh u 
coth u 

sech udu = 
csch u </u = In 



</u = In cosh u\ + C 



du = In senh u\ + C 



tan (senh u) + C 



112. | csch udu ~ In | tanh I«| + C 



113. sech 2 udu = tanh u + C 



114. 



115. 



csch 2 u 
sech u tanh u 



du = -coth u + C 



</u = -sech u + C 



116. 



117. 



118. 



119. 



120. 



121. 



122. 



123. 



124. 



csch u coth u du - -cschu + C 



senh 2 udu = |senh2u - \u + C 

4 2 



cosh 2 udu - \ senh 2u + ^ u + C 

4 2 



tanh udu = u - tanh u + C 



oth 2 udu - u - coth u + C 



u senh udu = u cosh u - senh u + C 



u cosh udu = u senh u - cosh u + C 



e flU senh nu </u 



-(a senh nu - n cosh nu) + C 



e flU cosh nudu = — -(acoshnu - n senh nu) + C 

2 2 
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FORMULAS DE ALGEBRA 



Productos notables 



(x + a)(x + b) - x 2 + (a + b)x + a/? 



(jr + j) 2 



jc 2 + 2xy + y 2 



(x ~ y) 2 — x 2 ~ 2*y + y 2 

(x + y){x - y) = x 2 - y 2 



(ax + by){cx + dy) = acx 2 + {ad + bc)xy 4- My 2 
(jc + y) 3 = a: 3 + 3jc 2 y + 3jcy 2 + y 3 
(jc - y) 3 = jc 3 - 3jc 2 y + 3jty 2 - J 3 



Factorization de polinomios 

ajc + ay + az = a(x + y + z) 

x 2 - y 2 = (x + y)(x - y) 

x 2 + (a + b)x + ab - (x + a)(x + b) 

x 2 + 2xy + y 2 = (x + y) 2 



x 2 - 2jcy + y 2 = (jc - y) 2 

acx 2 + (ad + £c)jcy + bdy* = (ax + by)(cx + dy) 

x 3 + y 3 - (x + y)(jc 2 



u 3 - 



;cy + j 2 ) 



(jc - y)(* 2 + xy + y 2 ) 



Exponentes 

a" a m = a n+m 
(a")" 1 = a" m 



(a/>)" = a n b n 



a^O 



b * 



a = 1 a * 

<r" = -L a * o 

a" 

a l/n - V^ 
a m /" = (Vo)" 1 

a mjn _ n^ 



Radicales 

P = ?ll * * ° 



si n es impar 
si n es par 



Formula cuadratica 

Si a * 0, las soluciones de la ecuacion ax 2 + bx + c = estan dadas por 



-6 ± 4b 2 - 4ac 
2a 



Desigualdades 

si a < b y b < c, entonces a < c 

si a < b, entonces a + c < b + c 

si a < b, entonces a - c < b - c 

si a < b y c > 0, entonces ac < be 

si a < b y c < 0, entonce.s ac > be 



si b > 0, | jc | < £ equivale a -fc < jc < £ 

si b > 0, | jc | > b equivale ajc<-£oJc>£ 

si b > 0, jc 2 < b equivale a ~4b < x < -jb 

si b > 0, £ < jc 2 equivale a jc < ~4b o jc > 4b 
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Logaritmos 



y = log* x si y solo si x - b y 
log* 1 = 
\og b b = 1 

l0g*HV - log*M + lOg^V 

Teorema del binomio 

(a + bf = fl C a fl + „C x a n - l b + ^""V + 
donde„C = " ! 



log* - = log* u - log* v 

v 

log* u n - n log* u 

log** = a (cambio de base) 

log fl *> 
lnx = log^jc 



+ n c,a»- r y + . . . + „C„i 



(n-r)!r! 



FORMULAS DE GEOMETRIA 



La siguiente simbologfa se emplea para las medidas: 

r: radio /i: altura b: base a: base 

^4 : area 5: area de la superficie B: area de la base 

Circulo: A = Kr 2 \C = 2nr 

Triangulo: A = ^ bh 

Rectangulo y paralelogramo: A - bh 

Trapecio:^ = i(a + £>)/i 

Cilindro circular recto: V - nr 2 h\ S = 2nrh 



C: longitud de la circunferencia 
V: volumen 



Cono circular recto: V = ± nr 2 h\ S = nr 4r 2 + ft 2 
Esfera: V = frtr 3 ;S = 4/rr 2 
Prisma (con bases paralelas): V ~ Bh 
Piramide: V = \Bh 

Teorema de Pitagoras: En un triangulo rectangulo, si a y b son las longitudes de los lados perpendicu lares y c es la longitud de la 
hipotenusa, entonces 

c 2 = a 2 + ft 2 



a 2 


;1 




&? 
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FORMULAS DE TRIGONOMETRIA 



Funciones trigonometricas 











D 


k 










A 
























/•* 


"^N 


\<*o' yo) 




\ a 


C/r 


r 


a 




x> 


y 


y 


y 




( 


/* 


^ . 




V 




7(uo) 






b 




C 


a 




X 






/ 


sen a = 


a 

c 






sen 


= 


I 

r 




sen0 = 


?0 


cos a = 


b 
c 






cos 6 


= 


X 

r 




cos 6 = 


*0 


tan a = 


a 
b 






td.nO 


= 


I 

X 




tanfl = 


21 

*0 


cot a = 
sec a = 


b 
a 
c 
b 






cot e 
sec 6 


= 


X 

y 

r_ 

X 




cot e = 
sec B = 


*0 
*0 


esc a = 


c_ 










esc 6 


= 


r 






esc 6 


= 


-L ■; 



>0 



Identidades trigonometricas fundamentales 



sen* esc* = 1 
tan* 



sen * 
cos x 



sen" 1 * + cos^ * = 1 



sen (u + v) = sen u cos v + cos u sen v 

sen (u - v) — sen u cos v — cos u sen v 

cos (u + v) = cos u cos v - sen u sen v 

cos (u - v) = cos u cos v + sen u sen v 



cos * sec * = 1 








tan* cot* = 1 


sen * 










1 + tan 2 * = sec 2 * 








] + cot 2 * - CSC 2 


y diferencias 










tan (u 


+ 


v) 


= 


tan u + tan v 
1 - tan u tan v 


tan (u 


- 


v) 


= 


tan u - tan v 
1 + tan u tan v 



Identidades para angulos dobles y semiangulos 



sen 2u = 2 sen u cos u 
cos 2u = cos 2 u - sen 2 
cos 2u = 1-2 sen 2 « 
cos 2u = 2 cos 2 u - 1 
2 tan w 



cos 2u 



™2 „ 1 + cos 2u 
COS u = 

2 
tan 2 «- t" 0052 " 



1 + cos 2« 



cos 2 }/ 



tan}/ = 



1 + cos t 

2 

1 - cos / 

sen r 

sen / 

1 + cos t 



tan2u 



1 - tan 2 u 



n 2j_, = 1 - cos f 



1 — IU1I u ^ 

Identidades para el producto, suma y diferencia de senos 
y cosenos 



sen u cos v = } [sen(w + v) + sen(« - v)] 
cos u sen v = 4 [sen(« + v) - sen(u - v)] 



cos u cos v = } [cos(u + v) + cos(u - v)] 
sen u sen v = }[cos(u ~ v) - cos(u + v)] 
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Algunas formulas de reduction 



sen s + sen / = 2 sen 
sen s - sen / = 2 cos ' s 



cos s + cos / • 



cos s - cos t = -2 sen 



sen(-x) = -sen A' 
sen( \tt - x) = cos x 

sen( 4 7T + x) — cos a* 
sen(7r - x) - sen a 



cos(-a-) = cos X 
cos( \ K - x) - sen a: 
cos( j/r + a*) = -senA- 

C0S(7T - A') = -COS X 



2co S (^)cos(^) 



tan(-A:) = -tan x 
tan(^7T - *) = cotA- 

tan(47T + x) = -cot a- 
tan(;r - x) - -tan x 



Leyes de los senos y de los cosenos 

En estas formulas a.byc representan las medidas de los lados de 
un triangulo; a, ft y y denotan las medidas de los angulos 
opuestos a los lados de medidas a, by t\ respectivamente. 

Leyes de los cosenos 



Ley de los senos 

a 2 — b~ + c~ - Ibc cos a 

b~ = cr + c" — lac cos p 
c 2 = a 2 + b 2 - 2a£> cos 7 



sen a _. sen ff _ sen y 
« & c 

q _ b _ c 

sen a sen £ sen y 




Tabla de valores especiales de las funciones trigonometricas 



Gradianes 




sen 6 


cos 6 


tan 


esc 


sec 


cot 6 


numero real x 


6 grados 


sen x 


COS.V 


tanjc 


cscx 


sec a- 


COtA" 





0° 





1 





Indefinido 


1 


Indefinido 


1" 


30° 


I 

2 


2 


1 

V3 


2 


2 
V3 


V3 


4 


45° 


1 

V2 


1 

V2 


1 


V2 


V2 


1 


1* 

3 


60° 


V3 
2 


1 
2 


V3 


2 

V3 


, 2 


1 

V3 


*" 


90° 


1 





Indefinido 


1 


Indefinido 





7T 


180° 





-1 





Indefinido 


-1 


Indefinido 


¥ 


270° 


-1 





Indefinido 


-1 


Indefinido 
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► FORMULAS DE TRIGONOMETRJA HIPERBOLICA 



Funciones hiperbolicas 



senhjc = 
tanhjc = 
sech x = 



2 
senh x 


cosh x 

1 



cosh x 



cosh x 
cothjr 
cschjc = 



2 
cosh x 
senh x 

1 
senh x 



Identidades hiperbolicas 



tanhjc 



1 



coth x 



cosh 2 * - senh 2 jc = 1 

] - tanh 2 jc = sech 2 jr 
] - coth 2 x - -csch 2 x 

senh(-jr) - -senh x 
cosh(-jr) = cosh x 

senhCr + y) — senh x cosh y + cosh x senh y 
cosh(jc + y) - cosh x cosh y + senh x senh y 

senh 2x = 2 senh x cosh x 
cosh 2x — cosh 2 jc + senh 2 jc 
cosh 2jc = 2 senh 2 x + 1 
cosh 2jc = 2 cosh 2 jc - L 



cosh x + senh x = e x 




coshjr - senhjr = e~ x 




e x + e * 


coth jc 


2 
seen* = 


cschjc 



Funciones hiperbolicas inversas 



senh" 1 jc = ln(* + ^Jx 2 + ]) para cualquier numero real 



cosh ! jc = ln(jc + -jx 2 - 1 ) jc > 1 



tanh" 1 jc 



coth" 1 jc 



1, 1 + X 



1 . X + 1 



Ul> i 
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FORMULAS DE GEOMETRiA ANAUTICA 



CONCEPTOS FUNDAMENTALES 

Formula de la distancia 

La distancia entre dos puntos P](x h y { ) y P 2 (x 2 , y 2 ) esta dada por 



d(P t P 2 ) = \P X P 2 \ = Vu 2 -*,)* + (y 2 -y t ) 2 



^2^2- yi> 



'lUi.y,) 




Formulas del punto medio 



Si M(x, y) es el punto medio del segmento de recta de /*[(*!» y^ a P 2 {x 2 , y 2 ), 
entonces 



,= *^. y y =n±H 



Af(jc, y) 




/y*2.y 2 > 



y 2 -> 



Formulas del punto de division de un segmento 
en una razon dada 

Si P(x, y) es el punto que divide al segmento dirigido P\P 2 en la razdn 
r - PJ>\ PP 2 , entonces 



*\ + rx 2 = yi + ofr 

1 + r 1 + r 



r * -1 



Area de un triangulo 



, 


i 




?2 




^2^2' y 2 




y 


-yfn&y) 




yi 


-"fp,U P y,) 







JCj JC A 


2 



Area(/4BC) 



*i yi * 

*2 y2 * 

■*3 ?3 1 



Observation: 

El area serS positiva s61o si se recorren los vertices del triangulo en el 

sentido contrario al giro de las manecillas del reloj. 

Una condici6n necesaria y suficiente para que tres puntos diferentes 
(*i* yi). ( x 2* yi) y ( x z* y?) sean colineales consiste en que 



*2 yi i 
*3 y3 * 



^U|,y t ). 



C0c 3 ,y 3 ) 




~x 3 -x y »k * 2 - * 3 - 



-^-Jt 3 ■ 
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Grdfica de una ecuacion y lugares geometricos 
Problerrras fundamentals de la geometria analitica 

1 . Interpretar geom&ricamente una ecuaci6n; es decir, construir la grdfica correspondiente. 

2. Determinar la ecuaci6n de una figura geometrica, o de la condici6n que deben cumplir los puntos de la misma. 

Prinripio fundamental de la geometria analitica 

Las coordenadas de un punto satisfacen una ecuacion si y s61o si ese punto peitenece a la grdfica de esa ecuaci6n. 

Grafica de una ecuacion 

La grdfica o lugar geom&rico de una ecuacion en R 2 es el conjunto de todos los puntos en R 2 , cuyas coordenadas son 
soluciones de la ecuaci6n. 



Construccion de curvas 

Determine: 

(a) las intercepciones en los ejes coordenados, 

(b) la simetria de la curva con respecto a los ejes coordenados y al origen, 

(c) la extensi6n de la curva (dominio y contradominio), 

(d) las asfntotas verticales u horizontales que la curva pueda tener, 

(e) las coordenadas de un numero suficiente de puntos a fin de obtener a una grafica adecuada. 



Pruebas de simetria 

La grdfica de una ecuacion en x y v es 

(i) sim&rica con respecto al eje x si y s61o si se obtiene una ecuaci6n 
equivalente cuando y se sustituye por -y en la ecuaci6n; 



(ii) sim&rica con respecto al eje y si y s61o si se obtiene una ecuaci6n 
equivalente cuando x se sustituye por -jc en la ecuacibn; 



(iii) sim6trica con respecto al origen si y s61o si se obtiene una ecuaci6n 
equivalente cuando x se sustituye por -jc y y por - v en la ecuaci6n. 




/¥\ 



RECTA 

Pendiente de una recta 

Si P\{x\i y x ) y / 3 2 (^2> ^2) son d°s puntos diferentes cualesquiera de una recta no vertical, entonces la pendiente de la recta 
es m, y esta" dada por 



*2 " Vl 
X 2 ~ X X 



x \ * *2 
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Ecuacion de una recta 

Forma de los dos puntos 



Forma de punto pendiente 




y - y\ = ~ — — Oc - *i) x x * x 2 

x 2 - x x 




y - y x = m(x - x } ) 



Forma simetrica 




* + Z = \ a * y b * 
a b J 



Forma general 

Ax + By + C = 



Forma de determinante 



x y 1 

*i y\ l 
*2 yi i 



Forma pendiente-intercepcion 




y = mx + b 



Forma normal 



A(pcos 9,p sen 6) 




pcosO 

x cos 6 + y sen - /? - 



Angulo formado por dos rectas 



tan = m 2 ""M 

I + m x m 2 



m x m 2 * -1 



Condicion necesaria y suficiente para que dos rectas sean paralelas: 
Condici6n necesaria y suficiente para que dos rectas sean perpendiculares: 

m i m 2 = ~^ 
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CIRCUNFERENCIA 

Forma centro-radio (canonica o estandar) 



Constantes 

Radio: r 

Abscisa del centro: h 

Ordenada del centro: k 



Ecuacidn: 
Coordenadas del centro: 



x 2 + y 2 = r 2 
C(0, 0), el origen 



p{x, y) 




(x - h) 1 + (y - kj 1 = r 2 
C(h, k) 



Forma general 



x 2 + y 2 + Dx + Ey + F = 



Caso 1: D 2 + E 2 - 4F > 

La circunferencia tiene centro en (- 1 D, - ^ E) y radio r - \ 4d 2 + E 2 + 4F 

Caso 2: D 2 + E 2 - 4F = 

La circunferencia es el punto (- ~ D, - 1 E) 

Caso 3: D 2 + E 2 - 4F < 

La circunferencia es el conjunto vacio 



PARABOLA 

Formas canonicas o estandar 

Constantes 

Distancia entre el v^rtice y el foco: p 
Longitud del lado recto: | 4p | 

Eje paralelo al eje x 

p positiva 



u F 



directriz 



eje 
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p negativa 



y 

directriz 


,tf 


eje 



Ecuacion: x = 4 py 

Coordenadas del vertice: V(0, 0) 

Coordenadas del foco: F(0, p) 

Ecuacion de la directriz: y = -p 



y . 


" directriz 






V 




eje 










(x - hf = 4p(y - k) 
V(h, k) 
F(h, k + p) 
y = k ~ p 



Eje paralelo al eje v 

p positiva 



eje 




p negativa 



eje 




Ecuacion: 




y 2 = 4px 












(y ~ h) 2 = 


Coordenadas del vertice: 




V(0, 0) 












V(A, k) 


Coordenadas del foco: 




F(p, 0) 












F(h + p, k) 


Ecuacidn de la directriz: 




x = -p 












x - h - p 


eneral <d a* 2 


+ 


Dx + Ey + 


F = 


= o, 


eje 


paralelo al 


ejey 




(2) Cy 2 


+ 


Dx + Ey + 


F = 


= o, 


eje 


paralelo al 


eje* 





4p{x - h) 
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ELIPSE 

Formas canonicas o estandar 



Constantes 

Longitud del eje mayor; 
Longitud del eje menor: 
Distancia entre los focos: 

Excentricidad: 

Longitud del lado recto: 
Relaciones 



2a 
lb 
2c 



lb 2 



V? 



< 1 



c < a 
a > b 
c 2 = a 2 -b 2 



Eje principal horizontal 



Ecuacion: 

Coordenadas de los vertices: 
Coordenadas de los focos: 
Coordenadas del centro: 

Ecuaciones de las directrices: 




*1 + Z 
a 2 b 2 



At = 1 



V(a, 0), V'(-a, 0) 
F(c,0), F'(-c,0) 

C(0, 0) 




(x - h) 2 , (v - A:) 2 



a 2 b 2 

V(h + a, k\ V{h - a, it) 
F{h + c, kl F\h - c, k) 
C(h, k) 

x = h ± a - 



Eje principal vertical 



Ecuaci6n: 

Coordenadas de los vertices: 
Coordenadas de los focos: 
Coordenadas del centro: 

Ecuaciones de las directrices: 



directriz 




directriz 



£i + zi - 

6 2 a 2 
V(0,a), V'(0, 
F(0, c), F(0, ■ 
C(0, 0) 

y = ± a - 

€ 



-a) 
■c) 



Forma general ax 1 + cy 2 + d x + Ey + f = o ac > o 




(x - h) 2 , (v - k) 2 



b 2 a 2 

V(/i, A; + a), V'(/i, A: - a) 

F(fc, k + d F\h, k- c) 
C(h, k) 
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HIPERBOLA 

Formas canonicas o estandar 

Constantes 



Longitud del eje transverso: 
Longitud del eje conjugado: 
Distancia entre los focos: 

Excentricidad: 
Longitud del lado recto: 
Relaciones 

Eje principal horizontal 



la 
2b 
2c 



2b 2 



la 1 + b l 



> 1 



a 1 + b l 



N 


c y ,( 


F'JV y 


X 



Ecuacion: 


x 2 y 2 
^ 2 ~~'b 2 ~ " J 


Coordenadas de los vertices: 


V(a, 0), V'(-a< 0) 


Coordenadas de los focos: 


F(c, 0), F'(-c, 0) 


Coordenadas del centro: 


ao, o) 


Ecuaciones de las directrices: 


x = ±° 


o bien: 


i.-± =o 

a 2 b 2 



Eje principal vertical 




'& 



y .'. . directriz 



V - - - \ - - directriz 



Ecuacion: 

Coordenadas de los vertices: 
Coordenadas de los focos: 
Coordenadas del centro: 

Ecuaciones de las directrices: 
o bien: 



Zl_ *L - i 

a 2 b 2 

V(0,a), V'(0,-a) 
F(0, c), F(0, -c) 
C(0, 0) 
,«±* 

4-4=0 




' C(h, k) 




(x - h) 2 (v - *) 2 



a 2 


b 2 






V(h + a, 


k), v\h 


- a 


k) 


F(h + c, 


*), F\h 


- c, 


k) 


C(A, *) 








JC = h ± 


a 
e 






(x - h) 2 


(v- 


k) 2 


_ 



= 1 




( v - k) 2 (x - ft) 2 

a 2 " » 2 

V(/i, ft + a), V'(h, k - a) 
F(h, k + c), F(ft, Jfe - c) 
C(h, k) 

x = ft± a ~ 
e 

(y-k) 2 _ (x - hf _ 



Forma general 



Ax 1 + Cy 2 + Dx + Ey + F = dC < 
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TRANSFORMACIONES DE COORDENADAS 



Traslacion de ejes 



Si U, y) representa un punto P con respecto a un 
conjunto de ejes dado, y (x\ y') es la representation de 
P despu^s de que los ejes son trasladados a un nuevo 
origen que tiene coordenadas (h, k) con respecto a los 
ejes dados, entonces 



x' - x - h 



y' = y - k 



i 


i 






b *: 




p (x,y) 

'--•<x\y') 






4 » t-' 




O' 


CM) 


A'] X 







A 



Rotation de ejes 



Si (jc, y) representa un punto P con respecto a un 
conjunto de ejes dado y (x , y ) es una representation de 
P despu6s de que los ejes han sido rotados un angulo 
a, entonces 



(i) 



(ii) 



x = x cos a - _y sen a 

y = x sen a + y cos a 

J - x cos a + j' sen a 

y = -x sen a + _y cos a 





| P(x,y) 








Cf.y)- 


\ 


y ^ 




r/9-a 


X 




sr> 







ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO 
EN DOS VARIABLES 



La grafica de la ecuacion 

Ax 2 + Cy 2 + Dx + Ey + F = 

cuando A y C no son ambos cero, es una conic a o una conica degenerada. Si es una conica, entonces la grafica es 

(i) una pardbola si A =0o C = 0, estoesAC = 0; 
(ii) una elipse si A y C tienen el mismo signo, es decir, AC > 0; 
(iii) una hiperbola si A y C tienen signos opuestos, esto es, 4C < 0. 

La grafica de la ecuacion 

Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 

es una cOnica, o bien, una conica degenerada. Si la grafica es una c<5nica, entonces es 

(i) una pardbola si B 2 - 4AC = 0; 
(ii) una elipse si B 2 - 4AC < 0; 
(iii) una hiperbola si B 2 - 4AC > 0. 
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COORDENADAS POLARES 

Transformaciones de coordenadas 



Coordenadas polares a cartesianas 



x = r cos 6 y y - r sen B 



Coordenadas cartesianas a polares 



r = ±V* 2 + y 2 



tan0 = 



Criterios de simetria 



(*,y)\ 




i 


i 


y 




\r 




~~~\0 






X 








Una grafica polar es 

(i) simetrica con respecto al eje polar si se obtiene una ecuacion equivalente cuando (r, B) se sustituye por (r, -0) o 

por (-r, /T - 0); 
(ii) simetrica con respecto al eje Lit si se obtiene una ecuacion equivalente cuando (r, B) se sustituye por (r, n - 0) o 

por (-r, -0); 
(iii) simetrica con respecto al polo si se obtiene una ecuacion equivalente cuando (r, 6) se sustituye por (-r, 6) o por 

(r, K + 0). 



Ecuaciones polares de rectas y circunferencias 



C,ay b son constantes 

= C 

r sen $ = b 

rcos B — a 

r = C 



Recta que contiene al polo; forma un angulo de C radianes con el eje polar. 

Recta paralela al eje polar; arriba del eje polar si b > 0, debajo del eje polar si b < 0. 

Recta paralela al eje Ln\ a la derecha del eje Lit si a > 0, a la izquierda del eje Ln si a < 0. 



Circunferencia; centro en el polo; radio C. 
r — 2a cos Circunferencia; radio | a | ; tangente al eje i/r; centro en el eje polar o en su prolongaci6n, 
r - 2b sen 9 Circunferencia; radio \b\; tangente al eje polar; centro en el eje Lk o en su prolongaci6n. 



Tipos de caracoles 



De la ecuaci6n r = a + b cos 0, donde a > y b > 0: 

Caracol con lazo. Consulte la figura (/'). 

Cardioide. Refierase a la figura (»')■ 

Caracol con hendidura. Consulte la figura iui). 



(a) < ^ < 1 

ft 

(b) H = 1 
ft 



(c) 1 < - < 2 
ft 



(d) 2 < 



Caracol convexo (sin hendidura). Refierase a la figura (iv). 
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EJERCICIOS I.I (pagina 10) 

1. (a) dominio: [4, + oo); (b) dominio: (-oo, -2] U [2, +oo); (c) dominio: [-2, 2]; (d) no es funcion 
3. (a) dominio: (-oo, +oo); (b) no es funcion; (c) dominio: (-oo, +oo); (d) dominio: (-oo, + 6o) 

5. (a) 5; (b)-5; (c)-l; (d) la + 1; (e) 2x + 1; (f ) Ax - 1; (g) 4x - 2; (h) 2x + 2* - 1; (i) 2x + 2h - 2; (j) 2 
7/ (a) -5; (b) -6; (c) -3; (d) 30; (e) 2h 2 + 9h + 4; (f) Sx 4 + \0x 2 - 3; (g) 2x 4 - lx 2 ; (h) 2x 2 + 
(Ah + 5)x + (2h 2 + 5h - 3); (i) 2x 2 + 5x + (2h 2 + 5h - 6); (})4x + 2h +■ 5 

1 



9. (a) V7TT8; (b)|x|; (c)jc 2 ; (d)|* + 3|; (e> | at 2 - 3 | ; (f) 



11, dominio: (-oo, +oo); 

contradominio: (-00,-1-00) 



13. dominio: (-00, +00); 
contradominio: [0, + 00) 



V* + h + 9 + Vjc + 9 

15. dominio: (-00, +00); 
contradominio: (-00, 5] 









P 












8 


^ 












6 


" / 












4 


-/ 








1 1 


1 * i 


2 


J A i 


L_J__ 




X 


-8 


-6 -4 


-2 j 

/ 6 
/-8 


- 2 


4 


6 


8 



-8 -6 -4 -2 , 



2 4 6 8 



8- 
6 : 

/ 2- \ 

1 1 ,,i, i 1 1 i 1 t \ 1 1 i 1 t 1 ^ 

-8 -6 -4 42 - 2\ 4 6 8 

i " 6 " i 
-8~ 



17. dominio: [t, +00); 

contradominio: [0, +00) 



19. dominio: (-00, -2] U [2, + 00); 
contradominio: [0, +00) 



21. dominio: [-3,3]; 
contradominio: [0, 3] 



i 


\~ y 






8 
6 








4 
2 


** 


1 


1 t 1 \y 


-8 -6 -4 -2 
-2 


- 2 


4 


6 8 


-4 
-6 
-8 


: 







\^ 8 
\^ 6 

\ 4 


L> 






\ 2 

! 1 ! 1 1 1 1 \ 1 


- / 


t 


, , ■ ,/ 


-8 -6 -4 -2 

-2 


- 2 


4 


6 8 


-4 








-6 








-8 









8 
6 
4 


L? 










/^2 


- 






1 t 


1 i x 


-8 -6 -4 -2 „ 
-2 


- 


2 


4 


6 


8 


-4 
-6 


: 










-8 


- 











23. dominio: (-00, +00); 
contradominio: [0, +00) 



25. dominio: (-00, + 00); 
contradominio: [0, +00) 



27. dominio: [x j x * -5}; 

contradominio: {y I y * -10} 







L> 








8 










s 6 










\ 








! 1 1 | | 1 


2 


- \^ 


1/1 i , 1. 


1 1 , x 


-8 -6 -4 


- 2 -2 
-4 
-6 
-8 


- 2 


4 6 


8 





8 

\ 6 
\ 4 


~ y t 






\ 2 y 






-8 -6 -4 


-2 
-2 


- 2 


4 6 8 




-4 








-6 








-8 


: 





4 J 


L.V 




2 

it i 


1 1 1 


A\ > ,* 


-8 -6 -4 -2 


- 2 1 


f 6 8 


-2 






-4 


/ 




/-% 






/ -10 






>/ -12 






,/ -14 


- 





1275 



1 276 RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS IMPARES 



29. dominio: {jc | jc * 1 } ; 

contradominio: {y\y ?* -2 } 



31. dominio: (-oo, +oo); 
contradominio: {-2, 2} 



33. dominio: (-oo, + oo); 

contradominio: { y \ y * 3 } 



8- 

4- / 

2 ' 2 / 
~ / x 

\ i i... i .iiii 1 i /i i i i i i> 

-8 -6 -4 -2 - / 4 6 8 
X -8- 



35. dominio: (-oo, +oo); 
contradominio: [-4, +oo) 



f-> 




8 






6 


- 




4 


- 




2 





*■ 

X 


i i i . i, i i i i i 
-8 -6 -4 -2 


- 2 4 


1,.i™L.i> 

6 8 


-4 






-6 






-8 







37. dominio: (-oo, +oo); 

contradominio: (-oo, +oo) 



t- 3 ' 

8- 




6 


- 




4 


- / 




2 






i t i ; i i i i .i. 




i i i i i i ■* 


-8 -6-4 -2, 


£ 2 

--2 

--4 


4 6 8 


/-6 






/ ~ 8 







39. dominio: (-oo, + oo); 
contradominio: (-oo, 6) 





8 


" 






6 








4 


- 




1 1 1 1 l J 1 


\ 2 


- 


/, , , , , , >* 


-8 -6-4- 




. 


fe 4 6 8 ' 




\2 


- / 






-V 




• 




-6 








-8 








^ 


8 




\ 6 




2 


'. \. / 


-8 -6 -4 -2 

-2 


- 2 4\6 8 


-4 





41. dominio: (-oo, +oo); 43. dominio: {jc[jc * 2}; 

contradominio: (-oo, -2) U [0, 5] contradominio: [0, + oo) 



45. dominio: (-oo, +oo); 
contradominio: {enteros) 





-6 -4-2 
-2 



•-o 
•-o 



•-o 

~t-6 ' i ll 



- 2»-o 6 
•-o 



--6 



47. (a) 



±y 



6 
4 
2- 



I I 1 I l I ,1, 1 A. 
-8 -6 -4 -2 
-2 

-4 

-6 



2 4 6 8 



(b) £/(* - 1) 
|0 si jc < ] 
1 1 si 1 < jc 



8 
6- 



4 

2 
c i i i i i t i i i 



-6 -4 -2 



(c) U(x) - I 

(-1 si x < 
" 1 si < jc 



2 4 6 











> 










8 














6 


- 












4 


- 










-8 -6 -4 


-2 2 


- 






' ' ■ »■>■* 






2 


4 


6 8 






-2 








-4 








- 






-6 














-8 











(d) U(x) - U(x - 1) 
(O si jc < 

= <{ si < x < 1 
10 si 1 < jc 



8- 
6- 
4- 

2 - 

IMS 
< I I M I I I I l Ull > ! > ' 

_ 8 - 6 -4-2 f 2 4 6 8 

-2 - 

-4- 
-6- 
-8- 
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49. (a) 1 

8 

6 

4 

-8 -6-4 -2 


L? 








1 2 4 6 8 


-2 
-4 
-6 




-8 





(b) jcsgnjc 

-jc si x < 0) 

si jc = 0>= \x\ 

x si < jcJ 



(c) 2 - jc sgn jc 

2 + jc si jc < 
2 - x si < jc 



(d) jc - 2 sgn jc 

fjc + 2 si jc < 

si jc = 

-*2 si < x 




51. f{x) 



-2x -2 si -2 < jc < -1 

x + 1 si -1 < x < 

-jc + 1 si < jc < 1 

2jc - 2 si 1 < jc < 2 

Ijc 2 - 1 si jc < -I 
1 - jc 2 si -1 < jc < 1 
x 2 - 1 si I < jc 

(b) ^ 




59. dominio: (-oo, +oo); 
contradominio: [0, 1) 



6' 


L> 


4 


^///W 


-6 -4 -2 

-2 

_ 4 


. 2 4 6 


-6 







f y 






8 








6 






JC 


4 








,/r 


/[ ,; 


-8 -6 -4/ 


^2 

-2< 


-/2 


4 6 8 




-4 


- 






-6 








-8 







53. f x (x) = x, f 2 (x) = -x; o, /,(*) = | jc | , / 2 (x) 



jc - 5jc si jc < 
57. (a) fix) = hx - x 2 si < * < 5 



5jc si 5 < jc 



(b) 




jc si < jc < 1 

61. N:fix) = 2 - jc si 1 < jc < 2; 

[jc - 2 si 2 < jc < 3 

V:/(jc) = |jc| si -L < x < 1 



EJERCICIOS 1.2 (pagina 19) 

1. (a)jc 2 + jc - 6, dominio: (-00, +00); (b)-jc 2 + jc - 4, dominio: (-00, +00) f (c) jc 3 - 5x 2 - x + 5, 



dominio: (-00, +00); (d) -^ .dominio: [jc|jc * -1, jc * 1 }; (e) x 



x - 5 



, dominio: {jc jc ^ 5 } 
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3. (a) x + 2x 1, dominio: {x\x * 0,jc * 1} ; (b) x + 1 , dominio: {x\ x * 0, x * 1}; 

x - x x - X 

(c) * + { , dominio: { x I x * 0, x * 1 }; (d) x + x , dominio: {jc | jc * 1 } ; 
x l - X x - 1 

(e) * ~ , dominio: \x\x * — 1, jc * 0}; 
jc 2 + X 

5. (a) V* +■ x 2 - I, dominio: [0, +oo); (b) V* - x 2 + 1, dominio: [0, + oo); (c) 4x {x 2 - 1), dominio: [0, +oo); 

(d) -^— .dominio: [0,1) U (1,+ oo); (e) x ~ * , dominio : (0, +oo) 
x z - 1 V* 

7. (a)jc 2 + 3* - 1, dominio: (-co, +oo); (b) x 2 - 3x + 3, dominio: (-oo, +oo); (c) 3* 3 - 2x 2 + 3x - 2, 

X 2 + 1 I ■) 3 r - 9 

dominio: (-oo, +oo); (d) , dominio: [x \x * % }; (e) -^ , dominio: (-oo, +oo) 

3* - 2 3 x 2 + { 

x 2 + 2x - 2 i -;c 2 - 2 i 

9. (a) — = , dominio: {x \x * -1,jc * 2}; (b) — = , dominio: {x \x * -l t x ^ 2}; 

;t 2 - * - 2 .t 2 - * - 2 ' 

( c ) , dominio: {x \ x ^ -1, x * 2}; (d) -^ , dominio: [x\x ^ -l,x * 0}; 

x- - x - 2 x l + x 

2 

(e) x + * dominio: {jc|.x * 2}; 11.15 13. | 

jc - 2 l 3 

15. (a) jc + 5, dominio: (-oo, +oo); (b) x + 5, dominio: (-oo, +oo); (c) x - 4, dominio: (^oo, +oo); (d) jc + 14, 
dominio: (-oo, +oo); 17. (a) x 2 - 6, dominio: (-oo, +oo); (b) x 2 - IOjc + 24, dominio: (-oo, +oo); (c) x - 10, 
dominio: (-oo, +oo); (d) jc 4 - 2;c 2 , dominio: (-oo, +oo); 19. (a) V-* 2 - 4, dominio: (-oo,-2] U [2, +oo); (b)x - 4, 
dominio: [2, + oo); (c) ~J^x - 2 - 2 , dominio: [6, + oo); (d) x 4 - 4jc 2 + 2, dominio: (-oo, +00) 

21. (a) — = , dominio: (0, + 00); (b) — , dominio: (0, +00); (c) x, dominio: {jc | jc * 0) ; (d) tfx , dominio: [0, + 00) 

~sJX *JX 

23. (a) I jc + 2 I , dominio: (-00, +00); (b) | x | +2, dominio: (-00, +00); (c) | jc | , dominio: (-00, +00); (d) | x + 2 | +2, 
dominio: (-00, +00); 25. (a) |*|', dominio: (-00, +00); (b) jc, dominio: (-00, +00); (c) i[x , dominio: [0, + 00); 

(d) ^TJc , dominio: (-00, 0]; 27. f(x) = V* -4,g(x) = jc 2 ;o,/(jc) = V* , g(x) = jc 2 - 4 

29. f(x) = x\ g(x) = — L^ ; 0, fix) = ( lj, g(x) = x - 2 



31. f(x) ~ jc 4 , gix) = x 2 + 4x - 5; o, fix) = (jc - 5) 4 , gix) = x 2 + 4x 33. (a) par; (b) ninguno de los dos tipos 
35. (a) impar; (b) par 37. (a) impar; (b) par 39. (a) impar; (b) par; (c) par 

f_i n f 4 si jc < -2 

41. (a) / s ! ^ < U (c) impar 43. (a) J-2jc si -2 < jc < 2 (c) impar 45. No 

[-4 si 2 < jc 

51. sgn(f/(jc)) = V (sgn(jc)) = f/(jc); vea la figura de la respuesta del ejercicio 47(a) de la section 1.1 
53. (a) impar; (b) par; (c) par 



si jc < o si 1 < jc 
55. igof){x) = i x S i < jc < I 
[l si 1 < .jc < 1 









4 














3 














2 
1 




2 


i ( JC 




-4 


-3 -2 


-1 
-1 


1 


3 4 








-2 














-3 














-4 









57. 2jc - 3,-2jc + 3 

59. La funcion definida por/(jc) = 



EJERCICIOS 1.3 (pagina 25) 

1. (a) w trabajadores, P dolares: P(w) = 67.5w; (b)$1012.5# 



3. (a) xpie,Ps:Pix) = ±; (b) Is 



(v 
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5, (a) jc libras, C dolares: 



7. (a) x minutos, y centavos: y(x) = 10 - 30Q-jcD 



C(x) 
(b) 



2.2jc 
2Ax 
2.05* 



si < x < 50 
si 50 < x < 200 
si 200 < jc 



400 


_C 






350 








300 








250 








200 








150 








100 








50 




i 


I i * 




50 


100 


150 200 



(b) 



175 
150 
125 

100 
75 

50 < 
25 



(c) $110,107.10,109.20, 111.30, 
420,414.10,418.20,422.30 



12 3 4 5 



(c) 400, 700, $1,$1, $1,30, $1.60 



9. (a) /(f) = 



2000 000 



-; (b)78 



(f 2 + It + 100) 2 

11, (a) El area de la superficie del globo despues de / segundos es 36/r/ 2 cm 2 ; (b) 576 /rem 2 ~ 1 810 cm 2 
13, (a) jc metros, A metros cuadrados: A(jc) = 120 jc - jc 2 ; (b) [0, 120]; (c) 60 m x 60 m 



\* 



17. (a)jcpulgadas., V pulgadas cubicas: V(jc) = 4jc 3 - 46jc 2 + 120jc; (b)[0,4]; (c) 1.7 pulg, 91 pulg 3 
19. (a) jc palgadas., Vpulgadas cubicas: V(jc) = 4jc 3 - 54jc 2 + 180*; (b) [0, 6]; (c) 2.21 pulg, 177 pulg 3 

21. (a) r pulgadas, C dolares: C(r) - k\ + 4^r 2 ], donde $fc/pulg 2 es el costo del material para la tapa y el fondo; 



(b) | r I r > }; (c) 1.68 pulg 23. (a) jc pulgadas, A pulgadas cuadradas: A(jc) = 3jc + 

(c) 6 pulg x 9 pulg 



48 



+ 30; (b)(0 f +oo); 



25, (a) x pulgadas, Vpulgadas cubicas: V(jc) = ^Jc(100 - jc) 2 ; (b) [20, 100]; (c) 33 pulg x 17 pulg x 17 pulg 
27, (a) f(x) = 49oW-*(5000 ~ *)'- (W 17.6personaspordia; (c)2500 

EJERCICIOS 1.4 (pagina 37) 

(Nota: cualquier valor para 6 mas pequefio que los indicados tambien es correcto.) 1. 0.1 3. 0.23 5, 0.005 7. 0.01 9. 0.005 
11.0.01 13.0.015 15.0.268 17.0.082 19.0.095 21.0.183 23.0.084 25.0.23 27.0.01 29.0.015 31.-1 33.1 
35. ~ 37. dentro de 1 min 39. dentro de 0.01 pie 41. dentro de 1 pulg 43, dentro de 1 s 



EJERCICIOS 1.5 (pagina 47) 

11. 8 13.7 15.5.0 17. I 19. -± 21. | 23. | 25. (a) 03333, 0.2857, 0.2564, 0.2506, 0.2501; 0.2000, 0.2222, 0.2439, 
0.2494, 0.2499; (b) i 27. (a) 0.2500, 0.2000, 0.1549, 0.1441, 0.1430, 0.1429; 0, 0.0769, 0.1304, 0.1416, 0.1427, 0.1428; 

4 



(b) I 29. (a) 0.1716, 0.1690, 0.1671, 0.1667, 0.1667; 0.1623, 0.1644, 0.1662, 0.1666, 0.1667; 
35. 15 ^ 37. 12 39.^| ■ 



(b) 



31. 14 33, -6 



53. lim/(jc) = 3;/(2) 

jc->2 




43. I 42 45. -1 49. 0/0 no est* definido; 2 51. 0/0 no esta defihido; 



55. (a) f(x) 



(r 



si x * 3 . 

si jc = 3 ' 



(b).0, 3, 2; (c) 0, 3, 6 



57. (a)/(jc) =^7 



^25 - 
(b) 5, 4, 6, 3; (c) 3, 4, 4, 3 



si jc = -4 

si jc = 3 ; 

si jc G [-5,-4) U (-4,3) U (3, 5] 
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61. 



t 




H 










12 












10 


- 










/ 6 








\ 




/ 4 


- \ 






\ 




2 


- 




/ i i J" 


-6 


-4 


-2 


. 2 


4 


6 * 



EJERCICIOS 1.6 (pagina 53) 

1. (a) -3; (b) 2; (c) noexiste 3. (a) 8; (b) 0; (c) no existe 



porque lim f(x) * lim f(x) 



porque lim /(/) *= lim f(t) 

/-»-4 + f->-4~ 



5. (a) 4; (b) 4; (c) 4 



4- 

< 2- — o 

__J 1 I I I I 1__J I L-^ 

-4-2 2 4 

- • 

-2- 

- o >■ 

-4- 




Va 

V : /\ 

-4-2 2 4\ 

-4- * 




9. (a)0; (b)0; (c) 



11. (a)0; (b)0; (c)0 



\ 4- • 

\ 2 " 

\ " 2 

i i \ I ■ — A i t i > - 

-4-1 A 4 



w J 
\6 


^ 












4 














2 


i 




1 N 






i / 






2 


4 


6 


8 




-2 














-4 















13. (a) -4; (b)-4; (c) -4 



15. (a) 1; (b)-l; (c) no existe 17. (a) 2; (b) 0; (c) no existe 




porque lim f(x) * lim f(x) 

jr->0 + x->0~ 



4- 

2- 

o >. 

1 1 I 1 1 I 1 1 I L->. 

-4 - 2 I 2 4 x 

* 6- 

-2- 
-4- 



porque lim /(jc) * lim f(x); 

x->-2~ x->-2 + 

(d) 0; (e) -2; (f) no existe 
porque lim f(x) * lim f(x) 

jc— >2~ jc— >2 + 



4- 

< o J& 

_J I I I t I \ I ! L_» 

-4-2 2 4 

-2- o * 

_ 4 _ 
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19. (a)0; (b)0; (c) 



4 - 

2 - ^^_~-» 

_j i i i (—i i t i i_» 

-4 -2 y 2 4 

' -2- 

-4- 



21. (a)0; (b)0; (c) 0; (d) 0; 
(e)0; (f)0 




23. (a) -2; (b) 2; (c)noexiste 
25. (a) 2; (b) I; (c)noexiste 
27. (a) -1; (b) I; (c)noexiste 





35. (a) 0; (b) 3; (c) 0; (d) no existe; (e) 5; (f) 5; (g) 5; (h) 2; (i) 2; 

(j)2; (k)0 

39. (a) 110; (b) 105; (c) 420; (d)410 41. (a) 40; (b) 70; (c) 70; (d) 160 

43. (a) Hm /(jc) = 4, lim /(jc) = 2; (b) lim g(x) =1, lim g{x) = 2; 



(c)f(x)g(x) = 



jc 4 + 3jc 2 si jc < 1 



2jc + 2 



si jc > 1 



; (d)4 



EJERCICIOS 1.7 (pagina65) 



1. (a) 1, 2, 10, 100, 1000, 10000; (c) +oo 3. (a) 1, 4, 100, 10000, 1000000, 100000000; 1, 4, 100, 10000, 1000000, 
100000000; (c) +oo 5. (a) -4,^7, -31, -301, -3001, -30,001; (c) -oo 7. (a) -2, -5, -29, -299, -2999, -29999; 
(c)-oo 9. (a) 5, 9, 41,^01,4001,40001; (c)+oo 11. (a) 2.3, 4.3, 20.3, 200.3, 2000.5, 20037; (c) +oo 

13. +oo 15. -oo 17. -06 19. +oo 21. -oo 23. +oo 25. +oo 27. -oo 29. -oo 31. -oo 

33. (b)-|; (c)-|; (d)-oo; (e)+oo 



2 • vw 2 ' 

35. (a)jc = 0; 



-6 -4 -2 



2 4 6 



(b)jc = 0; 



J 



(c)jc = 0; 



(d)jc = 



-6 -4 -2 



—2 

--4 

6 



-2 - 

-4 

-6 



V , 



2 4 6 



6 -4 -2 
i i i i i . i i 



2 4 6 



-2 
-4 

I- -6 





-6 

- 4 




1 , 


-6 -4 -2 

-2 


.246' 


—4 
-6 


* 



37.jc = 4 



39. jc = -3 



41. jc = -3 



43. jc = -5, jc = -3 





L y \ 






8 


\ 






6 


\ 






4 




. 




2 




L 




• L'gLd-V-i - 


>SI 4 


\ 6 


8 


-2 


\ I 






-4 


V 






-6 


\\ 






-8 


ii 




' 





i 


l y 




8 






6 






! 4 






2 


X 


-8-6-4 


r ^/^ 


: 2 4 6 8 




i 7-2 






lf-4 






if -6 






! ~ 8 






j 


H 




p> 






8 


- 






6 


- 


J. 


1 4 
\2 


z^ x 


-8-6 1-4 


-2 

-2 

-4 


-2468' 




-6 






n 


-8 


- 
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45. (a) 0; (b) -oo (c) +oo; (d) 0; (e)+oo; (f)+oo; (g)+oo; (h) I; (i)-oo; (j) 
47. > y 49. +oo 

5- 




EJERCICIOS 1.8 (pagina 74) 



1. -3; /(-3) no existe 



3. -3; lim g(x) * g(~3) 

x->-3 



5. 4; h(4) no existe 





\ y 






8 








6 








4 
2 






* 


-8-6-4-2 
/4 




h 


4 6 8 


/ 6 

/ -8 











\ y 




8 


~ 




6 

4 


- 




2 

• 




/> * 


-8-6-4-2 




4 6 8 


/a 

/ _8 







-8-6 -4-2 




7. 4; lim /(jc) no existe 

x->4 



-8-6-4-2 




2 4 6 8 





2 4 6 8 



9. 0; lim f(x) no existe 

x->0 



11. 2; lim*(0 * *(2) 

/->2 



13. 0;/(0)noexite 









\ y 












8 














6 

4 












-8-6 


-4-2 2 








X 




*. 2 4 


6 


8 


1 






-2 








-4 
-6 
-8 













\ y 








\ 8 










\ 6 










\ 4 




• 






\ 2 




2 




X 

1 ' > 


-8 -6 -4 -2\ 






4 6 


8 


V2 










-6 










-8 











4- 

2- 

« i- 

1 i i t i ; 

-4 -2 2 4 

<> . *> 

-2- 
-4- 



15. (a) removible; (b) 4 17. (a) removible; (b) 6 19. (a) removible; (b) £ 21. (a) removible; (b) - \ 42 

23. (a) removible; (b) ^ 25. (a) removible; (b) 1 27. (a) esencial 29. todos los numeros reales 

31. todos los ntfmeros reales distintos de 3 33. todos los numeros reales distintos de -2 y 2 

35. todos los numeros reales distintos de 2 37. todos los numeros reales distintos de -1 y 3 39. (a) todos los numeros reales 

41. k = 5 43. c = -3,* = 4 





Y y f 


25 


I / 


20 




15 




10 




-3 / 


:5 




- i i i i i * 


-5 -4 >-2 -1 


: 1 2 3 4 5 


/ -5 









* 


\y 


4 




-I 2 


>V ' ' ' * 


-5 -4 -3 -2/ 


. iy 3 4 5 


S^-2 




S^ -4 




<S -6 




-8 




-to 




-12 









45. (a) lim f(x) * lim /(a:), esencial; (b) lim f(x) */(l), removible: defina/(l) = 5; (c) lim f(x) no existe, esencial 

jc— >— 3 — r->-3 + jt-H jt->3~ 
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47. 




49. 50: lim f(x) * lim /(*); 200: lim /(*) * Urn /(*) 

jr->50~ jt->50+ *->200" x->200+ - 

51. lim g{x) =* lim g(x) para cualquier numero entero positivo n 



si Jt < a 
59. f(x) = \ ;g(x) 

1 si a < x 



1 si jc < "a 
si a < x 



EJERCICIOS 7.9 (pagi'na 83 ) 

1. (a) (/o #)(*) = ^9 - x 2 , continua en todos los numeros de (-3, 3); 

(b)(fog)(x) 



4x 



3. (a)(fo g )(x) = 
(b)(fog)(x) = 



2 - 16 , continua en todos los numeros de (-oo, -4) U (4, + oo) 

1 



4x~^2 

1 
4~x -2 



continua en todos los ntimeros de (2, + oo); 
, continua en todos los numeros positivos diferentes de 4 



5. (fog)(x) 



4^, 



- , continua en todos los numeros de (-2, -1) U (1,2) 



/Ul - 1 

7. todos los numeros reales distintos de -5; continua en (3, 7), (-5, + oo), [-10, -5); discontinua en [-6, 4], (-oo, 0), [-5, + oo) 

9. todos los numeros reales distintos de 1 y -1 ; continua en (0, 1 ), (-1 , 1 ), (-1 , 0], ( 1 , + oo); discontinua en [0, 1 ], (-oo, -1 ] 

11. (-oo, -3] U [3, + oo); continua en (-oo, -3), (3, + oo), (-oo, -3], [3, + oo); discontinua en (-3, 3) 

13. todos los numeros reales distintos de L; continua en (-oo, 1 ), ( 1, + oo); discontinua en (-oo , 1], [-1 , 1], (-1 , +oo) 

15. [-2, 2]; continua en (-2, 2), [-2, 2], (-2, 2], [-2, 2); discontinua en (-oo, -2] y (2, + oo) 

17. (a) 1-3, 3]; (b) (-oo, -4] U [4, + oo) 19. (a) (2, + oo); (b) [0, 4) U (4, + oo) 21. [-2, -1) U (1, 2] 

23. (-oo, -2) U [-2, 2] U (2, + oo) 



25. 




35. c = i(l + V5) 




37. c 



39. /es discontinua en -2 



41. /es discontinua en 1 










k V 










10 


- 










8 


- 










6 


- 










V 4 








-3 


-2 


-'-2 

-4 

-6 

-8 

-10 


1 


1 2 


-i-^ 




43. -2.67,0.52,2.15 45. -1,1.17 49. [0,c) 55. no 
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EJERCICIOS 1.10 (pagina92) 



1. 4 3. f 



9. 11. 13. 12 15. \ 



' 5 9 

25. -1 29, 31. -4 33. 1 35. 45. no existe 



17. 19. 3 21. + oo ' 23. 



EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 1 (pdgina 95) 



1. (a) 3; (b)0; (c)-5; (d) -x 2 + 2x + 3; (e)4 - x A \ (f)-2;c - h 

3. (a) V* + 2 + jc 2 - 4, dominio: [-2, + oo); (b) V* + 2 - x 1 + 4, dominio: [-2, + oo); 



(c) V^^2 (jc 2 - 4), dominio: [-2, + oo); (d) ^ * 2 , dominio: (-2, 2) U (2, + oo); 

(e) * , dominio: (-2, + oo); (f) V* 2 - 2 , dominio: (-oo , - V2) U [ -Jl, + oo); (g) jc - 2, dominio: (-2, + oo); 



V* + 2 ' 
5. (a) —=■ + ^, dominio: (0, + oo); (b) -y - V*, dominio: (0, -»- oo); (c) -==r, dominio: (0, + oo); (d) 



I 



V?' 



JC Z x L 

dominio: (0, + oo); (e) 4x* , dominio: (0, + oo); (f) — , dominio: (0, + oo); (g) — , dominio: 

x \ x \ 

7. x * (a) impar; (b) par; (c) ninguno de los dos tipos; (d) impar 

9. (a) dominio: (-oo, + oo), contradominio: (-oo, + oo); (b) dominio: (-oo, + oo), contradominio: [-4, + oo); 

(c) dominio: (-oo, -4] U [4, +oo), contradominio: [0, +oo); (d) dominio: [-4, 4], contradominio: [0, 4]; 

(e) dominio: (-oo, +oo), contradominio: [0, + oo); (f) dominio: (-oo, + oo), contradominio: (-oo, 5] 

11. (a) dominio: {x | x * -4}; (b) dominio: (-oo, + oo); 13. (a) dominio: (-oo, +oo); (b) dominio: (-oo, +oo); 

contradominio: [y\y * -8} contradominio: (y|y * -8} contradominio: [3, + oo) contradominio: [-!,-»- oo) 






-y 4 


^\ 8 




\v6 




2 






X 


-8 -6 -4 -2 


-2468 


-2 




-4 




-6 
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- 
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\ 8 
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\ 4 
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\ 2 






JC 


-8 -6 -4 -2^ 

-2 


- 2 


4 6 


8 


-4 


■ 






-6 


■ 






-8 


: 







(Nota para los ejercicios 15-25: cualquier valor de <5menor que los indicados tambien es correcto). 
15. (a) 0.025; (c) 0.025 17. (a) 0.1; (c) 0.1 19. (a) 0.074; (b) 0.06 21. ±C 23. \ € 25. {e 
27. 9 29. -6 31. Ifl 33. -[ 35. -\ 



37 1 39 A 

J '* 3 Jy ' 10 



41. -oo 



43. (a) 8; (b) 8; (c) 8; 45. (a) -1; (b) 1; (c) no existe 47. (a) -8; (b) 0; (c) no existe 





l y / 




\ 8 






\ 6 






\ 4 






\ 2 




JC 


-8 -6 -4 -2 V 


/ 2 4 6 8 




-2 






-4 






-6 






-8 









8 
6 


\y 




4 




_8 _6 -4 


-2 2 


-_ 








Uo 2 4 6 8 ' 




-2 






-6 

-8 


\ 



> 

8 
6 


*y 


/ 2 


i i i i > 


-8 -6 -4 -2 

-2 

-4 

-6 


- 2 4\6 8 


/ - 





49. (a) +oo; (b) -oo 51. (a) +oo; (b) -oo 53. (a) + oo; (b) -oo 55. 



57. f 59. 61. ± 
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63. x = 4 



65. x = 



67. x = 2, x = -2 



8 
6 

4 
2 


»> j 4 


i i t i i i i t i 


1 1 l J7 1 1 1 ( 1 y 


-4 
-6 
-8 


-2468 




J \ 8 : " ! V 


4 

! 2 

i i i i i i i i i , 


- 1 . x 

i i .i t i i i i , i > 


-8 -6 -4 -2 / 

r 

T 4 

r 6 

i 
i 


-\ 2 4 6 8 ' 



69. -2, 1 ; f(-2) y/( 1 ) no existen 71. -2; lim g(jt) no existe 

x— >-2 



73. 0, 1 ; A(0) no existe, 
lim h(x) no existe 



^> i 
5 - If 
4- | 
3 " !\ 

-5-4-3-2-11- ; \^_ _ x 

^~^ 12 3 4 5 

-4-lj 

-5- ! 



5 - 

4 - 

3 - 

2 - 

_i i I i i I 1 i . i l_£ 

-5 -4-3 -2- 1 L/\3 4 5 ' 



^y 

-5-4-3-2-1 1- V ^ 

^ST„ 12 3 4 5 

-3 - 
-4 - 
-5*- 



75. removible; | 77. esencial 79. removible; -1 81. removible; 6 

83. (a) (/o g)(jt) = V25 - x 2 , continua en todos los numeros de (-5, 5); 



(b) (/o g)(x) ~ y' continua en todos los numeros de (-3, -2) U (2, 3); 



(C) (fog)(x) 



1 si x < -1 

si x = -1 

-1 si -1 < jc < 1, continua en todos los numeros reales diferentes de -1 y 1 

si x = 1 

1 si jc > 1 



85. a = 10,b = -23 



87. (b) todos los valores de a; 

(c) en todos los numeros reales 
que no son enteros 



89. (a) [-5,5]; (b)(-oo,-5] U [5, + oo) 
91. (a) (-oo,2) U (2, +oo); 

(b) (-oo f -2) U (-2, 2) U (2, +oo) 



i 


>y f 




40 






30 






20 






10 






-2 


it iii ii ii 


JC 


-8 -6 -*Js 


2 4 6 8 





r 

4- 

3- 

2- 

. ... 1 ... . 

4TTTT12T4 
-I - 

-2- 

-3- 

_4- 
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93. 2 - yf[3 * -1.6056 



95. -1 + V7 » 1.6458 



* 140 


>y 


\ 120 


- 


\ 10 ° 




\ 80 




\ 60 




\ 40 




\20 

I 1 1 1 1 1 1 i 1 is, 


x 

i i i i i i i i i \ > 


-10-8-6-4 -2 


2 4 6 8 10 



99. 




101. 




97. 


(a) 0; 




(b) -oo; 




(c) 3; 




(d) -oo; 




(e) +oo; 




(f) i; 




(g) 4; 




(h) -3, removable, /(-3) = 0; 




-2, esencial; 0, removible, 




/(0) = 3; 2, esencial; 




3, esencial 



103. (a) cortecuadradosdejcpulgadasdellado, V = (14 - 2jc)(18 - 2x)x\ (b) [0,7]; (c) 2.60 pulg, 293 pulg 3 
105. (a) x pulgadas de ancho, A = 82 + 8x + — ; (b) (0, +oo); (d) 9 m de ancho por 18 m de largo 



107. F(x) 



-1-0 = si x < -1 

-1 • 1 = -1 si -1 < x < 

0-1=0 si x = 

1-1 = 1 si x > 



F es discontinua en -1 y porque los 
limites por la izquierda y por la derecha 
son distintos en esos puntos 



*y 



-3 -2 -J 



109. 



1 2 3 



111. (a) si; (b) si 

'-y 

12 
10 



\: 



6 
4 

HE 



J ! I I L_ 



-6 -4 



_L_ 



/ 



Wt 



2 4 



EJERCICIOS 2. 1 (pagina 107) 



-Ax + 13 




3. y 



-4x - 8 



5. y = 3x + 1 
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7. (a) 6*1 - 12; (b)(2,4) 




9, (a)3jcj 2 - 12*! + 9; (b) (1,2), (3, -2) 



4 
2 

t t 


k y 

A 


1 / , * 


-2 

-2 

-'J 


I 


v/ 



11. tangente: y = ~x + -; normal: y = -4jc + 14 13. tangente: y = -IOjc - 16; normal: y = —x + — 
15. tangente: y ~ ~x + 3; normal: y = jc - 1 

17. (a) y (c) 5.30, 5.27, 5.24, 5.21, 5.18, 5.15, 5.12, 5.09, 5.06, 5.03, 4.70, 4.73, 4.76, 4.79, 4.82, 4.85, 4.88, 4.91, 4.94, 4.97; (b) y (d) 5 
19. (a) y (c) -0.2516, -0.2514, -0.2513, -0.2511, -0.2509, -0.2508, -0.2506, -0.2505, -0.2503, 0.2502, -0.2485, -0.2486 
-0.2488, -0.2489, -0.2491, -0.2492, -0.2494, -0.2495, -0.2497, -0.2498; (b) y (d) - 1 



21. 



39. 



i 



23. 1 25. 27. 29. -1 31. 33. 7 35. 5 - 4* 37. -3jc 2 



-13 



Or - 2) z 



12 
41. 3 - — 43. 



-Ux - 1)" 3/2 45. y 



8jc - 5 47. 4x - 4y = 1 51. g(a) 53. la 



EJERCICIOS 2.2 (pagina 116) 



1. (a) 




W) m y 

4" / 

2- / 

-J 1 1 I I / 1 I I L_» 

-4 -2 / 2 4 

-2- 

-4- 



(b) si; 

(c) 1,-1; 

(d) no 



(b) si; 

(c) 0,1; 

(d) no 



3. (a) 




_i L_J L^*—! 1 I 1 L_> 

-4 -2 \ 2 4 



(b) si; 

(c) -1, 1; 

(d) no 



(b) si; 

(c) 0,0; 

(d) si 



9. (a) 




(b) si; 

(c) no existe, 0; 

(d) no 



11. (a) 




(b) si; 

(c) 8, 8; 

(d) si 
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13. (a) 



17. (a) 




(b) si; 15. (a) 

(c) ninguno de los dos existe; 

(d) no 




(b) no; 

(c) 1,0; 

(d) no 



19. (a) 


14 
12 
10 
8 
6 

\ 4 
\ 2 
i \. 


y 


) 


X 


-3 -2 - 


1 


- l 


2 3 





(b) no; 

(c) 12,12; 

(d) no 



21. (a) f(x) = 



1 - x 2 si jc < -1 

x + 1 si -1 < x < 0; 

+ 1 si < x < I 

- 1 si x > 1 



23. (a) 



^jc + ± si jc <, -1 

2 2 

-JC 1 ' 3 



si -1 < jc < 
si < jc < 1; 
si x > I 



25. (a)/U) 



-2x - I si 

x 2 si 

-jc 2 si 

jc - 2 si 



jc <, -1 
-1 < jc ^ 
< jc < 1; 
jc > 1 



(b) 2; (c) 1; (d) 1; 
(e) -1; (f) -1; 
(g) 1; (h) -1,0,1 



(b) i; (c) -1; 

(d) -oo;(e) + oo; 

(f) 1; (g) 1; (h) -1,0,1 



(b) -2; (c) -2; 

(d) 0; (e) 0; 

(f) -2; (g) 1; (h) 1 



27. 




29. 




31. si 33. (a) 3; (b) 

(c) no 



Al ' 4>6" 



; (b) 


> 


*y 









t 2 


, 






-4 


I2 

\ ~ 2 
\ ~ 4 

V 


2 / 


4 


jr 



35. a = 2,/; = -1 



37. (a)/(jc) 



15jc 



si < jc < 150 



22.5jc - 0.05jc 2 si 150 < x < 250* 



(c) no 



m MW , 600jc si <; jc < 20 / , 

39. (a) f(x) = \ ; (c) no 

[900* - 15* 2 si 20 < jc < 60 

43. (a) 0; (b) 1; (c) no existe 

47. (a) para todos los numeros reales; (b) si jc * 
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EJERCICIOS 2.3 (pagina 122) 

1. todos son 5 3. (a) -0.250019, -0.250016, 
-0.250001, -0.250000; los mismos 10 numeros; - 
13. (a) --; 



-0.250012, -0.250009, -0.250006, -0.250005, -0.250004, -0.250002, 
■i 9. (a) 2;(b) y = 2x - 3 11. (a)4;(b) y = Ax - 13 
3 -1.6667; (b) y = -|jr - ^ « -1.6667jc - 5.3333 15. (a) 0.4; (b) y = 0.4* - 04 
17. (a) 1.3818; (b) y = 1.3818jc - 0.5403 19. (a) -0.8317; (b) y « -0.8317jc + 1.2591 
23. (b) y (d) jc > 0; (c) y (e) jc < 25. (b) y (d) jc < 0; (c) y (e) jc > 27. (a) 100 29. (b) 



EJERCICIOS 2.4 (pagina 131) 

1. 7 3. -2 - 2x 5. 3JC 2 - 6* + 5 7. jc 7 - 4jc 3 9. / 3 
13. 2x + 3 



11. 4;rr 2 



y 15. 16jc 3 + -y 17. -A-- 20 , v 19 3 ^ s 2 _ 2 ^ s 2 1.70jc 6 + 60jc 4 - 15jc 2 - 6 



23. -18j 2 (7 - 3j 3 ) 



25. 10r 4 - 24JC 3 + 12x 2 + 2x - 3 



27. 



1 



33. 



4«j 2 



(J 3 + 8) 2 



35. 



6(jc 2 + IOjc + 1) 

(x + 5) 2 



U-l) 2 



29. 



4(* + 1) 31 5(1 -2/ 2 ) 



u - ir 



(1 + 2/ 2 ) 2 



37. f(x) = 30jc 4 + llx 3 - 6x? + IOjc - 8; /"(jc) - 120JC 3 + 36JC 2 



12jc + 10; /'"(jc) = 360.x 2 + 72* - 12;/< 4) (jc) * 720jc + 72;/ (5) (jc) = 720; / (/i) (jc) = si * > 6 39. -10r 6 



41. 2 + 6jc -4 43. y = \2x - 20 45. j 



24 
5 



47. y = 2jc - 3 49. jc + 8j + 2 = 0;jc + Sy - 2 = 



51. 28jc 



99;4jc - y = 3 55. 2(3jc + 2X6.X 2 + 2jc - 3) 57. 3(2^ + jc + 1) 2 (4jc -k 1) 



EJERCICIOS 2.5 (pagina 142) 



1. 

9. 
11. 



v(/) = 6/; 18 3. v(/) - 



1 



At 1 



-1 5. v(r) = 6Z 2 - 2/; 8 7. v(/) = 



1 



»» se mueve hacia la izquierda; / > r, se mueve hacia la derecha; cambia de 



17, 
19. 
21. 

23. 



/ < -3, se mueve hacia la derecha; -3 < t < 1, se mueve hacia la izquierda; / > 1, se mueve hacia la derecha; cambia de 
direcci6n cuando / = -3 y t = 1 
/ < -2, se mueve hacia la derecha; -2 < t < 
direcci6n cuando t = -2 y t — ^ 
13. / < -3, se mueve hacia la izquierda; -3 < / < 3, se mueve hacia la derecha; t > 3, se mueve hacia la izquierda; cambia de 
direcci6n cuando t = -3 y t = 3 

(a) s = -16/ 2 + 256; (b) -32pie/s,-64 pie/s; (c) 4 s; (d) -128pie/s 
(a) s = -16/ 2 - 48/ + 160; (b) -80 pie/s, -96 pie/s; (c) 2 s; (d) -112 pie/s 
(a) s - -16/ 2 + 560/; (b) y (c) 17.5 s, 4900 pie; (d) 240 pie/s, -240 pie/s; (e) 240 pie/s, 240 pie/s; (f) 560 pie/s 

fs, ^pie;-ipie/s , 

v = 3/ 2 - 18/ + 15; a = 6/ - 18; cuando < / < 1, la particula esta a la dere- 
cha del origen, se mueve hacia la derecha, la velocidad es decreciente, y la rapidez es 
decreciente; cuando 1 < / < ^(9 - V2l), la particula esti a la derecha del origen, 
se mueve hacia la izquierda, la velocidad es decreciente, y la rapidez es creciente; 
cuando ^(9 - V2l) < / < 3, la particula esta" a la izquierda del origen, se mueve 
hacia la izquierda, la velocidad es decreciente, y la rapidez es creciente; cuando 
3 < t < 5, la particula esta a la izquierda del origen, se mueve hacia la izquierda, la 
velocidad es creciente, y la rapidez es decreciente; cuando 5 < t < ^(9 + V2l), 
la particula esta a la izquierda del origen, se mueve hacia la derecha, la velocidad es 
creciente, y la rapidez es creciente; cuando U9 + V2l) < /, la particula esta" a la 
derecha del origen, se mueve hacia la derecha, la velocidad es creciente, y la rapidez es creciente 
31. (a) 44 pie; (b) -22 pie/s; (c) 22 pie/s; 33. (a) 8.25 m/s; (b) 12.96 m/s; 35. 160cm/s; 




EJERCICIOS 2.6 (pagina 150) 

1. (a) 8.6; (b) 8.3; (c) 8.1; (d) 8.05; (e) 8 3. (a) 65 000000*; (b) 32 000 000* 5. (a) 2nr; (b) 2re 7. ^ttjc 2 

9. (a) 1.2 - 0.24/; (b) 101.12°, 0.48°/dia; (c) 1 00.52°, -0.72°/dia; (d) 101.6° en 5 dias 11. (a) 9^im 3 /um; (b) 16^un 3 /Mm 

13. (a) 12;rnrn 2 /nm; (b) 16;rnm 2 /ujn 15. (a) -2.9°/hr; (b) -3°/hr 17. (a) 18 750 litros/min; (b) 17 500 litros/min 

19. (a) C'(jc) = 3 + 2jc; (b) $83; (c) $84 21. (a) R'(x) = 600 - ~x 2 ; (b) $540; (c) $536.95 

23. (a) $3.6 millones por ano; (b) 23.1%; (c) $6.8 millones por ano; (d) 18.7% 

25. (a) 920 personas por ano; (b) 6.1%; (c) 1400 personas por ano; (d) 6.4% 

27. (a) es ventajoso; (b) no es ventajoso; (c) 90; 29. j'(-l) = 5,j'(i) - ~\ 

31. (a)3.2m/min; (b) 16 m/min; (c) 16m/min 



1 290 RESPUESTAS DE LOS EJERCICIOS IMPARES 



EJERCICIOS 2.7 (pagina 160) 



3. 3 cos x 5. sec 2 x - esc 2 x 7. 2(cos t - t sen /) 
15. 3 sec x (2 tan 2 x + 1) 17, — » *■ ™* « - — - — 2 

2(z + I) sen z + 2 cos z 



9. jccosjc 



19. -- 



21. 



sen y cot y 
1 



cos y esc y 

1 - 4 sec / + sen 2 / 



23. 



11. 4 cos 2x 13. -jc 2 sen x 

2 cosy 



cos /(cos/ - 4) 2 

- ft 5 esc r cot / 
29. 



25. 



(1 - sen y) 2 



-12 

" 3 



(cscr + 2y 



31. 1 



33. 



35. n 2 



(z + l) 2 cos x - I 

27. (1 <- cosjc)(jc + cosjc) + (1 - senjc)(jc - senjt) 
39. V2 41. - 

43. (a) 0.0226, 0.2674, 0.4559, 0.4956, 0.4995; 0.8188, 0.6915, 0.5424, 0.5043, 0.5006; (b) \ 
45. (a) 2.2305, 2.0203, 2.0020, 2.0002, 2.0000; 1.8237, 1.9803, 1.9980, 1.9998, 2.0000; (b) 2 
47. (a) -0.4771, -0.4886, -0.4977, -0.4989, -0.4998; -0.5224, -0.51 13, -0.5023, -0.501 1,-0.5002; (b) - 
49. (a) 0.4929, 0.5736, 0.6468, 0.6567, 0.6647; 0.91 16, 0.7770, 0.6872, 0.6768, 0.6687; (b) § 
51. (a) x - y = 0; (b) x - 2y + V3 - \n = 0; (c) x + y - n = 
53. (a) x - y =s 0; (b) 4* - 2y + 2 - w = 0; (c) 4x - 2y - 2 + n = 
55. (a) 4 cos /; (b) v(0) = 4, v( \n) = 2, * i«) = 0, v( \k) = -2, v(k) = -4 



3 ' ' y 2 ' ' v 3 

57. (a) 3 sen/; (b) v(0) = 0, v( \k) = § , v( ~k) = \ V3,v(^) = 3,v(§7T) = |V3,v(|^) 
59. (a) I V2W; (b) 2W 



37. 2 



, v(7T) = 



EJERCICIOS 2.8 (pagina 170) 

1. 6(2jc + l) 2 3.8(jc + 2XJC 2 + 4x - 5) 3 5. 2(2/ 4 - 7/ 3 + 2/ - l)(8r 3 - 21/ 2 + 2) 



-4jc 



9. -12(sen 3x + cos 4x) 11. 2 sec 2jc tan 3 2x 13. 2 sec 2 jc tan x(2 tan 2 jc + I ) 
17, = I8U " 7) 19. 6/ sentfr 2 - 2) 21. 6(tan 2 jc - jt 2 ) 2 (tanjcsec 2 jc - x) 



\nua - -g^ 2 sen -nt\ (c) A = 6,p = 8,/ = g 



(jc 2 +4) 3 

15. 4 cotr esc 2 / *.. - 

<* + 2) 3 
23. -12cos3jcsen(sen3jc) 25. y = 24jc - 39 27. (a) v 

29. (a) v = -87rsen/r(2r - \),a = -167T 2 cos n(2t - ~); (c) A = 4,p = 1,/= 1 

31. (a) -fcjtsen(jfcr + c); (b) -Wc 2 cos(jfcr + c) 33. (a) v - 57rcos nt - 37tsenm,a = -5k 2 sen 7rr - 37T 2 cos 7rr 

35. (a) v = -20 sen 4r, a = -80 cos 4/ 39. (a) ^; (b) | 41. -0.6 rad/s 

43. (a) 6 000 cos ~k » 5 824 volts/s; (b) 6 0007T « 18 850 volts/s 45. decrece 16.6 juguetes por mes 

47. (a) 3jc 4 ; (b) 6^ 53. (b) /'(jc) = J * sen(1 ^ " COs(1 ^ si * * ° 



EJERCICIOS 2.9 (pagina 180) 

1. *-" 2 (2 5 ~^ 4x " 2 



k'> 



13. 



23. 



Vsen7(l - sen t) 

'4x 



3/2 



VI + 4jc 2 
15. 



(5 - 3jc)*/ 3 
-1 



(25 -y 2 ) 3 ' 2 



Ut 



4t 



ll. ^ CSC 2V37 



4^9 + V9^TV9^^ 



25, 



[ * " ^ y 27 sen ^ ~ y) 



^ y - y 



sen(jc - y) - 1 



29. 



17. -± 

y 

tan jc sec 2 jc 
cot y esc 2 y 



19. 



8v - 3x 2 



3y 2 



8* 



21.-^ 



31. 



y sen X - sen y 
jc cos y + cos jc 



4 9 

5 x + 5 



-3c 4 , 22 

35, y = -g* + T 



37. (1,0),(^, ^) 



33. y 

39. (a)/,(jc) = 2-jx - 2,dominio.jc > 2;/ 2 (jc) = -2V^ - 2 , dominio: jc > 2; 
(b) 



i 


y 












4 


- 












2 


\ 






i 


i 


X 






2 


4 


6 


8 




-2 


- 












-4 
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(d) /,'(*) = (x - 2) _i/2 , dominion > 2\f 2 \x) = -{x - 2r l/2 ( dominion > 2; (e) -; (f) x - y - 1 - 0,x + y - 1^ = 
41. (a) / t (jc) = V-* 2 - 9,dominio: |jc| > 3; / 2 (jc) = -V* 2 - 9,dominio: |jc| > 3; 



(b) 



v 6- /^ 

\ 4- / 

\ 2- / 

i i i 1 i i " i i / t i i i > • 
-6-4-2 _ 2 4 6 

-2- 
-4- 
-6- 



t 
6- 

4- 

2- 

__i — i i . i i 1 i « i i i — i—j, 

-6 -4 7-2 _ 2 T 4 6 

1-2- \ 

/ ~ 4 ~ \ 

-6- \^ 



(0 



»y 
\ 6 ~ / 

\ 4- / 

\ 2- / 

\ " / J 
-6 -4 J -2 2 I 4 6 

/ -2- \ 

/ -4- \ 

' -6- \^ 



(d) /,'(jc) = jc(jc 2 - 9)" 1/2 , dominio: |jc| > 3; f 2 '(x) = -jc(jc 2 - 9)" l/2 , dominio: | jc | > 3; (e) -; 
(f) 5x + Ay + 9 = 0; 5x - 4y + 9 = 
47. (a) 0; (b) y; (c) para ningun valor de r 49. (a) 50 centavos por litro; (b) 25 51. 100 53. 2.7 km/min 
2sU 2 - 4) 



57. 



59. f{x) = 3x\x\;f\x) = 6\x\ 



61. (a) -0.1957/1 pie/s; (b) 0. l4454/i pie/s; (c) 0.1035/i pie/s; (d) 0.0430/i pie/s 

63. V5jc - y + yV3 = 0; Sx + y + ±V3 = 



EJERCICIOS 2. 10 (pagina 187) 



1. -3 3. -2 



9. ^ pie/s 11. — pie/min 13. — m/min 15. S pie/s 



17. O.OOl7rcm 3 /dia 19. 0.0047T cm 2 /dia 21. -f- m/min 23. 1800 lb/pie 2 por min 25. 1287rcm 2 /s 27. 14 pie/s 
29. $ 1020 por semana 31. 875 unidades por mes 33. decrece a la tasa de 55 play eras por semana 

2000 . / A ~ 2 j/ 

—*'" ^ rrad/s 



37. 22m 3 /min 39. ^(3V97 + 97) pie/s « 0.65 pie/s 41. ^r pie/s 



43 -2-. 



EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 2 (pagina 1 92) 



-6x 2 
(* 3 - l) 2 



1. 15* 2 - 14* + 2 3. ^ - 4- 5. x~ l12 + \x- 3t2 7. 60r 4 - 39r 2 - 6r - 4 9. 
2 jc 3 4 

11. 4(2s 3 - 3s + 7) 3 (6s 2 - 3) 13. xiAx 2 - 13X* 2 - 1) J/ V - 4F t/2 

2 sec 2 4f 
*** '" «^-— -- — ■*** 19 # -3 sen 3vv cos(cos 3w) - cos wcos 3vv + 3 sen W sen 3 w 

8jc 





\A. T IJbCllA 




^/tan 4f 


21. 


8jc(1 - x 2 ) ^ (1 
(x 2 + l) 3 


+ jc) sec 2 jc - tan jc 
(1 + x) 2 






* 2 - 4 


si x < -2 


29. 


(a) f(x) = < 


4 - jc 2 
4 - 2jc 


si -2 < jc < 
si < jc < 2 






I 2-1** 


si jc > 2 




(b) -4; (c) 
(e) -2; (f) 
(g) -2; (h) 


4; (d) 0; 

-2; 

-2,0 





25.. 



3y 2 - 8j 



27. 



y - sec 2 * 



sec^ y - x 



31. 



33. y = 9jc - 17 35. jc - 2y + 9 = 0; 27jc - 5Ay - 1 = 
37. 5jc - Ay - 6 = 0; 4jc + 5y - 13 = 39. (-1, 0) 
41. -3(3 - 2t)- 5/2 43. x < -3 o x > -1 



J 


yy 






/ 2 








^"~\ / 1 






JC 


-3 -2 -1 

-1 


i : 


\ 3 " 




-2 








_ ^-3 








\ 
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45. se mueve hacia la derecha: t < -2 y t > 1 ; se mueve hacia la izquierda: -2 < t < 1; invierte la direction: t = -2, 1 
47. s v a Conclusion 

< f < 1 + - + La particula esta a la derecha del origen, y se mueve hacia la izquierda. La velocidad 

es creciente. La rapidez es decreciente. 
t = 1 0+ La particula esta en el origen, y esta caxnbiando su direction de movimiento de 

izquierda a derecha. La velocidad es creciente. La rapidez es creciente. 

1 < t < 2 + + + La particula esta a la derecha del origen, y se mueve hacia la derecha. La velocidad 

es creciente. La rapidez es creciente. 
t - 2 + + La particula esta a la derecha del origen, y se mueve hacia la derecha. La velocidad 

no varia; de modo que la rapidez no varia. 

2 < t < 3 + + - La particula esta a la derecha del origen, y se mueve hacia la derecha. La velocidad 

es decreciente. La rapidez es decreciente. 
t — 3 + - La particula esta a la derecha del origen, y esta cambiando su direcci6n de movimiento 

de derecha a izquierda. La velocidad es decreciente. La velocidad es creciente. 

3 < f < 4 +-- La particula esta" a la derecha del origen, y se mueve hacia la izquierda. La velocidad 

es decreciente. La rapidez es creciente. 
t - A - - La particula esta en el origen, y se mueve hacia la izquierda. La velocidad es 

decreciente. La rapidez es creciente. 

4 < t ~ - - La particula esta a la izquierda del origen, yse mueve hacia la izquierda. La velocidad 

es decreciente. La rapidez es creciente. 

49. t = 2- l 3~ 4/3 ;s = \ 3/3 + l;v = 3 5 / 3 51. (a) s = 200 - 16f 2 ; (b) -32 pie/s, -96 pie/s; (c) 3.54 s; (d) 113 pie/s 
53. (a) s = -16/ 2 + 96? + 1 12; (b) y (c) 3 s, 256 pie; (d) y (e) 7 s; (f) 32 pie/s, -32 pie/s; (g) ambos 32 pie/s; 

(h) -128 pie/s 
55. (a) v - -2 sen 2r + 4 cos 2t, a - -4 cos 2t - 8 sen 2t 



57. (a) f(x) 



63. 



65. 



200 jc 

360 jc - 0.2x 2 

2 



si < jc < 800 
si 800 < x < 1 800 
67. I 69. 2(\x + l| 



(c)no 59. (a) 8.005; (b) 8 61. (a) 3312.2; (b) 3212.5 



'-"(ra-ci) 



V4jc - 3 

71. (a) v = \kcos\kuq = -^7T 2 sen \nt\ (c) A = 5,p = 12, /= -L 

73. (a) v = -6sen(3f + \n) + 12cos(3f - \n), a = -l8cos(3r + \n) 
77. (a) C'(Jt) = 2x + 40; (b) $80; (c) $81 79. 648 peces por semana 



- 36sen(3r - ±k) 
81. 12.4nudos 



512 



83. 

625;r 

87. (a) 



pulg/s ~ 0.26pulg/s 



85. 9.6 pie/s 



1 > 

\ l2 
\ 10 








\ 8 
\ 6 








V 

! 1 1 1 1 1 1 { 


i i 


iji i i i 


JC 


-8 -6 -4 -2 

-2 


- 2 


4 6 8 




-4 


- 







(b) continuaen3; 89. (a) 

(c) no diferenciable en 3 



) 




> 


•7 










6 












5 












4 












3 












2 

y i 






j 


-3 


-2 - 


1 


1 


2 


3 * 



(b) 0; 

(c) 



91. a = -!,»= f 



97. /(jc) = I a- I , g(x) = jc 2 101. no; si /(jc) = 



y g( x ) = jc + 1, entonces/ y g son 



diferenciables en 0; sin embargo (/ ° g)(x) = - y / ° g no es diferenciable en 



EJERCICIOS 3.1 (pagina206) 

1. j,-5 3. 0,2 5. -1 + VT0.-1 - Vl0 7. 2,-1, \ 9. (a) -5,-i,-T 11. (a) -2,2,0 
13. (a) 2 + ,2 V2, 2 - 2 V2 15. 4(2/: + l);r, donde fc es cualquier numero entero 17. i kn, donde fc es cualquier niimero entero 
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19. mm. abs.:/(2) = -2 



21. no hay extremos absolutos 23. mfn. abs.:/(-4;r) = -1; max. abs.:/(0) = 2 






* 
5 
4 
3 
2 
1 


f/ 


-3 -^ 




-_^ 2 3 



- 1 — U /- J ' ' — ' — *-*> X 

-It I It 

-2- 



27. mfn. abs.: h(5) - 1 





16 


J 




i , 






14 


- 










12 


- 










- 10 


- 










8 


. 


i 






6 


: 


/ 




4 


. 


i \ 




2 


: 


\ 


-4 


-2 
-2 


\ 


2 4 




-4 


: 









J 1 I I 1 1 1—^. x 



31. mfn. abs.: g(0) = 2 33. max. abs.:/(5) = 2 35. mfn. abs.:/(2) = 37. mfn. abs.: ^(0) = 1 




-4 -2 



2 4 



2- • 

1111 1 l i i I > x 

-4 -2 2 .4 



-3 -2 -I 



-1- 
-2" 
-3 



yz^. 



1 2 3 



W 



-* _!L 

-2 
-3 



39. (a)mfn.abs.:/(-2) = 0; max. abs.: /(-4) = 144 (b) mfn. abs.: /(-2) = /(2) = 0; max. abs.: /(-3) = 25 

41. mm. abs.: f{-\n) = -2; max. abs.: f(~K) = 2 43. mfn. abs.: g(-l) = -1; max. abs.: g(2) = ~ 

45. mfn. abs.: /(-l) = 0; max. abs.: /(I) = 3/4 47. mfn. abs.:/(-3) = -46; max. abs.: /(-I) = -10 

49. mfn. abs.: g(0) = 2; max. abs.: g( ±n) = 2 V2 51. mfn. abs.: /(0) = 3; max. abs.: /(2) = 5 

53. mfn. abs.: /(0) = 0; max. abs.: /(-3) = 3 55. mfn. abs.: F(-3) = -13; max. abs.: F(3) = 7 59. no 



4 

-4 -3-2-_l 12 3 4 

-2- 
-3 
_ 4 . 




EJERCICIOS 3.2 (pagina213) 

1. (a) 1; (b) ~ 15. 225 17. 30 19. 6,6 21. Pestaa20/V39 - 3.2kmdeS 23. radio: 3 42 pulg., altura: 6 V2 pulg. 



25. (a) ^/50 - 6V4~I unidades = (V4~I - 3) unidades « 3.4 unidades; (b) V 5 + 6V4l unidades = (V41 + 3) unidades 
9.4 unidades 
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27. ~k 29. el ancho es 48 V3 cm; el grosor es 48 V6cm 

31. (a) El radio de la circunferencias es pie y la longitud del lado del cuadrado es pie; 

K + 4 K + 4 

(b) El radio de la circunferencia es — pie y no hay cuadrado 

K 

33. ~n 35. 7 produce A\ 8 produce B 

EJERCICIOS 3.3 (pagina221) 

1. 2 3. \n 5. (b) (i), (ii), (iii) se satisfacen (c)(^,-|V6) 
7. (b) (i) no se satisface 9. (b) (ii) no se satisface 11. ~ 
13. Yf 15 * ° 17 - 4 19. cose = f;c» 0.8807 21. (t) no se satisface 23. (ii) no se satisface 



EJERCICIOS 3.4 (pagina 229) 



1. extremos :/(2) = -5, min. rel.; 
creciente: [2, + oo); 
decreciente: (- oo, 2] 



3. extremos :/(-|) = ^, max. rel.: 
/(I) = -1, min. rel.; creciente: 
(- oo, - 1], [1 , + oo); decreciente: 



\ 8 j / 

-2 ' -2 \ 2 V 

_8 : 



l - / 

-l / nT i / 
/ -1- ^- — s 



7. extremos: /(-;r) - -4, min. rel.; 9. extremos: no tiene extremos 

fin) = 4, max. rel.; creciente: \-n, n]; relativos; creciente: (0, + oo); 
decreciente; [~2n, -Jt\, [n, 2n] decreciente: en ninguna parte 



i 
4 
3 
2 

1 


» 


V-^-4 


fl 2^ 



— 

5- 
4- 

3- 

2- __ - 

1- 

Z\/\ 2 3 4 5 * 
-5- 



15, 



13. extremos: /(-I) = 2, max. rel.; 
f(\) — -2, min. rel.; creciente: 
(-00, -1], [1, + 00); decreciente: [-1, 1] 



extremos: f( ^) = - \, min. rel.; 
creciente: [ i, + 00); 
decreciente: (- 00, ±] 



5-4-3-2-1 .12 3 4/^ 

-2- 



^v 2 
\l 


k 


-1 


1 



5. extremos: /(O) = 0, min. rel; 
/(1)= i max.rel.;/(2) = 0, 
min. rel.; creciente: [0, 1], [2, +00); 
decreciente: (- 00, 0], [1, 2] 



-1 J 1 2 3 

-1 . 



11. extremos:/(|) = —|, max. rel.; 
f{\) = 0, min. rel.; creciente: (- 00, ±], 
[1, + 00); decreciente: [ i, 1] 



-1 ' 1 



17. extremos: no tiene extremos relativos; 
creciente: [0, + 00); decreciente en 
ninguna parte 



I 


i 










20 












10 














1 2 


3 


4 


5 


6 



19. extremos:/(0) = 2, max. rel.; /(3) = -25, min. rel.; creciente: (-00, 0], [3, + 00); decreciente: [0, 3] 
21. extremos: f(~2) - -i max. rel.; /(-I) = -g, min. rel.; /(I) = ||, max. rel;/(2) = |}, min. rel.; 

creciente: (-00, -2], [-1, 1], [2, + 00); decreciente: [-2, -1], [1,2] 
23. extremos:/( ^2) = | 3/2, min. rel.; creciente: (-00, 0); [ 3/2, + 00); decreciente: (0, 3/2 f 
25. extremos: f{2) - 4, mix. rel.; creciente: (-00, 2]; decreciente: [2, 3] 
27. extremos: f(4) = 2, max. rel.; creciente: (-00, 4]; decreciente: [4, +00) 
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29. extremos:/(- Iff) 



: /( Iff) = - i, mdx. rel.;/(0) = I, min. rel.; (los extremos del intervalo no pueden ser extremos relativos); 



creciente: [- \n, - |ff), (- |ff, - Iff], [0, | ff), ( \n, I ff]; decreciente: [- Iff, -iff), (- |ff, 0], [ Iff, | ff), ( |ff, I ff] 
31. extremos :/(4) = I ^4, max. rel.; creciente: (-4, 4]; decreciente: (-oo, -4), [4, +oo) 
33. extremos :/(-2) = 5, max. rel.; 35. extremos: /(-l) = 2, max. rel 



/(0) = 1, min. rel.; 
. creciente: (-oo, -2], [0, +oo); 
decreciente: [-2, 0] 







j 


>y 












10 














8 














6 














4 














\2 


-/ 








-3 


-2 - 


-1 
-2 


_ l 


2 


3 





/(0) = l,min.rel.;/(2) = 5 

max. rel.; creciente: (-oo, -1], [0, 2]; 

decreciente: [-1, 0], [2, + oo) 




37. extremos: /(-9) = -8, min. rel.; 

/(-7) = -4, max. rel.;/(-4) = -5, min. rel; 
/(0) = -3, max. rel.;/(2) = -7, min. rel.; 
creciente: [-9, -7], [-4; 0], [2, +oo); 
decreciente: [-oo, -9], [-7, -4], [0, 2] 
*y 




i criticos: -3 
i criticos: 0, 
i criticos: 1, 




1, 3; creciente: (-oo, -3], [1,3]; decreciente: [-3, 1], [3, +oo); extremos: max. rel.: -3, 3; mm. rel.; 1 
2; creciente: (-oo, 0], [2, +oo); decreciente: [0, 2]; extremos: max. rel.: 0; min. rel.: 2 
-2, 0, 2; creciente: [-2, 0], [1, +oo); decreciente: (-oo, -2], [0, 1); extremos: max. rel.: 0; min. rel.: -2, 1 




(c) 



123456789 



47. a = -3, b = 7 49. a = -2, b = 9, c = -12, d 



57.no 



EJERCICIOS 3.5 (pagina 240) 

1. punto de inflexi6n: (- ^ y ); c6ncava hacia abajo para x < - 1; concava hacia arriba para x > - ~ 

3. puntos de inflexi6n: (0, 0), (4, -256); concava hacia arriba para x < y x > 4; c6ncava hacia abajo para < x < 4 

5. puntos de inflexion: (-1, I), (1, I); c6ncava hacia arriba para x < -[yx > l;c6ncava hacia abajo para -1 < x, < 1 

7. puntos de inflexi6n: (- Iff, 0), (0, 0), ( -^ff, 0); c6ncava hacia arriba para - ^ff < jc < 0, y | ff < x < Iff; c6ncava hacia 



kn < x < 



\x y < x < ^7t 



abajo para - ^ "- ^ ■* ^ 2" r J yj ^-*^-3' 
9. punto de inflexion: (0, 0); concava hacia abajo para x < 0; ctfncava hacia arriba para x > 
11. punto de inflexion: (1,0); c6ncava hacia abajo para x < 1; ctfncava hacia arriba para x > 1 
13. punto de inflexion: (-2, 0); ctfncava hacia arriba para x < -2; ctfncava hacia abajo para x > -2 
15. punto de inflexion: (0, 0); concava hacia abajo para-ff < x < 0; ctfncava hacia arriba para < x < n 
17. no tiene puntos de inflexion; 

ctfncava hacia arriba para x < 2; \ in 

ctfncava hacia abajo para x > 2 \ 8 1 

6 : 

4 ■ 
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19. (0,0); 

concava hacia arriba para x < 0; 
c6ncava hacia abajo para x > 



23. (a) ( c '/< c )> 




27. (a) 







h y 








0; \ 




6 










J 




4 














v 2 


- 1 








-3 


-2 


-1 

-2 

-4 
-6 




2 


3 





21. (0,0); 

c6ncava hacia abajo para x < 0; 6 
c6ncava hacia arriba para x > 4 



-3 -2 



(c,/(c)) 




(c/(c)) 




25. (a) 



(c/(c)) 




1 2 3 




(c,f{c)) 



31. /(f) = ^, max. rel.; 
/(-I) = -11, mm. rel.; 




35. /(^) = -1, mm. rel.; 
/(0) = 1, max. rel. 




-1 



12 3 4 



33. g(-|) = -||,min.rel.; 
g(0) = 0, max. rel.; 
*(L) = -£,mm.rel. 



; A *y 

6- 

_J 1 1 \ I / t 1 L 

-4 -2 ^ \y 2 4 



37. /(l) = 8,min.rel. 39. (a) 



(b) 



5 - / 
4- / 
3 - / 
2-/ 

-5-4-3-2-^ .12 3 4 5' 

-2- 
-3" 

-4 " 
-5 " 



11 J> 
5 - 
4 - 
3 - 
2 " 

1 - x 

5 -4-3^4^ 1 2 3 4 5* 



41. (a) (kx, 0) donde k es cualquier entero; (b) 1 

43. csc( ~n + 2kn) = 1, donde fc es cualquier entero, min. rel.; csc( jjt + 2kn) - -1, donde k es cualquier entero, max. rel. 

45. (a) * (b) (c/(c)) 
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47. (a) 



(e./(«)) 



I 




49. (a) 



(b) 



(cj(c) 



(dj{d)) 





(c f /(o) (e my 

<(d,f(d)) 



51. 



a = -1, b - 3 53. a = 2, b = -6, c = 0, d - 3 55. / tiene un min. rel. en x - ~ 42 y un max. rel. en x 



57. / es continua; /' y /" no necesariamente son continuos 59. a los 1 0:40 a.m. 



:S 



EJERCICIOS 3.6 (pagina 245) 

3. no tiene puntos de inflexion; 
concava hacia arriba: x < 0, x> 



1. puntos de inflexion: -1, 2; 
c6ncava hacia arriba: (-1, 2); 
c6ncava hacia abajo: x < -1,jc > 2 




7. creciente: (-00 , +oo ); no tiene 
extremos 

c6ncava hacia arriba: x > 0; 
c6ncava hacia abajo: x < 



-4 -2 




2 4 



13. creciente:* << -2,x ~2. 0; 

decreciente: [-2, 0]; extremos: jc = -2, 
max, rel.; x = 0, min. rel.; 
c6ncava hacia arriba: * < -2, (-2, 2); 
c6ncava hacia abajo: x > 2; 
punto de inflexi6n.: * = 2 



1 y /* 

6 - X 

4- / 

A 2 ~ i 
/\^ ' y t , , , x 

-y-2. 2 4 

' -2 - 

-4- 



5. puntos de inflexion: -I, 2; 

concava hacia arriba: jc < -1,jc > 2; 
c6ncava hacia abajo: (-1, 1), (1, 2) 





9. creciente: [-1,1]; 

decreciente: jc <, — 1, jc > 1; 
extremos: * = -I, min. rel.; 
jc = 1, max. rel.; 
concava hacia arriba: x < 0; 
concava hacia abajo: x > 0; 
no tiene puntos de inflexi6n 



11. 



creciente: jc < 2; 
decreciente: jc > 2; 
extremos: x = 2, max. rel.; 
c6ncava hacia arriba: jc < 0; 
concava hacia abajo: x > 0; 
punto de inflexion: x = 




4 - 
2 - 

-4 ' -2y. i\4 ' ' 
-2 - \ 



15. creciente: x 5 -2, 



17. creciente: [-1,0],* > 1; 



decreciente: x^O; 
extremos: jc = 0, max. rel.; 
concava hacia arriba: (-2, 0), (0, 2); 
concava hacia abajo: x < -2, x < 2; 
punto deinftexidn.:* - -2>x = 2 



ty 



^^ 




decreciente:* < -1, [0, 1]; 

extremos: jc = -1, min. rel.; 

jc = 0, max. rel.; * = 1, mm. rel.; 

concava hacia arriba: jc < -l,jr > I; 

c6ncava hacia abajo: (-1, 1); 

no tiene puntos de inflexion 
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19. creciente: x < — 1, a: > 2; decreciente: [-1, 2]; 
extremos: x — -1, max. rel; x = 2, min. reL; 
concava hacia arriba: x > 0; c6ncava hacia abajo: x < 0; 
punto de inflexion.: x - 



21. creciente: [-2, 3]; decreciente: x < -2, * > 3; 
extremos: x = -2, min. rel.; x = 3, max. rel.; 
concava hacia arriba: x < -1, (0, 1); 
c6ncava hacia abajo: (-1, 0), x > 1 ; ' 
puntos de inflexion.: x = -1, x = 1 




23. creciente: [1, 3]; decreciente: x < l,jc > 3; 
extremos: x = 1, min. rel.; * - 3, max, rel.; 
concava hacia arriba: (0, 2), x > 3; 
concava hacia abajo: x < 0, (2, 3); 
puntos de inflexion.: x = 0, x = 2 



25. creciente: x < -3, x > 2; decreciente: [-3, 2]; 
extremos: x ~ -3, max. rel; x - 2, min. rel.; 
concava hacia arriba: x < -3, (-3, -1), x > L; 
c6ncava hacia abajo: (-1, 1); punto de inflexion.: x 




4 -2 



_j i i... j— 



2^4 




m 



EJERCICIOS 3.7 (pagina 258) 



1. 4, 1, 0.25, 0.1 11 1, 0.0625, 0.0400, 0.0004, 0.000004; 4, 1, 0.25, 0.1 1 1 1, 0.0625, 0.0400, 0.0004, 0.000004; (a)-(e) 

3. 1, 0, 1250, 0.0156, 0.0046, 0.0020, 0.0010, 10" 6 , 10" 9 ; -1, -0.1250, -0.0156, -0.0046, -0.0020, -0.0010, -10" 6 , -10' 9 ; (a)-(e) 

5. 0, -1.5, -2.4, -2.823, -2.919, -2.953, -2.970, -2.9997, -2.999997; 0, -1.5, -2.4, -2.823, -2.919, -2.953, -2.970, -2.9997, 

-2.999997; (a)-(e) -3 
7. 3, 2.273, 2.158, 2.015, 2.0015, 2.00015, 2.000015; 1.4, 1.769, 1.857, 1.985, 1.9985, 1.99985, 1.999985; (a)-(e) 2 
9. 0.75, 0.1944, 0.1100, 0.0101, 0.001001, 0.0001, 0.00001; -0.25, -0.1389, -0.0900, -9.0099, -0.0010, -0.0001, -0.00001; 

(a)-(e) 



U 1 13. -2. 



15. 



17. 19. +oo 21. 



23. +oo 25. -oo 27. 1 29. -1 31. 33. -oo 
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39. y = 0, x = -2, x = 2 41. y = 4, jc = -3, jc = 3 



43. y = 0,jc 




5 

2 


y t 

4- 

v. ■ 


i 

i 
i 
i 




L2 

- 2 : 

-4- 


12 4' 

i 
i 



45. x = -V2,jc = V2 
y = -4jc, y = 4jc 




47. jc = Uy = x + 1 49. jc = 3,y = jc + 3 51. jc = -2, y = x - 6 53. jc = 0,y = jc + 2 



55. (a) 1; (b) 0; (c) 1; 

(d) -oo; (e) 3; (f) +oo; 
(g) 1; (h) -2 



57. 





6 


*y 






4 
< 

2 

V, 


■J 


\ * 


-6 A -2 


L 2/4 \6 ' 


*— ^ -2 


--/-- \ 


-4 


7 \ 




-6 


■ 





69. 



EJERCICIOS 3.8 (pagina 266) 



1. /(0) = 1, min. rel.; (^), 
(1, 2), puntos de inflexion.; 
decreciente: (- oo, 0]; 
creciente: [0, + oo); concava hacia 
arriba: jc < ^,x > 1; 
concava hacia abajo: ( ^, 1 ) 




3. /(-l) = ^, min. rel.; /(0) = 1, max. rel.; 
/(2) = - 1 , mfn. rel.; puntos de inflexion.: x = 
^(1 ± V7); decreciente: (-oo,-ll, [0,2]; 
creciente: [-1, 0], [2, + 00); concava hacia arriba: 
jc < 5(1 - V^),jc > }(1 + V7); concava hacia 



iiuaju. 


3 V 


5 
4 
3 

2 




X V. 


3 U 


JC 


-3 


-2 - 


-1 
-1 

-2 

~3 


1 


\ 2 


/ 3 





5. ./(0) - 2, min. rel.; 

no tiene puntos de inflexion.; 
decreciente: (-00, 0]; 
creciente: [0, + 00); 
c6ncava hacia arriba en 
todas partes 



t 


*.v 






\ 7 


- 






\ 6 








\ 5 








\ 4 








\ 3 


- / 






2^- 
1 


- 






-1 


1 


2 


3 


_1 
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/(0) = 0, mm. rel.; no tiene puntos 
de inflexion; decreciente: (-oo, 0]; 
creciente: [0, + oo); cdncava hacia 
arriba en todas partes 



9. no tiene extremos relativos; (0, 0) 11. no tiene extremos relativos; (2, 0) punto_ 









\ y 
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- 












8 














7 














6 














5 














4 














3 










1 




2 
\l 








X 


-3 


-2 - 


1 


1 


2 


3 





punto de inflexi6n; creciente; 
(-oo, +oo); cdncava hacia abajo: 
(-oo, 0); cdncava hacia arriba: (0, + oo) 



13. /(f) = f^,max.rel.;/(2) = 0, 
min. rel; puntos de inflexion: (-1 , 0), 
x = ]^(8 ± 3V6); creciente: (-oo, f], 
[2, +oo); decreciente: [ |, 2]; 
cdncava hacia abajo: x < -1, 
(^(8 - 3V6), ^(8 + 3V6)); 
cdncava hacia arriba 
(-1, ^(8-3^6)),jc> ±(8 + 3^6) 



de inflexion; decreciente: (-oo, +oo); 
cdncava hacia arriba: x < 2; 
cdncava hacia abajo; x > 2 







Y 










10 












5 


:\ 




X 


-3 


-2 - 


-1 
-5 


: l 


iN 


\ 



15. ( ~7t, 0), min. rel.; no tiene 
puntos de inflexion; creciente: 
[0, ~7t\ [ ~n, it\\ cdncava hacia 
abajo: < x < ~r7i, }?7Z < x < n 



17. /(0) = 0,max. rel.;/(2) = 4, 

min. rel.; no tiene puntos de inflexion; 
creciente: (- oo, 0], [2, + oo); 
decreciente: [0, 1) y (1, 2]; 
cdncava hacia abajo: x < 1 ; 
cdncava hacia arriba: x > i;x= 1 y 
y = x + 1 son asintotas 



10 



7 



-1 





19. /(0) = -1, max. rel.; no tiene puntos 21. /(-I) = -1, min. rel.; /(I) = 1, 23. /(-I) = 0, max. rel.; 



de inflexion; creciente: (-oo, -1) y 
(-1, 0J; decreciente: [0, 1) y (1, + oo); 
cdncava hacia arriba: x < -1,jc > 1; 
cdncava hacia abajo: -1 < x < 1; 
y = 1, x = -1, y x = 1 son asintotas 




max. rel.; (- V3, -±V3), (0, 0), 
( V3, -jV3), puntos de inflexion; 
decreciente: (-oo, -1], [1, + oo); 
creciente: [-1, 1J; cdncava hacia 
abajo: x < -V3,0 < x < V5; 
cdncava hacia arriba: - a/3 < jc < 0, 
jc > V3 ; y = es una asintota 




/(l) = -V4, min. rel.; punto de 
inflexion: (2, 0); decreciente: [-1, 1J; 
creciente: (- oo, -] ], [1, + oo); 
cdncava hacia abajo: x > 2; 
cdncava hacia arriba: x < -1, (-1, 2); 
y — x es una asintota 



h y 
5- / 

4- / 

3- '/ 

,,,,-; ] ;^ ( , 

-5-4-3-2 Aj 12 3 4 5 * 
>/ -2- 

/ -4- 

y -5- 
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25. x 



i=-iV29- 



V X 2 



^V29- 



^3 = -i(V87 + 3);* 4 = {(V87 -3); 
/(*i) = /(* 2 ) = -25, 
mm. rel.;/(- ^) = ^-, max. rel.; 
puntos de inflexi6n: (jc 3 , - 1|), (jc 4 - |jh; 
creciente: [x h - y], [jc 2 , + oo); decreciente: 
(- oo, *,], (- •-, jc 2 ]; c6ncava hacia arriba: 
jc < jc 3 , x > jc 4 ; c6ncava hacia abajo: 
U 3 , x 4 ) 



27. /(-5) = /(5) = 0, min. rel.; 

j{0) - 25, max. rel.; no tiene puntos 
de inflexion; creciente: [-5, 0], 
[5, +oo); decreciente: (-oo, -5], 
[0, 5]; c6ncava hacia arriba: 
x < -5, x > 5; concava hacia 
abajo: -5 < x < 5 









<y 










120 












/ 15 












/ 10 












/ 5 






, , x 


-5-' 


i-3-: 


'"'-5 

-10 

-15 
-20 

-25 




2 1 


5 4 5* 



31. 



/(-!«) 
/<->) 



- V2, min. rel.; 
V2, max. rel.; 



(- 1^, 0), ( ~7t, 0), puntos de inflexion; 
creciente: [-|tt, ^ff]; 
decreciente: [-/r, -f;r], [ {tt, ff]; 
c6ncava hacia abajo: (- ^/r, | 7r); 
concava hacia arriba: {-n, - ^;r), 
(fff-JT) 



29. /(-I) = -3, min. rel.; 
puntos de inflexi6n: (0, 0), 
(2, 6 V2); creciente: [-1, + oo); 
decreciente: (-co, -1]; 
concava hacia arriba: x < 0, 
jc > 2; concava hacia abajo: 
-1 < jc < 2 







**y 










/ 20 












' 15 












10 








1 * 
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i i i 


i i 


j \ 
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-5-4N 


^- 2 ~ x j 
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2 3 4 5 




^ — ^ 
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EJERCICIOS 3.9 (pagina 272) 



1. altura, 60/ ^225^ * 6.73 pulg; radio yj\5/n « 1-68 pulg 5. 45 m por 60 m 7. 12 pulg por 4 pulg por 6 pulg. 9. 90 km/hr 
11. 1.44 s 13. 2x - y + 1 = 15. 1 mes; 7.5% 17. 40unidades 19. $ 1500 21. 



| VlO unidades^ ( § , ~ ) 



23. radio de la semicircunferencia, 



32 
4 + K 



pie; altura del rectangulo, 



32 

4 + 7t 



pie 25. 5V5 pie 27. 4l 29. 2V2 31. 



EJERCICIOS 3.10 (pagina 286) 

1. 4.1179 3. -1.1673 5. 2.649 7. 0.507 9. -1.128 11. 1.73205 13. 1.81712 15. 0.7391 17. 0.8767 
19. (a) 1 + 2(x - 1); (c) /: 0.81, 0.9801, 1, 1.0201, 1.21; aproximaci6n: 0.8, 0.98, 1.02, 1.2 
21. (a) 2 + (jc - 1); (c) /: 1.897, 1.98997, 2, 2.00998, 2.0976; aproximacion: 1.9, 1.99,2,2.01,2.1 

23. (a) 0.54030 - 0.84147(jc - 1); (c) /: 0.6216, 0.54869, 0.54030, 0.53186, 0.4536; aproximaci6n: 0.6244, 0.54871, 0.54030, 
0.53189,0.4562 

25. dy = 2, A - 2.25 27. dy = ± = .083, Ay * .080 29. (a) 0.0309; (b) 0.03; (c) 0.0009 
31. (a) JL « 0.0238; (b) ± = 0.025; (c)-^ - -0.0012 33. (a) -0.875; (b) -1.5; (c) 0.625 



39. 



(1 - 2 sen jc + 2 cos x)dx 



35. 3(3jc 2 - 2x + i) 2 {6x - 2) dx 37. jc(5x + 6)(2jc + 3)~ l/2 dx „. _ 

(2 - sen xY 

41. 2tanJcsec 2 jc(2tan 2 jc + \) dx 43. (a) 6.75 cm 3 ; (b) 0.3 cm 2 45. ^;rm 3 47. 0.4^ cm 2 49. 0.9tt cm 3 
51. 4% 53. 10 pie 3 57. 2.0288,4.9132 59. 3.14159 
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EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 3 (pagina 289) 



1. mfn.abs.:/(-5) = 



3. min. abs.:/(3) - 0; 
max. abs.:/(0) = 9 




t y 


y 




/% 




/ 7 




/ 6 




/ 5 


\ / 


4 




3 


\ / 


2 


\ / 


1 




-5-4-3-2-1. 


12 3 4 5 


-1 





5. no tiene extremos absolutes 



-5-4-3-2- 



12 3 4 5 



7. min. abs.:/(-l;r) = -2; 
max. abs.:/(i;r) = 2 




9. min.abs.:/(-2) = -1; 

max. abs.:/(2) = 8 







«v 








8 










7 










6 










5 










4 


















-5-4-3-2 


'-ii 


1 


2 


3 4 5 



11. 


(a) mfn. abs.:/(V6) = 0; 




max.abs.:/(3) = 9; 




(b)min. abs.:/(V6) = 0; 




max. abs.:/(-4) = 100 


13. 


min.abs,:/(-l) * -0.301 




max. abs.:/(l;r) = 42 


15. 


id - VB) ■ 


17. 


-% 19. 1.269,1.872 

4 



23. /'(l)noexiste 



25y37. /(-2) = 0, max. rel.;/(0) = -4, min. rel.; (-1, -2), punto de inflexi6n; creciente: (-oo, -2] y [0, + oo); decrecien- 

te: [-2, 0]; c6ncava hacia abajo x < -1; concava hacia arriba jc > -1 
27 y 39. no tiene extremos relativos; punto de inflexi6n: (3, 1); creciente: (-oo, +oo); concava hacia abajo: jc < 3; c6ncava hacia 

arriba: jc > 3 
29 y 41. no tiene extremos relativos; punto de inflexi6n: (0, 0); decreciente: (-|^, ~n)\ concava hacia abajo: (0, \n)\ c6ncava 

hacia arriba: (- ^7t, 0) 
31 y 43. /(-I) = 0, min. rel.;/(0) = 9, max. rel.;/(3) = 0, min. rel.; puntos de inflexi6n en: jc - ± | V5; decreciente: (-oo, -1] y 



[0, 3]; creciente: [-1, 0] y [3, +oo); c6ncava hacia arriba: jc<-|V5yjc> § V5; concava hacia abajo: - 1 V5 < jc < |V5 



t 8 



839 808 



■"• Jy 5 } ~ 3125 



max. rel.; 



/(4) = 0, min. rel.; puntos de inflexion: 2 so 

jc = -2,jc = 1(8 ± 3V6); 

creciente: (-oo, |], [4, + oo); 

decreciente: [f ,4]; 

concava hacia arriba: 

-2 < jc < }(8 - 3V6), 

jc > {(8 + 3V6); 

concava hacia abajo: jc < -2, 

1(8 - 3V6) < jc < |(8 + 3V6) 




35. /(I) = 0, min. rel.; 

no tiene puntos de inflexion.; 
decreciente: (-co, 1]; 
creciente: [ 1 , + oo); 
c6ncava hacia arriba : para 
toda;c 



-3 -2 



-1 



^ 



1 2 3 



45. (a) 



(c,/(c)) 



(b) 





(c/(c)) 



(c) 



(Cf(c)) 



(d) 



v <c,/(c)) 
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47. (a) 




(d,f(d)) 



49. creciente: (-oo, -2]; 
decreciente: (-2, +oo); 
max. rel: x = -2; 
concava hacia arriba: (-1, 0); 
concava hacia abajo: jc < -1 , jc > 
puntos de inflexion: x = -1,0 



51. creciente: (-oo, 2]; decreciente: [2, +oo); 
max. rel.: jc = 2, concava hacia arriba: 
x < 0,x > 2; concava hacia abajo: (0,2); 
punto de inflexion: jc = 



0; 




3- 

2- ^y 

( \ 3 

-3 -2 -1 j 1 2 \ * 

-3- 



53. creciente: (-oo,-3], [1, 3.5]; decreciente: [-3, 1 ], [3.5, +oo); 
max. rel: x — -3, jc = 3.5; min. rel: jc = 1; 
concava hacia arriba: (-1, 2.5); concava hacia abajo: 
jc < -1,jc > 2.5; puntos de inflexion.: jc = -1,jc = 2.5 



3 ■ 

2- ^-n 

1 - / \ 

v / \ X 

-3X2^-1 ^/\ 2 3 Y 

-2- \ 

-3 







> 


^y 












3 


y~** 












\ 




i \ 




JC 


-3 


-2 - 


-1 

-2 
-3 


1 


2 


\ 3 





55, creciente: [-1, 1], [2.5, +oo); decreciente: (-oo, -1], [1, 2.5}; 
max. rel: jc = I; min. rel:jc = -1,jc = 2.5; 
concava hacia arriba: x < 1, x > 1; no tiene puntos de 
inflexion. 




3 - 

2. r 






JC 


-3 -2 -1 

-1 

-2 

-3 


1 2 3 



57. 
67. 



59. -oo 61. 

ike- 

-j(Vl37+ 5),jc 4 = {(VT37- 5); 



561), jc 2 = ^(9 + V561), 



creciente: [-3, x{\, [jc 2 , + oo); min relative: 

/(-3) = 0,/(jc 2 ) « -75.1; max. rel.:/(jc!) « 48.1; 

concava hacia arriba: x < x 3 , x > x 4 ; 

c6ncava hacia abajo: (x 3 , jc 4 ); puntos de inflexion.: 

JC — x 3 , X — jc 4 



63. x = 2,jc = -2,y = 5 65. x = 3,y = x + 3 
69. creciente: [- 2 V2 , 2 V2 ] ; decreciente: (- oo, -2 V2] , 

[2V2, + oo); 

min.rel.:/(-2V2) = -4V2; 

max.rel.:/(2V2) = 4V2 

concava hacia arriba: jc < 0; concava hacia abajo: x > 

punto de inflexi6n.: (0, 0) 



t 




50 


t y 










30^ 


- 






\ 
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71. \U 2 + B 2 73. a = 2, b = -6, c = 3 79. 900 81. 12 km del punto so bre la ori 11a mas proximo a A 

83. $2000 85. $1800 87. 1500 89. 25 radios; $525 91. -^m 93. ^f/rpulg 3 

95. el radio es |r cm y la altura es 3/i cm 99. el alambre debe cortarse a la mitad 101. 1000; $11 103. -0.482 

105. 4.4934 107. 1;/: 0.9998, 0.999998, 1, 0.999998, 0.9998; aproximacion: 1, 1, 1, 1, 1 109. (a) -0.16; (b) -0.64 

111. 2;rpulg 3 113. 1% 117. (a) ^ (c) + y 



w 


*> 


2 




1 


i 




^ x^ x 




12 



-2 



EJERCICIOS 4.1 (pagina307) 



3. - 



-L + C 5. 2m 5/2 + C 7. 3;t 2/3 + C 



13. 



+ x 4 - 2;t 3 - 2jt 2 + 5* + C 



15 . ^5/2 + 2^3/2 + c 



19. ^5/2 + 8^3/2 _ 8jc )/2 + Q 2L 3^/3 + 3^2/3 + c 23 

5 3 4 2 

27. -4 esc x + 2 tan jc + C 29. -2 cot $ - 3 tan + + C 



31. (a) 




33. (a) 



-2 -1 



1 2 



(b) 




-4 -3 -2 -t 




12 3 4 



+ 6x 2 - 20* + 27 



37. y = jc 2 - 3jc + 2 39. 3y = -2r 3 + 3* 2 + 2x + 6 41. 12>> = 

43. C(x) = jc 3 + 4jc 2 + 4jc + 6 45. (a) C(x) = 3jc 2 + 8; (b) $800 47. (a) R(x) == 15* - 2x 2 ; (b) p = 15 - 2jc 

49. U77rm 3 53. g'C*) no existe en* = 



EJERCICIOS 4.2 (pdgina318) 



1. -kl - 4y) 3/2 + C 



3. J(** 



9) 4/3 + C 5. ^(jt 3 - 1) n + C 7. 



1 



32(F- 2/) 4 



+ c 



1(* - 2) 11/3 + C 11. |(jr + 2) 5 ' 2 



Ux + 2) 3 ' 2 + C 13. -f (1 - rf s + \([ - r)~ 6 + C 



15. -|(3 - 2x) 3 ' 2 + -1(3 - 2r) 5 ' 2 - X(3 - 2*) 7 ' 2 + C 
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17. isen40 + C 19. -2cosjc 3 + C 21. }tan5jt + C 23. -^csc3v 2 + C 25. |(2 + sen xf + C 

27. -2(1 + — V /2 + C 29. -2(1 + cosjc) 4 ' 3 + C 31. -3- cos 3 * + C 33. Itan2* - + cot2x + C 

35. f V* 3 + 3* 2 + 1 + C 37. |(3 - y) 4 ' 3 - 18(3 - y) 1 ' 3 + C 39. | (r l/3 + 2) 5 + C 

41. V* 2 + 4 + ^ 4 + C 43. cos(cos *) + C 45. C{x) = § V57T7 + f 47. p = 4 * + ^ 



V?T4 5 5 -^ + 5 

49. ^coulombs 51. $325 53. 3.1 Mm 3 55. (a) 2x 4 + 4jc 3 + 3x 2 + x + C; (b) |(2x + r 

57. (a) f* 3/2 - 2x + 2x l/2 + C; (b) §( V* - D 3 + C; (c) C = -§ + C 

59. (a) sen 2 * + C x \ (b) -cos 2 jc + C 2 ; (c) -^cos2x + C 3 ; (d) C 2 = C x + 1; C 3 = C x + I 



EJERCICIOS 4.3 (pagina 326) 

1. j = 2jc 2 - 5x + C 3. y = jc 3 + jc 2 - 7* + C 5. j = — f? — 7. 2 Vl + " 2 = 3v 2 + C 

3jc 2 + C 

9. tanjc - tan j + y = C 11. y = ^ x 4 + ~ x 2 + C x x + C 2 13. s - -± (sen 3r + cos 3r) + C x t + C 2 
15. y = ^jc 3 - jc 2 - 4jc + 6 17. 4 sen 3jc + 6 cos 2y + 7 = 19. « = 3v 4 + 4v 3 + 2v 2 + 2v 
21. 5 = \{2t + 4) 3/2 - § 23. v = 2 + 5f - i 2 \s = 2/ + ff 2 - 3-r 3 

25. 1; = ±f 3 + / 2 - 4-s = ^f 4 + ±t 3 - 4* + 1 27. 1; = -2-V2 sen (2 f - I*); j = V2 cos(2/ - ±?r) 

29. \600s = v 2 + 1200 31. 5j 2 + 4j = v 2 + L2 

33. A los t s su position es s cm a la derecha del on gen, donde s = (-3 cos 3nt + 3)/tt. 

(a) s = (J - I V5 )/?r = 0.1824; (b) 5 = 3/ff * 0.9549; (c)-(d) j = (^ - f V5 )/* * 0.6598 
35. (a) 0.625 s; (b) 6.25 pie; (c) 1.25 s; (e) 20.0 pie/s 37. (a) 5.89 s; (b) 188 pie/s 39. (a) 3.39 s; (b) 98.5 pie/s; 
41. (a) 3.54 s; (b) 113 pie/s 43. (a) s = -4.9r 2 + 1 50f + 2; (b) 523.6 m; (c) 3.79 s; 26.8 s 
45. ^rad/s * 0.06 rad/s 47. 1.62 m/s 2 49. (a) 3.47 s; (b) 48.2 m 51. 20m/s = 72 km/h 53. jc 2 + 2y 2 = C 

EJERCICIOS 4.4 [pagina 337) 

1. 51 3. 147 5. 2025 7. 2 9. f 11. ^ 13. 10 400 15. T - 1 17. ±g! 

19. « 4 - ^« 3 - 3« 2 - 3« 21. j unidades cuadradas 23. ^ unidades cuadradas 25. 9 unidades cuadradas 

27. ] -j unidades cuadradas 29. ^ unidades cuadradas 31. ^h(b ] + b 2 ) unidades cuadradas 33. 9 unidades cuadradas 
35. jrf unidades cuadradas 37. 1 .0349 unidades cuadradas 39. 1 .8530 unidades cuadradas 41. 1.5912 unidades cuadradas 

EJERCICIOS 4.5 (pagina 350) 

1. ^ 3. 1.14 5. £(10 + V2 + 3V3) 7. (a) 0.2672; (b) 0.3 9. (a) 2.6725; (b) 2.6339 ' 11. 2 



24 

E 

2 



13. n 15. 6 17. 12 19. 10 21. \ 23. 28 25. £ 27. 29. (a) 12; (b) 49; (c) -5 



31. 15 33. 35. -21 37. -j 39. 4 + 



n 41. f n 49. \ x 2 dx 51. —^ 



EJERCICIOS 4.6 (pagina 359) 

1. > 3. < 5. [0,0.125] 7. [2.2V3] 9. [£,£V3] 11. [0,1.5] 13. [0, §§] 15. [2,2.5] 
17. [-2, f] 19. [-|ff,0] 21. 1.15 23. 1.55 25. 2.58 27. 29. 2.66 31. 0.66 
41. I ocuneenjcjc 4 43. ^ - sen 0.69 45. v - 32r; 32 47. n 

l 2 IT 

EJERCICIOS 4.7 (pagina 370)z 

1. 12 3. 36 5. | 7. ^ 9. ^ 11. -8 13. 1 15. f (27 - 2^2) 17. 2 - 3/2 19. ^ 
21. » 23. | V2 25. ^ 27. | 29. ^ 31. 33. | 35. ^4 + jc 6 37. -v's^TT 



39. — ^ 41. 3jc 2 ^jc 6 + 1 43. 1 45. 6,ocurreenjc = V3 47. 27 49. ^2 - | (sen §) * 1.2873 59. ] -f 



3 + x L 
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EJERCICIOS 4.8 (pagina 379) 



y uujiwucs vuauiauoa ^. y uiuuauca vuauiauaa 5. — unidades cuadradas 7. -g- unidades cuadradas 
9. 1 unidad cuadrada 11. 1 unidad cuadrada 13. y unidades cuadradas 15. y unidades cuadradas 
17. ^ unidades cuadradas 19. y unidades cuadradas 21. | unidades cuadradas 23. f 42 unidades cuadradas 
25. -^ unidades cuadradas 27. ^ unidades cuadradas 29. y unidades cuadradas 31. ^y unidades cuadradas 
33. |j unidades cuadradas 35. (42 - 1) unidades cuadradas 37. ^ unidades cuadradas 
39. (a) ±V2 = 1.4142; (c) f|V2 unidades cuadradas = 5.2797 unidades cuadradas 
41. (a) ±1.4045; (c) 2.2032 unidades cuadradas 43. (a) 1.3146; (c) 3.7545 unidades cuadradas 
45. (a) 1.1274; (c) 2.8079 unidades cuadradas 47. 1 2 uni dades cuadradas 49. ~ unidades cuadradas 
51. 64 unidades cuadradas 53. (^k - I) unidades cuadradas 55. (1 - 1 k) unidades cuadradas 
57. ^p 2 unidades cuadradas 59.32 61. m = \K 63. El dominio de A(h) es [0, r] 



EJERCICIOS 4.9 (pagina 389) 



1. y 7rr 3 unidades cubicas 3. — n unidades cubicas 5. 64 tt unidades cubicas 7. ~7T unidades cubicas 

9. ™k unidades cubicas 11. yytf unidades cubicas 13. ~y n unidades cubicas 15. ^f-n unidades cubicas 

17. ^;rr 3 unidades cubicas 19. ^Kh(a 2 + ab + b 2 ) unidades cubicas 21. k unidades cubicas 23. jK 2 unidades cubicas 

25. (4k - jTt 2 ) unidades cubicas 27. (43k - \k 2 ) unidades cubicas 29. —^ ^unidades cubicas 31. y ^unidades cubicas 

33. y±K unidades ciibicas 35. y k unidades ciibicas 37. (\k 2 - 2 43 k) unidades cubicas 39. 2 

41. 15.15 unidades cubicas 43. 39.69 unidades cubicas 45. 2.822 unidades cubicas 47. 6.923 unidades cubicas 

49. 20.28 unidades cubicas 51. 32 V2 unidades cubicas 53. ly 2 - V3cm 3 55. ^ycm 3 57. |r 3 unidades cubicas 

59. 396.9 unidades cubicas 61. |r 3 cm 3 63. 180;r cm 3 

EJERCICIOS 4. 10 (pagina 396) 

1-11. Vea las respuestas de los ejercicios 5- 15 de la seccion 4.9 13. ^k unidades cubicas 15. ^ n unidades cubicas 
17. -^n unidades ciibicas 19. -^n unidades cubicas 21. 167T unidades cubicas 23. ~ K unidades cubicas 
25. || Kp 3 unidades cubicas 27. ~k unidades cubicas 29. j^ k unidades cubicas 31. ^-k unidades cubicas 
33. ~-7t unidades cubicas 35. ~k unidades cubicas 37. ~(2 + 42)k unidades cubicas 
39. k unidades cubicas 41. 20.37 unidades cubicas 43. 62.67 unidades cubicas 45. 2.038 unidades cubicas 
47. 7.707 unidades cubicas 49. 6.763 unidades cubicas 51. ~k unidades cubicas 53, a/2744 

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 4 (pagina 398) 

1. i* 4 - \x 3 + 3x + C 3. ^(x 5 - 1) 3/2 + C 5. }V2s + 3(s - 3) + C 7. }tan30 - + C 

9. 5 sen* - 3secjt + C 11. ^ 13. 11 15. | 17. i 19. ^ 21. 4 - \k 23. y 2 = r + 1 

3 4 4 2 15 2 2x -l + 

25. y = ±(2x - l) 5 ' 2 + C x x + C 2 27. y = iOx - 2x 2 - 9 29. (a) R(x) - \x 3 - 5x 2 + 12x;(b)p = \x 2 - 5x + 12 
31. (a) V = § (/ + l) 3 ' 2 + \t 2 + ^; (b) 64cm 3 33. 1.46cm 3 35. $5 

37. v = 3 sen 2t + 3; s = -|cos2/ + 3/ + j(5 - 3k) 

39. A los / s su posicion es j cm a la derecha del origen, donde s — — - — : — . 

3 
(a) s ~ 0.4541; (b) y (c) s * -0.4541; (d) s = — ~ 0.4775 

2k 

41. (a) 25V3s - 43 s; (b) 800^3 pie/s - 1400pie/s 43. (a) fs; (b) 100 pie; (c) 4 s; (d)-80pie/s 

45. (a) 1500 m/s; (b) 45 000 m 47. (11.,.+ Vl87)s - 25 s; 88(14 + VT87) pie * 2400 pie; (88 + 8 VT87) pie/s - 200 pie/s 

49. 3/2-5 53. [0, jt] 55. ^ 57. -(3jc 2 - 4) 3 ' 2 59. I 61. 63. ^ 67. y , 

69. -y unidades cuadradas 71. 36 unidades cuadradas 73. 21.88 unidades cuadradas 75. 0.9678 unidades cuadradas 

77. -^ unidades cuadradas 79. 2 V2 unidades cuadradas 81. (\n - 1 ) unidades cuadradas 83. £ k unidades cubicas 

85. k unidades cubicas 87. k unidades cubicas 89. 250;r unidades cubicas 91. 1024 unidades cubicas 

93. 3k unidades cubicas 95. ^k unidades cubicas 97. 558;r cm 3 99-101. 44.96 unidades cubicas 

103. 1.535 unidades cubicas 105. 25.17 unidades cubicas 107. 90 pie 3 109. —■ k unidades cubicas 

111. \k 2 unidades cubicas 113. 12; c= V3 119. \k + V3 
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EJERCICIOS 5.7 (pagina 416) 

1. (a) uno a uno; (b) no es uno a uno; (c) uno a uno 3. (a) uno a uno; (b) uno a uno; (c) no es uno a uno 
5. (a) uno a uno; (b) uno a uno; (c) uno a uno 

7. (a) /~'(jc) = \(x + 7), dominio: (-oo, +oo), contradominio: (-oo, +oo); (b) no tiene inversa 

9. (a)/ _1 (jc) = 4 - %[x , dominio; (-oo, + oo), contradominio: (-oo, +oo); (b) h~ l (x) = ^x 2 + 3, dominio: [0, + oo), 
contradominio: [3, +oo) 11. (a) F~\x) = jc 3 - 1, dominio: (-oo, +oo), contradominio: (-oo, +oo); (b) no tiene inversa 
13. (a) / _1 (*) = 3I2 * 5 , dominio: (-oo, + oo), contradominio: (-oo, +oo); 
jc + 3 



(b) r\x) 



1 - JC 



dominio: (jc|jc * 1}, contradominio: [y\y * -1) 



15. (a) g l (x) = V* - 5, dominio: [5, + oo), contradominio: [0, + oo);(b)/ \x) = l(lfx - 1 ), dominio: [0, 8], contradominio: [-j, ~] 



17. F~\x) = V9 - jc 2 .dominio: [0,3], contradominio: [0,3] 25. (a) |;(b) ^ 27. (a) ^; (b) ^ 29. (a) -2; (b) 7 \ 

31. (a)--p;(b)-| 33. 0.09426 35. ^ (1 + V2l) - 0.08152 37. 1.334 39. \ 41. /"'(jc) = ±(jc + 3) 

V3 

43. T\x) = *4x~^2 45. /"'(*) = |^ll 47. /-'(*) = f(* - 32) 49. v(m) = c^jl - (^j* 51. (b) 6; (c) ± 
55. -1 59. (b)/i(*) = jc 2 + 4,jc > 0;/ 2 (jc) = jc 2 + 4,jc < 0; (cj/f 1 ^) = VF^jc > 4;/ 2 -'(jc) = -V* - 4,jc > 4 



6i. r'w 






si jc < 1 

si 1 < jc < 81 

si 81 < jc 



63. CT [ )'(0) 



65. (T'HO) = -4- 

3;r 2 



EJERCICIOS 5.2 (pagina 428) 



4 + 5jc 



8+ 10jc 



3/ + 1 



11. 



6 \n(3t + 1) 



13. - 



2x 



17 



19. 2sec2r 21. sec x 23. - — 

2 tan jc 2(2>v - 5)(3w + l) 

31. -£21±2 33. jc + y 35. ^^ " * y - 2 y 

xy + x 6xy 2 + x 



3/ + 1 " 12 - 3jc 2 

In jc - 1 „„ 1 - 2jc - jc 



39. 








4 

2 


^ 


-10 


-8 


-6 


-4 


-2 \ 
-4> 






25. 



43. 



(In jc) 2 



27. 



15. 5 cot 5y 17. 

2 



3(jc + \)(x z + 1) 



29. 



sen(ln jc) 



1 



2(1 + 4x~+l) 



f.v 




-4 -2 



■ ' ' ' > x 



2 4 



45. 




6' 

4 

2 


"y 






-6 


-4 


-2 


- 2 

i, i 


4 

i - 




f 


1 


-2 


n 






1 


1 


-4 


!•• 1 










-6 









49. jc - 2y = 2 - 2 In 2 51. jc + >> = 1 53. -^ 55. (a) $5porcada$l de cambio en el presupuesto; (b) $688 

EJERCICIOS 5.3 (pagina 435) 



3x 2 
jc 3 + 1 



3 sen 3jc 
cos 3jc 



5. 4 sec 4jc 7. 



4 - jc j 
jc(jc 2 + 4) 



9. 2jc(jc + 1) 6 (jc - 1) 2 (6* 2 - 2x - 1) 



11. X(X ~ ]){X ! 2)2 (Zr 3 - 30* 2 - 6jc + 16) 13. 8* 9 ~ 4* ? + 15x 2 + 10 15 , m j 3 _ ^ + c 

(jc - 4) 6 5(jc 7 + 1) 6/5 2 ' ' 

17. 3ln|5jc 3 - l| + C 19. ln|lny| + C 21. ±ln(l - cos 5jc) + C 23. ln(l + sen 2x) + ±ln|cos2x| + C 

25. jc 2 + 41n|jc 2 - 4| + C 27. }ln 3 (3jc) + C 29. ln|ln 2 (jc) + lnjc| + C 31. In | sec(lnjc) | + C 33. jln2 

35. iln4 37. 4 + In 2 39. 4 In 3 41. jln(4 + 2V3) 43. — ' 47. jln5 - 0.40236 

2 7 2 2 ln4 4 

49. 2000 In 2 lb/pie 2 » 1386 lb/pie 2 51. In 4 unidades cuadradas = 1.38629 unidades cuadradas 53. 7T(11 + 8 In 2) uni- 
dades cubicas « 51.97821 unidades ctibicas 
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EJERCICIOS 5.4 (pagina 446) 

1. (a) 2.665; (b) 2.565 3. (a) 15.15; (b) 5.616 5. 5e 5x 7. -6xe~ ix2 9. -e cosx scnx 11. e^cose* + e x sen e x 
15. 4 _.„ 17. 2x 19. 2c 2 * sec e 2 * tan e 2 * + 2e 2secx sec jc tanx 21. -e y ~ x 

1 



13. 



2V^ 



(^ + e"*) 2 



23. 



y 2 + 2>e 2 * 



25. -\e 2 ~ 5x + C 



27. e* - e~ x + C 



29. 



+ C 31. ^ - 3 \n(e x + 3) + C 



2e 2 * + 3xy 5 ' 6(1 - 2e ix ) 

33. e 2 35. 2 37. I 39. Ue 4 - 1) 41. (a) 1 ; (b) 0; (c) e\ (d) no, pero lim e x = 43. (e 2 - l)unidadescuadradas 

45. y = -Ijc + i + ^ln2 47. (e 3 + ±) pie - 20.586 pie 49. (-9.17 lb/pie 2 ) pors 

51. 0.006 53. $10000; $33 834 cientos « $3 383 382 55. (b) 2.7181459; 2.7184177; 2.7182818 

61. Consulte la figura adjunta. (a) y (b) f(i) = e~ ] es un max. rel.; (c) (-oo, ]]; (d) [1, + oo); (e) {x\x > 2}; (f) {x\x < 2}\ 
(g) La pendiente de la recta tangente a /en x = 2 es ~e~ 2 




EJERCICIOS 5.5 (pagina 454) 

1. 51n3-3 5j; 3. 4 3, Mn4-6t 5. 4 s " 1 ^ • 2 In 4 ■ cos 2x 7. 2 5 *3 4l2 (5 In2 + &xln3) 9. -^log,,,- 11. ' 0g ° * = 

jc jc 2 jc /lofi jc 

13. 3' 2 sec 3' 2 tan 3' 2 * 2* In 3 15. x^- (1 / 2) (l + ~\nx) 17. z^^cosz - z Inzsenz) 



19. (senjc) lanjc [l + In(senx) ■ sec 2 jc] 

6'' 



21. 



o2x 



+ c 



23. 



+ C 



25. 



10* 



+ C 



27. 



+ C 



29. ^fc + C 



2 In 3 1 + lnfl 3 In 10 

31. (a) 0.62133; (b) 1.7712 33. (a) 3.3219; (b) 0.43429 



In 6 In 2 

45. (a) 61 ventas por dfa; (b) 2.26 ventas por dfa 49. (a) y = 200 • 2 r ' 10 ; (b) $12 800; (c) $877 por ano 



51. (a) 



8 


j> 


6 
4 
2 




-8 -6 -4.-2 

-2 


-2468 


-4 
-6 




-8 





(b) 



8 


i y 




6 
4 






2 

i ii 


/i i i i i 


i > 


-8 -6 -4-2 
-2 


/ 2 4 6 


8 


-4 
-6' 






-8 







35. 2.999 



unidades cuadradas 55. n\ 




I ll unidades cubicas 

I In 5 ) 



(b) /(I) = 1 es un mi'nimo relativo; 

(c) [l,+oo);(d)(0, 1]; 

(e) La grafica es c6ncava hacia 
arriba en todo su dominio: 

(0, +oo); 

(f ) no tiene puntos de inflexion 



57. 0.73306 unidades cuadradas 
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67. dominio: (0, 1) U (1, + oo); extremo en /(0) = 0; no acotada en x = 1; decreciente en todos los intervalos del dominio; 
punto de inflexion en (e~ 2 , - Iln 5); concava hacia arriba en [0, e~ 2 ] y (1, +°o); concava hacia abajo en [e~ 2 t 1) 



EJERCICIOS 5.6 (pagina 467) 



1. (a) y = 40 0000 (1.5)" 40 ; (b) 64 000; (c) 2023 3. (a) i = 40 (0.375) 100 '; (b) 5.625 amperes 5. 506 7. 10.6 
9. 123 456 11. 29.15 anos 13 (a) $5256.355; (b) $5256.357; (c) 5.127% 15. 15.8 anos 17. 43.9 g 
19. 1 1 .6 kg 21. hace 6 600 anos 23. 70 25. (a) 1 min 42 s; (b) 42. 1 ° 

27. (a)y = 60 - 60(0.75)' /20 ; (c) 35; (d) 55 29.0.34134 31.0.84270 33. In 

EJERCICIOS 5.7 (pagina 482) 

1. (a) Iff; (b) -Iff; (c) iff; (d) fff 3. (a) Iff; (b) -iff;(c) Iff; (d) \k 

5. (a) Iff; (b) - iff; (c) Iff; (d) - Iff; (e) 7. (a) f V2 ; (b) \ 41 ; (c) 2 V2; (d) f V2 ; (e) 3 

9, (a) JV2; (b) -I V2; (c) -2V2; (d) \ 4l\ (e) -3 11. (a) -f V5 ; (b) \ V5; (c) -I; (d) V5; (e) -I V5 

13. (a) Iff; (b) -Iff; (c) Iff; (d) -Iff 15. (a) Iff; (b) Iff; (c) fff; (d) fff 

17. (a) Iff; (b)-Iff; (c) Iff; (d) -Iff 19. (a) iff; (b) iff; (c) fff; (d) \n 

21. (a) V3: (b) i V2l 23. (a) ! J3: (b) I V3 



25. 



fy 



27. 



29. 



31. (a) 



33. (a) 




dominio: [-1, I]; 
contradominio: [-1, 1] 

1 ^ 2 



V^~ 



=; (b) 



39. (a) -r^JL; (b) 2V4 



1 + 4x z 

/I 



35. (a) 



(b) 




dominio: (-oo, +oo); 

contradominio: [ , — 1 

2 2 



1 



41. (a) tan -1 *; (b) 



(b) 37. (a) 

3 



civr 



(b) 



4 + x l 



V^ 



fix 



1 



43. (a) t — sen l — + - + -, para cualquier entero n >0o/= - — sen ' — - - + -, paracualquierenterofc > 1; 

4ff 2 8 2 4ff 2 8 2 ^ 

(b) ±,±,± 
45. recta tangente: y 



V?£ _ V3 + £ ;rectanormal: ^ = _^ + V3 + J£ 
3 6 3 2 3 



47. VlO pie =* 3.16 pie 49. ^ffjrad/s « 0.078 rad/s 51. ^ffkm/min 53. 8 pie/ s 55. 



w* 2 



64 
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EJERCICIOS 5.8 (pagina 488) 

1. I sen" 1 2x + C 3. ^ tan" 1 \ x + C 5. -^ sec" 1 Ijc + C 7. I sen* 1 \r 2 + C 9. -L tan* 1 -^L + 
11. 2 tan^ 1 Vl + C 13. -?= ^n" 1 2 * " ] + C 15. sen" 1 ±---1 + C 17. Iff + 1 In 2 

4l 4l 4 4 2 

19. Iff 21. tan" 1 e - Iff 23. Iff 25. -V5 - sen* 1 § + 3 « 0.0342044 

27. ^- + ~ln3 + I V2 (tan -1 V2 - ff) = 10.3273 29. ffunidades cuadradas 31. Iff unidades cuadradas 



EJERCICIOS 5.9 (pagina 501) 

1. (a) 0;(b) I; (c) \(e - e~ ] ) = 1.175; (d) i (e~ ] - e) « -1.175 



-2 



3. (a) ^ ^ * 0.9640; (b) ^ 4 " -0.9640; (c) f ; (d) f 



5. (a) , 2 , - 0.2658; (b) , 2 , - 0.2658; (c) e , + g - -1.313; (d) ^ 
<^ 4 *? z e z +*r e * - e 

13. (a) XtcoshJt 2 ; (b) -8 sech 2 4w tanh 4w 15. (a) 4rcsch 2 -; — — [ - — — = 2csch2x;jt > 

jc z x senh ;c cosh jc 

17. (a) 2 sech 2jc; (b) (cosh x) x [ln(cosh x) -f * tanh jc] 19. I senh 5 jc 4- C 21. - 1 coth x 3 + C 

23. I ln 2 (cosh 2jc) + C 27. I = 0.8 29. 2 (cosh 2 - cosh 1) - 4.438 31. I (tanh 6 3 - tanh 6 2) = 0.02800 

33. (a) 0; (b) I in 3 35. (a) ln( \ + \45); (b) I In I = -±ln3 41. (a) 4 ; (b) 2 x 4 , |.r| > 1 

2 « ,' a-1 2,2 x ^ 16 * 2 + ] ! ' x 

43. (a) . sec x .tanjc > 1;(d)-cscjc 45. (a) b ^ cotn / J ; (b) -^ 47. senlT 1 jc 



Vtan 2 jc - 1 _____ l " z cose 

2 

I i t . 1 _ . 

2 + e l 



49. senh" 1 ^ + C = In * + ^ + 4 4- C 51. IcosrT l jc 2 + C = I ln(jc 2 + Vjc 4 - 1 ) + C 

2 2 



4 



2 



I tanh" 1 (!<?') + C, si <?' < 2 . , , . 

+ C = <| 2 2 55. cosh* 1 1 - cosh* 1 1 « 0.6044 

Icoth"^!^) + C, si <?' > 2 



57. tanh" 1 1'- tanh~ ] {-I) * 1.099 59. ± (cosh -1 2 - cosh" 1 |) * 0.2319 63. 105 unidades cuadradas 

65. (a)v = e _//2 ( § senh / 4- cosh /); a = e~ tl2 (2 cosh t 4 I senh r) 69. 4000(31 - 20senhl) - 29 983 

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 5 (pagina 504) 

1. f~ l (x) = Ifx 4 4 , dominio: (- oo, 4- oo), contradominio: (-00, 400) 3. no tiene inversa 

5, f~\x) = -i—, dominio: (jc | jc * 3 }, contradominio: {y\y * 0} lj~\x) = jc 3 - 1 9. ^ 11. ^ 

3 — JC _r 

13. (a) -3 tan 3jc, cos 3* > 0; (b) , x 15. (a) 4^cos^ 4r ; (b) 2 tan/ - In 2 ■ sec 2 r 17. (a) g - ; (b) -± =- 

jc 2 4 1 1 4 e 2jc 1 4 JC 2 

19. (a) 6 senh 2 (2w) cosh(2w); (b) senh(2w 3 )6w 2 21. (a) -sech(tanjt) tanh (tan jc) sec 2 jc; (b) sech 2 (sec jc) tan jc sec je 

23. -4 25. (sen t) 2t {2 ln(sen t) 4 It cot t) 27. ] 29. -2 sech(2x) 

(L - jc 2 ) In 10 24x4x^1 

31. jc 2 (jc 2 4 1)(jc - 1) 3 (1 Ijc 3 - 7jc 2 4 7jc - 3) 33. (a) 4.7288; (b) 8.8250 35. |ln(l 4- e 2x ) + C 

37. *-(e 3x +- — ) 4- C 39. ?-— + C 41. 2sen _1 jr 2 + C 43. \ tan" 1 ---tl 4 C 45 I V2sen -1 2 V2e _jr 4- C 
3V In 2/ In 2 3 3 4 

47. w _ l_____\ + c 49i i (e 8 _ ]} 51 3 ln2 53. 1 4 5 In I 55. f ff 4 V3 - 2 

57. l(e 4 e~ x ) - 1 59. — - e " 1 61. (a) ln(2 4 V5); (b) iln| 63. y = (2 In 2 4- 1 )jc - 4 In 2 
1 e x 4 jce y 4 1 z j - 

65. v = e r - e~ ! 4 l;s = e* 4 e~' 4 r 67. Iff(l - e~ lb )\ Iff 69. g(x) - ~e x , dominio: (-00, 400) 

73. (a) y = 65(0.5)' /3 °; (b) 8 1 anos a partir de ahora 75. (a) y = 50 - 50(0.6) //3 °; (c) 32; (d) 3 horas, 50 minutos 

77. 8.66 anos 79. 187 500 81. 8212 anos 83. 8.63 min 85. 73.7° 

87. (a) t = — 4 cos -1 — , para cualquier entero n > o t = — - cos" 1 — , para cualquier entero k > 1; 

60 120ff 20 4 60 120ff 20 

(b) 3^; (c) 0.0035; (d) j^; (e) 0.0048 
89. 9 sen _1 ( ~ 42) unidades cuadradas 91. (a) 120 rad/h; (b) 60 rad/h 93. 0.007 rad/s 95. ^ff h; el recorrido lo hace ca- 
minando 103. (sgn t)(\ - e~ ' ' ' ) 
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EJERCICOS 6. I pagina 5 14) 



1. V10 3 ,97 5. ; 7. # 9. -L(97 3/2 - 125) 11. 12 13. £ 15. | 

17# ggL_l._ ! j^ + 3/r _ sifr ^ fl . | a sife = a 19 2 ^3 _ 4 21. ln(V2 + 1) 23. 2 '25. 4.647 27. 3.820 

8(<i* - ft ■ 8 3 

29. 1.089 St 8 33.2.422 35. 400 senh | pie « 328.9 pie 



EJERCICIOS 6 2 (pagina 521) 



1. 2501b 3. 4000dinas 5. |m/s 2 7. | slugs 9. 4 11. 6 13. 54 kg; ^ m del extremo dado 

15. 171 xh .,; 5.92 pulg. del extremo dado 17. 42 g; —■ cm del extremo izquierdo 19. ykg; y m del extremo mas 
jado d ! punto externo 21. 16 slugs; ^pie del extremo dado 23. £ m del extremo mas alejado del punto externo 



i ale- 



:\ 8 In 2 r. — - — - I cm del extremo dado 27. 12 kg/m 
\ 4 In 2 / 



i ERCICIOS 6.3 (pagina 529) 

' <2. ;) 3. f 5. (|,1) 7. (0, §) 9. (Q, f ) 11. (if, f 4 -) 13. (|,-f) 15. (2,0) 17. (0,-0.4762) 
ly. i, -0.1020) 21. (0.5126,1.970) 23. (0.4910,-1.083) 25. (1.048,0.7793) 27. (1.504,2.375) 

29. 1.4183, 0.5792) 31. (0.5300, 1.590) 33. |p 35. El centroide esta sobre el radio que biseca la region, a una 
Lancia de — veces la longitud del radio a partir del diametro. 37. ( i n + ~ )r 3 

EJERCICIOS 6.4 (pagina 534) 

1. l -f pie-lb 3. 1^6 joules 5.1(3 + V393) 7. 180pulg-lb 9. 8 joules 11. 1350ergios 13. 409 500 pie-lb 
15. 50 185 pie-lb 17. lOOOOOpie-lb 19. 5 500 pie -lb 21. 2.9 X 10 7 joules 23. 3.20 X 10 6 joules 25. 163.4 s 
27. 2V3 pie 29. 31.2ff(e -2 - <T 8 ) pie-lb * 13.2 pie -lb 31. 3 000 In 1 pulg-lb - 1 216 pulg-lb 

EJERCICIOS 6.5 (pagina 541) 

1. 19968 1b 3. 3993.61b 5. 140.41b 7. 942000N 9. 4.09 X 10 6 N 11. 2.54 15. 874 0001b 
17. 6.24 X 10 6 pie-lb 19. 7561b 21. 3.15 X 10 5 lb 23. 1.22 X JO 6 lb 

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 6 (pagina 542) 

1. i*V3 3. 55 l ag [I(10999) 3/2 -(2251) 3/2 ]-7.03 5.^ 7.(|,2) 9. l -f slugs; ^ pulg. del extremo izquierdo 11.(2, Jl) 
13. (±, A) 15. 2|6 ffm 3 17 (00) 19 (0.3597,0.5357) 21. 3.214 23. 1.876 25. ^ 27. 6 000ergios 
29. 400 pie-lb 31. 44 145 000 joules 33. 57 262 pie-lb 35.22.61b 37. ^2 lb 39.888 6941b 



3 

EJERCICIOS 7.1 (pagina 553) 

1. ±xe 3j - i<? 3ar + C 3. *sec* - In | sec* + tan*| + C 5. x\r\5x - x + C 7. i(ln0 3 + C 

9. I(* 2 4- l)tan -1 ^ - l-x + C 11. -^— + C 13. jjsen(lnj) - Ijcos(lnj) + C 15. le^cos* + sen*) + C 

2 ___„ 2 X + I 2 2 2 

17. -* 2 a/1 - * 2 - |(1 - * 2 ) 3/2 + C 19. * 2 cosh* - 2*senh* + 2cosh* + C 21. 2 Vzcot" 1 VI + ln(l + z) + C 

23. 2V*senV^ + 2cosV*~ + C 25. t^- ^— + 16 . « 15,008 27. £ = 0.5625 29. ^In2 - % » 4.2825 

In 3 (In3) 2 (In 3) 3 ^ 3 9 

31. 1 7T - V3 + 1 » 1.8859 33. 12<? 3 + 2e - 246.463 35. (<? 2 + 1 ) unidades cuadradas 37. tnQe 4 + 1 ) unidades cubicas 

6 2 

39. (8 - 24<T 2 ) unidades cuadradas 41. 2(1 - <T 6 ) kg; ~ m de algun extremo 43. (0.267,0,604) 45. 48.86 pie-lb 

47. C(x) = jcliuc - x + 6 51. ^<? 4;r/3 - ^ 2?r/3 5 5. 50(6<r' - ^^" 2 - 2) 

EJERCICIOS 7.2 (pagina 563) 

1. (a) Uen 5 * + C; (b) --Lcos 4 4x + C 3. (a) |cos 3 * - cosjc + C; (b) Isenx + C 

5 16 3 2 

5. (a) isen 3 * - isen 5 * + C; (b) ^cos 7/2 z - icos 3 ' 2 *: + C 7. ^sen?* + ^sen* + C; 9. --Uos8j + |cos2j + C 

35 73 14 2 to 4" 

11. |tan5* - x + C 13. -±cot2:t 2 - l x 2 + C 15. -icot 2 f - ln|seiw| + C 
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17. ^tan 5 3* - ^tan 3 3* + | tan 3* - x + C 21. jtan 3 e* - tan e x + e x + C 23. ±tan 9 * + ±tan 7 * + C 

25. ~ j^cot 5 3* - icot 3 3* + C 27. I (tan 2* - cot 2x) + C 29. 2 sec w - tan w + C 

31. -2cot2* + C 33.-Icsc 3 * + C 35. | 37. | 39> 1 4L w ^ - 1) 43. 1 - i In 2 45. |£ 47. i 

3 ioflo 48 15 5 

49. i ;r unidades cuadradas 51. ^ ;r 2 unidades cubicas 53. | ;r 2 unidades cubicas 



55. 



(^ 



sen 1 



1 - sen 1 



-*■) 57.(1 - Ia)uni. 



unidades cuadradas 



59. I 7T unidades cubicas 65. (b) 1 sec 3 * tan* + | sec* tan* + |ln|sec* + tan*| + C 

67. (b) -I sen 4 * cos* - ^s^ 2 * 608 * ~ ^cos* + C 69. (b) -sec"* + C 
5 15 15 n 



EJERCICIOS 7.3 (pagina 571) 



a/4 - x 2 



4* 



+ C 3. ^ln 



V* 2 + 4 - 2 



+ C 5. V* 2 - 25 + C 7. - 



9a/4* 2 - 9 



+ C 



9. , tan * + C 11 ± Vln 2 w - 4 (8 + ln 2 nO + C 13. -±ln(10 - 4-v/6) « 0.3199 

4V4 - tan 2 * 5 

15. |ln 4(v ^ " 5) « 0.10345 17. ln(3 + 2V2) - ln(2 + V3) » 0.4458 19. M - 24 V3 - 1.097 

5 9(V41 - 5) 3 

21. ^V5 - 0.09938 23. ^(6 - 2V3) * 0.09392 25. I cos -1 1 - Iff ~ 0.17808 

27. ^ w * 122.72 29. 4 ~ 4 V3 « 0.010588 31. sec -1 f* + C 33. V*4 - * 2 + In 2 " y ~ x r + C 

16 36 27 3 2 + V4 - * 2 



35. lnf^S - ) + V!0 - V2 37. £|;r 2 unidades cubicas 

A3V2 -3/ 16 



41 



13V2 
^20 - 15 cos 



39. 



392 



-^- -) 43. ( | n + 3 V3 )(62.4) lb ~ 847 

i In 3 - 4)/ 3 



60 + 27 In 3 
lb 



cm del extremo izquierdo 



5 In 3 - 4 ' 225(5 1 
45. (Sfjr + 192 V3)(0.39)oz « 338.8 oz 47. (a) 15 In 2 - 10.40; (b) -^ — » 7.39 49. (a) ±ln| 



EJERCICIOS 7.4 (pagina 582) 



1. jlnl- £| + C 3. In 

4 I* + 2| 



C(w + 4) 3 



2w - 1 



5. * + -z In 



C(* - 2) 4 



(x + 3) y 



7 . i + m C( ' + l) l 



r + 2 



r + 2 



9. IlJ^til _ J- + c 11. jln 

9*|3* 4 



C* 4 (2* + I) 3 ] 1 . -| x 1 , * 2 

^ 13. - tan - + - In -= 

2* - 1 2 2 2 x 2 + 4 



+ C 



15. iln|^"-rr| " Ttan- ! 2* + C 17. ln|* - l| + tan" 1 * + C 19. In | tan* + l| + -^tan^l^^i -) + C 



8 \2x + 1 



V3 l 



_i/ 2 tan* - l \ 
I V3 J 



21. 4ln| - | 23. ln 2 ^ - 2 25. 61n2 27. 131n2 - 41n5 29. |ln2 + f ?r 31. | in | 33. In 4.5 unidades cuadradas 

35. 2^(2 + 6 In 3 - 2 In 2) unidades cubicas 37. ( 6 ln ^ " 2 m , 2 + 2 , 48 '" 2 7 * 8 ln , 3 1 35 ) 39. -Unidades cuadradas 

\ 2 In 3 - In 2 24(2 In 3 - In 2) / 16 



41. {l^n 2 - | ff In 3) unidades cubicas 43. (a) |ln|C(* 3 - 6* 2 + 18*) |; (b) 



45. (a) /(r) 



5000 



J5J-; (b) 1328; (c) 4075; (d) 5000 47. (a) y(t) = 



9* + 8 
6(* + 2) 3 
5000 



l + 499 9c -o.5/' — — — — v-ww i + 24ge -9tW 

(c) >(20) = 123; (d) y(30) = 297; (e) y(60) = 2491; (f) y(180) = 4999.9 » 5000 (g) 60 



+ C 

; (b) y(\0) = 50; 



49. 10 a.m. 51. H 



53. 7.4 lb 55. -£■ In 



3 ... ai + 2) 2 



50 4(/j 2 + 1) 5(^ + 2) 25 



Aian"W 1+ jL 
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EJERCICIOS 7.5 (pagina 589) 

fx - 54 ln(3 h 

yl + x + VI 



1. f* 3/2 - 3* + 18 yx - 541n(3 + y* ) + C 3. In 



5. -2 yTT7 + V2 In 

l 
I 



yl + x 



V2 



+ C 7. V2 In 




+ C 5. I Vl + 2* 3 (2* 3 + 7) + C 



11. -In 



tan \ x + 3 



+ C 13. 4 - 2 In 3 - 1.80278 15. In l -± « 0.0953102 17. iln3 « 0.274653 

10 4 



19. 



V31n(l + ' V3) « 0.540236 21. 2V31n(l + V3) « 3.481604 23. | ^ - ig « 0.369532 



2St x + 7TT- + 121n l 6 ~ x \ + c 27> Jo& x ~ l >< 1 + 2 *) 3/2 + c 29 - i ln |^44l + C 



6- x 



4 \x - 2 



31. in| jc + 3 + y* 2 + 6x | + C 33. y^ - 4x 2 - 3 In 



35. ^(x 2 - x 



6) yU* - x 2 + 4cos- l (^-^j 



3 + V9 - 4jc 2 



2* 



+ C 



+ C 37. - ~ sen 4 jc cos jc - ^ sen 2 jc cos jc - A COSJC + C 



39. / 4 senf + 4t 3 cos t - 12f 2 sen/ - 24/ cos f + 24 sen t + C 41. jc sec" 1 3jc - ^ ln| 3jc + ^9x 2 - 1 | + C 

43. ^-(8* 2 - 4x + 1) + C 45. 4r( 4 l n 3* - D + C 47. lycoshS? - AsenhSy + C 49. ± + JL In | 

32 16 5 25 GO 25 3 



51. ^ - 8ln2 53. ^In2 - |1 



55 15 



Un2 57. iff + 1 V3 59. I - I yl 61. 63. i(* 2 + 3) 



61. 2 In I V* - 1 I + C 71. tan±* + C 



EJERCICIOS 7.6 (pagina 602) 

1. (a) 4.250; (b) 4 3. (a) 0; (b) 5. (a) 0.696; (b) 0.693 7. (a) 0.880; (b) 0.881 9. 0.248 

11. 3.689 13. -0.5 < € T < 15. -0.161 < € T < 0.161 17. -0.007 <: € T <. -0.001 19. 4.000 

21. (a) 0.6932; (b) 0.6931 23. (a) 0.6045; (b) 0.6046 25. 27. -0.0005 <; € s < 29. 0.2375 

31. 1.5690 33. 1.4022 35. 3.090 37. (a) 0.3401; (b) 0.3414 39. 3.8203 41. (a) 15.95; (b) 16.03 

43. 26.6 unidades cuadradas 45. 5.9 millas 47. 8.218 unidades cuadradas 49. 3.06 m/s 51. 56 53. 222 



EJERCICIOS 7.7 (pagina 611) 

1. 1 3. -it 5. In 2 - In 3 - -0.4055 7. 1 9. 1.5 11. 1.5 

25. 2 27. -1 



15. -| 17. 


19. i 


35. lni(e 2 + 1) 


37. f 



21.1 
39. - 



23. | 



29. \ 



43. a 



-Xb = 



13. 2 



31. i* 



33. 



/ln3 



EJERCICIOS 7.8 (pagina 617) 



1.0 3. 

27. e- l » 



M 



7. 1 



9. 



11. 1 



13. 



15. e 3 



29. I 



31. 33. 1 35. (a) +00; (b) 39. 1 



17. 19. e 2 

\ 



41. 



In 3 



47. f{e) = e lle , max. rel.;y = 1 es una asintota 49. 1 51. (a) 0; (b) 0; (c) no 



21. 1 



23. 



25. e 2 



EJERCICIOS 7.9 (pagina 625) 



1. 3 



3. 



1 



5. 



1 



2 hi "5 ~ (In 2) 2 
19. (a) diveigente; (b) 21. (a) 23. n 



7. divergence 9. divergente 11. 



13. 2 15. 1 17. divergente 



31. 6.95 millas/s 33. 



1000 
0.08 + In 2 



25. Iff 27. (a) 0.565; (b) 0.287 29. (a) 0,203; (b) 0.188 



d61ares « $1293.41 39. n > 1 



4l.i;ilnS 
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EJERCICIOS 7. 7 (pagna 63 1) 

1. 2 3.-4 5. }r7t 7. divergente 9. divergente 11. divergente 13. I n 15. divergente 17. 



19. divergente 21. 23. \n 25. divergente 27. n > -1; 



29. n > -1; 



« + 1 ' " (w + l) 3 

EJERCICIOS DE REPASO PAA EL CAPITULO 7 (pagina 634) 



31. si; 6 ^ 



1. ±jc 



128 



sen I6jc + C 3. -2^4 - e x + C 5. (jc + l)tan"' 4~x - <Jx + C 7. Ijc + jsen |jc + C 



9. ln| jc - 1 | - 2(jc - l)" 1 - (jc - l)" 2 + C 11. isen2* - |sen4* + C 13. 3 In 



2 ' 4™* 3' 
r l/3 

+ C 



1 + * 1 ' 3 



15. ±tan3* - I cot 3* + |ln| tan 3jc | + C 17. 2/ + In 



—■ tf - -^ + C 19. jc - tan" 1 jc + I lnl- jJ + C 

(/ + 2) 10 t + 2 2 I jc + ]| 



21. I* - ^sen L2jc - ^sen 3 6jc + C 23. sen" 1 !-^^! + C 25. Ijc 2 senjc 2 + Icosjc 2 + C 
27. ^V /2 <4sen2f + cos2f) + C 29. Itan^Isen 2 *) + C 31. -tan'Vcosjc) + C 



33. 2sen_1 ( £ -y^) + {<* ~ 2) V4f - r 2 + C 35. i In | 



35.iln|jc - l| + Iln|jc + l| - ln|*| + C 37. Isen" 1 ^*?*) + C 



] 
"IT 



39. -^cot^jc - Icot 3 3jc + C 41. A;t 3 sen- l jc + Ux 2 + 2)^1 - jc 2 + C 43. taiT l (cos *) + C 



45. 2 -sec" 1 (2sen30 + C 47. JFt - Vl - 2r sen -1 V2? + C 



49. ± In 
15 



tan j jc - 3 



tan I jc + 3 



— (-cosnjc + |cos 3 «jc - Icos 5 njc) + C si n ^ 
51. 1 « 3 5 53. < 



si n = 



« + l (/i + l) 2 

Iln 2 jc + C 



+ | + C 



+ C si n * -1 



sin = -1 



59. 



V2 61. jV5 - {* 63. | 65. } - jln2 67. V3 - \ ln(2 + V3) 



55. 4 57. I + 2 In | 

69. i In \ - \n 71. 5 73. I + In | 75. | 77. 1 - ^ In 3 79. ±n 81. Iln| 83. ^ 

85. 2.977 87. 2.958 89. (a) 1.624; (b) 1.563 91. 1 93. 1.5 95. -0.5 97. 1 

99. -1 101. 103. 1 105. +oo 107. I 109. +oo 111. e n 113. 115. 1 117. e 119. divergente 

121. I 123. divergente 125. -^r 127. divergente 129. In 131. divergente 133. n > 1; ! — - 

2 In 2 4 q _ n y 

'—^ m a partir de algun extremo 137. 9 V2 - 3V5 + | lnl 3 p ^ I 139. I n unidades cuadradas 



135. iW-^K ,. 



1.2 



141. «(eMn2 + \e z + 



I ) unidades cubicas 143. (a) jc = 300( ^ ^ 1; (b) 35.94 1b 145. |0, -|L\ 

8 \3 ■ 18' - 2 - 17' A \ 15ff/ 

>. 187.21b 151. (a) fdfas a partir de ahora, />(/) - ^-^ — t\ (c) 1193; 

1 + il(ll/29) ,/5 

(d) " 5 ln(n/29) 

EJERCICIOS 8.1 (pagina 646) 



147. (Ijr- 1, I) 149. 187.21b 151. (a) fdfas a partir de ahora, P(t) = 
lnM * 12.37 153. ^ 155. 1 157. $152500 



1. P 4 (x) - - 



.2 r 3 r 4 

+ 



(z - 2)« 



, z entre y jc 



3. P 5 W= I -, + --^ . 4 , 5 ,... 3 _ 6| 



£- ; /f 5 (jc) = ^1 ^ z entre y ^ 



5. P 6 (jc) = 1 



ix) 



sen z 7 4 A 
t jc', z entre Oyjc 



7. P 4 (jc) = jc + Ijc 3 ;/e 4 (.v ^ (cosh z)jc 5 , z entre Oyjc 



9. P 3 (jc) = 1 + Ijc 



-jr 3 ;/? 3 W =t^(1+ zF 5/2 jc 4 ,z entre Oy* 



2(jc - 4) 4 



128z 



5/2 



, z entre 4 y jc 



11. P 3 (jc) = 8 + 3(jjc - 4) + lu - 4) 2 - ^(jc - 4) 3 ;/? 3 (jc) 

.13. P 3 (jc) = I + IV3U- o I( - Iff) 2 - ^V3(jc- Iff) 3 ;^ 3 (jc)- ±senz(x- I ff) 4 , z entre I w y jc 

15. P 5 (x) = jc - 1 - i(jc - 1)- Ux - I) 3 - 1<* - I) 4 + I(jc - 1) 5 ;^ 5 (jc) - -^z" 6 (jc - l) 6 ;zentre 1 y^ 
17. P 3 (jc) = -In 2 - y[3(x - \n) - , - \nf - ±j3(x - I ff) 3 ; ^ 3 (jc) = ~±Qsec 4 z - 2sec 2 zX^ - |ff) 4 ,zentre \n yx 
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19. 2.71828 21. 0.515 23. | error | < ^iLL < 0.000005 25. | error | < 1M1L = 0.0000125 

27. | error | < ^--(0.01 ) 2 = 0.00000017 29. 0.1823 31. ^f,| error | < =^- V2 

35. x « T77^ — r 37. 2(jc - 1) + 5(x - I) 2 + 3(x - I) 3 + (x - l) 4 
2(1 + m) 

39. (a) sonelmismo; (b) 1; (c) sonelmismo 

EJERCICIOS 8.2 (pagina 658) 

1. { - 3. divergente 5. -2 7. 9. 1 11. divergente 13. divergente 15. e l13 17. 1 19. 
21. (a) 0; (b) 4 23. (a) ~; (b) 1 27. creciente 29. decreciente 31. nomonotona 33. nomonotona 



35. decreciente 37. creciente despues de los dos primeros terminos 39. creciente 41, decreciente 43. no acotada 

55. 1(-]r 



57. converge a — 
b 



EJERCICIOS 8.3 (pagina 670) 

h s " = 2^71 ; \ 3 - *• = 37TT ; I s - s » = " ln( " + 1); diver g ente 7 - *. = §(• " p-) | 

9 - i (3,,- 2 2 X3 B + l) ; f ; »• I -J 2 3^ ;0 ^ iln(f^j);divergen te 15. divergente 

17. 2 19. divergente 21. 1 23. — — 25. divergente 27. divergente 29. 3 31. ^ 
in e - \ 3 

63-2+1 i 

33. 77 35. divergente 37. ^ 39. divergente 41. divergente 43. 2 

45. 1 47. 11[ 49. 8 m 51. 84 pie 53. (b) (6 + 1 V3 ) s 55. 24 unidades 
57. (a) 3.8160; (b) 4.4992; (c) 4.9014; (d) 5.1874 59. 12 367 

EJERCICIOS 8.4 (pagina 683) 

1. convergente 3. convergente 5. divergente 7. convergente 9. divergente 11. convergente 13. divergente 
15. convergente 17. divergente 19. convergente 21. divergente 23. convergente 25. divergente 27. convergente 
29. convergente 31. convergente 33. divergente 35. convergente 37. convergente 39. convergente 41. convergente 

100 - 
43. convergente 45. divergente 53. 0.7032 < Y — < 0.7134 

m =5o m 

EJERCICIOS 8.5 (pagina 694) 

1. convergente 3. convergente 5. convergente 7. convergente 9. convergente 11. divergente 13. convergente 

15. \R 4 \ < I 17. \R 4 \ < ± 19. \R 4 \ < JL 21. \R 4 \ < —L- 23. 0.333 25. 0.632 27. 0.113 

d »i is 6 In 6 

29. absolutamente convergente 31. absolutamente convergente 33. absolutamente convergente 35. divergente 

37. absolutamente convergente 39. absolutamente convergente 41. absolutamente convergente 

43. absolutamente convergente 45. absolutamente convergente 47. divergente 49. (b) convergente 

EJERCICIOS 8.6 (pagina 697) 

l ' T6 ' & ' jk ' mi ; s « = 4 n + \ ; \ 3 * convergente; 3 5. divergente 7. convergente; 4 + 2 V3 
9. convergente; 1 11. convergente; j^- 13. convergente 15. divergente 17. convergente 

19. divergente 21. convergente 23. divergente 25. divergente 27." convergente 29. convergente 

31. absolutamente convergente 33. condicionalmente convergente 35. divergente 37. absolutamente convergente 

39. absolutamente convergente 41. |g 43. ( ^ V2 + 3 V3 ) s 
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EJERCICIOS 8.7 (pagina 706) 

1. (b) "£(-2x) n 3. (b) "£(-9x 2 T 5. [-1,1) 7. [-1,1] 9. [-1, 1] 11. (-3,3) 13. (-oo, +oo) 

15. (-5,-1) 17. (-9,9) 19. (0,2] 21. (--L.-U 23. [-1, 1] 25. (-4, 6) 27. [4,6) 29. [-1, 13 
31. (-e,e) 35. +oo V e e / 



EJERCICIOS 8.8 (pagina 716) 



1. (a) * = U-l, 1]; (b)£^— ,*=1; (c) [-1, 1) 3.<a) * = 1, [-1, 1); (b)£^/"'^= t; (c) (-1, 1) 

11 = 1 " 71*1 

5. (a)/? = +oo, (-oo, +oo); (b) Y (-l)"' 1 -JLl— R = oo; (c) (-oo,+oo) 7. (a) R = I, (0, f); 

^ (2w - 2)! 3 3 

(b) 5>(" + t)(3* - l)",* = i; (c) (0, |) 9. (a) * = 3, [-2, 4); (b) ^''f ,* = 3; (c) (-2,4) 

n = l n = l ■* 

. tr +r +r r 2n+] +~ r 2n +~ r 2n+i 

J X^„/-„ i\„n-2 ii X 1 • i\n/„ , i\„n i e X^ -* it /-~\ X^ •* /u\ X^ A 



11. 1 5>(n - I)*"" 2 13. X(-l)"(n + 1)*" 15. X * x 9M 17. (a) X^; < b ) X ^"T" 19.0.60653 



21 - (a) 1(2^)1 ; (b) l(S ^l,^*-* 08 ^S^*- 2 33 - 1 - 718 35 -°- 693 
37. (b) y^r-rr;* = + °° 39 - 1-318 41. 0.485 43. 0.0413 45. 0.450 47. 0.2450 49. 0.24 

±™ n + 2 + °° r n 

51 . (a) J <-!)' V 55. I ij. 

n=0 n=0 

EJERCICIOS 8.9 (pagina 726) 

1# £„ <2»)! „fo(2«)! 5 - .44(21. + 1)! ? ' „f «.! * £ 

li. 2 + 2 y '(-2)(-5)-.-(4-W ( ,. 8r .^ 8 

„.i 24" fl! 

13. I - IV3C- i*)- IU- H 2+ n^<*- K + i<«- ^) 4 ----;« = + «» n.^I ( " 1) ' ( "y 

17. ;c + |;c 3 + ^x 5 19. 1 + ;c 2 + |^ 4 21. i* 2 + i* 4 + i* 6 23. 0.5299 25. 1.97435 

27.-0.2231 29.2.7182818 31.0.0415 33.0.0048 35. (a) V ^P"* *," ; (b) 0.2398 

„ = i 2n(2n)! 

37. a 4 = 3;a 3 = -5;a 2 = 2;a] = -l;ao = 6 

EJERCICIOS 8. 1 (pagina 733) 

1.1.0986 3.0.3365 5. In a + V ^ -1) " {x ~ a) " 7. In 2 + V (-1)"" 1 



-i "2" 

+ ~' "" 1 ■ 3 5 ■ . . . • (2n - l)x" 



9 . i + ^ + y (-')" + '''-3-----(2n-3 ) ;c „ ;j;=1 n l + ly (-D" ...... ^,.-.,~ ;j? = 4 

2 A 2"n! 2 2 ( £, 8"«! 

13. 1 + I 2 - 5 - 8 -- n "-' 3 "- 4 V ";i;=i is.UIy^)"'- 3 - 5 --' 2 "-^ 4 ";^^ 

17. * 2 + y(-')"'l'3-5-...-(2n-l),"^ = , 
... 2'nl ' 

19. (a)l+7i ! + y (-1)" + ■ 3 ■ 7 • 11 • . . . • (4n - 5) ^,,. (b) 0510 n Q3349 ^ 2027 , ^ 049?0 
4 ^^. 4" nl 
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27. (b)I H) 2 x ;* = 
33. 0.2424 35. -0.1494 



1 29. 0.3090 31. * + £ H) B -l-3-5-... -(2i,-l)^ 
t\ 2" rt !(2« ^ 1) 



;* = l 



EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 8 (pagina 736) 



1. P 5 (x) = x^ 



-;* 5 <*) 



2 5 cos2z 6 



6! 



jt°, z entre y x 



3- W = | " £<* " 9) 2 - j^(x - 9) 3 + ^(x - 9f;R A (x) - -||*- II/2 (* - 9) 5 , * entre 9 y * 



5. P 6 (x) = x + x 2 + 



2! 3! 4! 5! 



;* 6 (jt) = {Z + 7 / )e jc 7 ,z entre Oyjc 7.0.0873 9.^ 11. 1, | , | , 2; 3 



13. 0, § , | , j| ; 1 15. I, 3, I, 3; no tiene limite 17. 4, ^ , $j$. , ^^ ; e 2 19. 21. -2 25. [-1,1) 
27. [-3,3] 29. x = 3 31. (-7,5) 33. (-1,3] 35. (-1,1) 37. (a) R = 1, [-1, 1]; (b) ^(-l)"* 2 "" 1 , tf = 1; 



(c) (-1J) 39. (a) R = +oo, (-oo, +oo); (b) £ 



v n-) 



Si («o 2 

43. 0.161 45. 0.493 47. (d) 0.261 49. 0.0124 51. 1.2840 53. 0.1947 



n=\ 

"* /? = +oo;(c) (-oo, +oo) 41. V ; I ;A - 4 

7 n r 2 4n+4 (2n + 1) 



, B + i 1 - 3 ■ 5 > . . . • (2w - 3)* n . 



55. 0.9986 57. 1.6094 59. 3.1416 61. 0.5773 63. 1 + J + Y (-1)" 

2 „f 2 V 2"n! 



;(-U) 



«. + f^F-.(— » ^-'^-r «-i^ 



71. 73. 1 + X 



— (-!)" 2 2n - [ x 2 " 



(2n)\ 



EJERCICIOS 9.1 (pagina 746) 



1. x 2 + y 2 = 16 



3. jc 2 + y 2 = 16, x > 



5. (jc/4) 2 + (^/25) 2 = 1 







t 


^ 














8 
















6 












i 1 


! 1 i 


f 2 

fiii 






i i 


i 


Jt 


-8 


~6 -A 


i -2 

V ~ 2 

-6 
-8 


f 


2 J 


I 6 


8 





* 


1* 




8 






6 






4 






2 
i i i i i i i > i 


I F I 


I i I I I ^ 


-8 -6 -4 -2 

-2 


' 2 } 


6 8 


-4 






-6 


- 




-8 







10 

i i i i i 




-20 -10 

-10 

A 


10 20 

1 



7. (jt/4) 2 + {yj9f = 1,jc > 



9. Jt + 2>> = 11 



11. ±r ± 



2- 

ii i u i i i i i i i i i i > 

-8-6-4-2 _ 2 <. 6 8 




13. 



1 + liu , (2 + Q - (1 + In Q(2 + At + r 2 ) , 
*e'(2+0' fV(2 + f) 3 



* m b b 'X 

15, — cot r; — =- cs<r * 
a a 2 
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17. (a) tangente horizontal: y = 1; 19. (a) no posee tangentes horizontales; 21. (a) tangente horizontal: y — 0, y = 2 2 ' 3 ; 
tangente vertical: jc = -1; tangente vertical: x = 0; tangente vertical: jc = 0, x = 2 2 ' 3 ; 

(b) concava hacia abajo para toda t (b) concava hacia aniba: / < -1, -1 < / < 2 -1 ' 3 

c6ncava hacia abajo: / > 2* 1 ' 3 



(b) concava hacia arriba: t > 
concava hacia abajo: / < -z 






\ y 






^\ 8 








N. 6 








\ 4 








-8-6-4 -2 
-2 




2 


4 6 8 


-4 


- 






-6 








-8 











»y 






s it 


2 
\. 1 


/ 




j: 




-2 ~\ I 

-1'vv 


1 2 






-2 


- 


\ 





23. x 3 + v 3 = 3*y 25. 5V3jc + 2y = 20 27. 4^ = 0; ^~r = " t~ : ^ = 2 9. 3 tw 2 unidades cuadradas 
31. (b) es la linea continua, (c) esti punteada 33. (a) 3 cuspides; (b) 6 cuspides 35. (b) es la linea continua, (c) esta" punteada 



*y 

8 : 

6 : 

— --^ ^4. - ^*~ — 

-V-V-V-V -7 2' i '6 ! s' * 
-2-- 

-4- 
-6- 
-8- 







-12* 


L y 


X 




/ 


V4 




\ 


t Jl' 


1 t t 


i 1 1 1 i 


^i> 




-12"^ 


7 8 


-4 1 




*%~ 8^ '12 






-12 


:- 


t 




EJERCICIOS 9.2 (pagina751) 

1. 1 + 1 V21n(l + V2) 3.2V10 + V2ln(2 + V5) 5. ^[(40) 3/2 - (13) 3/2 ] 7. 120 9. V2(<? - 1) 
11. ln(l + V2) 13. 8tt 15. 39.19 17. 3.966 19. 8.462 21. 55.31 23. 6a 25. a[ln(cosh 2) - ln(cosh 1)] 



EJERCICIOS 9.3 (pagina 764) 

5. (a) (-3,0); (b) (-1,-1); <c) (2,-2 V3);(d)(^ V3 ,-£) 

7. (a) ( V2, J a); (b) (2, f a); (c) (2 v2 , \ k)\ (d) (5, it) 9. (a) (* 2 + y 2 ) 2 = 4*y; (b) (* 2 + y 2 f - * 2 

11. (a) x = -1; (b) 4* 2 - 5v 2 - 36 v - 36 = 

13. (a) recta que pasa por el polo con pendiente V3 ; (b) circunferencia con centra en el polo y radio ~ k 

15. (a) recta que pasa por el polo con pendiente tan" ! 2; (b) circunferencia con centra en el polo y radio 2 

17. (a) Recta paralela al eje | n y a 4 unidades a la derecha de el; (b) Circunferencia tangente al eje ~ K, con centro en el eje 

polar y radio 2 
19. (a) Recta paralela al eje polar y a 4 unidades debajo de el; (b) Circunferencia tangente al eje polar, con centro en la pro- 

longaci6n del eje £ ny radio 2 
21. Cardioide; simetrica con respecto 23. Cardioide; simetrica con respecto 25. Caracol con un lazo; simetrico 

al eje polar; apunta hacia la al eje | n\ apunta hacia arriba. con respecto al eje ~ n\ 

izquierda. apunta hacia abajo. 




8 
6 

(2 

II 1 1 1 1 1 \M 


1 MM II M- 




Z~$ 4 6 8' 
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27. Caracol con hendidura; 
simetrico con respecto al 
eje polar; apunta hacia la izquierda apunta hacia arriba 



29. Caracol convexo; simetrico 
con respecto al eje ^ K 



31. rosa de 3 hojas 















8 












6 












■4 












f^ 2 

1 1 M M ill 




i 


l 


l 


1 ' > 




-J 


2 


4 


6 


8 




: 











8 

( 2 
i t i i i \i i i i 


"t i i J i i i i i 




- 1^4. fi 8 







33. rosa de 8 hojas 



35. rosa de 4 hojas 



4 

3 






?v*C 2 3 4 



4- 

3- ^ -v 

- — d^ i i 1 — » 

irnr^ri 4^ 



4- 
3- 

2- 



37. espiral logantmica, algunos de sus puntos (r, 9) se muestran en la tabla siguiente: 



r 


i 


e** 2 ~ 5 


e n « 23 


e 3 *' 2 = 111 


<? 2 * « 535 


,5*/2 = 2576 


e 3 * - 12 392 


e 





\n 


7T 


!* 


2;r 


!« 


' 3* 















20 










15 


- 






^r^"^ i 


10 

! 


^ 1 


l 


1 1 y 


y 




5 


10 


15 20 



39. espiral reciproca, algunos de sus puntos (r, 9) se muestran en la tabla siguiente: 



r 


*■ = 1.9 

K 


- « 0.95 

K 


- * 0.63 


- - 0.32 

K 


J- « 0.16 
2n 


J- « 0.12 
3;r 


-5- - 0.08 
An 


4~ = 0.05 
dn 


e 


\' 


\* 


i, 


K 


2n 


3* 


An 


67c' 



I^J 1 * 



41. 



I I M l I I I 



& 



~£2 



I I I I i I I , 



2 4 6 



43, 



8: 
6- 

% 7\ I I I I I I I 1 > 
7 f\2 4 6 8 



45. 



8 : 
6: | 

4: / 
2-/ 

7 1MI I I I I, 
£\2 4 6 8 
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47. 



I 1 I I 



J_L 



i i i i i i 



6 8 



49* rosa de 4 hojas 



51. 



4- 
3- 
2- 

^ C? i i i t * 

2s5l 2 3 4 




53. rectas tangentes hohzontales en (7, ^ n\ (1, ^ 7r), (2, 3.87); rectas tangentes verticales en (5.34, 0.46), (5.34, 2.68) 

55* rectas tangentes horizontales en (4.73, t.95), (4.73, 4.34); rectas tangentes verticales en (2, 0), (6, n) 

57. rectas tangentes horizontales en (-1, j7t), (-1, §*),(§, 0.42), ( j, 2,72), (|, 5.86); rectas tangentes verticales en (0, 1), 

(1, *),(-§, 1.99), (-§, 4.29), (-§, 5.13) 
59. rectas tangentes horizontales en (0, 0). ( $T2 , ~ n)> (- Vl2 , \ n)\ rectas tangentes verticales en (0, ~7t), ( V2 , £ n), (- V2 , t 7r) 



61. (1.5, 2.60); (1.5, -2.60) 63. (0,0); (1.73, 1), (-1.73, 1) 



65. (3, \n)AX-\n) 



67. el polo; (2, ^ >r); (2, - § tt) 



EJERCICIOS 9.4 (pagina 773) 

1. 5* 3. 2>ra 5. 32 7. 12 



11. 6* 13. 19.38 



15. 2.505 



17. 4.455 



9. IV5(, 8 - 1) 
19.26.22 21. ^ /r unidades cuadradas 23. An unidades cuadradas 25. 4 unidades cuadradas 27. -^ tt 3 unidades cuadradas 



■ ■ . 



n. 



29. -zit unidades cuadradas 31. {-rit - ysen 



«-U 



3 v 2 ) unidades cuadradas 



33. (^k- 



T V3 ) unidades cuadradas 



35. ( 5 ;r - 9) unidades cuadradas 



37. (18 - £ ?r) unidades cuadradas 



39. \(n + 1) unidades cuadradas 



41. (a) (l.±^a);(-l,±|j|);<b)(|jr- 2 V3 ) unidades cuadradas 43. (a) (2, ± ^ jr); (2, ± | tt); (-2, ± ^ jt); (-2, dr | tt); 
(b) ( 3 ;r + 4 v'3 ) unidades cuadradas 45. 4 unidades cuadradas 47. 8/r\r unidades cuadradas 49. ■= ira 2 unidades cuadradas 



EJERCICIOS 9.5 (pagina 781) 



1. (a) e = 1V5; 
focos: (±V5,0); 



directrices: * 
(b) 



±?V5 




<a)e = f; 
focos: (±5, 0); 
directrices: x = 
(b) 







f^ 






8 








6 






p\__ 


4 




A P] 




2 






I 1 1 ! Vl \ 1 


, 


* , 


I \ x 


-8-6-4/-: 


1 




l+TeT* 


/» /^ 










-4 








-6 








-8 


- 





3. (a)e = 1V2I; 

focos: (0,±V2l); 
directrices: y =s ± — V2l; 



(b) 




- 


M' 










6 












-^ 


i'< 






1 


/ 


1 


, , J 


-6 


-3 




1 * 


6 ' 




^1 


1-3 


7 J 


"3 








-6 









5. (B)e = IV29; 
focos: (±V29,0); 
directrices: x = ± 
(b) 



|V29; 




9. (a) pardbola; (b) hiperbola; 
11. (a) 1; (b) parabola; 
(c) r cos = -2; 
(d) 




(c) elipse; (d) circunferencia 
13. (a) i; (b) elipse; 
(c) r sen = 5; 
(d) 
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15. (a) | ; (b) elipse; 
(c)rcos = -3; 
(d) 




21. (a) | ; (b) hiperbola; 

(c)rcos0 = 2; 
(d) 



17. (a) f ; (b) hiperbola; 
(c) r sen 9 = - f ; 
(d) 





19. (a) | ;(b) elipse; 
(c) r sen 9 = -5; 
(d) 




36 



3 + 4 cos 
5 
3 



27. r * 



2 - cos 



cos ' 



(b) rcos 9 

(b) 20 000 000millas 



31. y V3 ff unidades cuadradas 
39. 4600millas 



EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 9 (pagina 783) 



1. (a) 




\ 8 
2 


_? 


* 


-8 -6 


-4 


% 

_4 
-6 
-8 


: 


\4 6 8 



3. (a) 


• y 




8 


- 




6 


- 




*^\ 4 


- 




^\ 2 

1 1 1 I I Nj 1 1 




/^ * 


-8-6-4^2 




'468 


-6 






-8 


- 





5. 



d* 6/ ' dx 2 



108/ 3 



7. ■ jr = \2\y = 16;y = -16 

9. (a) (2, ^fl) f (-2, |/r); (b) (-3, - 1 /r), (3, iff) 



13. (a) (4V2, f/r); 



(b) (2, | «), 



(c) (6, \it) (d) (4, \n) 
+ 2*y 



11. (a) (0,1); (b)(l,-V3); (c) (-2^/2,-2 V2),(-§V3,- 
15. r 2 (4cos 2 0- 9 sen 2 ©) 



) 



36 



17. r = 9 cos - 8 sen 19. *y = 2 21. x« + 2jt V + ? 4 - y 2 = 

23. (a) recta que pasa por el polo con pendiente 1 ; (b) circunferencia con centra en el polo y radio 4 

25. (a) recta perpendicular al eje polar que pasa por el punto (3, 0); (b) circunferencia con centra en ( | , 0) y tangente al eje ^ n en el polo 

27. caracoJ con una hendidura; sim&rica 29. cardioide, sim^trica con respecto al 31. caracol con un lazo; sim&rica con 

con respecto al eje polar; eje polar; apunta hacia la izquierda respecto al eje j n ; apunta hacia abajo 

apunta hacia la derecha 




4" 

■e 



i i i i i, i 



2 4 6 8 



4 
3 
2 

I 
i > f 1 i-'ni 


•»—L til. 


(\ 


n 


\2 3 4 " 
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33. rosa de 4 hojas 



35. 



37. lemniscata 



a 

4- 
3- 

2 " /^ ""J 

--^ <^t — > — ' — » 

,rr^~3 4 



39. (a) 



3- 

g^*-^ — i — i — 1> 

--^^1 2 3 4 



1.0 - 


*o 


, yi.o 



(b) 



1.0- . 




O" 




41. | V37 + iln(6 + v37) 43. 32 45. (a) (16* - 24 V3) unidades cuadradas; (b) (32* + 24 V3) unidades cuadradas 



47. a 2 ( ^ * + ^ V3 ) unidades cuadradas 



49. 



4k 



unidades cuadradas 



51. r 2 - 2r Q rcos(0 - $ Q ) + r 2 



53. (a) e = \\ (b) elipse; (c) rsenfl = -2 55. (a) e = |; (b) hiperbola; (c) 3rcos0 = 4 



57. r - 



1 - 3£OS0 



59. r 



1 - sen 6 



61. 38.014 63. 26.73 65. (a) 28.6 millones de millas (b) 43.4 millones de millas 



EJERCICIOS 10.1 (pagina 797) 

1. (b) 5 3. (b) I Vl + 4e 2 5. (a) \n\ (b) *; (c) tan" 1 0.4 « 0.38 7. (2,-3) 9. <5, 6> 

11. (-4,3) 13.(12,-5) 15. (a) (-1,9); (b){l,-5) 17. (a) <-9, -4); (b) <4,-e> 

19. (a) (6, 1>; (b) V74; (c) Vl06l 21. (a) lOi + I5j; (b) -24i + 6j; (c) 6i + 2j; (d) 2Vl0 

23. (a) vT3 + vT7; (b) -14i + 21 j; (c)7VB; (d) 5 Vl3 - 6vT7 25. (a) -281 + 6j; (b) 2^205 

27. -j^i + ~\; 29. (a)5(fi - fj), \\ - fj; (b) 2V2(cosi»i + sen^j), 1^21 + i V2 j 

31. (a) 8(cos|?ri + sen|*j),-^i + \ V3 j; (b) 16(cos *i + sen*j),-i 33. fc = 2,k = 3 

37. (a) 1351b; (b) 17° 39. 29.0° 41. (a) 364.1°; (b) 243millas/h 43. (a) 28.1°; (b) 1 .7 millas/h; (c) 0.53millas 

51. (a) (1,-2); (b) (1,-2) 



EJERCICIOS 10.2 (pagina 809) 

1. (b) (7, 2, 0), (0, 0, 3), (0, 2, 0), (0, 2, 3), (7, 0, 3), (7, 0, 0); (c) V62 

3. (b) (2, 1, 2), (-L, 3, 2), (-1, 1, 5), (2,3, 2), (-1, 3, 5), (2, 1, 5); (c) V22 

5. (b) (3, -1,0), (3, 3,0), (1,3,0), (1,3, 5), (1,-1, 5), (3, -1,5); (c)3V5 

9. (a) ^; (b)(f,-l,2) 11. (a) 7^2; (b) (-1, §,-i) 13. (±4 V6,4, 2) 

17. (a) \AB\ = 9V2; lACl = 2v62; [Be] ~~ 



7. (a) 3; (b) (2, 5, § ) 



62 ; (b) punto medio de AB\ ( j , 1 , | ); punto medio de AC: (-1 , 2, 5); 



' 2' *' 2> 

punto medio de BC: (- 1 , 8, n -) 21. esfera con centro en (4, -2, -1) y r = 5 23. el punto (0, 0, 3) 
25. el conjunto vacio 27. x 2 + (y - l) 2 + (z + 4) 2 = 9 29. (a) (21,-13,-2); (b) (-25,-26,5); 

(c) 7V59 - 5V41; (d) VT326 31. (a) (-19,-16,-1); (b) (-6 V91 ,-8 V91.-2 V9l) 33. a = 0, b = 
4 3.8 „„ 6 1 7 , A ,13 



35. -^;^;^ 37.--^;-^=;--^= 39.(^,0,-?) 41. (?,i,- 
V89 V89 V89 V86 V86 V86 3 3 3 3 



-p=;--t^= 39. (^,0,- 
V86 V86 3 

43. ( a )7(-fi + ^ |k); WV i4(-^l + ^=J-^k) 



6) 



«.w<i-M>;0.)t-^.^ 
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EJERCICIOS 10.3 (pagina 819) 

1. (a) 10; (b) -1 3. (a)-|; (b) 9 15. (a) 0; (b) para ningun valor de Jt 17. (a) --?^; (b) ^^ i + y| j 

v85 J / i ' 

19. § V50 21. (a) -44; (b) -468; (c) -31; (d) (-84, 198, 124) 23. (a) -i V5; (b) -3; (c) (2, 1,-2) 

2& (a)-£V6; <b) <-ff f -f^) 27. -i V4422 31. 2 V3 urudades cuadradas 33. (^ VT7, ± VT7>;(- 1 VT7, - A ^17) 

35. -^ Vl9 37. (a) 24 pie-lb; (b) 24 V3 pie-lb 39. (18 - 9 V3) pie-lb 41. 25 pie -lb 43. f V6 pie-lb 45. f 

si-E^ffle; b 2 .e-§i§b 
EJERCICIOS 10.4 (pagina 832) 

1. x + ly - 3z + 1 = 3. y - z + 3 = 5. jc - 3y - A z - 3 = 7. 3jc + 2y + 6z = 23 

9. <1 _1 2 v./ 2 I _2v u ,_4 2 _]2v./_A -A 12 \ 13 /JL Q _2_\ / ^L -— \ 

< 3 , 3 '3>'<3'3» 3> U *<13>13' ]3>»<13' 13' 13> "" \Vl3 ' ' VH/ 1 \ VH ' ' VW 

15. 5jc - 3y + 7z + 14 = 17. 2jc - y - z + 1 = 19. 4y - 3z - 1 = y z = 1 

21. 67.6° 23. 69.2° 25. || V6 27. | 29. jc = 1 + 4*,y = 2 - 3f,z = 1;^~ = l ^>z = 1 

31. jc = '13f,y = -12/, z = -St; ~ = ^ = ~ 33. jc = 2* - 2,? = -16r;z = 13* + 3; *-^ - ^- - ^^ 



13 -12 -8 " ^ ' 2 -16 13 

35. , = 4 + ,,y = -5 + 3,,z = 20 - 6r;^ = 1^1 = ^™ 37 . f^ = Z , i_l 

41. 8jc - y - 66 = 0; 13jc - 5z - 102 = 0; 13y - 40z + 42 = 

43. 4jc + y + 3 = 0; 3jc - z + 4 = 0; 3y + Az - 7 = 45. A ^6 47. 4jc + ly - 3z + 7 = 

49. Ax + 2y - 3z + 5 = 51.(| ,-£, -|) 53. ^^ - ^^ = ^^ 55. | V70 61. jc = jc ,y = y 

EJERCICIOS 10.5 (pagina 844) 

1. <7, 13,-11) 3.-490 11.(9,-1,-23) 15. | V2 17. V89 unidades cuadradas 19. 9 V29 unidades cuadradas 

3 1 1 

21. 5jc - ly + lz = 23. jc + 2y + z - 2 = 25. ±-~(i + j - k) 27. ±^(i + 2j + k) 

29. 20 unidades cdbicas 31. -^L 33. 187.9 pulg-lb 
3V78 F & 

EJERCICIOS 10.6 (pagina 857) 

13. jc 2 + z 2 = 4y 15. jc 2 + 4y 2 + Az 2 = 16 17. y 2 = 9jc 2 + 9z 2 19. y 2 + z 2 = sen 2 jc 21. jc 2 + z 2 = 16; 

ejejcoejey;oJc 2 + z 2 = 16, ejejcoeje z; o> 2 + z 2 = 16, eje y o eje z 23. jc 2 - z 2 = 4, ejez;oy 2 -z 2 = A, ejez 
25. jc 2 = | y | , eje y; o z 2 = | y | , eje y 27. y 2 = 9jc 2 , eje y; o y 2 = 9z 2 , eje y 29. (i) (d): paraboloide eliptico 

(li) (e): elipsoide; (III) (b): paraboloide hiperbdlico; (iv) (f): hiperboloide de 2 hojas; (v) (a): hiperboloide de 1 hoja; 

(vi) (c): cono eliptico 31. elipsoide 33. hiperboloide de 1 hoja 35. cono eliptico 37. paraboloide eliptico 

39. paraboloide hiperbdlico 41. hiperboloide eliptico de 2 hojas 43. (a) 1 < | k \ < V2 ; (b) | k \ < 1 

45. v^rtice; (1,-1,0); foco ( 1 , 0, 0) 49. 8 jt unidades cubicas 51. ^— — n unidades cubicas 

•* 2c 

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 10 (pagina 86 1) 

1. -251 + 63j 3. V4594 5. 15V2 - 14VT3 7. 92 9. -2= i - -;L= j 11. h = - j; Jt = I 
J VT06 vT06 J 2 2 

13. -^V2 15. -gi - ^j 17. -|| VI3 19. jt(80 ± 58^3) 21. i + 26j - 16k, 23. -3 25. 7 VT270 

27. - 3 V2l 29. i (i + 2j - 2k) 31. (60, -40, 80) 33. 16 35. 295 37. Un punto del eje jc en R, una recta 
paralela al eje y en /? 2 , un piano paralelo al piano yz en /? 3 . 39. El eje jl 41. La circunferencia del piano jcz con 
centro en el origen y radio 2. 43. El piano perpendicular al piano xy que lo intersecta en la recta y = jc. 45. El parabo- 
loide de revolution generado al girar y 2 - 9z alrededor del eje z. 47. El cono circular recto generado al girar y = jc 
alrededor del eje jc. 
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49. 


(a) 


104.4 lb 


(b) 


35.5° 


51. 127.28 


pie-lb 


53. 


(-3, ^ 


l67,l),(-3 f - 


VT67. 1) 






55. 


(x 


f 2) 2 + 


(y + 


D 2 + u 


- 3) 2 = 17 


57. 


e 2 = 


* 4 ' 


x 2 = 


* 4 >; el 


eje y 59. 


3 




61. 


(a) 


cos a = 


7 
V78 


, COS /? = 


5 

. — __ cos 

V78 


7= ~ 


2 
V78' 


(b) - 


7 
—== l 
V78 


5_ 

V78 


j "vw k 






63. 


(a) 


--•n/3- 

5 ^ * 


(b)- 


25 ' + 25 J 5 K 


65. jc 


- 6j 


- lOz 


+ 23 


= 


67. "42 


69. 3 71. 


3 V ^ 


73. 


X 

4 


y 

-3 


z 
- J,, 


= 4/,>> 


- -lUz = 


I 77.** 


unidades cuadradas 


79. 24 unidades cubicas 





EJERCICIOS 11.1 (pagina 870) 

1. (-»,0) U (0,4] 3. (-1, 1] 5. [-2,0) U (0,*) U (ff,4] 7. (-4,-*) U (-tt,0) U (0,*) U (a; 4] 

9. (a) 2/i + / 2 j + 2/k; (b) 2i + (/ 2 - 2)j - 2k; (c) 3/ 2 - 3; (d) (/ 3 + t 2 - 2/)i - 4/j + (2/ - / 3 + / 2 )k 

11. (a) (cos/ + sen/)i + (cos/ - sen /)j; (b) (cos/ - sen/)i 
(c) -r 2 ; (d) /(sen / - cos /)i + /(sen / + cos /)j + k 

13. (a) (/ 2 - l)i + (/ 3 - t 2 



/ + l)j + (/ 2 - 2/ + l)k; (b) (/ 2 



(c) (2 + /)i + (H + 2r)j + fk; (d) t\ + j + (/ + 2)k 



15. (a) sen/ cos /i 

(d) t\ + vl - i l j - sen" 
17. 4j + 2k 19. j + k 



sen 2 /j + / sen /k; (b) sen 2 /i + sen / cos /j 
fk 



(cos/ + sen/)j + 2/k; 

- 2/ + 1)1 + (/ - l)j + (/ 2 - l)k; 
/sen/k; (c) Vl - t 2 i - /j + sen" 1 /k; 



21. -i - Iffj + TTk 23. *(i + j + k) 25. (1,2) U (2,+oo) 



27. Todos los numeros reales distintos de (k + ^)n, donde k es cualquier entero 



31. 



> 


• y 






6 


- 






4 








2 


^ , , 


i i i i i 


' '? 


-2 




-4^6 8 


10 


-2 








-4 








-6 









33. 



\i 


■J 

f 


\ J 


- 6 


vy 4 




2 


X 


-8 -6 -4 -2 

-2 


-246 







37. 




39. 





43. (a) (0, 8, 0); (b) (4, 8, 4); (c) (0, 0, 8) 
45. (a) (0,0,10); (b) (-10,0,0) (c) (10,0,0) 



EJERCICIOS 11.2 (pagina 880) 



1. R'(/) = i - r 2 j;R"(/) 



5. R = 2* 2 'i + r'j + 2/k;R"(/) = 4e 2 'i 
I . , 1 . 1 



3 j 3. R'(/) = (2/ + l)" 2 i + 2r 2 j;R"(/) = -4(/ + l)" 3 i 



4/" 3 j 



7. R'(0 



1 +t z 



i + 



vr 



j- 



vr 



- /"'j + 2k 

k;R"(/) = 



2/ 



J " 



(1 + / 2 ) 2 ( l-r 2 )3/2 (, _ ,2)3/2 



9. R'(/) = 10cos2/i - 4sec4/tan4/j - 8 sen 2/k; R"(/) = -20sen2/i + (16 sec 4/ - 32sec 3 4/)j - 16 cos 2/k 



11. (2/ - 3)(2/ 2 - 6/ + 5)" 



■1/2 



13. 



12* D 



33. In | sec r | i — In | / [ j + C 



Vl + 4e 6t 

35. (/lnf-/)i + i/ 3 j + C 37. \e 3t \- |<?~ 3, j + (|<? 3 '- \te 3t )k + C 39. ln| sec-/|i + In] sec / + tan /| 
41. (|/ 3 - 7)i + (ln|/ - 2| - 5)j 43. I je'(sen/ - cost) + |]i + (sen/ - l)j + (2 - e')k 45. x 2 
47. 49. V2l + | + |ln(4 + V21) 51. 13 53. 9.571 55. 3.096 



j + ln|/|k + C 
+ y 2 = 1;0 
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EJERCICIOS 7 1.3 (pagina 888) 



1. T(r) = -senfi + cos t j; T( I tt) = -i; N(f) = -cosfl - senrj;N(i^) = -j 
3. T(r) = cosfi + senfj;T(i^) = j; N(f) = -senfi + cos t j; N( \n) = -i 

5. T(f) = £f^i + _* j ; T<2) = |i + fj;N(f) = -^ i + 1^ j ; N(2) = U - |j 
r + 1 r + 1 5 5 t 2 + 1 r + 1 5 5 

7. T(0 = sen/i + cosfj;N(f) = cos ti - sent} 9. T(f) = f + * ■ N(f) = ~' J + 

VI + f 2 VI + t 2 

11. T(Iff) = i;N(i«) = -j;B(±7T) = -k 13. T(l) - IV2(j + k);N(l) = ± V2(-J + k);B(l) - k 

15. T(0 = -cosfi + sen/j;N(0 = senfi + cos f j; B(f) = -k 17. osculador: z = 2; rectificador: y = ~n; normal: x = 1 

19. osculador: x = I; rectificador: -(y - i) + (z - ~) = 0; normal: (y - |) + (z - i) - 

21. osculador: z = 2; rectificador: (jc - i V2) -f (y - \ V2) = 0; normal: -(jt - ± V2) + (>> - i V2) = 

23. T(i^) = 1 V5(-2i + k); N( i 7T) = -j; B(±;r) = 1 V5(i + 2k); osculador: x + 2 Z - 4 = 0; rectificador: >> = 1; 

normal: 2x - z + 2 = 
25. 1 V273 27. Iff 29. j = ^[(4 + 9f) 3/2 - 8] 
31. R(j) = (senV2^ - V2lcosV2s)i + (cosV^s + V2ssenV2s)j + 2k 
33. R(j) = i + I [(3 j + 1) 2/3 - l]j + U(3s + 1) 2/3 - 1] 3/2 k 35. R(j) = (1 - ^j) 3/2 i + ( |^) 3/2 j + 2k 



EJERCICIOS 7 7.4 (pagina 896J 

l.^l;p = 3 3* = l;p = l 5. K= £ ; p , f 7.^ 9. ^-L^ 15.2 
17. tf(f) = ' TTTr;^ ) = V2;p(0) = i V2 19. K = I ; p = 2 21. tf = \ V2;p - 2v^ 

(l + 6f 2 + f 4 ) 3 ' 2 2 2 3/2 

23. * = AV7;p = 141 25. K = ^Vl7;p = £ Vl7 27. (2 "' > 29. ^(16* 2 + 81, 2 ) 3 ' 2 

31. 2( * + ^ 33. 4 I a sen ^ r | 35. (-±ln 2, 1 V2) 37. (-3,-1) 41. A: = 2; p = I ; (0, - I) 

43. (3* + 2p, - ^y) 45. ( a2 ~ bl cos 3 /, ^ ~ fl2 sen 3 f) 47. C = ( |, §), p = ^ 49. (jc + 2) 2 + (y - 3) 2 



51. K= §V7;p = ^V7 53./:= ~^;P= 16|«l 59.^ 



EJERCICIOS 7 7.5 (pagina 907J 



1. (a) V(0 = 2fi + j;A(f) = 2i; ||V(r)|| = V4f 2 + 1; ||A(r)|| = 2; (b) V(3) - 61 + j; A(3) = 2i 
3. (a) V(r) = -10sen2fi + 6cos2fj; A(f) = -20 cos 2 M - 12sen2fj; || V(f) || = 2^25 sen 2 It + 9 cos 2 It 
||A(f)|j = 4^25 cos 2 f + 9sen 2 2f ; (b) V(\n) - -101; A(Iff) = -12j 



5. (a) V(0 - e'i + 2e 2f j;A(f) = e l + 4e 2t y, ||V(f)|| = e^\ + 4e 2t ; ||A(f)|| = e* 'Vl + l&e 2t ; 

(b) V(ln2) = 2i + 8j;A(ln2) = 2i + 16j 
7. (a) V(0 = i + tanfj;A(f) - sec 2 fj; ||V(f)|| = | sec r | ; ||A(r)|| = sec 2 f; (b) V( \n) = i + j;A(|a) = 2j 

9. (a) V(f) = {It + 3)i - 6/j; A(f) = 2i - 6j; || V(f) || = V40f 2 + 12f + 9; || A(f) || - 2 Vfi) ; (b) V( I) = 4i - 3j; 

A(i) = 2I-6j ll.V(iff)=-2i + k;A(lff) = -2j; ||V(Iff)|| = V5 13. V(2) = i + 2j + 2k; A(2) = 2j; ||V(2)|| =3 

15. V(0) = i + j + k;A(0) = 2j + k; ||V(0)|| - V3 17. (4 - ^L)! + (if 2 + / + 2)j 

19. (*-' + 3r - l)i + {\e^ + |r + ^)j 21. (f + l)i + (f + 2)j - I6f 2 k 23. (f 3 + 2f)i + (f 4 + 3r)j + (\t 2 + 4)k 

25. V(f) = 2i + 2fJ;A(r) = 2j; T(f) = JL^ i + -p= J;N(f) = ^i- i + / -i— j; || V(r) || ='2VT77 2 "; 

a/i + 1 2 vi+7 2 Vi + 1 2 vi + f 2 

AH0 = -^=-A N {t) = -=!== ;/:(/) = i— - ; v(2) =r 2i + 4j;T(2) = -7= i + ~ j ; A(2) - 2j; 

Vl + f 2 Vl+f 2 2(l + f 2 ) 3/2 V5 V5 

N < 2 ) = 4 i + ^J> H V ^tl = 2V5;A r (2) = -^;A N (2) - -^ ; AT(2) = ] 



27. V(f) = -15 sen3fi + 15 cos 3fj; A(f) = -45cos3fi - 45sen3fj;T(0 = -sen3/i + cos3rj;N(f) = -cos3ri - sen3fj; 
|| V(r) || = 15; A T (t) - 0; A N (t) = 45; K(t) = I ; V( \rt) = -15 j; A( iff) - 45 i; T( l - n) = -j; N( I ff) = i; || V( i ff) || = 15 
A r (|ff) = 0;A N (iff) = 45\K(\n) - \ 
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29. V(r) = e f \ - £ M j;A(r) = e'\ + £" l j;T(/) = 



31 



l|v(0|| 

T(0) = 
'4r 






y* 4 ' + 1 



-v / 7 7 + i 



i 



:M0 = 7^TT 



;^(0 



2*' 



v^^n 



; *(/) = 



:j;N(o = 
2* 3 ' 



(* 4 ' + l) 



;V(0) = i - j;A(0) = i + j; 



3/2 



i'-i J;N(W 



1 ' + 4= j; ||V(0)|| = V2M T (0) = 0:^(0) = V2;AT(0) = -j= 



=TO + 



V2 V2 ' 
^ — N(0 33. 1T(0 + rN(0 35. 2 V2rT(r) + 2N(r) 39. 3(* - 1) - 3(y - 1) + (z - 1) = 



-V**r- + z V4/ 2 + 2 

41. (a) 160 V2i + 160 V2j; (b) jr(0i + y(0j - 160 V2/i + (160 V2r - 16r 2 )j; (c) 10V2s; (d) 3200pie; 
(e) 800 pie; (f) 160 V2i - 160 V2j; 320pie/s; 
(g) R(6) = 960 V2i + (960 V2 - 576)j; V(6) = 160 V2i + (160 V2 - 192)j; 64^34 - 15V2 « 229pie/s; 

(h) y = x - ^j 45. (25 + V631 ) s; (20 000 V3 + 800VT893)pie 47. 283 m/s 
49. Caera en el agua a 24.3 pie del barco. 51. 40°8' 53. Pasara 5 pie por arriba del arbol y caera a 25 pie del banderin. 
55. (c) T(0 = -sen (ot\ + cos (oty, N(/) = -cos (Ot'\ - sen (Ot}\A T {t) = Q;A N (t) = rm 2 \ (d) se cuadriplicara 



EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 1 1 (pagina 910) 

1. [0,3) U (3, +oo) 3. [-2,-1*) U ("iff-^ U [1, iff) U (iff 2] 5. 
7. k 9. (0, 4) 11. Todos los niimeros reales 13. 





> 


^y 






6 


- 






4 


- 






v 2 




f 


-8-6 -4 


-/?. 




4 6 8' 




' -2 


_ 






-4 








-6 








-8 








17. R'(0 



19. D t \\R(t)\ 



-It . 1 
9e 2t 



, , . y j - ik;R"(f) = 6-i ^r 

(f 2 + 9) 2 r 2 ? (f 2 + 9) 3 



^97 



2x 



; Z),R(r)|| = 3e r 21. [ln(/ + 2) - In 2]i + (tan -1 / + l)j 



23. (4*' /2 - le)\ + (4e~ r/2 - 6tf -l )j + (4 senh if - 4 senh 1 + l)k 25. iff^8 + ff 2 + senh" 1 \4ln 27. 0.9950 



i - * 2 'j 



; T(ln 2) 



41 + j 

VT7 



; N(ln 2) 



4 J. 



>/17 

-2i + 2t\ - r 2 k 

r 2 + 2 



* 2r i + i 
29. T(r) = -_=±;N(r) 

V* 4 ' + i 

3i y35 . T(0 « /2i+ 2 2fj + 2k ;N(r) = ^i + (2 - r 2 )j - 2rk ;B(/) 

t 2 + 2 r + 2 

osculador: -2(jc - | ) + 2{y - 1) - (z - 2) = 0; rectificador: 2{x - | ) + (y - 1) - 2(z - 2) = 0; 

normal: (jc - i) + 2(y - 1) + 2{z - 2) = 

33y37. T(0 = -7=^(3 cos 2fi + 2j - 3sen2/k);N(0 = -sen2/i - cos2/k; B(/) = -7=(-2cos2fi + 3 j + 2sen2/k); 

V13 V13 

osculador: ~2x + 3y = 0; rectificador: z = 3; normal: 3* + 2y - 39. ±r + 2/ 

41. R(s) = [2(3* + 17 3/2 ) 2 ' 3 - 34]i + I [(3s + 17 3/2 ) 2/3 - 16] 3/2 j 43. R(s) = 3sen(s/Vl3)i + 2s/Vl3j + 3cos(s/Vl3)k 

17 3 ' 2 „ „ 2 _ v 3 



45. K 



l7 3/2 ' 



;p 



53.^= £;p.= ? 



47. ^ 



55. (-^,32) 



it 2 + 2) 2 



49. ^ = ± 



57. (a) V(0 = 3i + (4 - 2r)j;A(/) = -2j; ||V(/)|| = ^4/ 2 - 16/ + 25; ||A(0|| - 2; (b) V(l) = 3i + 2j;A(l) = -2j 
59. V(iff) - -iffi + j + k;A(iff) = -2i - lffj;rapidez: ^1 ff 2 + 2 61. R(r) - (i^ 2/ + |)i - £- ; j 
63. R(0 = 2cosri + (2senr + 2)j + /k; 65. (t + l)i + (i/ 2 - 3/ + y)j + (3/ - t 2 - 2)k 



67. V(0 = 3i + (4 - 2/)j;A(0 



-2j;T(f) 



3i + (4 - 2Qj 



V47 



V4? 



16/ + 25 



;A N (t) 



V4/ 2 - 16? + 25 



16/ + 25 



;N(0 



(4 - 2Qi - 3j 



V'4/ 2 - 16r + 25 
6 



; v(o 



V4? 



16r + 25; 



(4/ 2 - 16/ + 25) 3/2 



;V(1) = 3i + 2j;A(l) = -2j; 



T(l) = -L(3I + 2J);N(1) - ~={2\ - 3j); ||V(1)|| - vT3M 7 (l) = ^=>MD = ^ K ^ = ~~^ 
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69. m = ' =1 T(0 + J V 2i -2r N(r) 

^4 + ff 2f + ff -2f \ 4 + £ 2f + ff lt 

71. (a) V(f) = 2senh2d + 2 cosh 2/j; A(r) = 4cosh2ri + 4senh2rj; 
(b) ||V(/)|| = 2Vc^h47; (c) A T (t) = ^==£ ;^(/) 



Vcosh At ' ^ Vcosh At 

73. (a)75V3ri + (75 f - 16r 2 )j; (b) ^ 5 V3pie; (c) ^- 5 pie; (d) 150pie/s 75. 98.73 pie/s 

77. (a) 0.85 s; (b) 18.38 pie 

EJERCICIOS 12. 1 (pagina 923) 

1. (a) -I; (b) 5; (c) - * + ^ 2 ; (d) 3. (a) 1; (b) I V2; (c) 1 V 16 = * 2 ~ y 2 ~ z 2 ; (d) 4jc + 4y + 8 

5. {(jc,j) jc 2 + y 2 * 1} 7. {(jc,>>)|jc 2 + y 2 <, i} 9. {(x,y)\x 2 - y 2 > 1} 11. {(jc,y)|jc 2 + y 2 > 1} 

13. {(jc,j) x 2 + y 2 < 1} 15. {(x,y)\y * ±x) 17. {(x,y)\ - 1 < jc - y < 1 } 19. {(jc,j)|^ > 1} 

21. l(x,y lZ ) x - y - z * 0} 23. {(jc, y, z ) | jc 2 + Ay 2 + z 2 < 16} 25. {(*,**) 1 1 jc | < 1, |y| £ l,|z| ^ 1} 

27. {(x,y,z) x 2 + y 2 < 4} 29. {(jc,y)|jc 2 + y 2 < 16} 31. /? 2 33. /? 2 35. /? 2 

37. Circunferencias centradas en el origen de radio V16 - k 2 , k - 0, 1, 2, 3, 4 

39. Circunferencias centradas en el origen de radio Vl6 - k ,k = 16, 12, 7, 0, -9, -20 

41. Hiperbolas jc 2 - j 2 = Jfc, it = 16, 9, 4, 0*, -4, -9, - L6 (*las rectas y = ±x) 43. Circunferencias de radio ~j2k y k = 8, 6, 4, 2, 

45. Hiperbolas xy = k y k = 0*, In 2, 1, In 4, In 1,-1, In \ (*losejes jcy y) 

47. (a) 2; (b) 6; (c) 4~x - j 2 ; (d) |jc - y | ; (e) \x - y \ 

49. h(x,y) = sen" 1 ^! - jc 2 - y 2 ; dominio: {(jc,^)|jc 2 + y 2 < 1} 51. (b) (iii) 53. (a) (iv) 



55. (a) x pies es el ancho, y pies es la altura, $C es el costo. C(x, y) = .32 



12 18 

*y + — + — 

x y . 



jc > 0,y > 0; (b) $5.92 



57. (a) V = ±xy(6 - x - 3y\x :> 0,y > 0,jc + 3y < 6; (b) 0.78125 unidades ciibicas 

59. Circunferencias centradas en el origen de radio V9 - 16/V 2 , V = 16, 12, 8, 4 

61. Ramas en el primer cuadrante de las hiperbolas xy = /, / = 5, 4, 3, 2, 1 

63. Esferas centradas en el origen de radio ^\n(A/P) , P = 4, 2, 1, | 

EJERCICIOS 12.2 (pagina 940) 

1. 3.-4 5. 7. S = y -€ 

21. El limite existe y es 0; tome S - ^Je 23. Ellimite no existe 25. ^n ^7. ^ 

29. Continua en todo punto (jc, y) de R 2 que no este sobre la recta y = 1 

31. Continua en todo punto (jc, y) de R 2 que no este sobre el eje y 

33. Continua en todo punto (jc, y) de R 2 que no este sobre la recta y = 2jc 

35. Continua en todo punto (jc, y) de R 2 que este* en el interior de la circunferencia jc 2 + y 2 ~ 25 37. Continua en todo punto de R 2 

39. Continua en todo punto (jc, y) *■ (0, 0) de R 2 41. Continua en todo punto de R 2 

43. Todos los puntos (jc, y) de R 2 que esten en el interior de la circunferencia jc 2 + y 2 = 16 

45. Todos los puntos (jc, y) de R 2 que est6n en el exterior de la elipse4jc 2 + 9y 2 = 36 47. Todos los puntos (x,y) de/? 2 para 

los cuales | jc y | > 1 

49. Todos los puntos (jc, y) de R 2 de los cuadrantes primero y tercero para los cuales |jc + y\ < 1 51. Todos los puntos de R 2 

53. esencial 55. eliminable; /(0, 0) = 57. esencial 59. eliminable; /(0, 0) = 

67. 69. continua en todo punto (jc, y y z)deR i que este en el exterior de la esfera ;c 2 +>> 2 + s 2 =l 

71. continua en todo punto de /? 3 

EJERCICIOS 12.3 (pagina 952) 

1. 6 3. 3jc - 2y 5. = 7. jc 2 - 6xy + 2z 9. xy + yt + zt 11. 4 13. 



V^ 2 + j 2 * + y 



23. jc^e 1 ^ + z exz - . 
z 4 + 9jcV 



15. -2sen30sen2<i 17. — (>ln- jc) 19. ^ 21. 4jcj + - 

25. (a) -1; (b) 12 27. -In sen jc; In sen y 29. (a) - - ^£; (b) ^- 31. (a) Ae 2x seny; (b) -e 2x senj 

> jc 4 y 

33. (a) 2 tan"' ^ - , 2 ^ = ; (b) 2 tan" 1 ^ + -~~^ 35. (a) 3 y cosh jc; - (b) 4jc senh y 
x x 2 + y 2 x x 2 + y l 

37. (a) e*cosy 2x ln / 9 ; (b) -^cosj - t -^ T ^ 39. (a) 12jc + 20y; (b) 12jc + 20y 41. (a) 0; (b) e^ 

(1 + x l Y y l 
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43. (a) -2e z sene z ; (b) -2we z (sene z + e z cose z ) 45. (a) 



-320rst 



_ 16r(5r 2 + \2s 2 - r 2 ) 

(b) — — r^-^— 55. 4. 



57. -4 grados/cm; -8 grados/cm 59. 
5 000 In 1.06 



'^[nTT?" 1 } (b) ooo36 



(r 2 + 4s 2 - 5r 2 ) 3 (r 2 + 4s 2 - 5r 2 ) 3 

5000 In 1.06 



1.54 



(1.06) y 



-24.4; (c)-- 



3(1.06)' * 



(d) 



3(1.06)* 



6L 61. (a) 1; (b) 1 63. (a) -2; (b) 65. ninguna existe 



67. / I2 (0,0) = -1;/ 21 (0,0) = I 69. 0.0943 m 2 /kg; 6.42 m 2 /m 



EJERCICIOS 12.4 (pagina 964) 

1. (a)3(Ajt) 2 + 2(Ajc)(A>) - (A;y) 2 + 14Ajc - 6Ay\ (b) 0.54 U; (c) 14Ajc - 6Ay\ (d) 0.54 

3. (a) (2 + Ajc)(-4 + Ay)e a + Ajr)( ~ 4 + A ^ + 8<T 8 ; (b) -0.0026; (c) 28<T 8 Ajc - 14<T 8 A>>; (d) -0.0019 

5. (a)Ajc + 4Ay + (Ajc)(A>>) + ln(5 + Az) - In 5; (b) 0.2141; (c) Ajc + 5 Ay + ±Az; (d) 0.214 

7. (12jc 2 - y 2 )dx + (3 - 2xy) dy 9. (cosy - ycosx)dx + (-jcseny - senx)dy 



11. 



2x dx - 2y dy + 2z dz 

x 2 + y 2 + z 2 



13. taiT l z<*Jc - ^<fy + (7-^ + ^Adz 

z VI + z z / 



15. (a) 2(jc >> - > )Ajc + (jc 2 - 2jc ) A> + (> Ajc + AjcA>)Ajc + 2(jc Ajc - Ajc)A>; 
(b) €"j = y Ax + Ax Ay; € 2 = 2(jc Ajc - Ajc) 

17 / * 2x oyo Ax + yp( Ax ) 2 ~ V A > (M f _ > 2 Aj: - 2jc > A> ( _ * 3 A;y 

W >o 2 + >o^ ' W ' " >o 3 + >o 2 A> ' t2 " >o 3 + >o 2 A> 

31. (a) (y - Zq)Ax + jc A>> + (2z - jc )Az - (Az)(Ajc) + AxAy + (Az)(Az); (b) f , = -Az, £ 2 = Ajc < ^3 = A * 

35. 7.36 m 3 37. 0.14 cm; 1.4% 39. ™~; 0.325% 41. $7 200 





1 x sen 


IOUU 


si 
si 


(*,y) *(0,0) 
(x % y) = (0,0); 


». D x f{x>y) =\ 


V* 2 + > 2 




4* 2 + > 2 V* 2 + y 2 




2v sen - 


y ._. 1 


si 
si 


(jc,>) * (0,0) 
(jc,>) = (0,0); 


Drfix^y) = < 


V* 2 + > 2 




V* 2 + > 2 V* 2 + > 2 



EJERCICIOS 12.5 (pagina 973) 



1. J-'. (•) 6 * _ 2 ^ <W 16 »■ - 10r, |j: (a) -2* - 4>; (b) -lOr - 6j 



3 in 

Br 
Bu 



Bu 



(a) 13* - 2y + 5; (b) 24r - 41s + 5; ~: (a) -17jc - ly - 10; (b) -41r + 44s - 10 

7^ 



5.^: (a) ^-(2jcseBr - >cosf); (b) 0; ^: (a) =^ T ~ (y sen t + 2x cos r); (b) 2e 2lanf sec 2 f 

- Bu . / . - ^« . , . . _ Bu 6re s - s cos rs Bu 3e 2 e s + r cos rs 

7. 3- = 2r(x + v) + 3jc; -5- = 2.s(jc + v) - 2x 9.~=r = : „ ; -t~ = , 

Br ^ ^^ V 1 ~ Ox + >) 2 ^ 5 V 1 - (3* + y) 2 

11. ^ = %K«h^(«' - r»;^ = -\se*h£(2xe' - yr 2 ) = 
dr x 2 x x ■ // Bs x 2 * 

13. p- = 2* sen <^cos^ + ^ sen <^ sen 8 + 2zcos <^; -j-j- = 2jcrcos <^ cos $ + 2yrcos <f> sen 6 - 2zrsen <j>; 

-jq = ~2xr sen <^ sen + 2yr sen cos $ 
15. (a) e x (cos/ - ysent) + e>(xcost - sen 0; (b) e cos/ (cos/ - sen 2 /) + ^"'(cos 2 * - sen t) 



17. (a) 



jc sec z / - y sen t + z cos / 



^JC Z + > z + 2* 



; (b) tan f sec/ 19. — 3 ~,t > 21. 

f(* + > ) 



jc + y + 2f + ty - f jc 



K> + t) 2 



t > 



3jc 2 - 8> 



sen > - y cos jc 



23. -^- zZ. 25. 

3_y 2 - 8jc jc cos > + cos JC 



27. 



<?z 3> - 6jc - 4z Bz 3jc - 2> 



29. 



<?z z. ^z 



^>z + 1 



^jc 2.z + 4jc ' By 2z + 4jc 

35. 6se r ~%2 + r) - 8e~ 2j 37. LOcos 2 ^ + 8 39. -L0rsen2G 



Bx x' By $xy tan 3jtz - xy 2 
43. decrece a la tasa de -^ rad/min 45. crece a la tasa de 3 840^cm 3 /min 47. crece a la tasa de 1.6 litros/mi 
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EJERCICIOS 12.6 (pagina 983) 

1. 2 V2jc + 5 42y 3. 3x + Jly + 4z 5. — i? T 7. (8jc - 3y)i + (2y - 3*)j 9. * i + r 

13(jc - yr jc + y z jc z + >> z 

11. y + Z 2 i + -J— j - X ~ y 7 k 13. e- 2 > sec z (i - 2xj + x tan zk) 15. 6 17. -42 19. -2 



21. -3e* /4 co ST L;r 23. (a) (-4,-4); (b) -2 - 2V3 25. (a) (-12,2, 14); (b) * 29. A* + |; I V* 2 + 4 
3i.-£;V2 M .,-^-J_ y ,. ll „-._3_ 

35. (a) 6 V2 grados por metro; (b) en la direccidn del vector -= i + — — j 

V2 V2 

37. (a) -1 volt por pie; (b) en la direccidn del vector -j e intensidad de 2 volts por pie 

EJERCICIOS 12.7 (pagina 989) 

1. 2x - ly + 3 Z = 17; *L=_2 = Lg m L^l 3. Ax + Sy + 3z + 22 = 0; ^ = ^ = ^ 

5. „ - y = 0; ±^i = ILZl.z = 7. jr - , - 3 = 0; ^A = 1^1, z = 3 
-el 1-1 

9. jc + 2y + 2z - 8 = 0; *-j^ = ^^ - ^1 11. 3* - 2y - 6z - 84 = 0; ^f-? = y " 2? = ^-=p 

13. ^-=^ = 2-1-1 = ~- 15. jc = 4, >> = 16 17. — ^— = ^-Z.?. = LzJ. 19, i as superficies son tangentes 

4 —1 20 1 - oTT —2k —1 

21. 9x - Ay - 1 = 23. Ax - 5y + 6 = 

EJERCICIOS 12.8 (pagina 1001) 

1. /(0, 0) = 4, max. abs. 3. /(2, 4) = -4, min. abs. 5. /(I, 0) = 9, max. abs. 

7. /(4,-i) = -^,min.rel,;/(0,-±) = -f, punto silla 9./(l,2) = 0, punto silla 11. /(-± f 16) = -12,max.rel. 
13. /(0, ± I) = 0, puntos silla 15. /(I, 1) = 5, min. rel.; /(-I, -3) = 31, max. rel.; /(I, -3) = 27, /(-l, 1) = -1, puntos 



silla 17. /(0, 0) = 1, punto silla 19. /(2, 4) = -4, mm. abs.; /(0, 0) = /(2, 0) = 16, max. abs, 

-2 4) = -± 
3 ' ^ 3 ' 



21. /(- 2 4) = - * min. abs,; /(2 f 4) = 20, max. abs. 23. /(0, 1 ) = -2, min. abs.; /(0, 2) = 2, max. abs. 25. 8, 8, 8 



27. <£,-*, f|); j-4 V" 29 * (°' Vf7'"^7) Y f 0, VW' A) l 31 * l cm g dedr °8 a ^y ^mgdedroga* 

33. -y V3 unidades cdbicas 35. la longitud de la base es 2 3 pie; el ancho de la base es 2 pie; la profundidad es 3 pie 
37. 3 horas-maquina y 9 horas-persona 39. $25 400 41. (a) 3 120; (b) 9 43. (a)y - 534.7 - 0.423* 

(b) 390.6 mililitros por minuto por kilogramo 45. (a) y = 0.8329* - 25.13; (b) $62 320 
47. 1 2 del tipo 1 ; 10 del tipo 2; la utilidad total es $ 1064 49, 1 argo, 1 ; ancho, 1 .; altara, 



2 



EJERCICIOS 12.9 (pagina 1012) 

1. (0, 0) y (0, 4) 3. (f ,~4» f > 5. /(± - V35 , ^ ) = ^ , mdx. rel.; /(0, 3) = 3, min. rel.; /(0, -3) = -3, min. rel. 
7. /(-§V3,-iV6,-l V3) =/(-§V3, iV6, iV3) = /(§V3,-i V6, \^) = /( § V3 , 1 V6 , -1 V3) = -| V6 , 
min.rel.;/(§V3, 1^6, j V5) = /(-§ V3 ,-i V6 , iV6)=/(-|V3, ±V6,-±V3) = 
/(§V3,-3 V6,"-^V3) = |V6,max.rel. 
9. f(± ~ V35 , 1 ) = ^ , mdx. abs.; /(0, -3) = -3, min. abs, 11. Todos los extremos del ejercicio 7 son absolutos 
13. 3 15. 3V3 17. (a) 12; <b) 4; (c) I 19. ± V26 21. 2,6 23, ^ 25. 1 37.22.5,7.5,3.625 
39. 7X±iV3,- i) = 2;7T[0, I) = -| 41.15,10,7.5,30,6 

^ 2 4 2 4 

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 12 (pagina 1015) 

1. l(x,y)\x 2 + Ay 2 > 16} 3. \(x,y)\y > x 2 } 

5. { (jc, y, z) | > * ±z) ; el conjunto de todos los puntos de /2 3 excepto aquellos en los pianos y = ±z 

7, {(x,y)\Ax 2 + 9y 2 < 36}; la mitad superior del elipsoide ~~ + ^- + |r = 1 9.y = ""wj'* = l 6 ^ 8 ' 4 ' 2 

11. (a)4jry - ly 1 + 4; (b) 2x 2 - 6jcy - 2; (c) 4y; (d) -6x\ (e) 4* - 6y; (f) 4jr - 6y 
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15. (a)f 2 cosir 2 + te s ; (b) 1st cos st 2 + e'; (c) 2/(cosw 2 - st 2 sen st 2 ) + «*; (d) 2f(coss/ 2 - st 2 sen st 2 ) + e s 

17. (a) -e^ + i; (b) -4-* x '- v " ~; (c) \e' iy - -\; (d) 2i^ + ile'l" + -i- 
y x y 2 y y l x 2 y 3 y* y 2 

,o ( 3 ) - y 2 + ;2 " * 2 ■ <b) ~ 2xy (c) ~ 2xz 

W (x 2 + y 2 + j 2 ) 2 ' W (x 2 + y 2 + j 2 ) 2 ' W (x 2 + y 2 + z 2 ) 2 

71 r«\ -320MVH- ,.. 16«(12v 2 + 5w 2 - u 2 ) 1 . -2 . 2 

2L (8) (« 2 + 4v 2 -5w 2 )'' (b) <« 2 + 4v 2 -5w 2 )' "• (8) 7?' (b) 7?' W 7h* 

27. (a) § = ^^ + 3 ln(* 2 + y 2 ); * = M^2> - 21n ^ + y 2 ); 

<« x 2 + y 2 a* x 2 + y 2 

(b) ^ = (3r - 25) , 18r . + 3 1n(8* 2 + 18f 2 ); ^ = (3/ - 2j) , Ss , - 21n(8s 2 + 18r 2 ) 
<?r 4r + 9r <" 4s 2 + 9r 

29. (a) 18jcyje 3 " + 6yse 3 " + 9x 2 r 2 s 2 + 6xr 2 s 2 - 9zr 2 s 2 \ (b) [9(1 + 2rs)e 6rs + 6(1 + rs)e 3rs - 91n4]r 2 s 2 

= -16 



31. (a) 3* cos/ - 4(y + 2*) sen/; (b) 12 cos 2/ - 16 sen 2/; -p 

"' r = ff /4 
33. (a) 3(-l + Ajc)(3 + Ay) 2 - 5(-l + Ajc)(2 + Az) 2 - 2(~1 + Ajc)(3 + Ay)(2 + Az) - 5; (b) -0.48; 

(c) -5 Ax - 14 Ay + 26 Az; (d) -0.48 35. 2 37. iff 39. <S = min(l, J-f) 

41. El limite existe y es 0; tome 6 = i]€ 43. El limite no existe 

45. Continua en todos los puntos (*, y) de R 2 que no esten en las rectas x - ±2y 47. Continua en todos los puntos de R 2 

49. 14 51. -| V2 53. - 1 55.(a)Ii + ij; (b) 1(1 + -J3) 59. /(-I, 1) = 1, max. rel. 

63. 390 65. -3200ffcm 3 /min 67. decrece a la tasa de 0.44 atm/min 

69. 4x + 2y + * - 12 = 0; -j- = -^- = -p- 71. -^ = -^ = -^- 

73. (a) la direction del vector -12i - 150j; (b) asciende; 

25 2 25 2 

(c) en la direcci6n de alguno de los vectores: , i ; jo ; i + , j 

V629 V629 V629 V629 

75. f(± V5 , 0) = 10, min. rel 77. /(9, 11,15) = -362, max. rel. 79. 1 V6 

81. 122, iM, 1°° 83. 2V3 por § V3 por2V3 

85. (a) — ^— grados por cm; (b) yr VT3 grados por cm en la direcci6n del vector — = i r= j 

87. 1 8 pie por 18 pie por 1 8 pie 89. base cuadrada y una profundidad igual a la mitad de la longitud del lado de la base 
91. (a) y = 0.285* - 0.951; (b) 1 1 dias 93. (a) y = 9.628* - 1488.2; (b) 2740 kilogramos por hectarea 
95. (a) 12; (b) -3 



EJERCICIOS 13.1 (paginal 025) 

1. (a) (0, 3, 5); (b) (-?, \ V3 ,-4); («) (cos 1 , sen 1 , 1 ) 3. (a)( V6, V2, 2 V2); (b) (0, 2 V3 , 2); (c) (I V3 , |,- -J3) 
5. (a) (2, \k, -2V3); (b)(0, |ff, - V^2); (c)( V6, I ff, V6) 7. elipsoide;r 2 + 4^ 2 = 16 9. paraboloide eliptico r 2 = 3z 

11. cono eliptico; r 2 cos 26 = 3z 2 13. esfera; p = 9 cos <^ 15. cilindro circular recto; p sen <f> — 3 
17. esfera; p - 8 sen cos 19. (a) cilindro circular recto; x 1 + y 2 — 16; (b) piano que pasa por el eje z\ y = x 
21. x 2 - y 2 = z 3 23. (a) esfera; x 2 + y 2 + z 2 = 81; (b) semiplano que pasa por el eje z\ y = x, donde jc y y son no 
negativos; (c) la mitad de un cono con vertice en el origen; z = ^x 2 + y 2 25. cilindro circular recto; x 2 + y 2 = 36 

27. x-^x 2 + y 2 + z 2 - 2y 29. (a) (iii); (b) (vi); (c) (viii) 31. (a) (ix); (b) (v) 35. (b) 2n^a 2 + 1 



EJERCICIOS 13.2 (pagina 1039) 



7. 704 9. 50.75 11. 1376 13. 68.6 15. 38.2 17. [0, 24] • J9. -[t,e] 
27.1 29. i 31.45 33. 1^ 35. In ' 37.^ 39. ^ unidades cubicas 

41. ^unidadescubicas 43. — — - - — unidades cubicas 45. -^-unidades cuadradas 47. 72 unidades cuadradas 



1. 45 


3. 50 


5. 1368 


21. 42 


23. f 


25. -f 



J 
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9. 2c ^ Jl - *- - L-dydx 51. ^? unidades cubicas 53. (a) \ (2x + y)dxdy -55. 

J-aJ-bTJl-(x/a)* V fl 2 ^ 2 3 ° 3 J Jo 



EJERCICIOS 13.3 (pagina 1050) 



1\ * 27k„./6 £x 



16 ^ 



t. 12 kg; (2. I) 3. ^kg;<^ f) 5. ^*kg;(§, ^) 7. |* fl 3 kg;(^fl(2 + *), ^(2 + ff)) 9. l*ffkg;(§ , 0;r y 

11. | kg; ( 1 1 f) 13. 9* kg-m 2 15. x -Kka A kg-m 2 17. |f * kg-m 2 19. (a) ~^kg-m 2 ; (b) 54 kg-m 2 ; (c) § VBm; 
(d)^kg-m 2 2K(a) ^ff*kg-m 2 ; (b) i?r(2ff 2 - 3)/: kg-m 2 ; (c) I V6m; (d) ( ^ ff 3 - ^ ff)* kg-m 2 

19 904 ■> i— i - 

23. k kg-nr 25. y6 unidades cuadradas 27. 2 VI 633 unidades cuadradas 29. 9 unidades cuadradas 

31. ~(\ 35 VTO - 1 3 V26 ) unidades cuadradas 33. 32 unidades cuadradas 35. 9 42 unidades cuadradas 

37. Kb m 'a 2 + b 2 unidades cuadradas 39. 2ffa 2 (l - e~ [ ) unidades cuadradas 41. 12ff unidades cuadradas 43. _L/?V6pies 



EJERCICIOS 13.4 (pagina 1059) 

1. 6 ff unidades cuadradas 3. Itf 2 (8 + n) unidades cuadradas 5. {4k + 12 -J3) unidades cuadradas 7, 4 ff unidades cubicas 
9. ~(3ff- 4) unidades cubicas 11. 1 ffunidades cubicas 13. f Kk kg; (0, fl ) 15. f *ffkg;(-g,0) 17. f Jtkg;(§, ^ff) 

19. |(27 V3 - 14ff)*kg;(o, A • 2 ^ ~ ]%« ) 21. A*ffkg-m 2 23. IWkg-m 2 25. £ V^ m 

27. ;re(e 8 - 1) 29. 8 ffunidades cuadradas 31. 12 ffunidades cuadradas 33. Iff(2 V2 - l)a 2 



EJERCICIOS 13.5 (pagina 1065) 

1. ^ 3.| 5. -e(ln2) 2 7. I ff - 1 9. ^ 11. Ip 13. 36 15. ^ff 17. ^ 19. I unidades cubicas 
21. |ff unidades cubicas 23. 4 n unidades cubicas 25. ^-nabc unidades cubicas 27. ^y* kg 29. -^*kg 31. \{%42 - 1) kg 



EJERCICIOS 13.6 (pagina 1072) 

1. la 3 3. 6ff(e - 1) 5. ffa 3 7. |a 3 9. | 11.8ff 13. ± a 5 Kk kg 15. 125 Off/: slug-pie 2 17. \a s Kkk% 
19. 8ff 21. ^*kg-m 2 23. 8*ff kg 25. ^Ka 3 k slug- pie 2 27. (0,0, I) 29. 18ff 31. ±w(2V2 - 1) 

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPJTULO 13 (pagina 1075) 

1. (I V3.7C, §) 3. (a)z = r 2 (l + sen 29) + 1; (b) r 2 (25 cos 2 + 4 sen 2 0) = 300 5. ^ 7. iff 
9. \e A - je 2 + e - I 11. Iff 13. I 15. I |7. Iff In 2 19. 1(1 - cos 1) 21. ^ unidades cuadradas 23. 9ff 
25. ^ unidades cuadradas 27. | unidades cuadradas 29. -^ unidades cubicas 31. -j unidades cubicas 33. -^- unidades cubicas 
35.18 unidades cuadradas 37. (Iff - |) unidades cuadradas 39. (2, |) 41. j^gOff - 7) kg 43. 6ffa 4 unidades cubicas 
45. | ff unidades cubicas 47. ^(7e 8 + l)kg-m 2 49. k(K + |)kg-m 2 51. 2£ffkg-m 2 ; ] -^2nm 
53. 65*ffkg 55. ^kn kg-m 2 



EJERCICIOS 14. 1 (pagina 1088) 

7. 6x1 + 6y 2 j 9. ^-=-1 + * 2 j 11. (6* 2 - 6jc> + >> 2 )i + (-3jc 2 + 2*y - 12^ 2 )j 

1 + x*y l 1 + x^y 1 

13. 2jcj€*" 4z i + e~ 4z } - 4jr 2 y£*~ 4z k 15. conservador 17. no conservador 19. conservador 
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21. (f>(x,y) == xy + C 23. c/>(.c,y) = e'seny + C 25. 0(jc,y) = x 2 y 2 - xy 3 + 2y + C 
27. <(>(x,y,z) = |jc 3 + ±z 2 - xy + C 29. <f>(x,y,z) - ze J + xe y - ye z + C 

31. ^(Jcy.z) = Jc 2 cosy - yz 2 - 3x + 2z + C 33. 0; 5 35. 2e x senyk; 2e x cosy 37. 0; 2x + 2y + 2z 

x — v x + y 

39. sen zi + senjcj + senyk; 41. ' k; — — + 2z 

^x 2 + y 2 + 1 ^ 2 + y 2 + 1 

EJERCICIOS 14.2 (pagina 1097) 

1.1 3. * -| 5. 8* 7. 1 9. % 11. i 13. -^ 15. ^p- 17. f 19. n{a 2 + 2a) 21. 
23. | joules 25. 20 \ joules 27. 27 \ joules 29. (j^Tia 4 + a 2 ) joules 31. 3 joules 
33. (e 2 + e 4 + e % - 3) joules 35. 2 \ joules 



EJERCICIOS 14.3 (pagina 1 107) 

1. 2 3. e 2 5. -4 7. 15 9. -Ae 11. -14 13. 18 15. 2* 2 - 3e 3 + e A 17. | 19. 11 21. ^ 
23.4 25.0 27.3 29.4 31.-13 33. 216 joules 35. 32 766 joules 37. 2-k joules 

EJERCICIOS 14.4 (pagina 1119) 

1.-1 3.-4 5. -^ 7. -§ 9. -| 11.1 13.^(5-4^2)* 15.0 17. -10* 19.^ 
21. |unidades cuadradas 23. ^ unidades cuadradas 25. -gKa 2 31. 24* joules 33. 35. 8*cm 2 /s 37. jncuc^js, 
39. 15; (i) 41. 0; (iii) 

EJERCICIOS 14.5 (pagina 1 127) % 

1.8* 3. §vl 5. |Vl4 7. i(5V2 - 1) 9. ^ V2* 11. | V61 13.0 15. 8fc*kg 17. 9* kg 
19. ^V2*kg 21. 18 23. 45 * 25. 7 



EJERCICIOS 14.6 (pagina 1 134) 

1. §* 3.1 5.18 7.1 9.27 11.32* 13.144* 15. ji 17.0 19.* 21. 54* 23.-1 

25. 8* 27. -2 

EJERCICIOS DE REPASO PARA EL CAPITULO 14 (pagina 1 135) 

1. /(Jc,y) = ^ 2 lny + C 3,f(x,y,z) = —2 ± - - + C 

j + z x z 

5. (a) (4xy + 3y 3 )i + (2jc 2 + 9jcy 2 )j; (b) e y \ + (xe y - yze* - ze y )\ - ye y k 7. <£(jc,y) = tan -1 2jcy 2 + C 
9. <f>(x,y,z) = z 2 tanx + y 2 e 3z + C 11. x(e xy - e xz )\ + y(e" - c^)k; 13. * ~ 2y k; ^ 

y y 

15. -f 17. ^ - 3* 19. ^ 21. ^ 23. 9e 2 - 1 25. * 27. 13 29. 4 

31. 12* 33.0 35. | unidades cuadradas 37. ^joules 39. -^joules 43.0 45. 54 cm 2 /s 47. ±* 
49. | Vl4 51. |(37V37 - 1) 53, fit* kg 55. 108V2*kg 57. 56* 59. 160* 63. 

EJERCICIOS A. 1 (pagina 1 148) 

1. {-10,-7 f -V5,-2,-|,-f,-L,0, \, |, V2, 3,5,21} 3. (a) {jc|-9 < jc < 8}; (b) {y|-12 < y < -3}; 

(c) {z\4z - 5 < 0} 5. (a) {x\2x + 4 > 0}; (b) {r\2 < r < 8}; (c) {a\-5 < a - 2 < 7} 

7. (a) (2, +oo); (b) (-4,4] 9. (a) (2, 12); (b) (-oo,-4] U (4,+oo) 11. (a) (2, 12); (b) (-oo,-4] U (4,+oo) 

13. (a) (-4,0]; (b) (-oo, 7] 15. (a) {x\2 < x < 7}; (b) {jc|-3 < jc < 6}; (c) {jc| -5 < x < 4}; 

(d) [x\ -10 < x < -2} 17. (a) {jc | jc > 3); (b) {jc | jc < 0); (c) {jc | jc > -4]; 
(d) el conjunto R de los numeros reales 

19. (a) 7; (b) f; (c) 3 - V3;(d)3 - V3 21. (a) 6; (b) 10; (c) 10; (d) 6 23. (a) t; (b) -t 
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EJERCICIOS A.2 (pagina 1157) 



1. (a) primer cuadrante; (b) tercer cuadrante; (c) cuarto cuadrante; (d) segundo cuadrante 3. (a) (1,2); (b)(-l,-2); 

(c) (-1,2); (d) (-2,1) 5. (a) (2,-2); (b) (-2,2); (c) (-2,-2); (d) no es posible 
7. (a) (-1,3); (b) (1,-3); (c) (1,3); (d) (-3,-1) 9. (a) (-f ,2) 11. \Ib\ = 10; |BT| - VT7; \CA\ = 13 



13. V26; i V89; 



;53 



15. \AB\ = V4l, \AC\ = V4l, \BC\ = V82,y \AB\ 2 + | AC | 2 = |BC| 2 21. 17^2 



23. -2u8 

En los ejercicios 25-31, se muestra la arafica de (i). La parte continua es la grafica de (ii) y la parte punteada es la de (iii). 



25. Simetrica con re spec to al eje jc. 



27. Simetrica con respecto al eje x. 



8 
6 
4 

2 
i i i i i i i i i 


t 


-8 -6 -4 -2 

-2 

-4 
-6 
-8 


x 2 4 6 8 



8" 
6 : 
4 : 

2 ; 


__-&~--6.-4 — 2^- - 

-4 
-6 
-8 


2 4 6 8' 



29. Simetrica con respecto al eje x, 
al eje y y al origen. 



31. Simetrica con respecto al eje x, 
al eje y y al origen. 



-4 -3 -2 -t 



<^ 



_"1 2 3 4 



\ 8 

^\ 6 

\. 4 

\ 2 


L >> 


-8 -6 -4 -£ _ 2 

-6 
,'" " 8 




\4 6 8 



33. (a) 




(b) 




> 


[_>> yr 


i i i i i 




8 
6 
4 


i i i i i ) i i i -, 


-8-6 


-4 


-2 
-2 

-4 

-6 


.2468 






-8 






35. Todos son simetricos con respecto al origen. 37. Todos son simetricos con respecto al eje y. 



EJERCICIOS A.3 (pagina 1 166) 

1. (a) La pendiente es ~ . 



(b) La pendiente es-1. 




> 


KV 


\ 8 




^v 6 




\. 4 




2\2 






j: 


-8-6-4 -2> 


r 2 4 6 8 


-2 




- -4 


*\ 


-6 




-8 
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3. (a) La pendiente es - 1 . 



5. (a) La pendiente es 0. 



7. (a) 






t y 




8 


- 




6 






*4 


-A 




2 


X 




-8 -6 -4 -2 

-2 


-2.46 8 




-4 






-6 






-8 


: 



/ 


J* 


8 




6 




4 


^ X 


*^$-6 -4 -2 
-2 


^2468* 


-4 




-6 




-8 









(b) La pendiente es 





\ y 




8 






6 


- 




4 


- 




*— -— _ ^_S2 


ZA 


6 8 x 


-8-6-4 -2„ 

-2 


- 2 




-4 


: 




-6 






-8 







(b) La pendiente es ^. 



(b) 





9. (a) 4jc - y - 11 = 0; (b) 11* - 4y - 9 = 11. (a) 2jc + 3y - 3 = 0; (b) 6x - 3y + 8 = 
13. (a) y = -7; (b) * = 2 15. (a) 4* - 3j + 12 = 0; (b) x - j = 17. 2* - y + 1 = 
19. 5x + y - 14 = 



21. (a) La pendiente es - -L la intercepci6n y es 2. 



(b) La pendiente es 0, la interception y es | . 





> 


f y 












8 


- 












6 












1 1 < t 1 1 1 


4 


^2 






8 


JC 


-8-6-4 


' 2 -2 
-4 
-6 
-8 


- 2 


4 


k- 







> 
8 
6 
4 


>> 


<■ ■ ■ 2 


-,,,,,,,,,* 


-8-6-4-2 

-4 
-6 
-8 


-2468 



23. (a) La pendiente es \ , la interception ;y es 0. 



(b) La pendiente es - ]- , la interception y es 3. 



I 


L* y* 


8 


: / 


6 




4 




2 


/ JC 


-8-6-4-2/ 


-2468 


7-2 




/ -4 




/ -6 




/ -8 




/ 
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25. y = -5jc + 8 

y 



27. La pendiente de cada recta es - - 



-8-6-4 -2 

-2 



4 6 8 




29. Las pendientes de las rectas son ~ y - 1 . 




31 



33. (a) colineales; (b) nocolineales 35. (a) no colineales; (b) colineales 
37. Las pendientes de dos lados son - 1 ; las pendientes de los otros dos lados son ~ . 39. El area es de 5 unidades cuadradas. 
41. (a) y = 25jc + 3000 43. (a) $600; (b) y = 30jc + 600 45. 8 



49. desde (3, -2): y 



-|(jc - 3) - 2; desde (2, 4): y = |(jc - 2) + 4; desde (-1, 1): y = 1 



EJERCICIOS A.4 (pagina 1 171) 



1. (a) (0, 0); (b) * 
(c) (0, 1); (d) y 
(e) (-2,1),(2,1) 



0; 3. (a) (0, 0); (b) jc - 0; 

-1; (c) (0,-4); (d) y = 4; 

(e) (-8, -4), (8, -4) 



5. (a) (0,0); (b)x = 0; 
(c) (0, I); (d)y 



. I I' 



l i 



(e) (-' i),(i, I) 




-6 -4 -2 




2 4 6 8 





ii 



-8 -6 -4 -2 



2 4 6 



7. (a) (0, 0); (b) y 
(c) (3, 0); (d) x 
(e) (3, -6), (3, 6) 



9. (a) (0,0); (b) y = 0; 

(c) (-2,0); (d) * = 2; 
(e) (-2, -4), (-2, 4) 



11. (a) (0, 0); (b) y = 0; 



(c) (5,0); (d) jc 

( e ) ( 5 5 j / 5 5 ) 

V ' V 4 ' 2 '' V 4 ' 2 ' 



_ _5 
4 J 



-8-6-4 -2 
-2 

-4 

-6 



ii ii i 





8 
6 


l y 


4 




2 


/ X 

r i i tii it i i ) 


"8 "6 -4 -2 2 


^2468 


-4 
-6 




-8 
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13. (a) (0, 0); (b) x = 0; 
(c) (0,-|); (d) y « 2; 

( e ) (_4 2) ( 4 2x 



15. (a) (0, 0); (b) y = 0; 
(c) (|,0); (d) jc = -|; 
(e).(2,-2),(2., 2) 



8 = 

4 : 
-2 2 : 2 j 

M l t il I LJ I M M l H> 

-8-6-4 /l^V 4 6 8 

/" 4= \ 
/ " 6= \ 



t^ 




8 






6 

4 

2 

i i i i i i i i t 




JC 


-8 -6 -4 -2 
-2 

-4 

-6 


\ 2 


4 6 8 ' 


-8 


- 





23. x 2 = 16> 



25. * 2 = -20y 



27. y 2 = 8jc 





t y 




8 






\ 6 






\^ 4 






\ 2 


- ^-^ 


X 


-8 -6 -4 -2 


- 2 4 


6 8 


-2 


- 




-4 


- 




-6 


- 




-8 


- 






t? 


8 


/^ 


6 


- S 


4 


"/ 


2 


j: 


-8-6-4-2, 


-2468' 


-2 




-4 




-6 




-8 









29. 3> 2 = -20* 



31. x 2 = 12> 



33. 3> 2 = -Sx 




) 


tf 




\ 8 
\ 6 


- 




\ 4 






\ 2 




<S x 


-8-6-4 -2 2 


- 2 


4 6 8 


-4 


I 




-6 






-8 









111 1 I II 



-2468 



35. j: 2 = 




37. gpulg 
39. 16.6 m 
43. (a)-|; (b) * 2 = -10? 
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EJERCICIOS A.5 (pagina 1 176) 

1. Se muestra la grafica de (c). La parte continua es la grafica de (a) y la parte punteada es la de (b) 



5- 

4- 
3- 

-5-4-3 \ , 3 4 5 

-3- 

-4- 
-5- 



-£> 



f> 



i i i i i i i 



-8 -6 -4 -2 



>* 



41 I ' i i > 
?N6 8 



-6 



-5.-4^3- 



-SL-4^3-2-l_ 

-2 
-3 
-4 
-5 



12 3 4 5 



15. (x - 4) 2 + (y + 3) 2 = 25; x 2 + y 2 - %x + 6y = 17. (x + 5) 2 + (y + 12) 2 = 9; x 2 + y 2 + 10* + 24y + 160 = 



19. x 2 + (y - l) 2 = 1;jc 2 + y 2 - 14y + 48 = 21. (jc - l) 2 + (y - 2) 2 



13 



23. (jc 



5) 2 + (y + I) 2 = 13 



25. (3, 4); 4 27. (-1 , -5); 2 V2 29. (0, - f ); f 33. circunferencia 35. el conjunto vacfo 37. el punto ( ± - 1 ) 



39. y 



|(jc + 4) + 3 41. y = -|(jc - 5) + 1 39. D 2 + E 2 > AF 
49. Si es la circunferencia unitaria centrada en el origen y P es la circunferencia de radio 2, tambten centrada en el origen, 
entonces el conjunto consiste de los puntos que: (a) estan dentro o sobre la circunferencia 0\ (b) fuera de la circunferencia O 
y dentro de la circunferencia P o sobre ella; (c) fuera de la circunferencia P. 



EJERCICIOS A.6 (pagina 1182) 

1. x' 2 + y' 2 = 13; jc' = x + 3,y' = y + 2 3. jc' 2 + y' 2 = ±;jc' - jc + |, y' = y- 1 





ty' 4 


f_jv 
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- 




i 6 






| 4 
i/i i i i iS 


JC 
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-~ 8 7 


sricljl 


\_2_4_6__8_ V 




v ' ~5i 

^f^6 

| -8 





*y*y 

\ 
i 
i2- 



■<£■ 



-2 -I 



1 2 



5. jc' 2 = 8y';jc' = jc - 2,y' = y + 4 7. y' 2 = -6uc';jc' = jc + 5,y' = y + 3 

*y' ty 







\- y 


T y 




8 


- 






6 


- 






4 






1 1 i 1 l\ 


2 

i i i 


~i 


1 J x 

1 1 1 1 1 1 /l J 


-8-6-4 


\-2 




2 4 6/8 




\2 

—4 

-6 


- 


i ^^^ x 




. 






-8 


- 
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9. (a) (0, -4); (b) x = 0; 
(c) (0,-^); (d) y = -£; 

( e) (I -15) (-1 -15). 

y*> y 2 ' 4 h y 2 * 4 >' 

(f) 



> 


f y 




♦ 8 






\ 6 
\ 4 

\ 2 


- 


X 


-8-6-4-1 


- r 


4 6 8 


-6 

-8 







(a) (2,-1); (b) x = 2; 


13. (a) (-9, 3); (b) y = 3 


(c) (2,-f); (d)y = -|; 


(c) (-f ,3); (d) * - 


(f) 


(e ) (-M 7x ,35 5 y 
(f) 



*y 



-6-4 




37. 
4 ' 



t? 






8 








<^^ 4 


: 






^^-_ 2 
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4 


JC 


-8-6-4-2, 






^ 8 


-2 








-4 








-6 








-8 









15. (a) (3, 1); (b)x = 3; 

(c) (3,2); (d)y = 0; 

(e) (5, 2), (1,2); 
(f) 

8 : 

V6 : 




17. (a) (9,-6); (b)y = -6; 
(c) (8, -6); (d) x = 10; 
(e) (8, -4), (8, -8); 
(f) 

4 : 

2- 



19. 




(a) (4,3); 


(b)* 


(c) (4, 


2^ 


(&)y 


(e) (5, 


f),<3, f); 



(f) 





\ y 






8 








6 
4 


i 






2 
i i i i i i i i i 


"i 


/iim 


jr 


-8-6-4-2 
-2 




2 4 ( 


>\8 


-4 
"J 


- 






4 









21. (a) (2,-2); (b) jc - 2; 


23. (a) (3, -2); (b) y = 


(c) (2, 0); (d) y = -4; 


(c) (f ,-2); (d) * = 


(e) (6,0), (-2,0); 
(f) 


( e) (?3 .2) (23 _9 
W V 8 ' 4 '' V 8 ' 4 
(f) 





En los ejercicios 29-45, la gr£fica de la primera ecuaci6n se presenta punteada; la de la segunda se muestra en forma continua. 
29. 31. 33. 



"?\ 8 

\\ 6 

i i i i-- 


l • 


-8 -6 -4 -2 „ 
-2 
-4 
-6 
-8 


-2468' 



t i i i"- 


:f'i i> 


-8 -6 -4 -2 „ 
-2 
-4 
-6 
-8 


-2468 
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35. 




41. 



37. 



39. 



«:/ 

i , ST 'A ,. 


-8 -6 -4 -fl * 
/ 

/ *" 4 
/ ''" 6 
1 » 


12 4 6 8 



1 °- \ / / 

v 6: \ / / 

-8 -6 -4 -2_ 2 : 2 4 6 8 
-4- 
-6 : 
-8- 



43. 



<•■(■ 



b_ b l - 4ac \ 
2a' 4a J 



8 : 
- 4- s^ 


-8 -6 -4 -2_ 2 

-4 
-6 
-8 


: 2 4 6 8 



*\ '^ /' 
A 8- /' 

\^/, , , , 

-8 -6 -4 -2_ 2 : 2 4 6 8 
_ 4 : 
-6 : 
-8 : 



45. 




EJERCICIOS A.7 (pagina 1191) 



1. (a) (0,0); (b)ejejc; 

(c) (-5, 0), (5, 0); 

(d) (0,-3), (0,3); 

(e) (-4, 0), (4, 0); 
(f) 

Ay 




(a) (0,0); (b) ejey; 

(c) (0,-4), (0,4); 

(d) (-2, 0), (2, 0); 

<e) (0,-2V3),(0,2V3); 
(f) 




5. (a) (0, 0); (b) eje x; 

(c) (-10,0), (10,0); 

(d) (0,-6), (0,6); 

(e) (-8, 0), (8, 0); 
(f) 




7. (a) (0, 0); 

(c) (0,-3) 

(d) (-1,0) 

(e) (0, -2 
(f) 


(b) ejey; 
(0, 3); 
,(1,0); 

V2),(0,2V2); 


jiii 


(2 
1 


1 * 

...i__L-i — i_i — 1_ * 



-3 -2 H 



2 3 



(a) (2, 1); (b) y = 

(c) (-1,1), (5,1); 

(d) (2,-1), (2, 3); 

(e) (2 - V5,D,(2 
(f) 

8 
6 



-6 -4 -2 



V5,l); 



6 8 



11. (a) (-1,2); (b) x = -1; 

(c) (-1,-8), (-1,12); 

(d) (-6, 2), (4, 2); 

(e) (-1,2 - 5 V3 ),(-!, 2 + 5^3); 
(f) 
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13. el punto (- 1 , 4) 



15. (a) (2,0); (b) ejex; 

(c) (2 - 3V3,0),(2 + 3V3,0); 

(d) (2, -3), (2, 3); 

(e) (2 - 3V2,0),(2 + 3V2.0); 
(f) 



17. el punto (1,-1) 




19. 16jc 2 + 25y 2 = 100 





\ y 


4 




3 
f 1 


\ * 


-4 -3\-2~-l 
V -1 


l'2/3 4 ' 


-3 


. 


-4 


- 



21. 3^ + 2y 2 = 54 




23. x 2 + Ay 2 = 4 



4 

3 

(-1, |V3) 2 " 



-4-3-^-1 



-2 
-3 
_ 4 „ 



3 4 



25 ( * - 4 > + <> + 2 > = 1 

25 9 




27. <* :„ i)2 + {y -y = 1 



48 



64 



J 


L? 


/^^L0 

/ 6 

1 2 




-8V6 -4 -!• 
\ ~ 2 


- 2 4/6 8 


\^-4 




-6 





29. 8.4 m 

31. 9x 2 + 25> 2 - 562,500, donde la unidad 
es I millon de kilometros 



EJERCICIOS A.8 (pagina 1200) 



(a) (0,0); (b) ejex; 

(c) (-8, 0), (8, 0); 

(d) (-10,0), (10,0); 
(e) 



-6 -3 




3. (a) (0,0); (b) ejey; 

(c) (0,-5), (0,5); 

(d) (0,-13), (0,13); 
(e) 




5. (a) (0,0); (b) eje*; 

(c) (-2,0), (2,0); 

(d) (-Vl3,0) f (Vl3,0); 
(e) 
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7. (a) (0,0); (b) ejejc; 
(c) (-5, 0), (5, 0); 
(d) 



9. (a) (0,0); (b) ejey; 
(c) (0, -2), (0, 2); 
(d) 



11. (a) (0,0); (b) eje>-; 
(c) (0, -6), (0, 6); 
(d) 






13. (a) (-3,-2); (b) y = -2; 
(c) (-6, -2), (0,-2); 
(d) 



15. (a) (-3,-1); (b)y = -1; 
(c) (-7,-1), (1,-1); 
(d) 



17. 



(a) (-1,4); (b) x = 
(c) (-1,4 - 2V7), 
(-1,4 + 2V7); 
(d) 






19. (a) (1,-2); (b) x = 1; 21. y = 

(c) (1,-5), (1,1); 23. 

(d) 25. y = -h 



fX 9 y= - 5 x 
y ~ -x + 5, y = jc -t- 1 



27. *- - y — 
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29. 32y 2 - 33jc 2 = 380 



x 2 y 2 
31. — — = i 

576 100 



JJ * 144 81 " ' 



\ 8 
(-6,7)X 6 


' - v / 


(-2,4)*^ 
2 


: > ,,,,,, , ,* 


-8 -6 -4 -2 
-2 


-2468 


/ -6 


>v 


/ -8 






+ y 


. 


t 16 


1/ 




8 


: 




4 


- 


X 


-16-12-8-4* 


- 4 


8 12 16 ' 


-8 






f-\b 







35. 72(x - 3) 2 - 9(y - 4) 2 = 128 37. (a) 



(x + 2) 2 (y + l) 2 




1 



39. V - 4r 



1; (b) >' = 2* + 3,y = -2jc - 5 

2 2 

jc y 

1 41. La rama derecha de la hiperbola — — - 

900 1600 



EJERCICIOS A.9 (pagina 1207) 



1. (a) 1^; (b) |ff; (c) |ff; (d)-fff; (e) Iff; 

3. (a) 45°; (b) 120°; (c) 330°; (d) -90°; (e) 28°39' (f) 540°; (g) -114°36'; (h) 15° 



(f)fff; 



(g)~l|ff; (h) fff 



5. (a) I; (b) 1V2; (c) 1; 



(d) 



7. (a)-i V3 ; (b) ' V2; (c) -1; (d) 9. (a) V3; (b) 1; (c) -1; (d) 1 



11. (a) \ V3; (b) V2; <c)-iV3; (d) 1 



15. (a) - 1 V3 ; 



(b) 



2 * 



(c) -2; (d) 



19. (a) 1; (b) 0; (c) indefinido; (d) 1 

23. (a) -V3; (b) -IV3; (c) 0; (d) 

27. (a)0,ff; (b)±ff, jff; (c) 0, n\ (d) 1 ff, \n 

31. (a) iff, |ff; (b) 0, ff 



13. (a) \ V2 ; (b) 1 V2 ; (c) V2; (d) V2 
§ V3 17. (a) 0; (b) 1; (c) -1; (d) indefinido 

21. (a) -1; (b) -1; (c) ±V3; <d) V^ 



25. (a) iff; (b) ff; 



(c) Iff fff; 



(d) 



29. (a) Iff h*; 



M . 



(b) Iff \tl (C) |ff, ^; (d) l n% fff 



33. (a)ff; (b) \n 



35. jc = 5 cos /, y = 3 sen r 37. x - 2 cos r, y = 4 sen / 
39. x ~ 3 cos t + 2, y = 2 sen / + 1 41. * = 5 cos t - 1 , y = 10 sen / + 2 45. x - 8 sec t - 8/cos r, y = 6 tan / 
47. x = 12 tan r, y = 5 sec / = 5/cos r 49. jc = 3 sec / - 3 = 3/cos t - 3, y = 3 tan t - 2 
51. x = V21 tan f - 1 , y = 2 V7 sec f + 4 = 2 V7/cos f + 4 
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1. (a) hiperbola; (b) elipse; (c) parabola; (d) dos rectas que se intersectan 3. (a) un punto; (b) hiperbola; 

(c) parabola; (d) ej conjunto vacio 
5. (a) hiperbola; 7. (a) hiperbola; 

(b) x 2 - J 2 = 16; (b) xy = -4; 
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En los ejercicios 9-25, los ejes xy se nan rotado un angulo de medida a. 
9. (a) hiperbola; 11. (a) parabola; 



(b) a ~ 36.9°, 

16y 2 - 9x 2 = 36: 
(c) 



(b) a 



x 2 + 4 V27 = 0; 




13. (a) hiperbola; 

(b) a = I n> y 2 ~ x 2 = 32; 

(c) 




En los ejercicios 17-25, los ejes x 'y' tambidn se nan trasladado de modo que x' ~ x - h,y' = y - k. 



, 17. (a) elipse; (b) a = ± tt, 



(c) 



19. (a) elipse; (b) a « 63.4° 




+ = 1; 




21. (a) parabola; (b) a = ~n, 

h = 0, * = -2V2, V2x' 2 = /; 
(c) 



23. (a) hiperbola; (b) a ~ 53.1°, 




= 1; 
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25. (a) parabola; (b) a ~ 26.6° , 

V5 Jt 2 + 6 Sy = 0; 
(c) 




27. Refierase a la figura del ejercicio 9(c). 

29. Refierase a la figura del ejercicio 1 1 (c). 

31. Refierase a la figura del ejercicio 1 7(c). 

33. Refierase a la figura del ejercicio 21 (c). 



EJERCICIOS A. 1 1 (pagma 1 222) 



x + 2 



3.-U 2 



X + 1 



x - 1 



11. 2x + 



19. 



13. 2x - 5 + „ 3 „ + — ?— 
jc-2jc + 2 2jc-3jc + 2 



5 + . 3 



14 

3 



(2x + l) 2 2jc + 1 ( X - 1)2 x - 1 



21. 1 + 



15. 



16 



* 3* + 1 * - 2 



1 



17. 



jc 3jc - 2 2jc + 3 
2 3 1 



* + 2 (jc - 2) 2 x - 2 

4 jc + 5 



25. 



2jc + 4 
jt 2 + 2jc + 4 



33. 4--U. 



jc 2 + 2jc + 3 



27. 

35. 



2 4jc - 3 



* - 1 ' jc 2 + 1 
* - 1 x - 1 



U - 2) 3 (jc - 2) 2 
29 . _JL, + 3, - 1 



x - 2 

jc + 2 



23. 



jt' + 1 U' + 1)^ 



x + 4 " 2jc 2 + 3 
37, 



31. 



jc z + jc + 1 
jc - 2 



jc 2 + 2 



(x z + iy 



15 3jc + 4 



x 2 + 2 * - 1 
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normal estandarizada, 466 
^- exponencial, 624 
. de dos parametros, familia de, 322 
de ingreso 
marginal, 149 
total, 148 
de mas de una variable, 9 14-926 

limites y continuidad de, 926-942 
de n variables, 914 
de production, 919 
de un parametro, familia de, 320 
decreciente, 223 
definicion de, 3, 914 
definida a trozos, 7 
derivada 
de una, 1 04 
numerica de una, 1 19 
total de una, 967 
diferencia de, 12 
diferenciable, 109,956,961 
continuamente, 959 
de dos variables, 956 
de n variables, 96 1 
en un intervalo abierto, 109 
infinitamente, 718 
discontinua, 67, 936 
dominio de una, 4, 9 1 4 

escalon unitario. Vease Funcion salto unitario. 
^-^exponential 

de base a, 448 
derivada de la, 449 
integral de la, 449 
de densidad, 624 
natural, 437-447 
aplicaciones de la, 456-469 
definici6n de la, 437 
derivada de la, 441 
integral de la, 442 
extremos absolutos de una, 202, 990 
gradiente de una, 978, 982 
grafica de una, 6, 9 17, 922 
hiperbolicas, 490-502 
identidad, 16 
impar, 16 

infinitamente diferenciable, 718 
integrable, 340, 1029 
inversa de una, 407 
limite(s) 

al infinito de, 257-268 
bilaterales de, 50 
de una, 38 

de mas de una variable, 928 
infinitos de, 55-67 
laterales de, 49-55 
por la derecha de, 50 
por la izquierda de, 50 



Funcion(es) (continua) 
lineal, 15 
logaritmica 
de base a, 450 

derivada de la, 452 
natural, 418-429 
definicion de la, 420 
derivada de la, 420 
longitud de arco, 5 14 
maximo entero, 9 
monotona, 232 

normal estandarizada de densidad de probabilidad, 466 
operaciones con, 12 
par, 16 

periodica, 1203 
periodo de una, 1203 
polinomial, 16,917 
potencia, 172 
potential, 1084 
producto de, 1 2 
rational, 16 
salto unitario, 1 1 
secante, 1204 
derivada de la, 155 
hiperbdlica, 491 

derivada de la, 492 
integral de la, 434 
inversa, 477 - 
derivada de la, 478 
seno, 1202 
derivada de la, 153 
hiperb6lico, 490 
derivada de la, 490 
integral de la, 493 
inverso, 495 
derivada de la, 497 
integral de la, 303 
inverse 470 
derivada de la, 472 
signo, 1 1 

suave (lisa o uniforme), 5 1 
sucesion, 648 
sumade, 12 

superficies de nivel de una, 922 
tangente, 1204 
derivada de la, 1 55 
hiperbolica, 491 
derivada de la, 492 
inversa, 495 
derivada de la, 497 
integral de la, 433 
inversa, 475 
derivada de la, 477 
trascendentes, 403 
trigonometricas, 1201-1208 
continuidad de las, 85-93 
de unangulo, 1205 
derivadas de las, 152-162 
integrates de las, 303, 433-435 
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Funcion(es) (trigonometric as) (continua) 

inversas, 469-484 
integrales que producen, 485^490 
uno a uno, 405 
utilidad, 1009 
valor absolute 9 
valor de, 4 

valor promedio de una, 358 
vectorial(es), 865-912 

Calculode las, 872-882 

continuidad de las, 869 

definicion de, 865 

derivada de las, 873 

diferenciable, 874 

integral indefinida de, 877 

limites de, 869 

Galenas del susurro, 1 186 
Gas ideal, ley del, 947 
Gauss, Karl, 1114 

teorema de la divergencia de, 1 1 14, 1 128 
en el piano, 1114 
Generatriz 

de un cilindro, 846 

de uncono, 1183 
Geometria 

analitica, 1 150 
formulas de, 1264-1274 

diferencial, 872 

formulas de, 1260 
Gradiente de una funcion, 978, 982 
Grado de una funci6n polinomial, 9 1 7 
' Grafica(s) 

de una ecuacion 
en/? 2 , 1153 
en /? 3 , 802 

de una funcion, 6, 917, 922 

ecuacion de una, 1161 

generadas por computadora, 855, 921 

pendiente de una, 102 

polar, 754 
Graficadores matematicos, 855 
Gravedad, aceleraci6n debida a la, 324 
Green, George, 1108 

teorema de, 1108-1120 
enunciado del, 1108 
Gudermann, Christoph, 507 
Gudermanniano, 507 

Helice, 866 

circular, 866 

conica, 1027 
Hermit, Charles, 438 
Hessiano (discriminante), 994 
Hiperbola(s), 1 192-1200, 1270 

asintotas de una, 1 195 

centre de una, 1 193 

definicion de, 1192 

degenerada, 1 1 98 



Hiperbola(s) (continua) 

ecuaci6n(es) de una, 1 193 

formas estandar de las, 1 197 
eje 
conjugado de una, 1 193 
principal deuna, 1193 
transverso de una, 1 193 
equilatera, 1195 
excentricidad de una, 1 199 
focos deuna, 1192 
ramas deuna, 1193 
rectangulo auxiliar de una, 1 195 
unitaria, 1 1 95 
vertices de una, 1193 
Hiperboloide 

de revolucion, 849 
eliptico 
de dos hojas, 85 1 
de unahoja, 851 
Hipocicloide, 746 
Hip6tesis de un teorema, 1 139 
Hooke, Robert, 532 
ley de, 532 

ldentico aditivo, 794, 810 
Identidad(es) 

de Jacobi, 845 

de polarizacion, 821 

pitag6rica fundamental, 1203, 1261 

pitagoricas, 1205, 1261 

trigonometricas fundamentales, 1205, 1261 
Impropia(s) 

fracci6n, 1217 

integrales, 618-632 
Incremento 

de una funci6n 
de dos variables, 955 
de n variables, 960 

de*, 101 

dev, 106 
Independientes, vectores, 795, 798, 810 
Indice 

de una suma, 329 

de utilidad, 1009 
Inercia, momentode, 1043, 1044 
Infinito 

limites al, 249-260 

negativo, 57, 1144 

positivo, 56, 1 144 
Ingreso 

funci6n de 
marginal, 149 
total, 148 

marginal, 149 
Integraci6n, 366. Vease tdmbien Integral(es). 

constante de, 366 

de funciones 
exponenciales, 442, 450 
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Integration (de funciones) (continiia) 

rationales, 572-583 
de seno y coseno, 585 
de potencias de funciones trigonom£tricas, 555-565 
tfmites de, 341 

inferior, 341 

superior, 34 1 
mediante sustitucion trigonometric a, 565-572 
multiple, 1021-1076 
numerica, 591-603 
por partes, 545-554 

formula para, 547 
region de, 1028 
signo de, 341 

t£rmino a t£rmino de series de potencias, 712 
Integral(es). Vease tambien Integration 
criterio de ta, 680 
delfnea, 1089-1097 

definition de, 1092, 1093, 1095 

independiente de la trayectoria, 1098-1 108 

teorema fundamental para las, 1 100 
de superficie, 1121-1128 
definida, 338-351, 

definition de, 341 
doble(s), 1028-1041 

aplicaciones de las, 1041-1052 

definition de, 1029 

en coordenadas polares, 1052-1060 
elfptica, 751 
impropias, 618-632 

con una discontinuidad infmita 
en el Iimite inferior, 628 
en el Iimite superior, 629 
en un mimero interior, 629 

con lfmites de integration infinitos, 618-627 

convergente, 619 

divergente, 619 
indefmida, 341, 366 

en forma cerrada, 587 

de una funcion vectorial, 877, 878 
iterada, 1 034 
multiples, 1028 
numerica (NINT), 344 
que producen 

funciones trigonom&ricas inversas, 485-489 

funciones logaritmicas naturales, 430-436 
signo de, 341 
simple, 1028 

teorema del valor medio para, 356 
trigonom&ricas, 555-565 
triple(s), 1061-1066 

definition de, 1061 

en coordenadas cilmdricas, 1067-1074 

en coordenadas esf^ricas, 1070 
Integrando, 341 

Intensidad (o modulo) de un vector, 788, 805 
Intercepcion 

x de un piano, 824 
y de un piano, 824 



Intercepcion (continiia) 

y de una recta, 1162 

z de un piano, 824 
Interes compuesto continuamente, 462 
Intersection de conjuntos, 1 140 
Intervalo 

abierto, 1 143 

cerrado, 1 144 

de convergencia de una serie de potencias, 704 

extremos de un, 1 1 44 

partition de un, 339 

semiabierto por la derecha, 1 144 

semiabierto por la izquierda, 1 144 
Invariante, 1213 
Inversa de una funciOn, 407 
Isotermas, 919 

Joule (unidad de trabajo), 530 

Lado(s) 

de un rectingulo, 1028 

inicial de un angulo, 1201 

recto (latus rectum) de una parabola, 1 169 

terminal de un angulo, 1201 
Lagrange, Joseph Louis, xxvii, 106, 640 

forma de, del residuo para un polinomio de Taylor, 640 

multiplic adores de, 1004-1013 

notation de, para una derivada, 106 
Lamina 

centro de masa de una, 524, 1042 

definition de, 522 

homogenea, 522 

masa total de una, 524, 1 042 

momento de masa de una, 524, 1042 
Laplace, Pierre Simon, marques de, 1087 

ecuaciOn de, 953, 1087 
Laplaciano, 1087 
Leibniz, Gottfried Wilhelm, xxvii, 106, 360, 684 

notaciOn de, para una derivada, 106 
Lemniscata, 761, 764 
Ley(es) 

asociativas para vectores, 810 

conmutativas para vectores, 810 

de action de masas, 579 

de Boyle, 150 

de conservation de la energia, 1 1 07 

de crecimiento natural, 456 

de decrecimiento natural, 456 

de enfriamiento de Newton, 463 

de Hooke, 532 

de refraccion de Snell, 821 

del gas ideal, 947 

del paralelogramo, 791, 821 

distributivas para vectores, 810 
Libby, Willard, 468 
Lima?on. Vease Caracoles. 
Lfmite(s) 

al infinite 249-260 

bilateral, 50 
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Limite(s) (continua) 

criterio de comparacion por paso al, 674 
de una funcion, 38 

de dos variables, 928 

de n variables, 928 

vectorial, 869 
de una sucesion, 650 
de una suma de Riemann, 340 

para una funcion de dos variables, 1029 
inferior 

de integracion, 34 1 

de una suma, 329 
infinites, 55 -67 
laterales, 49-55 

por la derecha (o lateral derecho), 50 
por la izquierda (o lateral izquierdo), 50 
superior 

de integracion, 34 1 

de una suma, 329 
Linealmente 

dependientes, vectores, 799 
independientes, vectores, 795 
Localizacion acustica, 1 199 
Longitud de arco 

como parametro, 885 
de la grafica de una funcion, 509 
de una curva de /? 3 , 880 
de una curva plana, 748 
de una grafica polar, 766 
funcion, 514 
L'Hopital, Guillaume Francois, marques de, 604 
reglade, 604,609, 612,613 

M aclaurin, Colin, 640 

formula de, 640 

polinomio de, 640 

seriede, 719 
Magnitud(es) 

escalar, 787 

vectoriales, 787 
Mapa de contomos, 918 
Marginal 

concepto de variation, 147 

costo, 148 

funcion 
de costo, 148 
de ingreso, 149 

ingreso, 149 
Masa, 516 

centra de, de una lamina, 524, 1042 

de una barra, 5 1 9 

total de una lamina, 524, 1042 

momentode, 517, 522 
de una barra, 520 
de una lamina, 524, 1042 

total, 522 
Mathematica (software), 867 
Maxima cota inferior de una sucesion, 655 



Maximo, valor, 

absoluto, 201 
de una funcitfn de dos variables, 990 

de una funcion, 198-207, 990-1003 

en un intervalo, 201 

relative 198 
de una funcion de dos variables, 990 
Mediana de un triangulo, 1 157 
Medida, 333 

enradianes, 1201 
M6todo 

de aproximacion de Newton, 275-278 

de capas cih'ndricas para calcular el volumen 
de un solido, 391-397 

de mfnimos cuadrados, 998 

de multiplicadores de Lagrange, 1004 
Minima cota superior de una sucesion, 655 
Minimo, valor, 

absoluto, 201 
de una funcion de dos variables, 990 

de una funcion, 198-207, 990-1003 

en un intervalo, 201 

relative 198 
de una funcion de dos variables, 990 
Modelos matemafceos, las funciones como, 20-28 
Modulo (o intensidad) de un vector, 788, 805 
Momento 

de inercia, 1043 

demasa, 517, 522 
de una barra, 520 
de una lamina, 524, 1042 

polar de inercia, 1045 
Monopolio, condiciones de, 274 
Monotona 

funcion, 224 

sucesion, 653 
Movimiento 

armonico 
amortiguado, 445 
simple, 168 

circular uniforme, 909 

curvilineo, 872-897 

de un proyectil, 904-907 

rectilineo, 132-145,319-326 
Multiplication, 1139 

cruz, 834 

escalar, 793 

por un escalar, 793 

vectorial, 834 

Multiplicadores de Langrange, 1004-1013 

n-esima derivada, 130 

NDER (derivada numerica), 1 19 

Negativo, 1139 

deun vector, 792, 810 

Newton (unidad de fuerza), 516 

Newton, Sir Isaac, xxvii, 106, 275, 360 
ley de enfriamiento de, 463 
metodo de aproximacion de, 275-278 
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NINT (integral numerica), 344 

Norma de una particidn, 340, 1028, 1067 

Normal 

componente, del vector aceleracion, 901 

piano, 884 

recta 

aunagraTica, 103 

a una superficie, 986 
vector, 822 

a un piano, 822 

a una superficie, 985 

inferior unitario, 1124 

saliente unitario, 1113, 1126 

superior unitario, 1124 

unitario, 882 
Notation 

de Lagrange para la derivada, 106 
de Leibniz para la derivada, 106 
por construction de conjuntos, 1 140 
sigma, 329 
Numero(s) 
critico, 200 
deEuler(e),438 
decimales 

finitos, 1139 

infinitos no periodicos, 1 139 

infinitos periodicos, 1 139 
directores de una recta, 828 
enteros, 1139 
irracionales, 1139 
racional, 1139 
reales, 1139 
trascendente, 438 

Ocho identidades trigonometric as fundamentales, 1205 

Octantes, 800 

Operaciones inversas, 297 

Orden de una ecuacitfn diferencial, 319 

Ordenada, 1 150 

al origen, 1162 
Origen,799, 1142, 1150 

Papuss de Alejandria, 528 

teorema de, 528 
Par(es) ordenado(s), 3, 1150 
Parabola(s), 1154, 1168-1172, 1267, 1268 

definicitfn de, 1168 

degenerada, 1209 

directrizde una, 1168 

eje de una, 1169 

ecuacion(es) de una, 1 169, 1171 
forma estandar de las, 1 179 

focodeuna, 1168 

lado recto de una, 1 169 

verticede una, 1169 
Paraboloide 

de revolution, 849 

eliptico, 853 

hiperbolico, 853 



Paralelepfpedo rectangular, 381 
Paralelogramo, ley del, 791, 821 
Paralelos(as) 

pianos, 825 

rectas, 1 163 

vectores, 813 
Parametro(s), 740 

directores, 828 

familia de funciones de dos, 322 

familia de funciones de un, 320 
Partition 

cilindrica, 1067 

de un intervalo, 339 
regular, 342 

de una region, 1028, 1062 

esferica, 1070 

norma de una, 339, 1028, 1067 
Pascal, Blaise, 537 

principio de, 537 
Pendiente 

de la recta tangente a la grafica de una funcion, 102 

de una grafica, 102 

de una recta, 1159 
Periodo de una funcion, 1203 
Perpendiculares 

pianos, 825 

rectas, 1165 

vectores, 814 
Plano(s), 822 

angulo entre dos, 825 

coordenados, 799 

de proyeccion, 832 
de una recta, 832 

definition de, 822 

ecuacion de un, 822 

normal, 884 

numerico, 1 150 

osculador, 884 

paralelos, 825 

perpendiculares, 825 

rectificador, 884 

tangente, 986 
Polar 

ecuacion, 754 
' eje, 752 
Polinomio 

de Maclaurin, 640 

de Taylor, 640 
Polo, 752 

Position estandar de un angulo, 1201 
Preparation para el estudio del calculo, xxix 
Presion de un liquido, fuerza ejercida por la, 536-542 
Primer 

momento, 1043 

teorema fundamental del C&lculo, 362 
Primera derivada, 130 

criterio de la, para extremos relativos, 225 
Principio de Pascal, 537 
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Problemas con extremos 
libres, 1004 
restringidos, 1004 
Productividad marginal 
de la mano de obra, 1017 
de la maquinaria, 1017 , 
Producto, 1 1 39 
de funciones, 1 2 

de un escalar por un vector, 793, 794 
de vectores, 81 1-833, 833-845 
cmz, 833-845 

definicion de, 833 
escalar, 8 1 1 
interior, 81 1 
punto, 811-833 

definicion de, 811 
triple, escalar, 837 
triple, vectorial, 837 
vectorial, 834 
Proyeccion 

escalar de un vector sobre otro, 8 1 5 
vector, 816 
Punto(s), 1150 
colineales, 1164 
critic o, 992 
de acumulacion, 93 1 
de inflexion, 233 
de tf 3 , 799 
de/?",914 
inicial, 787 
producto, 811-833 
silla, 993 
terminal, 787 
unidad, 1142 
Radian(es) 

hiperbolico, 501 
medidaen, 1201 
Radio 

de convergencia de una serie de potencias, 704 
de curvatura, 893 
degiro ? 1046 

de una circunferencia, 1173 
de una esfera, 803 
Ramas de una hiperbola, 1 193 
Rapidez de una particula, 134, 898 
Raz6n de cambio (o tasa de variation) 
derivada como, 145-152 
instantanea, 145 
Reciproco, 1139 
Recta(s), 1158-1168 

cruzantes (u oblicuas), 831 
de regresion, 998 

ecuacion(es) de una, 1 161, 1 162, 1 163, 1266 
en/? 3 , 827-831 

forma pendiente -interception de la, 1 162 
forma punto-pendiente de la, 1161 
normal 
aunagraTica, 103 
a una superficie, 986 



Recta(s) (continua) 
num^rica real, 1 143 
paralelas, 1163 
pendiente de una, 1 159 
perpend iculares, 1165 
polar, 752 
secante, 101 
tangente 
a la grafica de una funcion, 102 
a una curva en R 3 , 987 
pendiente de la, 102 
Rectangulo(s) 
curvados, 1052 
de inspection, 921 
auxiliar de una hiperbola, 1 195 
Reflexion 

de un punto, 409 
de una grafica, 409 
Region 

acotada, 996 
cerrada, 996 
de integraci6n, 1028 
rectangular 
abierta, 1028 
cerrada, 1028 
Regla(s) 

de la cadena, 164, 965 
general, 968 
para antiderivaci6n, 3 1 1 
para funciones 
de m£s de una variable, 965-975 
vectoriales, 876 
de diferenciaci6n 
de la funcion potencia para exponentes racionales, 174 
de una constante, 123 
para el cociente, 128 
para el producto, 126 

para el producto de una funcion por una constante, 124 
para la suma, 125 
para potencias con exponentes 
enteros 
negativos, 129 
positivos, 123 
racionales, 174 
reales, 443 
de L'H6pital, 604, 609, 612, 613 
de Simpson, 598 
del trapecio, 593 
parabolica, 596 
Regladura de un cilindro, 846 
Representation 

de position de un vector, 788, 805 
de un vector, 787 
Residuo 

de una serie despu^s de k terminos, 686 
para un polinomio de-Taylor, 673 
forma de Lagrange del, 640 
forma integral del, 646 
para una serie infinita, 686 
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Resonancia, 455 

Restriction (o condition lateral), 1004 

Resultante de dos vectores, 79 1 

Revolution 

eje de, 383 

elipsoide de, 849 
- hiperboloide de, 849 

paraboloide de, 849 

superficie de, 848 

volumen de un s61ido de, 383, 386, 393 
Rerdvente, 848 
Riemann, Georg Friedrich Bernhard, 339 

sumade, 339, 1028 
limite de una, 340, 1028 
Rolle, Michel, 215 

teoremade, 216 
y teorema del valor medio, 215-223 
Rosa, 760 

Rotation de ejes, formulas para, 121 1, 1271 
Rotational de un campo vectorial, 1085 

Section 

conica, 774, 1183 

transversal de una superficie en un piano, 847 
Segmento rectilineo dirigido, 787 
Segunda(s) derivada(s), 130 

criterio de la, para extremos relativos, 238, 994 
parciales, 949 
Segundo 

momento, 1044 

teorema fundamental del Cdlculo, 364 
Semivida (o vida media), 459 
Serie(s) infinita(s) 

absolutamente convergentes, 688 
alternantes, 684 

criterio de las, 684 
armonica, 664 

alternante, 688 
binomial, 730 

condicionalmente converge nte, 688 
convergente, 661 
criterios sobre converge ncia de, 

de comparacion, 672 
por paso al limite, 674 

de la integral, 680 

de la raiz, 693 

de la raz6n, 690 

resumen de, 695-697 
de Maclaurin, 719 
de potencias, 698-707 

definition de, 698 

diferenciacion termino a termino de, 708 

integration termino a termino de, 712 

intervalo de convergencia de, 704 

radio de convergencia de, 704 
de Taylor, 718-735 

definition de, 719 
de teYminos 

constantes, 659-671 



Serie(s) infinita(s) (de tSrminos) (continua) 
positivos, 671-683 
y negativos, 684-695 
definici6n de, 660 
divergente, 661 
geomStrica, 660, 665 
hiperarmonica, 678 
p,678 

residuo de una, despues de k terminos, 686 
suma de una, 66 1 
sumas parciales de una, 660 
tirminos de una, 660 
Simetrfa 

dedospuntos, 1155 
de unagrafica, 1156 
criterios de, 1156 
Simpson, Thomas, 596 

regal de, 598 
Sistema 

coordenado 
cartesiano rectangular, 799, 1 150 
derecho, 799 
de coordenadas 
cartesianas rectangulares, 799, 1 150 
polares, 752 
numSrico real, 1139 
Slug, 516 
Solido de revolution, 383 

volumen de un, median te el metodo de 
arandelas, 386 
capas cilindricas, 391-397 
discos, 384 
Solution de una ecuaci6n, 1 153 
diferencial, 319 
completa, 320 
general, 320 
Stirling, James, 640 
Stokes, George, 1118 
teoremade, 1130 
en el piano, 1118 
Subconjunto, 1140 
Sucesion 

acotada, 655 

convergente, 651 

cota inferior de una, 654 

maxima, 655 
cota superior de una, 654 

minima, 655 
creciente, 653 
de sumas parciales, 660 
decreciente, 653 
definition de, 648 
divergente, 65 1 
elementos de una, 648 
estrictamente creciente, 653 
estrictamente decreciente, 653 
finita, 647 
funcion, 648 
infinita, 647 
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Sucesion (continua) 

limite de una, 650 

monotona, 653 
Suma(s), 1139 

defunciones, 12, 868 

de Riemann, 339, 1028 
limke de una, 340, 1028 

de una serie infinita, 66 1 

de vectores, 790, 806 

fndice de una, 329 

parciales 
de una serie infinita, 660 
sucesion de, 660 
Sumidero (o antifuente) de un fluido, 1116 
Superficie(s), 802, 846-859 

area de una, 1048 

cuadrica, 850 
central, 852 
no central, 853 

de nivel, 922 

de revolution, 848 

equipotenciales, 982 

integrales de, 1121-1128 

isotermas, 982 

tangentes, 988 
Sustituci6n trigonomeHrica, integration mediante, 565-572 
Sustraccion, 1139 

Tangente(s) 

aproximacion mediante la recta, 279 
funci6n, 1204 

derivadade la, 155 

integral de la, 433 

inversa, 475 
derivada de la, 477 
piano, 986 
recta 

a la grafica de una funcion, 102 

a una curva en R 3 , 987 

pendiente de la, 102 
■ superficies, 988 
vector, iinitario, 882 
Tasa(s) 

de variaci6n (o razon de cambio) 

derivada como, 145-152 

instantanea, 145 

relacionadas, 182-190 
efectiva de interns anual, 462 
Taylor, Brook, 639 
formula de, 639 

aproximaciones polinomiales mediante la, 639-647 

con forma de Lagrange del residuo, 640 

con forma integral del residuo, 646 
polinomio de, 640 
series de, 718-735 

definicion de las, 719 
Teorema(s), 1139 

conclusiones de un, 1 139 
de estriccion, 85 



Teorema(s) (continua) 
de existencia, 219, 656 
de Green, 1108-1120 
enunciado del, 1 108 
de la funcion 
implicfta, 985 
inversa, 412-414 
de la divergencia de Gauss, 1114, M28 

en el piano, 1 1 14 
de Pappus, 528 
dePitagoras, 821, 1151, 1260 

para vectores, 821 
deRolle,216 

y teorema del valor medio, 215-223 
de Stokes, 1130 

en el piano, 1118 
de unicidad, 47,219 
del binomio, 732 
del cero intermedio, 8 1 
del valor extreme 203 

para funciones de dos variables, 996 
del valor intermedio, 80 
del valor medio, 217 
de Cauchy, 606 
para integrales, 356 
teorema de Rolle y , 2 15-223 
fundamental para integrales de linea, 1 1 00 
fundamentales del Calculo, 360-371 
primero, 362 
segundo, 364 
hipotesis de un, 1139 
Tercera derivada, 1 30 
Terminos de una serie infinita, 660 
Torque, vector, 844 
Trabajo, 530-536, 818 

definicion de, 53 1 , 1091 
Trace la grafica, xxix, 1 154 
Tractriz, 507, 572 

Traslacion de ejes, 1178-1182, 1271 
Trazas de un piano, 824 
Trazo 

de una circunferencia, 1 173 
de una parabola, 1171 
Triedro movil, 884 
Trigonometria, formulas de, 1261 
Triple producto 
escalar, 837 
vectorial, 837 

Union de conjuntos, 1140 
Utilidad 

funcion, 1009 

fndicede, 1009 

Valor 

absolute 1145 

funcion, 9 
de funcion, 4 
promedio. (o medio) de una funcion, 357, 358 
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Valor (continua) 
maximo 

absoluto, 201 
de una funcion de dos variables, 990 

de una funci6n, 198-207, 990- 1003 

relative 198 
de una funcion de dos variables, 990 
mfnimo 

absoluto, 201 
de una funcion de dos variables, 990 

de una funci6n, 198-207, 990-1003 

relative 198 
de una funcion de dos variables, 990 
Van de Waals, ecuacion de, 975 
Variable(s), 4, 1 140 
dependiente(s), 4, 915 
independiente(s), 4, 9 15 
intermedias, 968 
Vector(es), 787, 795 
aceleracion, 897 

componente normal del, 901 

componente tangencial del, 901 
adicion de, 790, 807 
angulo entre dos, 812 
angulos directores de un, 789, 805 
binormal unitario, 884 
cero, 788, 805 

componentes de un, 787, 804, 805, 815 
cosenos directores de un, 805 
curvatura, 890 
de desplazamiento, 8 1 8 
de posicion, 866 
diferencia de, 792, 807 
direction de un, 788, 805 
en el piano, 787-799 
en el espacio tridimensional, 799-8 10 
existencia del identico aditivo para, 794 
existencia del identico multiplicativo escalar para, 794 
existencia del negativo de un, 794 
gradiente, 978, 982 
iguales, 787, 805 
independientes, 795, 798, 810 
leyes 

asociativas para, 810 

conmutativas para, 810, 81 1 

distributivas para, 8 10, 8 1 1 
linealmente 

dependientes, 799 

independientes, 795, 798, 810 
modulo (o intendsidad) de un, 788, 805 
multiplication de, 81 1-833, 833-845 

cruz, 834 

escalar, 793 
negativo de un, 792, 810 
normal, 822, 985 

inferior unitario, 1124 

saliente unitario, 1113, 1 126 

superior unitario, 1 124 

unitario, 882 



Vector(es) (continua) 
ortogonales, 814 
paralelos, 813 
perpend icu lares, 814 
producto cruz de, 833-845 
producto punto (escalar o interior) de, 81 1-833 

definicion de, 8 1 1 
proyeccion, 816 

proyeccion escalar de un, sobre otro, 815 
representation de posicion de un, 788, 805 
representation de un, 787 
resultante de dos, 791 
suma de, 790, 806 
sustraccion de, 792, 806 
tangente unitario, 882 
teorema de Pitagoras para, 82 1 
torque, 844 
triple producto 

escalar de, 837 

vectorial de, 837 
unitario, 795 
velocidad, 897 
Vectorial(es) 
analisis, 787 
campo(s), 1078, 1082 

conservador (o conservative), 1084 

de estado estable, 1082 

definici6n de, 1082 

gradiente, 1084 
ecuacion, 865 
espacio, 795 

real„795 
base del, 795, 808 
dimension del, 796 
funcion(es), 865-912 

Calculode las, 872-882 

continuidad de las, 869 

definicion de, 865 

derivada de las, 873 

diferenciabilidad de las, 874 

integral indefinida de, 877 

limites de, 869' 
magnitudes, 787 
triple producto, 837 
Velocidad, 787 
campode, 1082 
con respecto a la tierra, 792 
con respecto al aire, 792 
de una particula, 1 34 
de salida, 904 

en el movimiento curvilineo, 897 
instantanea, 134 
promedio, 133 
vector, 897 
Vertice(s) 

de un dngulo, 1201 
de un rectangulo, 1028 
de una elipse, 1 1 84 
de una hiperbola, 1 193 
" de una parabola, 1 169 
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Vida media (o semivida), 459 
Volumen 

de un solido, 382 
de revolution mediante el metodo de 
arandelas, 386 
capas cilmdrieas, 391-397 
discos, 384 
definici6n del, 382 

mediante el metodo de tebanado, 382 
. elemento de, 38 1 

Waflis, John, xxvii 
Weierstrass, Karl, xxvii 



coordenada, 799, 1150 



x (continua) 
eje,799 1150 
interce^ tion, de un piano, 824 



coordenada, 799, 1 150 

eje, 799, 1150 

intercept: i6n 
de un piano, 824 
de una recta, 1 162 



eoordenada, 799 

eje, 799 

intercepci6n, de un piano, 824 
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